FUNCIONES DE RY EN R.

. Idea de funcién.

Si A ¢ RY, una funcién f : A — R es una regla que asigna a cada punto @ € A un nimero

f(T) € R.

Ejemplos:

Si T € R? podemos considerar la funcién f(7)=(distancia de 7 al origen)?.

Si elegimos coordenadas cartesianas @ = (z7,¥s) esta funcién se expresa f(7) = z? + 3.
Por otra parte si elegimos coordenadas polares 7 = (r, ), la funcién se expresa f(7T) = r2.

En la mayor parte de esta seccion trabajaremos con coordenadas cartesianas pero quiero insistir
en que la funcién es la regla que a cada punto de RY le asocia un nimero de R pero que puede
expresarse por férmulas distintas dependiendo de las coordenadas que se elija en el dominio.

. Dominio natural.

Encontrar el dominio natural de las siguientes funciones:
_ xty+z
a) f(x7 y? Z) - 17x27y2 °

b) f($7yaw72) = m

. Gréfico.

Si f: RN +— R se define su grafico como el conjunto

{(Z, (7)) € RN x R|Z & dominio de f}.

IMPORTANTE: Hacer dibujo para el caso de dos dimensiones. En este caso el grafico es, en
general, una superficie en R3.

Ejemplos: Use el método de seccionar, o lo que Ud. quiera, para
bosquejar el grafico de:
a) f(z,y) = 2* + ¢
b) fz,y) =1— (2% +y?)
(

. Curvas y superficies de nivel.

Otra manera de visualizar funciones es mediante las superficies de nivel. En el caso de f : R3 — R
se define la superficie de nivel correspondiente al nivel C' como

{(z,y,2)|f(x,y,2) = C}.

Ejemplo:



Las superficies de nivel de f(z,y, z) = 22 + y* + 2% son céscaras de esferas centradas en el origen.
Conviene recalcar que las superficies de nivel estan en el dominio de la funcién.

De manera analoga se define la curva de nivel para funciones de R? en R como también en el caso
de dimensiones mayores.

. Limites y continuidad.

Recordar la definicién de limite de Célculo 1 y observar que para funciones f : RY — R es lo
mismo si uno toma la nocién apropiada de distancia en el espacio de salida R”™. Mas precisamente
si T = (x1,.....,75) € RY, en coordenadas Cartesianas, definimos la norma

Ahora definimos

(%iﬂﬁf(?) = 1) < ( Para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que 0 < || @ —Z5|| < 0 = |f(T)—1| <e).

Las mismas demostraciones de calculo 1 prueban que el limite de la suma es la suma de los limites,
limite del producto es el producto de los limites, limite del cuociente, siempre que el limite del
denominador no se anule , es el cuociente de los limites, etc.

Es muy facil probar de la definicién que si f(z,y, z) = = entonces

lim T,Y, %) = xg.
L (#,y,2) = o

Ejemplo:

Calcular lim .
(z,9,2)—(2,5,3) T TY72

Definicién:

Como siempre diremos que una funcién es continua en un punto si la funcién esté definida en el
punto y su valor coincide con el limite en el punto.

También se tienen los teoremas correspondientes para la composicién de funciones.
Teorema:

a) Sean f: RN — Ry g: R — R tales que
_lim  g(f(7)) = g(A).

T —XTg

im_ f(7) = Ay g es continua en A. Entonces
]

1
T
b) Sean f: RN — Ry 7% : R — RY tales que f es continua en 7j y thn? 7 (t) = Z¢. Entonces

—1l0
lim 17 (1) = £(7).
La parte b) del teorema precedente tiene la consecuencia siguiente, que es muy ttil para probar
que un limite NO existe.
Observacién:

Si _lim f(7) = A entonces para cualquier curva 7 tal que lim 7 (t) = Zg se tendrd
T)—ﬂl',_')o t—to

lim f(7) = A.

t—to



En particular el limite de la composicién sera siempre el mismo sin importar como se acerca la
curva 7y al punto zg. Por lo tanto para comprobar que un limite NO existe basta encontrar dos
curvas, que podrian ser rectas, tales que las composiciones den limites distintos.

Ejemplo:
Comprobar que (x,yl)m%o 0 zz T2 o existe.
Hint:

Acérquese a (0,0) a lo largo del eje OX y del eje OY.

Conviene insistir que lo anterior solamente sirve para probar que un limite NO existe y que a
veces se da el caso de que el limite a lo largo de todas las rectas es el mismo pero falla para otro
tipo de curvas y por lo tanto el limite de la funcién de dos variables no existe. Un ejemplo de esta
situacion es la siguiente funcién en R?*: f(z,y) = 1si|y| > 220y =0; f(z,y) =0si |y < 2% e
y # 0. Acercandose al origen a lo largo de cualquier recta se obtiene limite 1, pero a lo largo de
la pardabola y = %332 se obtiene 0.

Para demostrar que un limite si existe hay que usar los teoremas de suma, producto, cuociente y
composicion de limites y usar limites conocidos.

Ejercicio:

Decidir si los limites siguientes existen.

sin(z?+e¥—2)

im s
(x7y7z)_)(17071) :EZ +tan Cos(l'yz)

b)  lim e

4 4 4
(z,y,2)—(0,0,0) ¥ TY +2

a)

Otra manera de probar, a veces, que un limite existe es usando el teorema del sandwich como en
el ejemplo siguiente.

Ejemplo:
Calcular
2
lim —Y
(z.9)—(0,0) 22 4 y2
Solucion:

Después de componer con unas cuantas curvas uno empieza a sospechar que el limite es 0.

Para probarlo observemos que —* +y % Luego
xy? Ty ’ |
) B PR Y
y por lo tanto 2+ (x,y) — 0.

. Derivadas parciales.

En esta seccién trabajaremos en dos dimensiones simplemente porque en este caso es posible
dibujar los graficos. Todo lo que se hard es generalizable al caso de m&as dimensiones con las
interpretaciones correspondientes.



Definimos ahora la derivada parcial con respecto a x de f en el punto (xg,yo) por

f(xo 4+ Az, y0) — f(20,Y0)

De manera andloga se define la derivada parcial con respecto a v, %(mo, Yo)-

Interpretacion geométrica de %(xo, Yo):

Si se toma un plano paralelo al plano X Z que pasa por el punto (¢, yo) este intersecta al grafico de
la funcién en una curva que contiene al punto (o, yo, f(xo,%0)). Ahora %@0, Yo). es exactamente
la pendiente de la tangente a dicha curva en el punto (zo,yo, f(2o,%0)) medida en ese plano.
DIBUJO.

También %(wo, o) mide la razén de crecimiento de la funcién f cuando la variable bidimensional
(x,y) se incrementa en la direccién de é; = (1,0).

Por supuesto todas estas consideraciones valen para las derivadas parciales en las demas direc-
ciones.
Ejercicio:

of of
ox’ Oy

a) f(x,y,z) = T

b) f(z,y,z) = log(l + zyz).
Ecuacién del plano tangente al gréfico.(en el caso que este exista.)

Calcular y % para

Sea f: R* — Ry sea (o, Yo, f (20, y0)) un punto de su grafico. Para obtener la ecuacién del plano
tangente al grafico en este punto, en el caso que dicho plano existiera, nos basta con encontrar
un vector normal al plano. Para esto nos basta encontrar dos vectores tangentes al grafico, no
colineales, y el producto cruz de estos sera normal. Acordandonos de la interpretacién geométrica
de las derivadas parciales es facil convencerce que los vectores

of

= (17 0, %(950, Z/O))

5|

0
- (Ov 1’ a:];(x(b yO))

son tangentes al grafico, por lo tanto su producto cruz

0 0
T{ X 7_’; = (ai(l‘o;yo)a g<x07y0>7 —1)

e}
|

es normal al grafico.

De esta forma la ecuacién del plano tangente al gréfico en el punto (zo, yo, f(zo, yo)) es:

(x — ﬂio)gi(ﬂfo, Yo) + (y — yo)gg(%?yo) — (2 —20) =0.

Reiteramos que esta ecuacién es valida siempre que el plano tangente exista.

Recordemos que la existencia de %(wo, Yo) significa que la curva obtenida al intersectar el grafico
con el plano paralelo al plano XZ que pasa por el punto (xg,yo) tiene recta tangente en ese
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plano y que g—i(xo,yo) es exactamente la pendiente de la tangente a dicha curva en el punto

(20, Yo, f(x0,y0)), medida en ese plano. DIBUJO. Razonamiento andlogo para g—;(xo, Yo).

No es dificil imaginarse el grafico de una funcién tal que, al intersectarlo con planos paralelos a los
planos XZ e YZ que pasen por un punto (xo,yo, f(zo, o)), den curvas suaves que tengan recta
tangente en el punto, pero que si se intersectan con cualquier otro plano vertical que pase por
el punto se obtenga una recta que se quiebre en ese punto y por lo tanto no tenga tangente en
él. Por supuesto dicho grafico no tendra plano tangente en ese punto. De este modo tenemos un
ejemplo en que las derivadas parciales existen en un punto, pero en el punto correspondiente, el
grafico NO tiene plano tangente.

Definimos ahora la derivada direccional de una funcién f en el punto Tg en la direccién de un
vector unitario 4 como

— =
. flzo+ hu) — f(Zg)
Daf(75) =1
uf(xl)) hEI%) h
Observemos que se tiene los casos particulares Dg, f(Zg) = %@70)7 De, f(T4) = g—i(x_)o), ete.
La interpretacién geométrica de la derivada direccional es la siguiente:

Si se intersecta el grafico de f con un plano vertical que contiene a la direccién @ y que pasa por
el punto (zo, Yo, f(70,%0)) se obtiene una curva. D;f(Z4) es la pendiente de la tangente a dicha
curva en ese punto, medida en el plano. DIBUJO.

También Dy f(Tg) puede interpretarse como la razén de crecimiento de la funcién f cuando uno
se aleja de punto (xg, y) en la direccién de 4.

Aunque parezca raro, no es dificil imaginar el grafico de una funcién tal que sus derivadas direc-
cionales en un punto existan en todas las direcciones pero que, en el punto correspondiente, el
grafico NO tenga plano tangente.

. Diferenciabilidad y plano tangente al gréfico.

Recordar los conceptos de diferencial y de aproximacion por la tangente de Célculo 1.
Definicién:

Una funcién f : RY — R se dice diferenciable en el punto Zj si existe una funcién LINEAL
df (z3) : RN — R tal que

f(7) = f(&0) + df (26) (7 — 26) + e(W — T0)

sl

(T -To) .
donde Tzl tiende a 0 cuando ||

— Tpl|| tiende a 0.
La funcién lineal df (xg) se llama la diferencial de f en el punto 7.
Observacion:

En el caso de dos dimensiones el grafico de la funcion
T e F(T) + df ()T~ )

es un plano que pasa por el punto (Tg, f(Zg)) y es tangente al grafico en dicho punto. De este modo
que la funcion sea diferenciable en un punto significa la existencia del plano tangente al grafico
en dicho punto. También la diferenciabilidad puede pensarse como la posibilidad de aproximar la



funcién por una funcion lineal en la cercania del punto cometiendo un error € con la propiedad

e(?f? ) — -
que ﬁ’xjﬂ tiende a 0 cuando || @ — || tiende a 0.
~Zg

La demostracion del teorema siguiente es elemental.
Teorema:
Si f es diferenciable en Ty entonces es continua en Zg.

El reciproco no es cierto. Por ejemplo en R? la funcién f(7) = || 7| es continua en el origen pero
su grafico es un cono con vértice en el origen, por lo tanto no hay plano tangente en el origen y
luego no es diferenciable en dicho punto.

Un breve repaso sobre funciones lineales:

Recordemos que una funcién lineal L : R? — R tiene la propiedad que

L(a@ + ) = aL(Z) + BL(Y).

Esto significa que si se conoce el valor de L en los vectores bdsicos é; = (1,0) y éx = (0,1).
Digamos L(é1) = A; y L(é3) = A, entonces se conoce el valor de L para cualquier punto del
plano.

En efecto

L(z,y) = L(wéy + yéz) = xL(é1) + yL(éz) = vA; + yAy

O, si se quiere, usando la notaciéon de producto punto

L(JT,y) = (AlﬁAQ) : (as,y)

Con esto en mente podemos estudiar mas cuidadosamente la aplicacion

T f(T6) + df (76) (T — T0)

que como sabemos tiene por grafico el plano tangente al grafico de la funcion diferenciable f en
el punto (7g, f(77)).

Para esto nos bastaria conocer los valores de la diferencial df ((xo, y)) en los vectores bésicos é; y
€s.

Poniendo (z,y) = (zo,y0) + (Az,0) en la férmula de la definicién de la diferencial se obtiene

f(xo+ Ax,yo) — f(zo,y0) = Dxdf (20, 40)((1,0)) + €(Az(1,0))

donde w tiende a 0 cuando Az tiende a cero.

Asi, dividiendo por Az y haciendo Az tender a 0, se obtiene

lim f(xo+ Az, y0) — f(z0, v0)
Axz—0 AZIZ’

= df (zo, yo) (1)

es decir



Analogamente

. 0
(@) (ex) = 5 (30)
. 0
() (es) = S (),
y su generalizacién a mas dimensiones.
Definimos ahora el vector gradiente de f en el punto (z1, .....,xy) por
0 0
graa(xl, ey TN) = <a§1(m1, ey TN )y ooy a;jv(xl, ...,xN)> )

Asi, de acuerdo a la discusién previa, obtenemos la formula
Af (75) (4) = grad(75) - 4
De manera andloga a como se prueba que df (7g)(é1) = g—i(x_o)) se demuestra
Daf(w3) = df (z5)(a).

Ejercicio:

a) Calcular la derivada direccional de la funcion f(x,y) = ze™ en el punto (x,y) = (0,0) en la
. A

direccion del vector ¢ + j .

b) Sea f una funcién diferenciable en el punto (xg, yo) y tal que Dy f(zo,y0) = 3y Dsf(x0,y0) = 3,

- N d d

donde 4 = (%, %) y o= (—%, %) Calcular &L (zo,y0) v a—g(xo,yo).

Observacién:

Del ejercicio precedente se deduce que para una funcion diferenciable en un punto, en el caso de

RY | si se conocen las N derivadas parciales se conocen todas las derivadas direccionales. Recip-

rocamente, si se conocen N derivadas direccionales en N direcciones linealmente independientes

entonces se conocen las N derivadas parciales, (resolviendo un sistema lineal de N ecuaciones con

N incégnitas), y por lo tanto TODAS las direccionales.

Ejercicio:
Es la funcién definida por f(z,y) = xﬁjﬁ’; si (x,y) # (0,0) y £(0,0) = 0 diferenciable en el punto
(0,0)7

Ejercicio:

Sea f : R? — R diferenciable en un punto (g, %0). Encontrar la direccién en el plano en la cual
alejarse de ese punto para que la funcién crezca mas rapidamente. Respuesta: La direccion de

graaf(lba yO) .
Nota:

Un segundo de reflexién muestra que en el caso de una funcién diferenciable la direccion de
decrecimiento méximo es la de —grag f(zo,v0).

Observacién:
El ejercicio anterior es la base del método del ”steepest descent”.

Problema;



Un esquiador se encuentra en el punto (xg, yo, f (o, yo)) de una montana que tiene la forma del
grafico de la funcién f(z,y). Para tener mayor velocidad siempre baja en la direccién en la cual
el desnivel es mas pronunciado. Encontrar la trayectoria.

Solucién:

Como el esquiador va a estar siempre sobre la montana podemos parametrizar su trayectoria en la
forma (z(t),y(t), f(x(t),y(t))), donde (x(t),y(t)) es la proyeccién de la trayectoria sobre el plano
XY . El hecho que siga la direccién de mayor pendiente significa que la tangente a la proyeccién de
su trayectoria sobre el plano XY es paralela a menos el gradiente en el punto correspondiente. En
otras palabras buscamos una curva (z(t),y(t)) de modo que su tangente (z'(t),y'(t)) sea paralela
a —@ f(x . O sea que exista una funcion g : R — R de modo que

(a'(t), 5/ (1)) = —g(t)grad f(z(t), y(1))

O, en términos de coordenadas, buscamos xz(t), y(t) y g(t) de modo que

Ademas queremos que cumpla con (z(0),y(0)) = (xo, yo)

Un problema como el anterior, que se trata de buscar funciones tales que ellas y sus derivadas
cumplan con ciertas relaciones, es lo que se llama una ecuacion diferencial. Este tipo de problemas
aparece casi siempre que se hace un modelo matemaético de alguna situacion. En general es dificil
resolverlas, pero hoy es no tan dificil encontrar soluciones aproximadas con un computador.

Para fijar las ideas veamos el caso de una montana sencilla en el sentido que las ecuaciones se
pueden resolver.

Tomemos f(r,y) = 1 +a% — y — 3z + 2y, (70,90, 20) = (1, 1,0).

En este caso las ecuaciones se ven

Q\
~
I
|
Q
~
~—
P
[\
<
—~
~
+
[\
S~—

Podemos tomar g(t) = 1y resolver el sistema por integracién. Finalmente se evalian las constantes
de integracién para que z(0) =1y y(0) = 1.

. La regla de la cadena.

Si f: RV~ Ryg: R~ R podemos hablar de la composicién go f : RN +— R. Si fyyg
son diferenciables la compuesta también lo es y se tiene, simlemente de la regla de la cadena de
Célculo 1,

0 0
S @) = (P ) 5

fz, ..y xy)
Pensando en términos de gradientes tenemos

@gf(xl, sy) = g (f (21, ...,$N))gT?1f(:U1, e TN)).
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La otra composicién posible es f : RN +— R con una curva 7 : R — RY. En este caso tenemos
fo® : R— Ry laregla de la cadena toma la forma

& (f o) (1) = md (7 (1) 7'(0)

La féormula precedente en términos de coordenadas toma la forma:

Si f=f(x1,..,on)y x1 = 21(t),....,xx = xn(t). Entonces

d Y of dzx,,
& (F@i(0), . an(1) = ; o (21(8). e (1)~ (1)

Ejercicio:

Calcular la derivada de la compuesta para cualquier composiciéon simple.

. Otra gracia del gradiente.

Sea f : RN — Ry consideremos la "superficie” de nivel {Z|f(7) = C}. Sea T§ un punto en

dicha "superficie”. Entonces se tiene que graa) f(T3) es un vector perpendicular a la superficie de
nivel en el punto 7. DIBUJO.

Ejemplos:

a) En el caso de N = 2 consideremos la funcién f(z,y) = 2? — y*. Sus curvas de nivel son las

hipérbolas 22 —y* = C. El punto (2, 1) esté sobre la curva de nivel 22 —y* = 3. Ahora el gradiente

de f esta dado por gragf(x, y) = 207 — 2y7. De este modo un vector normal a la curva de nivel

2?2 —y? = 3 en el punto (2, 1) seréd graaf(Q, 1) = 47 — 27. Como ejercicio escriba la ecuacién de

la recta tangente a 22 — y*> = 3 en el punto (2, 1).

b) En el caso de N = 3 consideremos la funcién F(z,y, z) = 22 +y?—z. Sus superficies de nivel son

los paraboloides x?+y?—z = C. El punto (2, 1, 1) esté sobre la curva de nivel 2?+y?—z = 4. Ahora

—

el gradiente de F' estd dado por graaF(x, y) = 2277 +2yj — k. De este modo un vector normal
H

a la superficie de nivel 22 + > — 2 = 4 en el punto (2,1,1) serd graaF(Q, 1,1) = 475 — 27 — k.

Como ejercicio escriba la ecuacién del plano tangente y de la recta normal a 22 + 4% — 2 = 4 en el

punto (2,1,1).

Ejercicio:

Encontrar todos los puntos del elipsoide %2 + % + % = 1 para los cuales el plano tangente forma
un angulo de 7§ con el eje 0Z.

Finalmente demostraremos que gﬁi f(Tg) es perpendicular a la superficie de nivel en Tj. Para
esto consideremos una curva 7 (t) de modo que 7 (0) = Zj y que este cotenida en la superficie
de nivel. Esto tltimo significa f(7(¢)) = C. Derivando esta ultima identidad con respecto a t y
evaluando en t = 0 se obtiene, por la regla de la cadena

grad f () - 7'(0) = 0

Esto significa que graa f(z3) y 7'(0) son ortogonales. Como 7'(0) es tangente a la curva contenida
en la superficie de nivel también lo es a la superficie. Tomando otras curvas conseguimos probar que



10.

11.

graa f(Tg) es perpendicular a todos los vectores tangente a la superficie, es decir es perpendicular
a ella.

Finalizamos esta seccion con la observacién siguiente.
Observacién:

Si f: R? — R su gréfico es el conjunto G = {(z,y,2) € R*/z = f(z,y)}. El conjunto G también
puede verse como la superficie de nivel, correspondiente a C' = 0, de la funcién F' : R® — R definida
por F(x,y,z) = f(z,y)— 2. Mirando las cosas desde este ultimo punto de vista podemos conseguir
un vector tangente a GG en un punto calculando el gradiente de F' en ese punto. Calculando
obtenemos grad F = (gi , gi ,—1). Que es exactamente la misma respuesta que se obtuvo por el
otro método.

Derivadas de mayor orden.

Si f(z,y) es una funcién diferenciable en toda una regién entonces en esa regién sus derivadas
parciales 9f (x,y)y af *(x,y) existen y son funciones de (z,y). Como tales, si es que son derivables,
pueden ser derlvadas nuevamente con respecto a x y a y. Se define ahora las derivadas parciales

de segundo orden por:
0*f of
S o)

02 f
Tgﬁ(x’y)_ ( )
92 f
e = o ()
92 f
e =g ()

Se tiene el siguiente lema cuya demostracion no daremos

Lema de Schwartz:

Si f es tal que sus segundas derivadas parciales existen y son continuas en una regién, entonces
en esa region se tiene

o) = ey

Oxdy "’ oyox 7"

En lo que concierne a este curso, todas las funciones, salvo mencion expresa,cumplen con el lema
de Schwartz.

Para derivadas de orden mayor y en mas dimensiones se procede analogamente.

Ejercicio:

Calcular varias derivadas de mayor orden para distintas funciones.

Campos exactos.

Si f: RN +— R entonces grag f: RN — RY es decir el gradiente de f es una funcién que a cada
punto 7 € RV le asocia el vector gra(_i f( ) € RN,
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En general, una funcién F : RY > RY se llama un campo vectorial. Para entender mejor la idea
concentrémonos en el caso N = 2, con el entendido que todo se generaliza sin problemas al caso

general.

Si se fija una base en el espacio de llegada, digamos i y 7 en R?, conocer T R R? significa

conocer dos funciones P : R?2 — Ry Q : R? — R en el sentido que
Flx,y) = Pla,y) 7 +Qr,y) |

Cabe ahora hacerse la preganta siguiente.
Problema:

Dado un campo vectorial F =Pi+ Q?, bajo que condiciones existe f : R? — R tal que

gradf = F (z,y)?
En términos de coordenadas la pregunta anterior se reduce a:

Dado un campo vectorial F=PrP7+ Q?, bajo que condiciones existe f : R? — R de modo que

o 0
(o) = Plog) ¥ Goley) = Qany)?

Derivando la primera ecuacién con respecto a y y la segunda con respecto a x se obtiene

0? oP 0? 0
8ygx(x7y) = ({Ty(w,y) y axgy(fﬂ,y) = g(x,y)

Asi, , si las funciones son ’'buenas’ en el sentido que vale el lema de Schwartz, obtenemos la
condicién necesaria:
oP 0Q

?y(xvy) = %(Ivy>

Esta condicion resulta también ser suficiente y se tiene el teorema siguiente
Teorema:

Para ’buenas’ funciones se tiene que: Dado un campo vectorial F=PrP7+ Q?, entonces existe
f: R*— R tal que
af of

g5 @y = Pla.y) ¥ 5-(x,y) = Qlx,)

si y solo si
oP oQ

Antes de dar una demostracion del teorema daremos un ejemplo. La demostracion en el caso
general es la misma.
Ejemplo:

Consideremos el campo F (z,y) = (322y+e¥) 7 +(zeV+y?+2%) 7 . En este caso P(z,y) = 3z2y+e¥
y Q(z,y) = xe¥ + y? + 2.

Se tiene %—5 =3z +e¥y %—g = e¥ + 322, Luego el campo es exacto.

11



Si f es la funcion que buscamos esta debe cumplir

gszBny—i—ey
ox

Fijando y e integrando con respecto a x se obtiene

flz,y) = 2’y + ze? + C(y)
donde la constante de integracién, C(y), depende del y fijado.
Para determinar C(y) derivamos con respecto de y obteniendo g—i =13 + ze¥ + C'(y). Pero como

of _

dy — Q = xe¥ + y* + 3. Igualando obtenemos la ecuacién para C(y):

23+ xe? + C'(y) = ze¥ + y* + 2°
Cancelando términos
C/(y) — y2
Observamos que en la tultima ecuacién no aparece x, esto debe pasar siempre que el campo sea

exacto. Finalmente por integracién se obtiene C(y) = % + C donde ahora C' es una genuina
constante. Substituyendo C'(y) en la expresién para f se obtiene

3
f(z,y) :x3y+xey+y§+0

Demostracion del Teorema:

Ya sabemos que la condicién es necesaria.

Para ver que es suficiente supongamos que el campo es exacto. Si f es la funcion que buscamos
se tendra que
of

%(may) = P($7y)

Integrando con respecto a x con vy fijo se tiene

flx,y) = /Ox P(z,y)dz + C(y)

donde C(y) es la constante de integracion, que depende del y fijado.

Para encontrar el C(y) derivamos con respecto a y y usando el hecho que el campo es exacto
obtenemos

Qz,y) = g;j(x:y) = /Om gj(ﬁy)dx = /Oz g?(x,y)dx = Q(z,y) — Q(0,y) + C'(y)

Por lo tanto C’(y) = Q(0,y), que no depende de z,luego

Cly) = [ Q.ydy+C

donde C' es una genuina constante.
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12.

Reemplazando en la formula anterior tenemos

flz,y) = /Ox P(s,y)ds + /Oy Q(0,r)dr + C

Esto termina la demostracion. Si tiene buena memoria memorice la férmula, pero apuesto a que
se equivoca, sobre todo en mas dimensiones.

Ejercicio:

Generalice todo lo anterior al caso de mas dimensiones.

Diferencial total y la idea de forma diferencial:

Recordemos que para f : RY +— R definimos la (E)ferencial de f_> en el punto T como la funcion
lineal df(7') : RN + R que aplicada a un vector h era df(7)(h) = graaf(?) - h.

De este modo podemos pensar en la funcién df : RY — {aplicaciones lineales de RY en R} que a
cada punto T de RY le asocia la funcién lineal df (7) : RY — R.

Por ejemplo, si f(x,y) = x entonces df (z,y)(h1, h2) = hy. La diferencial de esta funcién, que
ﬁ

en este caso particular no depende del punto (z,y), la denotamos por dz. Es decir dz(h) = h;.

Analogamente para vy, z, etc.

Con esto en mente la aplicacién df : RV +— {aplicaciones lineales de RY en R} puede escribirse

_of of

df

La aplicacién df : RN — {aplicaciones lineales de R en R} asi descrita es lo que se llama la
diferencial total de f.

En forma mas general, una aplicacién w : RN + {aplicaciones lineales de R™ en R} es lo que se
llama una forma diferencial en RY.

Para fijar las ideas de nuevo trabajamos en R?.

Toda forma diferencial

w : R? — {aplicaciones lineales de RN en R}

puede escribirse en la forma
w(z,y) = P(z,y)dx + Q(z,y)dy
donde P: R?— Ry Q: R* — R.

Al igual que en la seccién anterior cabe preguntarse.

Problema:

Dada una forma diferencial w = Pdz + Qdy, bajo que condiciones existe f : R? + R tal que
df = w.

Al igual que en la seccién anterior, en términos de coordenadas esta pregunta se reduce a: Bajo
que condiciones existe f : R? — R tal que

L) =Py

of

Asi, tenemos exactamente el problema de la seccién anterior , pero en este nuevo lenguaje de
formas diferenciales. Por supuesto, la respuesta es la misma.

13



13. Méaximos y minimos:

Repaso de maximos y minimos de Célculo 1. Recordar que para encontrar los candidatos a dar un
maximo o un minimo de una funcién diferenciable f : [a,b] — R en el intervalo [a, b] se procede
como sigue: Para encontrar los candidatos INTERIORES se resuelve la ecuacién f'(z) = 0. Las
soluciones de esta ecuacién que estan en [a, b] son los candidatos INTERIORES. A estos hay que
agregar los extremos a y b. Para decidir cual d4 maximo y cual d4 minimo se puede evaluar la
funcion en TODOS los candidatos y ver cual da el mayor y cual da el menor valor. Otra manera
de proceder es usando el conocido criterio de las segundas derivadas. En el caso que la funciéon no
sea diferenciable en algunos puntos, estos también deben ser agregados a los candidatos.

En el caso de intervalos no acotados, como [a, +00), (—00,b] 0 (—o0, +00) hay que estudiar lo que
pasa en —00 0 en +o0.

En el caso de mas variables la situacion cambia un poco.

Sea D C RN y sea f: D+ R una funcién diferenciable. Para no complicar la notacién traba-
jaremos en R3.

Si (2o, Yo, 20) es un punto en el INTERIOR de D en el cual f alcanza un extremo relativo, entonces
la funcién, de una variable, x — f(z,yo, 20), que esta definida para x en un intervalo alrededor
de xy pues (2o, Yo, 20) es un punto en el INTERIOR de D, tiene un extremo interior relativo en
r = z9. De la teoria de Calculo 1 se deduce que su derivada, como funcién de una variable, es
igual a 0 en xg. Esto significa exactamente que

0
6{;(%,%, Zo) = 0.

Procediendo de manera analoga con y y con z se obtiene
Condicién necesaria para candidatos INTERIORES:

Si f: D+ R alcanza un extremo relativo en un punto (zo, ¥, 2z0) INTERIOR de D, entonces

0

ai(woyyo,z’o) =0
0

&ch(foayo,zo) =0
of

g(x())y()uz(]) =0

Ejercicio:

2 2

La temperatura en una placa de la forma z?+y? < 1 estd dada por la funcién T'(x,y) = 2% —x+1y>.

Encontratr los puntos de la placa de mayor y menor temperatura.
Solucién:
De acuerdo a lo anterior los candidatos interiores se encuentran resolviendo el sistema

oT

oT
0 = afy(%y)—%

cuya tnica solucion es (3, 0).
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Tiene que haber dos soluciones. Donde estd la otra?
La respuesta es: En el borde de D que denotaremos por 0D.

Aqui encontramos otra diferencia con el caso de una variable. Mientras en el caso de una dimension
el borde consistia en a lo mas de dos puntos, que agregabamos a los candidatos, ahora el borde
consiste de toda la curva x?+3* = 1. (Notemos que si estuviéramos en un problema tridimensional
el borde serfa una superficie!). En este caso es facil estudiar la funcién restringida al borde, ya
que es muy facil parametrizar la circunferencia. En efecto la curva z2 +y? = 1 se parametriza por
(x(t),y(t)) = (cos(t),sin(t)). De este modo extremar la funcién restringida a la curva es lo mismo
que extremar la funcion
t +— T(cos(t),sin(t)) = 1 — cos(t).

Usando la teorfa de Célculo 1, los extremos de esta funcién se encuentran donde sin(t) = 0.
Oseat =00t =m Porlo tanto debemos agregar a nuestros candidatos los puntos del borde
correspondientes que son (1,0) y (—1,0). Evaluando ahora 7" en estos tres candidatos es elemental
decidir cual, o cuales, dan un maximo o un minimo.

Ejercicio:
Encontrar los candidatos a dar los extremos en todo R? para f(z,y,z) = 2* — y? + vz + 2>

Extremos con restricciones

Como sabemos una superficie en R? puede darse como una superficie de nivel de una funcién
G: R*— R, es decir S = {(r,y,2)/G(z,y,z) = 0}. Planteamos ahora el siguiente problema.

Problema

Sea f : R® — R. Encontrar los valores extremos de f/S. Es decir encontrar los puntos de la
superficie S tales que la funciéon f restringida a la superficie alcanza su extremo. En el caso de
méximo relativo debemos encontrar los puntos g € S tales que existe € > 0 tal que

f(zo) > f(x) para todo z € Sy tal que ||z — x¢|| < €.

Se define de manera analoga minimos relativos.
Que condicién deben cumplir los candidatos en este caso?

Si (%0, Y0,20) € S d4 un méximo o minimo relativo a los otros puntos de la superficie entonces
si 77 (t) es una curva contenida en la superficie y tal que 7 (0) = (zo, Yo, 20) la funcién auxiliar
h(t) = f(7(t)) tendrd un maximo o un minimo en ¢ = 0. De Célculo 1 se deduce que A'(0) = 0.
Asi, por la regla de la cadena obtenemos

0="hr(0)= r—wif(ﬂ?o,yo, 20) - 7'(0)

Esto significa que graa f(xo,y0,20) vy 7' (0) son perpendiculares. Recordando que 7'(0) es un vec-
tor tangente a S en el punto (g, yo, 20) y que variando la curva los podemos obtener todos (SIEM-

PRE QUE (zo,yo, 20) SEA INTERIOR EN LA SUPERFICIE!!) se deduce que graaf(xo, Yo, 20)

es normal a la superficie en el punto (xg, yo, 20)-

Si nos acordamos ahora que graaG(xo,yo,zo) también es normal a la superficie en ese punto
deducimos que

@f(%,yo, Zo) = )\@G(mo,ym Zo)
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para algin A\ € R.

De este modo como el candidato debe estar en la superficie tenemos que debe satisfacer las
ECUACIONES de LAGRANGE

0 oG
O (550,?/0, Zo) = )\%(iﬂo,ymzo)
0 oG
af(xo,yo,zo) = )\aiy(wanO?ZO)
0 oG
02 - (0, Y0, 20) = )\a@o,yo,zo)

G(.To, Yo, ZO) =0

Observacién

Lo anterior también vale para curvas en R? y también para los objetos correspondientes en mas
dimensiones.

Ejercicio
a) Extremar f(x,y,2) =z — yz restringida a 2? + y? + 2% = 1.
b) Encontrar el punto de la curva z* — 3zy + 2y? + © — y + 3 que estd mds cercano al origen.

Mas restricciones

Una curva en R? puede darse como la interseccién de dos superficies. Digamos G4(z,y,2) =0y
Go(z,y,2) = 0. El problema de extremar una funcién f restringida a esta curva se reduce entonces
al problema siguiente.

Problema

Extremar la funcién f(x,y, z) sujeta a G1(x,y,2) =0y Ga(z,y, 2) = 0.

Coémo encontrar los candidatos?

Al igual que antes si (g, Yo, 20) s un candidato y 7 (¢) es una parametrizacién de la curva tal

que 7 (0) = (zo, Yo, 20) entonces la funcién auxiliar h(t) = f(7(¢)) tendrd un extremo en ¢t = 0.
Por lo tanto A'(0) = 0. Asi, por la regla de la cadena, tenemos

0="n'(t) = Tacif (20, Y0, 20) - 7' (0)

O sea @f(a:o,yo, 2p) es normal a la curva en el punto (xg, Yo, 20). Como @Gl(xo,yo,zo) es
normal a la superficie G1(z,y,z) = 0 también lo es a la curva. Andlogamente @GQ(IO, Yo, 20)
también es normal a la curva. Por lo tanto, si @Gl (0, Y0, 20) ¥ grm)Gg(mo, Yo, 20) son linealmente
independientes, se debe tener que M f(zo, Yo, 20) es una combinacién lineal de gr?iGl (%0, Yo, 20) ¥
gmGg(xo, Yo, 20). Esto significa que existen reales A; y Ay tales que satisfacen las ECUACIONES
de LAGRANGE con dos restricciones

0 oG oG

a (5170an072'0) = )\187;(3707?/0)20) +)\287;(x07y07z0)
0 0G, 0Gs

a (.’Bo, Yo, ZO) = )\l 337 (:C07 Yo, ZO) + )\2 ay (.CE(), Yo, ZO)
0 0G4 oG

af(%, Yo, 20) = M4 o7 (fo,yo, 20) + )\287;(%,%, 20)
Gy (ffo,yo,zo) =0

Ga(xo,y0,20) = 0
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14.

Observacién

De nuevo hacemos notar que lo anterior también vale para los objetos correspondientes en més
dimensiones.

Ejercicio

Extremar f(z,y,z) = x + y + 2 restringida a la curva 22 —¢y> = 1, z — 2y = 2.

En el siguiente ejercicio se debe buscar candidatos en el interior, en los bordes bidimensionales,
en los bordes de los bordes y en los bordes de los bordes de los bordes.

Ejercicio

Extremar

f(z,y,2) = 2* —22% + y* + 2yz + 2% — 25
en la regién y >0, z > 0, 22 + 9% + 22 < 0.

El teorema de Taylor y el criterio de segundas derivadas:

Recordemos un poco de Caélculo 1. Si f : R — R es tantas veces derivable como necesitemos
sabemos que

f(to)  f'(to)

" (n)
0! 1 Fl0) gy 200D

ft) = o o

(t—t0)+

(t —to)" + R(t —to)

donde el resto R esté dado por R(t —ty) = £ ((7:1))('6 L(t — to)™™ y ¢ es un punto intermedio entre ¢
y to. En el caso de n = 1 tenemos que

f(to)  f'(to)

of T

(t —to) f;( )(t — t9)”

ft) =

lo que significa que estamos aproximando, cerca de ty la funcién f(¢) por la funcién t — f(tg) +
f'(to)(t—1tp), que tiene por grafico la recta tangente al grafico de f en el punto (to, f(t)). El error
que se comete es (C)( — t9)? que es cuadr’atico en el incremento ¢ — tg.

En el caso de n = 2 tenemos que

f"(to)
2!

fl/l( )

N (t —to)?

f(@t) = f(to) + f'(to)(t —to) +

(t—t0)* +

lo que significa que estamos aproximando, cerca de tq la funcién f(t) por la funcién t — f(to) +
f'(to)(t — to) + M(zf — tg)?, que tiene por grafico una pardbola tangente al grafico de f en el
punto (o, f(to)). El error que se comete es £ (C) (t — to)® que es ctibico en el incremento ¢ — t.

En el caso general se aproxima f por un pohnomlo de grado n y el error es de orden n + 1 en el
incremento.

Una aplicaciéon de lo anterior es el criterio de las segundas derivadas para maximos y minimos.
Si una funcién f alcanza un extremo en un punto t; en el INTERIOR de su dominio entonces
f'(to) = 0. Expandiendo segin Taylor alrededor de ty se tiene

f"(to) )
2! 3!

f(t) = f(to) + (t —to)* + (t—to)°
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Como para valores pequefios de t — tg, (t — t)? es mucho mas pequeiio que (¢t — tg)?, el signo de

%(t —10)? + %(t —19)? estd determinado por el signo de f”(ty) para t cercano a tq. De este

modo se tiene
f(t) = f(to) + "algo”

donde, para t cercano a to, el signo del "algo” es el signo de f”(ty). Asi, f tiene un minimo local
si f"(ty) > 0 y un méximo local si f”(to) < 0. En el caso que f”(ty) = 0 se puede expandir por
Taylor hasta mayores érdenes para decidir que clase de punto critico es tg.

Pasemos ahora al Teorema de Taylor en mas dimensiones. Trabajaremos en R* entendiendo que
la generalizacién a mas dimensiones es igual.

Sea f : R® — R diferenciable tanto como lo necesitemos. Sea (zo, o, 20) un punto en el interior
de su dominio.

Obtendremos la expansion de Taylor de f alrededor de (xg, yo, 20) basandonos en el caso unidimen-
sional. Para esto, sea (x,y,z) un punto cercano a (xo, %o, 20) y consideremos la funcién auxiliar
h : R +— R definida por

h(t) = f(xo +t(x — 0), yo + Ly — Yo), 20 + (2 — 20))

Observamos que h(0) = f(zo,y0,20) y h(1) = f(x,y, z), luego la expansién de Taylor de h con
to =0y t =1 nos darad la expansion deseada.

Necesitamos ahora las derivadas de h. Usando cuidadosamente la regla de la cadena se obtiene

W(0) = gi(fl'o,yo, 20)(z — o) + g;{;(%’ Yo, 20)(Y — Yo) + (3];(350, Yo, 20)(2 — 20)

0*f ‘ .
h”(O) = Z (%0, Y0, 20)( — 20)"(y — o)’ (2 — Zo)k
{(i,4,k)/i>0,j>0,k>0,i+j+k=2} Oz’ Oyl 0z
y en general
A (0) = > O (0, 20) (@ — o)y — ) (= — 20)*
OxiQyiozk > "7

{(i,5,k)/i20,§20,k>0,i+j+k=n}

Aplicando ahora el Teorema de Taylor de Célculo 1 a la funcién h con tg =0 y t = 1 se obtiene

f(x,y, 2) = f(any()yZO) +

0 0 0
5;(3704/0’ 20)(z — o) + 85(%’%’ 20)(y — yo) + a{:(xo, Yo, 20)(2 — 20) +
1 0% f . .
- > ii.(aro,yo,zo)(x—xo)l(y—yo)J(z—zo)k—l—....
2! (1K) 150,50 k0t +hzy 0T Oy OZF
1 o f Z. j )
S > W(Ioaywzo)@—%) (v —v)(z—2)" + R

{(3,5,k)/1>0,7>0,k>0,i+j+k=n}

donde
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1 i i i 2
Z W(!Ehyhz1)($—$o) (Y —y0)’ (2 — 20)

|
" {(6,4,k)/i20,5>0,k>0,i+j+k=n+1}

y (21,y1, 21) es un punto que esta en el segmento que une (z,y, z) con (zo, Yo, 20)-
Criterio de Segundas Derivadas para EXTREMOS LIBRES.

Podemos ahora dar una idea de como se vé el criterio de segundas derivadas en el caso de varias
variables. Trabajaremos sélo en el caso de f : R? — R, para el caso general necesitarfamos un
poco de algebra lineal pero las ideas son las mismas.

Sea f : R? — R y supongamos que f tiene un punto critico INTERIOR en (xg,%,). Por la
expansion de Taylor, hasta orden 2 se tiene

f(a?,y) = f(xO;yO) +

0 0

ai(:(‘r()? y0)<1’ - ZL’O) + a}; (.To, y(])(y - yO) +
1 0% f . .
o > (w0, %0)(x — 20)"(y — o)’ + R
2! (i) )i20 50 4j—2y 0T Y

donde

1 3f ; .
R = 3| Z D10y (21, y1)(x — 20)" (Y — o)’

i {(2,4)/i20,j>0,i+5=3}

y (z1,y1) es un punto que esté en el segmento que une (x,y) con (xg, yo).

Queremos comparar el valor de f en el punto critico (g, 7o) con los valores de f en puntos cercanos
(x,y). Escribamos (z,y) = (r cos(d), rsin(f)) y recordemos que (x,y) cercano a (zg, yo) significa r
pequeno. Substituyendo en la férmula precedente, acorddndonos que (xg,yo) es un punto critico,
obtenemos

1 o? . .
f(x.y) = [(@o, y0) = (2, > axiafj(J;O’y0)<COS(9))Z(SIH(9))]) r+R
T {(1)/i20,520,i+5=2) T Y
donde
R =G(0)r® y G es una funcién acotada.

Supongamos que existe M > 0 tal que

02 f

iy 1 yo>(cos<9))i(sin(9))j) >M>0V6

({(i,j)/i>0,j>0,i+j:2}
entonces para cualquier r pequeno se tendrd f(x,y) > f(xo,yo) v tendremos un minimo.
Analogamente si existe M < 0 tal que

o0 f
ox' Oyl

( (o, yo)(cos(e))i(sin(e))j) <M<OVH
{(6,5)/i=0,5>0,i+j=2}
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tendremos un maximo.
En el caso que
’f if j
> W(xo,yo)(cos(e)) (sin(0))
{(1,0)/i20,520,i+5=2} O Y
es mayor que 0 para algunos valores de 6 y menor que 0 para otros tendremos un punto silla.
Asi para decidir que clase de punto critico es (2o, yo) hay que estudiar el signo de

0*f , .
> - .(mo,yo)(cos(Q))Z(sin(Q))]) V.
<{(i7j)/i20,j20,i+j2} 'y

Desenredando la notacién y dividiendo por (cos(#))?, lo que no cambia el signo de la expresion,
debemos estudiar el signo de

2 2 2

W () = @(xo, Yo) + QaTay(l’o,yo) tan(0) + a—y2(a:o, Yo)(tan(9))* V 0

Esta es una parabola en tan(f) y volvemos a los cursos elementales.

Cudndo es una pardbola p(x) = A + 2Bz + Cz? estrictamente mayor, menor que cero, o cuando
cambia de signo?

La respuesta esté en el discriminante A = B2 — AC.

Si A > 0 entonces p(x) cambia de signo. Si A < 0 distinguimos dos casos; si C' > 0 entonces
p(z) > 0y si C <0 entonces p(z) < 0.

De este modo estudiando la parabola en tan(6) tenemos el discriminante

A = (%J(mo;%))) - <g$];)($o,yo)> (gy”];)(:po,yo)> .

Por lo tanto si pensamos un poco, no mucho, tenemos el siguiente criterio
CRITERIO PARA EXTREMOS LIBRES:
Si (29, ¥o) es un punto critico de f entonces:
a) Si A > 0 entonces es un punto silla.
b) Si A < 0 entonces hay dos casos:
bl) Si %(wo,yo) > (0 es un minimo.
b2) Si giy’;(:vo, Yo) < 0 es un maximo.
¢) Si A = 0 no hay informacién.
Ejercicio

Estudiar los puntos criticos en R? de la funcién

f(z,y) = 2* +9* — 32 — 3y* — 9.

Otra notacién
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Usando matrices la expansion de Taylor en tres dimensiones hasta orden 2 puede escribirse en la

forma

r 2

2

f([E,y,Z) = f(x())yOa ZO) +

gfaa(il?o, Yo, 20) - (33 — 20,Y — Yo, 2 — %) +

2 -

%(I(M Yo, Zo)

%(Im Yo, %0)

5(33 — 20,Y — Yo, 2 — 20)

2
ngy(Im Yo, Zo)

8%];@07 Yo, Zo)

2

%(xo, Yo, Zo)

Tr — To

2 2

873/2(:607 Yo, ZO) gzéfy (.CU(], Yo, ZO) Y —Y + R
Z— 20

2

%(l‘m Yo, %0)

2
%(x07y0720> J

donde el error R es un polinomio homogéneo de grado 3 en (z — xg,y — %o, 2 — 20). La matriz que
aparece en a férmula precedente se llama la Matriz Hessiana en el punto (zo, o, 20)-

En R3 los puntos cercanos a (zg, ¥, 20) pueden escribirse en la forma (x,y,2) = (zg + rwy, yo +
rwsy, Zg + rws) con w? + ws + w2 = 1y r pequenio. Ahora si (g, Yo, 20) es un punto critico de la

férmula precedente se tendra

r 2
%(Im Yo, %0)

2

(w1, wa, w3) a%y(xo,yo,z())

2
%(Io, Yo, 20)

donde G es una funcién acotada.

92 f

Oyox

2

2

(x07 Yo, Zo)

?Ty]zc(xo’ Yo, 2’0)

%(%7 Yo, Z0)

f(xaya Z) - f(x()ayOa ZO) =

2
%(ﬁo, Yo, Zo)

2

0
373];(1‘0, Yo, 20) r? + Gr?

2
%(xo,yo,zo) i

De este modo para decidir que clase de punto critico es (zo, ¥o, 20) hay que estudiar el signo de

H(f)(wo, Yo, 20) (w1, wz, ws) = (wy,wz,ws)

- 2
%(1’07 Yo, 20)

2
a%,(xo, Yo 20)

2
%(%7 Yo, 20)

para todo (wy,wy,ws) tal que wi + w3 + w3 = 1.

2
aayiaj;(xoa Yo 20)

2
gTszr(fl?o; Yo, %0)

2
%(Ioa Yo, Z0)

2 -
%(550; Yo, 20)

2
5975;(&307 Yo: 20)

2
%(xoyyo,zo) i

Por ejemplo si existe M > 0 tal que H(f)(zo, Yo, 20) (w1, ws,w3) > M > 0 para todo (wy, ws, ws)
tal que w? + w3 + w32 = 1 entonces (zo, Yo, 20) d4 un minimo relativo. Analogamente para méximo

relativo y punto silla.

El decidir si H(f)(xo, yo, 20) (w1, w2, w3) para todo (wy,ws, ws) tal que w? + w3 + w3 = 1 es mayor
o menor que 0, o si cambia de signo, es un problema de maximos y minimos con restricciones que
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conduce a un problema de resolver sistemas lineales de ecuaciones. En el curso de algebra lineal
se ven criterios para decidir la positividad, negatividad o cambio de signo de la expresién anterior.

Todo lo anterior vale en el caso de mas variables donde aparecen matrices de n X n, etc.
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