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Operadores diamante

Para d € (Z/NZ)* elegimos cualquier

= (2 5) erom

y el operador es
(d): Xo(N) = Xu(N), [z] = [v- 2]

(d): So(T1(N)) = Sa(T1(N)),  F(2) = (cz + d)*F(yz)

Este morfismo también puede ser visto sobre Yr que envia la curva eliptica
con l-estructura (E, P) a (E, dP).
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Operadores de Hecke

Para un naimero primo p que no divide a N, definimos el operado de Hecke
T, sobre S>(I') por la férmula

1w : T4
= . df + p(p)f(p7).
i=0
En el caso ' = '1(N), podemos dar una descripcién geometrica de T,

WT,(F) = Z o7 (wr),

donde las ¢; son las funciones que envian 7 a las correspondientes
p-isogeneas. (es decir, ¢(7) = T+’ Y ¢oo(7) = p{p)(7))-
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Hecke operators

Recordamos las diferentes p-isoneas a C/(r,1)

(A(550) ) 0o o

Podemos entonces definir T, sobre Sy(N, x) en terminos de la expansion
de Fourier f =) anq"

= a,q"" + px(p) Y _ 2.g""

pln

Asi mismo definimos el operador de Hecke U,, para p | N, teniendo en
cuenta que (C/(pr,1), §;) no tiene I';(N)-estructura

lp T+l . /
7/32 < )%;a"qnp

i=0
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Hecke operators

Observacién

Note que a1(T,(f)) = ap(f), del mismo modo que a1(Uq(f)) = aq(f),
cuando estas tengan sentido.

Para n > 1 definimos Tpn, como sigue: si pt N

Torer = TpTpn — (P)pTprs

y por Tpn = Up si p| N. En general si n =[] p;" definimos T, por []; TP,-ei'
Estas relaciones las podemos ver en la siguiente férmula para la funcién
generatriz de las T,:

ZT” _Hl_ 05+ (p)p %) 1H1_ p=5) L
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Hecke operators

Proposicién

Sean e, f € (Z/NZ)* y sean p y g primos:
(a) {d)Tp = Tp(d), (b){d){e) = (e)(d) = (de), (c) TpTq= TqTp.

Prueba
(a),(b) Ejercicios.
(c) Es suficiente hacerlo para f € S»(N, x), tenemos entonces:
an(Tp(Tqf)) =anp(Tqf) + X(P)Pan/p( Tqf)
:anpq(f) + X(q)qanp/q(f)
+x(P)P(ang/p(f) + X(9)q2n/pq(F))
=anpq(f) + Xx(9)qanp/q(f) + x(P)Pang/p(f)
+ x(Pq)Pgan)pq(f),

Y la altima e«cuacioén es simétricaen py g
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Hecke operators

Definimos T el subanillo de Endc(S2(I")) generado sobre C por los
elementos T, para pt N, Ug para q | Ny (d) actuando sobre S>(I').

Definicién
Una forma modular f es una eigenforma si esta es simultaneamente un

eigenvector para todos los operadores en T, i.e., si existe un homomorfismo
de C-algebras A : T — C tal que Tf = A(T)f, paratodo T € T

Gracias a la observacién 1, tenemos que a,(f) = A(T,)a1(f).
Proposicién

Dado un homomorfismo de algebras no cero A : T — C existe exactamente

una eigenforma f salvo escalares, lo cual satisface Tf = \(T)f, para todo
TeT.
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Teoria de Atkin-Lehner

Uno quisiera que S(I") se pudiera descomponer en en una base de
eigenformas normalizadas. El siguiente ejemplo muestra que esto no es
posible en general.

Ejemplo

Supongamos que p3 || N. Sea T’ el algebra de operadores de Hecke
(actuando sobre Sy(N/p3)). Sea f una eigenforma de nivel N/p3 en
S»(N/p?). Definimos el espacio S¢ generado por las formas 7(7), f(p7),
F(p*r) y f(p°7).

Primero notamos que S¢ C S2(N) y que este espacio es estable por la
accion de los operadores de Hecke T, con gt Ny Ug con g | N.

S¢ no tiene una base de eigenformas simultaneas para los operadores de T
de nivel N. Asi que la accién de T sobre S¢ no es semi-simple.
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Teoria de Atkin-Lehner

TO denotara la subalgebra de T generada por los buenos operadores de
Hecke: T, con g1 Ny (d).

Proposicién

Si gt N, el operador adjunto a T, con respecto al producto escalar de
Petersson es (q) "' T, y la adjunta de (q) es (q)~!. En particular, los
operadores de Hecke conmutan con sus adjuntas.

Esta proposicién junto con el teorema espectral para operadores que
conmutan con sus adjuntas, tenemos:

Proposicién

El algebra TO es semisimple (es isomorfo a un producto de copias de C), y
existe una base de Sy(I') consistiendo de eigenvectores simultaneos para los
operadores Tj.
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Teoria de Atkin-Lehner

La teoria de Atkin-Lehner muestra una descomposicién en espacios propios.
El ejemplo anterior nos muestra que el problema (que la accién de T no sea
semi-simple) viene de formas que vienen de nivel N/p3. Para ello damos la
siguiente definicién:

Definicién

Definimos el subespacio viejo de S>(I") al espacio generado por la funciones
de la forma g(az), donde g € S»(I'1(M)) para aM | N. Definimos el

subespacio nuevo de S,(I") al complemento ortogonal del subespacio viejo
via el producto escalar de Petersson.

El siguiente resultado de la teoria de Atkin-Lehner, el cual nos muestra la
estructura del algebra T actuando sobre Sy(I).
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Teoria de Atkin-Lehner

Teorema

Si f pertenece al subespacio de Sy(I') de las nuevas formas y es un

eigenvector para todos los operadores en T?, entonces esta es también una
eigenforma para T, y de aqui que es Gnica salvo escalar. Mas generalmente,
si f es una nueva forma de nivel Nf | N, entonces el espacio S¢ definido por

Sr = {g € Sy(I') tal que Tg = \¢(T)g, para todo T € T°}

es estable bajo la accién de todos los operadores de Hecke en T. Este es
generado por las formas linealmente independientes f(az) donde a recorre
los divisores de N/N¢. Ademas, tenemos

SN =P S
f

donde la suma es tomada sobre todas las formas nuevas f de algan nivel
N¢ dividiendo N.
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Teoria de Atkin-Lehner

Ejemplo

Cuando I' = T(22), Usando la féormula de Riemann-Hurwitz podemos
mostrar que el género de esta curva es 2, en particular dim(5,(22)) = 2. Si
definimos

() = qaa [[(1— "),
n=1

la funcién f(7) = (n(7)n(117))? es una nueva forma de nivel 11, por lo
que en particular S¢ = 5,(22). Consecuentemente, no hay formas nuevas
de nivel 22. (Se tiene que T = C x C, mientras que T = C).

Your Short Title Por) SR a0



Teoria de Atkin-Lehner

Gracias.
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