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Recuerdos

Sea N ∈ N

Γ0(N) = {
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)/c ≡ 0(mod N)} ≡

( ∗ ∗
0 ∗
)
(mod N)

Γ1(N) = {
(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)/a ≡ 1(mod N)} ≡

(
1 ∗
0 1

)
(mod N)

S2(Γ1(N)) = {f : H → C} tales que:
f holomorfa en H
f (γτ) = (cτ + d)2f (τ) ∀γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ1(N)

f se anula en las cúspides (si τ → r cúspide entonces f (τ) → 0)

Si χ es un caracter de Dirichlet módulo N, definimos S2(N, χ) como
{f ∈ S2(Γ1(N))/f (γτ) = χ(d)(cτ + d)2f (τ) ∀γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)}

Si f ∈ S2(Γ1(N)) entonces f (τ) =
∑∞

n=1 ane
2πinτ =

∑∞
n=1 anq

n con
q = e2πiτ
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{f ∈ S2(Γ1(N))/f (γτ) = χ(d)(cτ + d)2f (τ) ∀γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)}

Si f ∈ S2(Γ1(N)) entonces f (τ) =
∑∞

n=1 ane
2πinτ =

∑∞
n=1 anq

n con
q = e2πiτ



Recuerdos Motivación Orden de an Definición función L Propiedades anaĺıticas de la función L Producto de Euler Formas nuevas

Motivación

Considerando f (τ) =
∑∞

n=1 ane
2πinτ ,

toda f ∈ S2(Γ1(N)) tiene una única
sucesión de números complejos {an} y estamos interesados en estudiar la
función L asociada

Lf (s) =
∞∑
n=1

an
ns
.
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Orden de an

Sea f (τ) =
∑∞

n=1 ane
2πinτ ∈ S2(Γ1(N))

Theorem

Los coeficientes an satisfacen

| an |≤ Cf σ0(n)
√
n

Theorem (2)

Sea G un subgrupo de ı́ndice finito de SL2(Z) y sea f ∈ S2(G). Entonces

an = O(n)
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Puntos demostración teorema 2

Dem:
Escribimos SL2(Z) =

⋃
γ Gγ, τ = x + iy .

Consideramos
h(τ) = y 2

∑
γ

| f (γτ) |2

h es invariante bajo SL2(Z)

h es acotado en el dominio fundamental

f (τ) = O(y−1)

an = O(n)
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Puntos demostración teorema 2

Dem:
Escribimos SL2(Z) =

⋃
γ Gγ, τ = x + iy .

Consideramos
h(τ) = y 2

∑
γ

| f (γτ) |2

h es invariante bajo SL2(Z)

h es acotado en el dominio fundamental

f (τ) = O(y−1)

an = O(n)



Recuerdos Motivación Orden de an Definición función L Propiedades anaĺıticas de la función L Producto de Euler Formas nuevas

Puntos demostración teorema 2

Dem:
Escribimos SL2(Z) =

⋃
γ Gγ, τ = x + iy .

Consideramos
h(τ) = y 2

∑
γ

| f (γτ) |2

h es invariante bajo SL2(Z)

h es acotado en el dominio fundamental

f (τ) = O(y−1)

an = O(n)



Recuerdos Motivación Orden de an Definición función L Propiedades anaĺıticas de la función L Producto de Euler Formas nuevas
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Definición función L

Sea f (τ) =
∑∞

n=1 ane
2πinτ ∈ S2(Γ1(N)).

Definition

La función L asociada a f es

Lf (s) =
∞∑
n=1

an
ns
.

Lemma

Lf converge absolutamente y define una función holomorfa para <(s) > 3/2.

Dem: σ0(n) = o(nε) más teorema1.
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Transformada de Mellin de una forma cuspidal

Sea f (τ) =
∑∞

n=1 ane
2πinτ ∈ S2(Γ1(N)) y Lf (s) =

∑∞
n=1

an
ns

¿Lf posee continuación anaĺıtica a C ?
¿Lf posee ecuación funcional ?

Lemma ∫ ∞
0

f (iy)y s dy

y
= (2π)−sΓ(s)Lf (s)

si <(s) > 3/2.

Dem: Consideramos
∫ i∞

0
f (τ)τ s dτ

τ
y mostramos que converge si <(s) > 3/2.

∫ i∞

0

f (τ)τ s
dτ

τ
=

∫ i∞

0

(
∞∑
n=1

ane
2πinτ

)
τ s

dτ

τ

=
∞∑
n=1

an

∫ i∞

0

e2πinττ s
dτ

τ
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2πinτ ∈ S2(Γ1(N)) y Lf (s) =

∑∞
n=1

an
ns

¿Lf posee continuación anaĺıtica a C ?
¿Lf posee ecuación funcional ?

Lemma ∫ ∞
0

f (iy)y s dy

y
= (2π)−sΓ(s)Lf (s)

si <(s) > 3/2.

Dem: Consideramos
∫ i∞

0
f (τ)τ s dτ

τ
y mostramos que converge si <(s) > 3/2.

∫ i∞

0

f (τ)τ s
dτ

τ
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∫ i∞
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∞∑
n=1

ane
2πinτ

)
τ s

dτ
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=
∞∑
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haciendo la sustitución t = −2πinτ , tenemos dt
t

= dτ
τ

y

∞∑
n=1

an

∫ i∞

0

e2πinττ s
dτ

τ
=
∞∑
n=1

an

∫ i∞

0

e−t
(
− t

2πin

)s dt
t

=(−2πi)s
∞∑
n=1

an
ns

∫ ∞
0

e−tts
dt

t

=(−2πi)sΓ(s)Lf (s).
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haciendo la sustitución t = −2πinτ , tenemos dt
t

= dτ
τ

y

∞∑
n=1

an

∫ i∞

0

e2πinττ s
dτ

τ
=
∞∑
n=1

an

∫ i∞

0

e−t
(
− t

2πin

)s dt
t

=(−2πi)s
∞∑
n=1

an
ns

∫ ∞
0

e−tts
dt

t

=(−2πi)sΓ(s)Lf (s).



Recuerdos Motivación Orden de an Definición función L Propiedades anaĺıticas de la función L Producto de Euler Formas nuevas
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Completación de la función Lf

Definition

Λf (s) = N
s
2 (2π)−sΓ(s)Lf (s)

para <(s) > 3/2.

Hemos mostrado

Lemma

Λf (s) = N
s
2

∫ ∞
0

f (iy)y s dy

y

si <(s) > 3/2.
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Continuación anaĺıtica y ecuación funcional de Lf

Theorem

Lf es entera

Λf (s) = −ΛωN (f )(2− s)

donde ωN(f )(τ) = 1
Nτ2 f (−1

Nτ
) es la involución de Atkin-Lehner.

Lemma

Sean {an}, {bn} ⊂ C con an, bn = O(nσ) algún σ > 0,

f (τ) =
∞∑
n=0

ane
2πinτ g(τ) =

∞∑
n=0

bne
2πinτ

Φ(s) = (2π)−sΓ(s)Lf (s) Ψ(s) = (2π)−sΓ(s)Lg (s)

y sean C 6= 0, A > 0, k > 0. Son equivalentes

Φ(s) + A−s/2( a0
s

+ Cb0
k−s

) es EAFV ∧ Φ(s) = CA
k
2
−sΨ(k − s)

f (τ) = CAk/2(Aτ
i

)−kg(−1
Aτ

).

Dem del teo: Considerar k = 2,C = −1,A = N y g = ωN(f ).
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Producto de Euler

Ya que S2(N, χ) ≤ S2(Γ1(N)), toda Lf que provenga de una f ∈ S2(N, χ) es
entera y posee ecuación funcional. Además tales Lf se pueden representar por
un producto de Euler.

Theorem

Si f (τ) =
∑∞

n=1 anq
n es una eigenform normalizada en S2(N, χ) para todos los

operadores de Hecke, entonces

Lf (s) =
∞∑
n=1

an
ns

=
∏
p-N

(1− app
−s + χ(p)p1−2s)−1

∏
p|N

(1− app
−s)−1

Dem:

∞∑
n=1

Tn

ns
=
∏
p-N

(1− Tpp
−s+ < p > p1−2s)−1

∏
p|N

(1− Upp
−s)−1.
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Producto de Euler

Ya que S2(N, χ) ≤ S2(Γ1(N)), toda Lf que provenga de una f ∈ S2(N, χ) es
entera y posee ecuación funcional. Además tales Lf se pueden representar por
un producto de Euler.

Theorem

Si f (τ) =
∑∞

n=1 anq
n es una eigenform normalizada en S2(N, χ) para todos los

operadores de Hecke, entonces

Lf (s) =
∞∑
n=1

an
ns

=
∏
p-N

(1− app
−s + χ(p)p1−2s)−1

∏
p|N

(1− app
−s)−1

Dem:

∞∑
n=1

Tn

ns
=
∏
p-N

(1− Tpp
−s+ < p > p1−2s)−1

∏
p|N

(1− Upp
−s)−1.



Recuerdos Motivación Orden de an Definición función L Propiedades anaĺıticas de la función L Producto de Euler Formas nuevas

Ecuación funcional

Si f ∈ S2(Γ1(N) es una forma nueva, entonces es una eigenform de ωN , luego
la ecuación funcional de su función L es

Λf (s) = ±Λf (2− s).

Entonces la ec. funcional puede ser vista como una relación entre Lf (s) y
Lf (2− s).
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Coeficientes de Fourier de formas nuevas

Theorem

Sea f una forma nueva de nivel Nf y para χ un caracter de Dirichlet, sean Nχ
su conductor y χ0 su caracter primitivo. Entonces

Si p - Nf entonces | ap |≤ 2
√
p.

Si p || Nf pero p - Nχ entonces a2
p = χ0(p).

Si p | Nf pero p - Nf /Nχ entonces | ap |=
√
p.

Si p2 | Nf y p | Nf /Nχ entonces ap = 0.
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