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e S(Mi(N)) ={f: H— C} tales que:
o f holomorfa en H

o f(y7) =(cT+d)?*f(r) Vy=(2p)er(N)
o f se anula en las cispides (si 7 — r cusplde entonces f(7) — 0)

@ Si x es un caracter de Dirichlet médulo N, definimos 52(N7 X) como
{f € SaM(N))/F(y7) = x(d)(cm + d)*F(r) Yy =(27) € To(N)}
o Si f € S(I'1(N)) entonces f(7) = >.0°, 2,€>™"™ = 3°°° 2,q" con

2miT

g=c¢e
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o

Motivacion

Considerando f(7) = 3°%°, 2,6*™" toda f € S;('1(N)) tiene una Gnica
sucesién de niimeros complejos {a,} y estamos interesados en estudiar la
funcién L asociada

> a
Lf(S) = I‘TZ
n=1
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Sea (1) = 300, a,e®™™ € S(M1(N))

Los coeficientes a, satisfacen

| an |< Cr ao(n) V/n

Sea G un subgrupo de indice finito de SL>(Z) y sea f € S»(G). Entonces

2, = O(n)
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Puntos demostracion teorema 2

Dem:
Escribimos SL2(Z) =, Gv, 7= x + iy.

Consideramos
h(r)=y* > | f(yr) [
vy

h es invariante bajo SL»(Z)

h es acotado en el dominio fundamental
f(r)=0("")

an = O(n)
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Definicién funcién L

Sea (1) = >.0°, a,”™™ € Sy(T1(N)).

Definition

La funcién L asociada a f es

L¢ converge absolutamente y define una funcién holomorfa para (s) > 3/2.

Dem: oo(n) = o(n®) mds teoremal.
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Sea (1) = >.0°, a,®™™ € Sy(T1(N)) y Le(s) =30, 2
i Lf posee continuacién analitica a C ?
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Dem: Consideramos f(;oo f(7)7° % y mostramos que converge si R(s) > 3/2.

oo dr foo [ omi dr
f(r)r— =/ ape”™" | °—

o0 ico
:§ :an/ eZTFiHTTS dr
T
n=1 0
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haciendo la sustituciéon t = —2winT, tenemos % = d{ y
x ico > ico
i dr _ t \°dt
2 :an/ e27rm7'7_57 — 2 :an/ e t(_2 ) T
ot 0 T ~ 0 min
oo ¢S}
. a _t.sdt
=(—2mi)° e 't
(-2miy> 5 | ;
n=1

=(—27i)°T(s)Le(s).
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Completacién de la funcién Lf

Definition
Ar(s) = N2 (2m) T (s)L¢(s)
para R(s) > 3/2.

Hemos mostrado

si R(s) > 3/2.
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Theorem
o Lf es entera
o /\f(S) = 7AwN(f)(2 e S)

donde wn(f)(1) = == f(72) es la involucién de Atkin-Lehner.

Sean {a,}, {b,} C C con an, b, = O(n?) algiin o > 0,
f(T) — Z ane27rin7' g(T) — Z bne27rin‘r
n=0 n=0

O(s) = (2m) °T(s)Le(s) W(s) = (2m) °T(s)Ls(s)
ysean C #0, A> 0, k > 0. Son equivalentes

o B(s) + A/2(2 4 ) es EAFV A &(s) = CAZ*W(k —s)

o F(r) = CA2(42) g (5D).

Dem del teo: Considerar k =2,C = —-1,A= Ny g = wn(f).
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Producto de Euler

Ya que Sz(N, x) < S2(F1(N)), toda L¢ que provenga de una f € S(N, x) es
entera y posee ecuacién funcional. Ademds tales L¢ se pueden representar por
un producto de Euler.

Sif(1) =3 72, anq" es una eigenform normalizada en Sx(N, x) para todos los
operadores de Hecke, entonces

- an —Ss —25\— —5\—
Le(s)=>_ ¢ =[] —ap +x(p)p' ) [[(1 — 20p™)
n=1 pIN pIN

Dem:

= Tn _ —s 1—2sy—1 —s\—1
ZF—H(I*TPP +<p>p %) H(]-*Upp )
n=1 ptN pIN



Formas nuevas
[ Je]

Ecuacidn funcional

Si f € S2([1(N) es una forma nueva, entonces es una eigenform de wy, luego
la ecuacién funcional de su funcién L es

/\f(s) = :|:/\f(2 — S).

Entonces la ec. funcional puede ser vista como una relacién entre L¢(s) y
Lf(2 — S).



Formas nuevas
oe

Coeficientes de Fourier de formas nuevas

Sea f una forma nueva de nivel Nr y para x un caracter de Dirichlet, sean Ny
su conductor y xo su caracter primitivo. Entonces

e Sipt Nr entonces | a, |[< 2,/p.
o Sip|| Nf pero p{ Ny entonces a5 = xo(p).
e Sip | N¢ pero pt N¢/N, entonces | a, |= /p.

o Sip®| Nfyp| N¢/N, entonces a, = 0.
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