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Contenido de hoy:

La construccién de Shimura.
@ Ingrediente: una newform f € S,(I) para el dlgebra de Hecke Ty.

@ Resultado: una variedad abeliana As definida sobre Q cuya funcién L
viene de la funcién L de f.

Si el tiempo lo permite, hablaremos de curvas elipticas modulares en mas
generalidad.
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Mas algebra lineal

Sea L un campo, V un espacio vectorial sobre L, y sea A < End(V) un
anillo conmutativo unitario.

@ Sea v € V un vector propio simultdneo para todo t € A. Sea
K, C L?%8 ¢l campo generado por todos los valores propios en v de
los t € A.

@ Escribimos A, (t) por el valor propio de t en v para todo t € A.

Entonces
A A=K,

es un morfismo de anillos. Tiene una imagen im(\,) C K, que es un
anillo, y tiene un kernel Z, = ker(\,) C A.

@ Si v/ es otro vector propio simultdneo de todo A tal que hay un
isomorfismo o : K, — K, que cumple A\, = o\, entonces el kernel
es el mismo: 7, = 7.
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El morfismo Ar y el ideal Z
Fijamos Ny un grupo I'1(N) C T C Io(N).
@ Sea f € S3(I') una newform de nivel m|N. Asi,

f=q+ a(f)g° + ... € Sy(I)

@ Sea Of =Zlan(f):n> 1]y Kr = Q(an(f) : n > 1). Asi, Or es un
orden en el campo de nimeros K¢. Como f es eigenform, de los
valores propios de f obtenemos un morfismo de anillo:

)\f:TZ—>Kf

@ Definimos Zr = ker(Af) C Ty.

@ Si o € Gg entonces f? es newform de nivel m y cumple que
o : Kr — Kro es isomorfismo. Ademas Ao = o Ar.

e Entonces 7y = Zso = Ijf solo depende de [f] = (la Gg-clase de f).

e Ademas, \r induce el isomorfismo Ty /Zf ~ Of.
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La variedad abeliana Ay, versién algebraica

@ Ty actta en Jr, y esa accién es con endomorfismos definidos sobre Q
gracias a la interpretacién modular.

@ En particular Zr - Jr es una sub-variedad abeliana de Jr definida sobre
Q: es subgrupo, y es conexa porque 0 € t - Jr para todo t € Ty.

e Se define Ar := Jr/Z¢ - Jr. Es una variedad abeliana definida sobre Q.

@ Viene con un morfismo de proyeccion pr : Jr — Ar definido sobre Q
cuyo kernel Z¢Jr es conexo.

@ Dado que Jr es un Tz-méddulo, tenemos que
Af = Jr/Zedr ~ Jr @1, Tz/Zs ~ Jr @1, O

donde Of es una Tyz-algebra via Ar : Tz — Orf.

@ En particular, Ar adquiere una estructura de Of-médulo, y por ende,
de Tyz-médulo via Ar. Con esta accidn, el cuociente pr : Jr — Ar es
Tyz-equivariante.

Héctor Pastén (PUC) Seminario de modularidad 2020/05/08 5/13



La variedad abeliana A¢, version analitica

Vamos a calcular la dimensién de Ar. Para eso basta ver su construccién
cerca de 0 € Jr, o mas formalmente, en el espacio tangente en 0 sobre C:

TangJ2" = HO(J2", Q") ~ HO(X@", Q)Y ~ Sy(I)"

como médulos sobre T7.

@ S5(MN)Y =~ T¢ ~ S,(T) como Te-médulos, en particular como
Tz-mddulos. Asi que TangJ?" ~ S>(I') como Tz-mddulos.

Entonces Tano(Z¢Jr) ~ Zr Tang(Jr) ~ Zs - So(IN).

Escribimos S»(I') = @, Sg (suma sobre g newforms de nivel d|N)
Zr52(T) = Dggr) Se- Asly Tano(Ar) 22 S2(1)/ZeS2(T) = D geir) Se-
dim Ar = dim Tang(Ar) = dim ¢ Sg = [Kr : Qloo(N/m).

Teorema. Si f es newform de nivel N, entonces ’ dim Ar = [Kr : Q]‘
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La variedad abeliana A¢, version aritmética
Desde ahora asumimos f newform de nivel .
o Ty actda en Af via A, es decir, Endg(Af) es una Og-algebra.

@ Hay un resultado mas preciso, pero dificil (f newform de nivel N):
Teorema. Endgy(Ar) ® Q ~ Kr. En particular Ar es simple sobre Q.

La accién de Of en Ar da a Vy(Af) la estructuda de un
Kr ® Qg-médulo, y por ende, un Tg,-médulo via Af.

Obtenemos un morfismo pr . : Ve(Jr) = Ve(Ar) que es
» Gg-equivariante, y
» Tgq,-equivariante.

Las acciones de Gg y Tq, en Ve(Jr) y Ve(Ar) conmutan porque Ty
actua en Jr por endomorfismos definidos sobre Q.

Notamos que pr x : Ve(Jr) = Ve(Ar) es lo mismo que
Ve(Ir) = Ve(Ir) V(T Ir) = Vi(Ir) @rq, (Kr @ Qo).
Como V,(Jr) es libre de rango 2 sobre Tq, obtenemos
Corolario. V;(Ay) es libre de rango 2 sobre Kr ® Qy.
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Reduccién de Jr médulo p, con p{ N

Si pt N entonces Xr tiene buena reduccién, y por ende Jr también. Como
Ar es cuociente de Jr, también tiene buena reduccién en p.

Teorema. Si p{ N/, entonces el polinomio caracteristico de Frob en
Vo(Jr) visto como Tg,-médulo (libre de rango 2) es X2 — T,X + p{p).

Dem. Eichler-Shimura: T, y Frob + (p) Ver actian igual en
Vo(Jr @ Fp) = Ve(Jr) (usamos £ # p). Asi que como endomorfismos de
Ve(Jr) obtenemos

F? = ToF + p(p) = F? — (F + (p)V)F + p(p) = —(p) VF + p(p) = 0.

Finalmente basta que tr(F) = T,. Con el pairing de Weil modificado se
calcula que tr(F) = tr({p)V) (ver célculo de p.42-43 [DDT]) y asi

2tr(F) = tr(F) + tr((p) V) = tr(F + (p) V) = tr(Tp) = 2T,.
L]
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Interludio: curvas elipticas

La teoria de Weil para conteo de puntos en variedades abelianas no se
suele ver en pregrado. Asi que recordaremos el caso elemental de una
curva eliptica E/IF, que es suficiente para aclarar ideas. Fijar £ # p.

@ Contando puntos fijos de F = Frob actuando en E(IFZIg) llegamos a
SE(F,) = 1— a,(E) + p = 1 — trg, (FIVU(E)) + p.

o El teorema de Hasse nos da que los valores propios de F son
a,B e Q¥ C @Z’g con |a|c = |Blc = /Py af = p. En particular se
obtiene la conocida cota de Hasse: |ay(E)| = |a+ ] < 2,/p

@ Otra forma de escribir lo anterior es:

#E(Fp) =1—(a+B)+af = (1 —a)(1 - ) = detg,(1 - F|Vi(E)).
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Reduccién de Ar médulo p, con pt N

Si pt N entonces A también tiene buena reduccién en p porque es
cuociente de Jr.

Teorema.! Sea 1) el nebentypus de f. Tenemos que

#Ar(Fp) = Nrg, o (1 — ap(f) +(p)p) -

En particular, si Kf = Q (i.e. Af curva eliptica) entonces ap(f) = ap(Ar).

Dem. Elegir £ # p. Veremos el caso Kr = Q, i.e. Ar curva eliptica. Asi
1 = xo. Del polinomio caracteristico de F en Vy(Jr) obtenemos:

#Af(]Fp) = detQZ (1 — F‘Vf(Af‘)) = )\f(l — Tp + p) =1- ap(f) + p.

O

"Ver Prop. 1.51 en [DDT]. Est4 mal enunciada.
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L(Af, S)

Para una variedad abeliana A/Q definimos su funcién L

L(A,s) = (x) [ [ det(1 = Fp~*|Ve(A)) T, R(s) > 1

donde (*) denota finitos factores de Euler que se definen de acuerdo al

tipo de reducciéon mala de A.
Por ejemplo, si E es curva eliptica de conductor N entonces

1 1
L(E,s) = Z Z _
H 1—ap(E)p~s g 1—ay(E)p== + pl=2s
donde si p|N entonces
0 aditiva

ap(E) =11 multiplicativa split
—1  multiplicativa non-split.
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L(Af, S)

Teorema. Sea f newform de nivel N. Entonces Ar tiene conductor
ndimAr — NIKeQl v sy funcién L cumple

L(Ars) = [] Le,s)

gelf]

En particular, L(Af,s) tiene ecuacién funcional y continuacién analitica.

Dem. lgualar los productos de Euler de ambos lados primo por primo.

@ p|N: Es un célculo muy delicado y no lo haremos. Este cilculo da el
conductor también. (Ver ejemplo en siguiente diapositiva.)

® pt N: Viene del resultado #A¢(Fp) = Nrk, /o (1 — ap(f) + 1(p)p).
Por ejemplo, si Kr = Q entonces Af es curva eliptica y tenemos
1 B 1
1— ap(Af)p*S + p172s T 1= ap(f)pfs _|_p172s'
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L(Af,s): ejemplo de factor de Euler en p|N

Si Kr = Q entonces el nebentypus de f es trivial asi que f € S(Io(N)).
Asumir p||N.

e Xo(N)®F, son dos copias de Xo(N/p) @ F, que se cortan
transversalmente en algunos puntos. Asi, Xp(/N) una curva de
reduccién semi-estable en p.

Entonces Jo(N) tiene reduccién multiplicativa en p.
Af tiene reduccién multiplicativa en p (es cuociente de Jo(N)).
Asi que el conductor cond(Ar) de Ar cumple p||cond(Ay).

Ademas a,(Ar) = %1 debido a la reduccién multiplicativa.

Dado que p||N, la teoria de los operadores U, nos da que ap(f) = £1.

Asi que ap(f) = tap(Ar) en el caso que Af es curva eliptica y p||N. Con
un poco mas de trabajo se obtiene igualdad.

Ademads, el mismo razonamiento muestra que si N es libre de cuadrados
entonces cond(Ar) = N.

Héctor Pastén (PUC) Seminario de modularidad 2020,/05/08 13/13



