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Sea v un lugar finito de Q y A un G,-médulo discreto y finito.
e Teorema: H'(G,, A) es finito para todo i > 0.
@ Teorema: Para i =0, 1,2, existe un pairing perfecto

HY(G,, A) x H>7{(Gy, A*) = H*(Gy, i) — Q/Z.

Si A® Z, = {0}, entonces H'(G,/1I,, A*) y H(G,/I,, A**) son
ortogonales bajo el pairing

HY(Gy, A) x H'(Gy, A*) = Q/Z.
e Teorema: H'(G,, A) = {0} paratodoi >3y
#H' (G, A) = #H (G, A)#H*(Go, (AR Ly).

o Teorema:

HHL(Q, A7)  #H( GQ A* #HO GU,A
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@ Cohomologia de grupos finitos

@ Ejemplos de cohomologia de Galois
© Cohomologia de grupos profinitos
@ Cohomologia en cuerpos locales

© Resultados en DDT.
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Cohomologia de Grupos finitos

Sea G un grupo finito.

Definiciéon: Un G-mdédulo A es un Z[G]-médulo.

Denotamos por A% a los elementos fijados por la accién de G.
Homg(A, B) := Homg (A, B) € Homgz(A, B). Este (ltimo tiene
estructura de G-médulo via (g - f)(z) = gf (9~ 'x).

@ Si dotamos a Z con una accidn trivial de GG, tenemos un isomorfismo
Homg(Z, A) = A® definido por ¢ — ¢(1).

e El functor Hom¢(Z, -) es covariante y exacto a la izquierda por lo que
para toda secuencia exacta 0 -+ A — B — C' — 0 de G-médulos
tenemos la secuencia exacta de grupos 0 — A% — B¢ — CC.

@ Coémo podemos encontrar grupos que extiendan esta secuencia
exacta?
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Functores derivados

@ Sea Modg la categoria de G-mddulos.

@ Sea F': Modg — Ab un fuctor covariante y exacto a la izquierda (por
ejemplo Homg(Z, -))
@ Teorema: “Existen functores que extienden la secuencia
0— F(A) —» F(B) — F(C)".
@ Un poco més preciso: Existe una coleccién (R'F);>¢ tales que
© R'F: Modg — Ab functor,
@ R'F=F,
© R'F(I) =0 para todo i > 0 e I inyectivo.
@ Para toda secuencia exacta 0 - A — B — C — 0, existen morfismos
§; : R'F(C) — R F(A) tales que la sucesién
.. » R'F(A) - RIF(B) — R'F(C) 25 R*1F(A) — es exacta y la
asignacién es functorial.
o Definiciéon: Para ¢ > 0, el i-ésimo grupo de cohomologia de un
G-médulo A es H'(G, A) := R'(Homg(Z,)).
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Cémo contruir los R'F?

@ Sea0 — A — Iy — I — Iy — ... una resolucién inyectiva de A
(existe).

@ Aplicando F a0 — Iy — I — I — ... obtenemos el complejo
0— F(lp) » F(I) = F(I2) — ....

@ Entonces
B ker (F(Iz) — F(Il_;,_l))

C Im (F(Li_,) — F(L)))

y los d; se construyen con ayuda del lema de la serpiente.

R'F(A)
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Cémo encontrar H'(G, A)?

@ Sea... P — P LEN Py P9 7 — 0 una resolucién proyectiva de Z.
e Aplicando Homg(-, A) (contravariante), obtenemos el complejo
0 — Homg(FPy, A) — Homg (P, A) — Homg(Po, A)....
e Teorema: Entonces
ker (Hom(P;, A) — Hom(P;11, A))
Im (Hom(P;—1, A) — Hom(FP;, A))

Il

HY(G, A)

@ Por ejemplo

H%(G, A) = ker (Homg(Py, A) — Homg(Py, A))
= {f € Homg(Py, A) | fop; =0}
= {f € Homg(Py, A) | kerpy C ker f}
=~ Homg (Py/ ker po, A)
=~ Homg(Z, A)
=~ A%
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Una resolucidon concreta

e Parai >0, sea P, = Z|G'"!]. Sea d;: P, — P;_1 dado por
di(go, ,dz) = Z(—l)z(go, ...,_g/]\i, 7,97,) cuando i >0 y d() : P(] — 7
el mapa que envia G en 1.

o Entonces ... —» P, R P LN Py 9, 7, 5 0 es una resolucién
proyectiva de Z. (de hecho libre)

° Sm embargo Homg(P;, A) estd en correspondencia con

K :={f:G" = A}. (lg1,---,9) == (1,91,9192,- -, 91 - .. gi) base
de P;)

e Asi, H(G, A) se obtiene al tomar cohomologia al complejo
0— K°— K' - K2 — ... con mapas d' : K — K'*! dados por

(d'F)(g1, - 9i + 1) = g1.f (920 -, Gis1)
+ 3 (=1 (g1, 9595415 - 9ir1) + (=) f (g1, ., 1)
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HY(G, A), restriccién e inflacién

@ Con la resolucién anterior

{o: G = A|p(or) = 0p(7) + ¢(0)}
{0 — om —m}

HY (G, A) =

@ Ejemplo: Si G actua trivial en A obtenemos
H'(G, A) = Homgz(G, A). Si ademas G = Z/pZ obtenemos
H'(Z/pZ, A) = Alp].

@ Proposicion: Sea A un G-médulo y H C G un subgrupo. Entonces
existe un morfismo res: H' (G, A) — H'(H, A) que en términos de la
resolucién anterior es restringir los mapas f: G — A a H'.

@ Proposicion: Si ademds H C G es normal, entonces existe un
morfismo inf: H(G/H, A") — H(G, A) que en términos de la
resolucién anterior coincide con precomponer con la proyeccién
G' — (G/H)" y componer con la inclusién A# — A. Ademis,
inf: H'(G/H, A") — H'(G, A) es injectiva.
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Algunos resultados y ejemplos

e Teorema: Si m es el cardinal de G entonces H'(G, A) es de
m-torsién para todo i > 0.

e Corolario: Si A es finitamente generado entonces H*(G, A) es finito
para todo ¢ > 0.

@ Ejemplo: Supongamos que G actua trivial en Q y consideremos
0—-Z—-Q—Q/Z— 0.

@ La sucesion en cohomologia es

0—+%—Q—Q/Z— H'(G,Z)— H'(G,Q) —» H'(G,Q/Z)
— H*(G,Z) — H*(G,Q) — ...

e Pero H'(G,Q) =0 (i > 0) porque es de torsién y multiplicacién por
cualquiera entero es un isomorfismo.

e Entonces H(G,Q/Z) = H*(G,Z) (i > 0)y en particular
H?(G,7Z) = HY(G,Q/Z) = Hom(G, Q/Z).

e Por otra parte, H'(G,Z) = Hom(G,Z) = {0}.
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Cohomologia de Galois

Teorema: Sea L/K extension de Galois finita y G = Gal(L/K).
Entonces H'(G, L*) = {0}.
Dem: Sea ¢ : G — L* un homomorfismo cruzado:
p(oT) = op(T)p(0).
Por el Teorema de independencia de caractéres existe a € L* tal que
b= cqwlo)oa #0.
Se puede verificar que 7(b) = (7)~!b lo cual implica que
(1) = T(Ifle) de donde ¢ es trivial en H'(G, L*).
Lema de Shapiro: Sea H C G un subgrupo y A un H-médulo.
Entonces

HY(G,Z|G] @z A) = H'(H, A).
Teorema: H'(G, L) = {0} para todo i > 0.
Dem: Por el Teorema de la base normal existe a en L tal que
{oa | 0 € G} es una base de L. Entonces L = Z|G] ® K y por lo
tanto H'(G,L) = H'(G,Z|G]| ® K) = H'({1}, K) = {0}.
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Cohomologia de grupos profinitos

@ Sea GG un grupo profinito (limite proyectivo de grupos finito, grupo
topoldgico compacto y totalmente disconexo).

@ G se realiza como el limite proyectivo de G/U con U recorriendo
todos los subgrupos normales y abiertos de G.

@ Definicion: Un G-médulo A es un médulo discreto si estd dotado de
la topologia discreta y Stabg(a) es abierto para todo a en A
(equivalente a decir que la aplicacién G x X — X es continua).

o Definicién: Sea K!,, := {f: G' — A| f es continua},

di: K — K™ con la misma férmula de antes. Definimos H'(G, A)
como la cohomologia del complejo K,.

e Proposicién: H' (G, A) = limH'(G/U, AY), donde U recorre los
U

subgrupos normales y abiertos de G y las flechas de transicién son los
morfismos de inflacién.
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Algunos resultados y ejemplos

e Corolario: H'(G, A) es de torsién para todo i > 0.

e Corolario: Sea K una clausura separable de K y G = Gal(K/K).
Entonces H!(Gk, K) = {0}.

@ Dem:
HZ(GK,F) = thZ (GK/Gal(K/L),KGal(K/L))
L
= limH"(Gal(L/K), L)
L
= {0},
donde L recorre las extensiones de Galois finitas de K.

e Corolario: H'(Gy,K') = {1}
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Teoria de Kummer

e Asumamos que K* contiene i, y sea Gx = Gal(K/K).
o Consideremos 1 — p,, — K i> K —1.

@ Tomando la sucesién en cohomologia

= % g s BYG, i) — HYGK)

— HYG,K") = H*(G, i) —

1= pp —

e Como HY(G,K") es trivial, K*/K*" = H'(G, pu,) = Hom(G, f1,).
El morfismo envia la clase de un elemento a € K al morfismo X
definido por x(0) = o(a)a~! donde o™ = a.

e Corolario: Sea L/K extensién de ciclica de grado n. Entonces
L=K(a)cona™eK.

@ Dem: Tenemos un morfismo x : Gx — Gal(L/K) = u, con
ker y = Gal(K/L). Por la teoria de Kummer, x(c) = o(a)a™! para
algiin o € K con o™ = a. Luego
kerx = {0 € G | o(a) = a} = Gal(K/K(«)) de donde L = K(a).
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Una observacién y el caso de cuerpos locales

@ Si miramos mas alla en la sucesién en cohomologia vemos que
0 — H(G, i) — HA(G,K") 55 H2(G,K") — ... por lo que
H(G, ) = HA(G, K )[n).

e Lema: Sea L/k una extensién no ramificada de cuerpos locales,
entonces # (k/Ny L) = [L : k].

e Teorema: Sea L/k una extensidn de Galois finita y no ramificada de
cuerpos locales. Si Uy, denota el grupo de unidades de L, entonces
Ur, es un Gal(L/k)-modulo cohomologicamente trivial.

@ Dem. caso i =2y G = Gal(L/k): Como G es ciclico se puede
mostrar que H2(G,UL) = UE/NL/kUL. La valuacién normalizada v
de k induce un morfismo sobreyectivo v: k/Np, L — Z/nZ
(n =[L : k]) que por el lema anterior es un isomorfismo. Si u € Uk
entonces v(u) = 0 por lo que u = Ny, (a) para alglin a € L. Pero

= v(u) = v(Npx(a)) = nv(a) por lo que a € Uy.
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M3s resultados para cuerpos locales

@ Corolario: Sea Uy, el grupo de unidades de k-, la maxima extension
no ramificada de k, y Gy, = Gj,,,.. Entonces HQ(Gk/Gm, Unr) es
trivial.

e Corolario H?(Gy/Gur, kr,) = Q/Z.

o Dem: Consideremos 1 — U,, — k*, = Z — 0. Por el corolario
anterior, en cohomologia obtenemos un isomorfismo
H?(Gy/Gur, kL) — H*(Gyp, Z). Consideremos la composicién de
los isomorfismos

Hz(Gk/Gm"v k;r) - HQ(Gk/Gan) — Hl(Gk/Gm",Q/Z) - Q/Z,

donde el dltimo morfismo es enviar todo caracter x en x(F).
o Teorema: El morfismo de inflacién H2(G./Gr, k5, — H*(G, k')
es de hecho un isomorfismo.

e Teorema: H'(Gy, A) es nulo para todo i > 3y A un Gp-médulo

discreto.
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M3s resultados para cuerpos locales

e Corolario: Sea A un G-médulo discreto finito. Entonces H* (G, A)
es finito para todo i > 0.
e Dem. caso A = yu,: H(Gy,un) es ciertamente finito.
HY(Gh i) = k* /K™ finito (k* = 7% x pg_1 x U,
H%(Gy, pin) = H¥(Gr, k) [n] = H*(G1./Gnr, ko) [n] 2 17/ finito.
o Dem caso general: Sea n = #Ay H C[),c4Stabg(a) N Gy,

subgrupo normal y abierto. Entonces L := %" es una extension finita
de k y G, actia de manera trivial en Ay en p,. Luego A es un
G r-modulo isomorfo a una suma directa de ciertos p,,. Entonces los
grupos H'(Gal(L/k), H? (G, A)) son finitos.

@ La sucesion espectral de Hochschild-Serre nos permite concluir ya
que esta dice que H*7 (G}, A) posee una filtracién finita donde cada

cociente consecutivo es isomorfo a un cociente de
Hi(Gal(L/k), HI Gy, A)).
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Resultados de Cohomologia de Galois en DDT

Sea v un lugar finito de Q y A un G,-médulo discreto y finito.
e Teorema: H'(G,, A) es finito para todo i > 0.

e Denotamos A* = Homg (A, 1, (Q)) con n un entero tal que
nA = {0}.
@ Teorema: Para i =0, 1,2, existe un pairing perfecto

HY Gy, A) x H*HGy, A*) = H*(Gy, ptn) — Q/Z.

Si A® Z, = {0}, entonces H' (G, /I,, A™) y H (G, /I,, A**) son
ortogonales bajo el pairing

HY(Gy, A) x H'(G,, A*) — Q/Z.
e Teorema: H'(G,, A) = {0} paratodoi >3y
#H' (Gy, A) = #H'(Gy, AV#H* (G, A)#(A® Zy).
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El grupo de Selmer

Definicién: Sea A un Gg-mddulo. Una coleccién de condiciones
locales para A es una coleccién £ = {L,} de subgrupos

L, C HY(G,, A) con v corriendo por todos los lugares de Q y tal que
L, = HY(G,/I,, A™) salvo finitas excepciones.

Definicion: El grupo de Selmer asociado a £ es denotado por
H}(Q, A) y consiste en los elementos z € H'(Gg, A) tales que
res,x € L, para todo lugar v.

Lema: La coleccién £* = {L;} es una coleccién de condiciones
locales para A*. ((+) := Hom(-,Q/Z))

Dem: En efecto Li- C HY(G,, A)Y = HY(G,, A*) y

L+ =HYG,/I,, A")* = HY(G,/I,, A*) salvo en finitos lugares v.
Lema: Un Gg-médulo discreto A ramifica en finitos lugares.

Dem: Como A es finito y la accién es continua, existe un subgrupo
H C G tal que H actda trivial en A luego la accién se factoriza por
una extension finita de Q en donde hay finita ramificacién.
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Mas resultados de Cohomologia de Galois en DDT

@ Teorema: Sea S un conjunto finito de lugares de Q y Qg la maxima
extensiéon de Q no ramificada fuera de S. Si Gg = Gal(Qg/Q),
entonces H'(Gg, A) es finito para todo Gg-médulo A.

e Corolario: H}(Q, A) es finito.

@ Dem: Sea S un conjunto finito de lugares de Q conteniendo a oo, los
lugares que dividen a # A, los lugares donde A ramifica y todos
aquellos lugares donde L, # H'(G,, A). Entonces A es un
Gs-médulo y se tiene la sucesidon exacta

0— HE(Q A) —» H'(Gs, A) » @ H'(Gy, A)/ Ly
veES

Escribiendo la secuencia exacta anterior para A* respecto a L* y
dualizando obtenemos

Pr. - H(Gs, A")Y — HL(Q,A")Y =0
veS
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Mas resultados de Cohomologia de Galois en DDT

@ La secuencia anterior se puede extender hacia la izquierda con ayuda
de la secuencia de nueve términos de Poitou-Tate para obtener

o Teorema:

#H(Q,A) #H"(Gg, A H
#HL(Q,A%)  #H( (Gg, A%) #HO G,U,A

o Lema: El producto anterior es finito pues
#HY(G,/1,, Al") = #H°(G,, A).

@ Dem: Tenemos la sucesidn exacta

0 — HO(Gyp, A) — Al» 2Pl AL gy(G, /1, A7) =0
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