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Estudiaremos Ry para ciertos conjuntos especiales. Los elementos de X
tienen las propiedades

e g=1(mod ¢)
@ 7 es no ramificado en q y p(Frobg) tiene dos valores propios distintos
en k

Para estos casos especiales usaremos @ en lugar de
Para g € Q, denotaremos por aq y 34 los valores propios de p(Frobg)

Definicién
Aq es el cuociente maximal de (Z/qZ)* de orden potencia de ¢

Observacién
Aq es un cociente de Gg y Gq
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Yo Gg — GallQ((e)/Q) ~ (Z/4Z)* — B
Xq: Gg — Gal(Qq(Cq)/Qq) ~ (Z/qZ)* — Aq
Aq :HAqYXQ :HXq: Ggp = Aq

Definicién (ldeal de augmentation)

El ideal de augmentation en R[G] se define como el niicleo del morfismos
R[G] — R dado por > rigi — > ri

Si #Q = r, definimos un morfismo de O-4lgebras
O[[51, ---, S¢]] = O[Ag]

tal que S; +— 04, — 1 (donde &g, es generador de Ay,), el cual induce un
isomorfismo

O[St - S/ (L + )29, q € Q) = O[Ag]

en donde el idel de augmentation se corresponde con (S4: g € Q)
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Lema

Sea q € Q, entonces py™|g, es conjugado a <g 650_1) para algun

caracter & con &(Frobg) = aq

Demostracién: Sea f un levantamiento de Frob, a G,. Por lema de

univ H H ~
Hensel, p" (f) tiene valores propios en Rgq, que llamaremos aq y 3.
Camblando de base si fuera necesario, la imagen de f tiene la forma

pEV(F) = <O g > Veamos ahora que para o € Ig, p&V(o) es
q
diagonal en esta base.
10 a b univ
,OLC’)"’V()— o 1) \lc 4 , con a, b, ¢, d € mg,. Como p§" es

moderadamente ramificada tenemos que

univ (£ puniv univ(f)=1 — pHUniv(5)9(ver anexo) por lo tanto tenemos
PQ PqQ \0)PqQ =PQ
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a -
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C— d
Qq

Por lo tanto <% - 1) <& - 1> ¢ € mgy(b, c). De este modo
q Qq

tenemos que (b, c)mg, = mg,, con lo que concluimos que b= c =0
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Consideremos &, el caracter del lema.
o #&q(lg)|(q — 1), pues p(x) = p(x)9.
o &4, factoriza a traves de A,
@ Sea {g: Ggp — RCX) el caracter no ramificado fuera de primos de Q y
€|Gq = gq,
® £qly, factoriza a traves de Ag
o De este modo tenemos un morfismo Ag — R;

® Rq tiene estructura de O[Ag]-médulo
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Proposicién
Existe un isomorfismo de O-algebras Rg/aqRq — Ry, donde aq es el
ideal de augmentation

Demostracion: Si existe una deformacién sobre R de tipo (), en particular
es de tipo Q, luego existe un tnico morfismo de O-algebras Rg — R. Este
morfismo factoriza a traves de Rg/agRg, pues R es no ramificado en los

primo de @
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Lema

(a) Siqe Q, entonces HO(Fq, ad®p) = HO(Fq, ad®p(1)) = k y
HY(Fq, ad%p) = H*(Fq, ad®5(1)) = k.

(b) Rq puede ser generado topologicamente como O-algebra por
#Q + dimyc Hp(Q, ad°p(1))

elementos
(c) Si
Hy(Q, ad°p(1)) ~ EP H'(F4, ad°p(1))
qeQ

entonces #Q = dimy Hj(Q, ad®p(1)) y Rq puede ser generado
topologicamente como O-algebra por #Q elementos.
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(a) Si g € Q, entonces HO(Fy, ad®p) = HO(F,, adp(1)) = k y
HY(Fg, ad®p) = HY(F,, adp(1)) = k.

Demostracion: Frobg actua por conjugacién sobre ad®p. Si M € ad®p es

a
la forma
c

: )
,entonces

(Frobp).M:< 2 baq/ﬁq)

cfq/q —a

Por lo tanto el espacio invariante es 1 dimensional. Para H(Fg, ad%p)
debemos estudiar el cociente ad®p/(Frob, — 1)ad%p
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(b) Rq puede ser generado topologicamente como O-algebra por
#Q + dimy Hy(Q, ad°p(1))

elementos

Demostracion: El corolario 2.43 tenemos que el anillo Ry puede ser
generado por

dimy Hy(Q,ad’p(1)) + de+ Y dimi H(Qp, ad%5(1))
per—{¢}

dy =0y Y dimg H(Qp, ad%p(1)) = #Q, por lo tanto Rq puede ser

generado por
#Q + dimy Hp(Q, ad%p(1))
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(c) Si
H(@,20°5(1) = ) H!(Fy, 0"7(1))

qeR

entonces #Q = dimy H}(Q, ad°s(1)) y Rq puede ser generado
topologicamente como (O-3lgebra por #Q elementos.

Demostracién: Por la parte anterior Ry puede ser generado por
#0 + dim H;(Q, ad®p(1)) = #Q elementos. De este modo Ro/aqRe
puede ser generado por @ elementos, por lo tanto lo mismo ocurre con Rg
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Teorema

(a) Sea H subgrupo finito de PGLy(C), entonces H es isomorfo a uno de
los siguientes grupos: Un grupo ciclico, un grupo dihedral, Ay, S4 0 As

(b) Sea H un subgrupo finito de PGLy(F;) entonces se tiene una de las
siguientes afirmaciones

H es conjugado a un subgrupo matrices triangulares superiores
H es conjugado a PSL(Fy-) o PGLy(Fy) para algin r.
H es isomorfo a Ay, Sa, As o un grupo dihedral

Demostracion:
@ Suponemos que H esta en algin PGLy(Fr)
@ Suponemos primero que ¢|#H

@ En este caso H es conjugado a un subgrupo de las triangulares
superiores o contiene a PSLy(Fyr)

o Si {#H, hay que estudiar la accién de H en P*(TF,).
@ Se toma el conjunto X = {(x,g) € PL(F,) x H\ {1} : g(x) = x}
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P la proyeccién en la primera coordenada de X.

H actua en Py este se separa en orbitas P = O; U --- U O

#0; = #H/ej, donde ¢; es el cardinal de los grupos estabilizadores
de elementos de O;

Contando los elementos de X llegamos a

2#H—1) =) (#Gc—1)

xeP

k

2
1/ei=k—2+ —
;/e +#H

@ Las soluciones de esta ecuacién son
e Para k= 2' (ela 62,#H) = (#Ha#Ha#H)

@ Para k=3,
(e1,e,6e3;#H) € {(2,2,n,2n),(2,3,3,12),(2,3,4,24),(2,3,4,60) }
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Lema

Sea F un campo finito de caracteristica { impar. Si #F # 5, entonces

HY(SLy(F), End®(F?)) = 0

Demostracion:
e Tomamos subgrupos U C B C SLy(F)
e HY(G, End°(F?)) — HY(B, End°(FF?)) es inyectiva
o HY(B, End°(F?)) — H(U, End°(F?))B/Y es inyectiva
o Si #FF = 3, entonces podemos calcular directamente que

H(U, End°(FF?)) = 0 usando el isomorfismo
H(U, End°(F?)) ~ ker N /(o — 1)End®(FF?)

@ En general se toman los siguientes submodulos
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@ Mj; = matrices triangulares superiores con ceros en la diagonal
@ My = matrices triangulares superiores
e M3 = End°(FF?)
@ Tomando sucesiones largas de cohomologia se ve que
HY(U, M3/ M) — HY(U, M3)
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Anexo

Sea 0 € Gal(Q7"/Qg") y f € Gal(Qg"/Qq) un levantamiento del
Frobenius. Como la extensién Qg /Qg" es generada por los elementos /q
para g 1 n, nos basta probar que fcrf_l(\"/a) = 09(y/q). Vemos a o como

un elemento de Gal(Qg (y/q)/Qg"). Por teoria de Kummer
Gal(Qy (v/a)/ Q) > o

n(y/q)
T
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