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Recuerdo: Construccién de Shimura

Sea f € Sy(I'1(Nf)) newform de caracter 1)¢. Asi

f S SZ(Nf7 T/Jf)

Sea Kr = Q(an(f) : n> 1) el campo de niimeros de f.
Asociada a f tenemos Ir = Annt(f) y la variedad abeliana Ay:

@ Ar es definida sobre Q y dim Ar = [Kr : Q]

@ Af es un cuociente g : J1(Nf) — J1(Nf)/lr - J1(Nf) =: Af

o Kr~ (T/If) ® Q y Kr actia en Ar = J1(Nr) @1 (T/If), asi que
Ar @7 Q ~ J1(Nf) ® Ks.

o T actta en Ar y el cuociente gr es equivariante.

@ Vy(Ar) es un médulo libre de rango 2 sobre Kr ®g Q; porque Vy(J)
es libre de rango 2 sobre Tg,.

@ La accién de Kr ®g Qp conmuta con la accién de Gg en V,(Af),
porque la accién de T viene de correspondencias definidas sobre Q.
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Representacion /-adica de f

Por lo dltimo tenemos una representacién de Galois
GQ — GLQ(Kf 02Y0) Q@)

Notar que Kr ®g Q¢ ~ HVI€ Kf,, y cada Kr , es una extensién finita de
Qy. Eligiendo un v|¢ obtenemos una representacién de Galois

Pf - G@ — GLQ(K;).

donde K} = K¢, /Qy es finita y es generada por los o, (an(f)) € Kf, donde
oy : Kf = Kf,, = K} es la inclusién determinada por v. Suponemos (salvo
conjugar) que pr(Gg) C GL2(O%) donde O es el anillo de enteros de Kj.

Adema3s el caracter ¢ induce la representacion

U G — Gal(Q(Cn,)/Q) = (Kp)™ = GLi(Kp).
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Propiedades bdsicas de pr

(a) Si pt{Nys entonces pr es no-ramificada en p y el polinomio
caracteristico de p¢(Frobp) es

X2 — a5(F)X + p(p)-
Esto era una aplicacién de la congruencia de Eichler-Shimura:
To@Fp=Fp+(p)Vp

como correspondencias en la curva modular X;(N¢) @ Fp.
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Propiedades bdsicas de pr

(b) det(pf) = vrep. Ademads pr(c) es conjugada a ( (1) _01 )

Lo primero es por (a) usando el teorema de Chebotarev.
Lo segundo es consecuencia de lo primero notando que

W) = (-1) = 1

porque f # 0 (usar —Id en la férmula de modularidad de f).
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Propiedades bdsicas de pr

(c) pr es absolutamente irreducible

Esto es un resultado de Ribet (sencillo —cotas de coeficientes de Fourier).
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Propiedades bdsicas de pr

(d) El conductor N(pf) es la parte prima a ¢ de Nf

Esto es un teorema de Carayol (dificil).
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Propiedades bdsicas de pr

(e) Suponer £ # py p||Nf. Sea x : G, — (K{)* es caracter no-ramificado

X(Frobp) = ap(f). Si p{ cond(y) entonces pr|c, es de la forma

(% 1)

pero si p|cond () entonces pr|c, es de la forma

X teyle, *
0 X

Mismo articulo de Carayol.
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Propiedades bdsicas de pr

(f) Si £12Nf entonces pf|g, es buena. Ademds, es ordinaria si y solo si
v(ae(f)) = 0.

(g) Si€>2 ||N¢y £t cond()) entonces pr|g, es ordinaria y
pi,(Frobg) = ay(f).

Anilisis de buena reduccién / modelos integrales (al parecer £ # 2 no es
esencial).
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Mod ¢

Reduciendo médulo X\ y semi-simplificando obtenemos
pr: Gg — GLQ(kf).

Mismas propiedades salvo lo siguiente:
@ Puede ser reducible.

e N(pr) divide la parte prima a ¢ de Nf
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i Otros pesos?

La teoria de operadores de Hecke se extiende a nivel cualquiera, no solo 2.
Si f € S5k(I'1(Nf)) es newform entonces tiene asociada una representacién
de Galois en GLo:

@ k = 2: Eichler-Shimura. (-4dica
@ k > 2: Deligne (variedades de Kuga-Sato) ¢-adica

@ k = 1: Deligne-Serre (congruencias + caso k > 2). Son
representaciones de Artin (complejas)

Pf - GQ — GL2((C)
de conductor N (exacto) y pr(Frobp) tiene polinomio caracteristico

X2~ ap(F)X + bs(p).
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