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: Gg — GL2(k) es una representacién con las siguientes propiedades

a s absolutamente irreducible

Ik
(a)
(b)
(c)
(d)
(e) #

e

p €es
P es modular
detp
plg, semi-estable

p(1,)|¢ cuando p # ¢
La representacién p|g, es absolutamente irreducible, donde

L=Q ( (_1)(671)/%)
En caso contrario, se puede ver que £ 1 #p(Gq), pero #p(l,)|¢, luego

#p(l,) = 1. p es no ramificada para p # ¢, y para £ se tiene p|;, ~ <8 (1)>

e Para ¢ = 3 factorizamos la rep. por un grupo Gal(K/Q(+/—3)), la
cual queda no ramificada.

@ Para £ =5 vemos que p viene de una forma cuspidal de peso 2 y nivel
1005.
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Consideraremos conjuntos finitos de primos ¥ contenidos en el conjunto
pa
e (€ Y5 ssi pg, es buena y ordinaria.

e Para p # /, p € ¥; si p no ramifica en p.
Definicién
N5 el conjunto de newforms f tal que ps: Gg — GL2(O%) es equivalente
a un levantamiento de p ® kf de tipo ¥ y €% { N

Las newforms f que pertenecen a Ny cumplen con
® pf > P ® Ky,
@ 1 es trivial

o Ny divide a ¢/ N(p H pd'mpp donde 6 =0 sipesbuenay (¢ ¥

peT\{¢}
y 6 = 1 en otro caso.
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Para un conjunto ¥, definimos

@ el algebra Ty como

Ts = [] OF

feNs
e parap ¢ Xy ptIN(p), se define el elemento
Tp = (ap(f))r € T

o El dlgebra Ty como la O-subalgebra de 'ﬁ‘z generado por los
elementos T,
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Teorema
Existe una representacion

tal que para primos p ¢ ¥ y p{ {N(p) esta es no ramificada y se cumple
que trpT°d(Frob,) = Tp.

pQOd: G@ — GLQ(T):)

Demostracion:
o Tenemos p°? =[] pr : Gy — GLy(Ty)
1
e Conjugamos tal que p°9(c) = (O _01>
° trﬁ%"’d estdn en Ty por Chebotarev.
e Dado g € Gy, trpm9(g) y trpT°(cg) estén en Ty, por lo tanto las

entradas de la diagonal toman valores en Ty

tomando o tal que pm"d(a) = <* 1>

*

para g € G las entradas de la diagonal de p’°?(og) estén en Ty, por
lo tanto la 3% entrada de p°Y(g) estd en Tx
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Demostracion:

Tenemos p°? =[] pr : Gg — GLy(Ty)

Conjugamos tal que p°%(c) = <é _01>

~mod

trpy°? estan en Ty por Chebotarev.

Dado g € Gg, trpT°d(g) y trpP°?(cg) estdn en Tx, por lo tanto las
entradas de la diagonal toman valores en Ty

1
tomando o tal que pfd (o) = (: *>

para g € G las entradas de la diagonal de p’”"d(

lo tanto la 3% entrada de p°Y(g) estd en Ty

og) estan en Ty, por

Tomamos 7 € Gy tal que pTo9(7) = <: I) con e € Tg

para g € Gg las entradas de la diagonal de p°¢(7g) estén en Tyx,por
lo tanto la segunda entrada de p°?(g) esté en Tx

pg"d toma valores en Ty
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Propiedades de piod

La representacién pg"d tiene las siguientes propiedades

(a) po9 es un levantamiento de p de tipo T, y existe un tnico morfimos
¢Z RZ — Ty tal que pmod ~ (bz Opumv

(b) Si X C Y/, entonces existe un dnico mapa sobreyectivo g: Tys — Ty

ta)lf que( p)m"d ;g ? pm"d y tal que T, se mapea a T, para primos
pteN(p)y p¢ X'

(c) Si K'/K es una extensién finita, entonces T ~ Ty ®o Ok:.
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@ Sea @ un conjunto de primos de Taylor-Wiles.
® Rq es un O[Aq]-médulo

° ¢q: R - Tq

e T tiene estructura de O[Ag]-mdédulo.

Teorema
Tq es un O[Ag]-mddulo libre.

Corolario
T@ 2 TQ/GQ

Demostracion: Existe un morfismo

T
—Q®0K—»T@®0K
aQ

Ademas tenemos que dimTg/aq ®o K <dimTy ® K. Tg/ag y Ty son
libres y tienen el mismo rango sobre O.
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Y. C Y5 y f € N5 cuyos coeficientes de Fourier estdn en O, de este modo
r_
F=0.
mi=mr: Ty =5 O

Componiendo 7 o pg"’d, obtenemos una representacion

Pf - GQ — GLQ(O)

Sea Y’ tal que
rcYcy;

y sea 7wy la composiciéon Tyr — Ty — O.
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Estamos interesados en enteder ciertos cuocientes entre grupos de

cohomologia
H3 (Q, ad®pr ®0 K/O)

HE(Q, ad%r @0 K/O)

Vamos a tomar ciertos elementos en Ty que nos ayudardan a comprender
estos cuocientes. para p € L; — L se define

¢ =p—-1)(T;—(p+1)%)

#

Definimos “factores locales” de la siguiente manera para primos en ¥,
H'(Gp, ad’pr ©0 K/O)
HY(Gp/lp, ad®pr @0 K/O)

o Hy, =
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H(Gp, ad%pr @0 K/O)

H. =
® TP T HI(G, /1, ad%pr w0 K/O)
Lema
o #Hp = #0/n(c,) J
Demostracion:

o #H, = #HO(Gp, ad%r @ K/O(1))
o ad%(pf) ~ sym? @ det L.

@ Si ap y Bp son los valores propios de pf(Frob,), entonces
a%,ozpﬁp,ﬁg son los valores propios de Frob, en Sym?

@ El nimero de puntos fijos por la accién estd dado por
#0O/(det(1 — Froby))

o det(1 — Frob,) = (1 — a2)(1 — apf3p)(1 — B3)
o v(1—ap)(l—apBp)(1—53)) = v(r(cp))
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Para el primo ¢ estamos interesados en estudiar el cuociente

o, — H3 (G, adpr ®0 K/O)
© T HY(Gy,ad%pf @0 K/O)

ple, ~ <X1€ * ) por ser buena y ordinaria. entonces
0 x2
Hi(Gy, ad’pr ©0 K/O)

H( Gy, ad%f @0 K/O) #O/7e);

donde vy = (x1/x2)(Frobs) — 1. Si ay, 3¢ son los valores propios de Froby,
con ay unidad. Digamos ay = x2(Froby). Asi «y, puede ser tomado como
a2 — 1. De hecho puede tomarse como (¢ — 1)(a? — (¢ + 1)?)

Se define Ty = (a(f))r € Tx y co = (£ — 1)(T7? — (¢ +1)?)

#Hy = #(0/m(ce))
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Proposicién
Si¥ C ¥ C X entonces

HL(Q, ad%¢ ©0 K /O)
HL(Q, ad%r ©0 K/O)

<#|O/x H @y

pEY/\X

Demostracion:
(0) = Hz(Q, ad°pr @0 K/O) = HE/(Q, ad%pr ©0 K/O) = €D H,
peEY\E
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Definicién (ldeal de congruencia)

ns = mx(Annt,, (ker Tx))

Teorema
SiX CY CX;ysifeNs con coefientes en O, entonces tenemos que

e cr| I & |
pES\T

Corolario
Hz/(Q, ad’pr ®0 K/O)
HE(Q, ad®pr @0 K/O)

# < #(nx/nxr)
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Ejemplo

Sea K =Q3,0 =73,k =F3y ¥ = (). Consideremos la rep. p = pr 3

donde f = fs75 segiin LMFDB

|2 3 5 7 11 13 17
foa| 0 -2 3 -1 3 —4 -3
fsga | -2 -1 -3 -5 1 2 -1
| 1 1 -2 0 0 6 —6
fs;c| -2 1 1 3 -3 -6 3

@ La representacion pg, . 3 es un levantamiento de p

o Ty =Z3[...,(ap(fB), ap(fc))...] = {(x,y) € Z3 x Z3|x = y (mod 3)}

e ny =373
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