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Recuerdo rapido de notacién

e (> 2 primo, K/Qy finita, O anillo de enteros, k campo residual.

e p: Gg — GLy(k) representacién continua, absolutamente irreducible,
con determinate ciclotémico.

Y conjunto finito de primos.

Rs es el O-3lgebra que clasifica deformaciones de p de tipo ¥
representaciones p’ tales que p/ = p y ademds para cada p ¢ ¥ se
tiene que p'|g, no ramifica peor que |,

Ty es el O-algebra que clasifica deformaciones modulares de j de
tipo X: ldem, pero p’ viene de una newform f cuyo nivel para p ¢ ¥
no es peor que el determinado por p.

Rs se construye gracias a las condiciones que pedimos a p.

Ty se construye mds artesanal dentro de Hftipoz Or ) y bdsicamente
es un dlgebra de Hecke.
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Teorema de levantamiento modular

El teorema “R=T":

e Empezamos con p: Ggp — GLo(k) representacién médulo £ que es
modular (+ algunas condiciones técnicas).

e Ry — Ty es isomorfismo (patching: J-estructuras + primos de
Taylor-Wiles). Pero no basta: necesitaremos peor ramificacion.

@ Ry — Ty es isomorfismo (caso base X = () junto con criterio
numérico de 7).

i Coémo se usa? Levantamiento modular.
@ Empezamos con p : Gg — GLy(K) rep ¢-adica (+ condiciones).
@ Suposicién fuerte: asumir que p es modular.

@ p podria ser menos ramificada que p. Elegir ¥ para permitir
ramificacion de p. Entonces p corresponde a h, : Ry — O.

@ Dado que Ry ~ Ty, obtenemos h’p : Ty — O. Esto es una newform f
asociada a p.
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R = T: Condiciones en p

Por trabajo ya cubierto (charlas pasadas), de estas hipétesis vienen dos
consecuencias importantes:
e p|g, es absolutamente irreducible, L = Q(+/(—1)(¢=1)/2¢)
@ Ty es no-trivial y hay un morfismo de O-dlgebras 7 : Ty — O.
La f que hace que p sea modular da origen a una f’ de tipo ): i.e. el
nivel de f’ es tal como se lee de p (“level lowering”).
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R = T: Conjuntos de primos

Por simplicidad, el conjunto auxiliar de primos ¥ donde se permitird peor
ramificacion que p, solo se tomara dentro de

2;

donde

e [ €Y ssip|g, buena ordinaria.

® para p # { se tiene p € ¥ ssi ply, es trivial.
Estas condiciones facilitaron el trabajo con Ty. Son condiciones muy
razonables y bastan para trabajar con curvas elipticas semi-estables.

Cuidado. No confundir con la condicién de primos de Taylor-Wiles; esa es
distinta y mucho mds restrictiva.
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R =T: el caso X = () por medio de “patching”

Por representabilidad, tenemos ¢y : Ry — Ty.

Primos de Taylor-Wiles (Thm 2.49 [DDT]): dado que pl|g, es
absolutamente irreducible, existe r > 0 tal que ocurre lo siguiente:
Vn > 1 existe un conjunto finito de primos @, que cumple

(i) #Qn=r
(ii) para cara g € Q, tenemos g = 1 mod ¢"

(iii) para cara g € Q, tenemos que p es no-ramificada en q y p(Frobg)
tiene valores propios distintos

(iv) Rq, se puede generar topolégicamente por r elementos como
O-dlgebra. Asi, tenemos O[[X1, ..., X;]] = Rg,.

Recuerdo. (iv) es fundamental. Usaba la férmula de Wiles para grupos de
Selmer, cdlculos con H!, y Lemma 2.39 [DDT]:

Hom(mg, /(\, m% ), k) = Hy(Q, ad%p).
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R =T: el caso X = () por medio de “patching”

Con @, ={4gn1,..-,qn,r} teniamos:

o Cierto grupo abeliano finito Ag, =[] cq, Aq y su dlgebra de grupo
O[Ag,] con ideal de aumentacién a,

Un isomorfismo O[[S1, ..., S/]]/Jn =~ O[A,] donde (51, ..., S;)
corresponde a a,. Aqui, J, = ((Sj +1)# 4% —1:j=1,..,r).

@ Una accién de Ag, en Rq,. Asi, R, es un O[Ag,]-algebra y cumple
RQn/anRQn -l R@.

Asi, O[[51, .-+, SF]] = Rq, cumple Rq,/(51, ..., 5/)Rq, ~ Ry.
Resultado de algebras de Hecke (Thm 3.31 [DDT], ver Ch 4 [DDT]):

Tq, un O[Agq,]-mdédulo libre con la accién O[Aq,] = R, — Tq,.
Se deduce Tg,/a,Tg, ~ Ty.
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R =T: el caso X = () por medio de “patching”

Se obtienen morfismos

O[Sy, l .S,
o[X1,... . X;]] = Ro, — To,
! l
Ry — T,
que precisamente dan una J—estructura.
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R =T: el caso X = () por medio de “patching”

El criterio de isomorfismo con J-estructuras de la clase pasada da

Teorema (Thm 3.42 DDT con X = ()

Sea p cumpliendo (a)-(e). El morfismo ¢y : Ry — Ty es isomorfismo y
estos anillos con intersecciones completas.
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R = T: el caso general > C > 5 con criterio numérico

Ahora tomamos ¥ C X ; finito cualquiera.
Recordar: 7 : Ty — O con una f € 5,(I'5) asociada porque 5 es modular
(+ level lowering). Esto da 7x : Ty — Ty — O.

pp = ker(mo ¢y) € Ry

En general, py := ker(my 0 ¢5) C Ry

Thm 2.41 [DDT]: p5/p2 ~ He(Gg, ad®(pr) ® K/O)
Criterio numérico Thm 3.40 [DDT] + Ry ~ Ty:

#O/ny = #ep/ 05 = #Hj

o Coro 3.37 [DDT]: #HE/Hi < #np/nx.

o Asi, Hi es finito y #p5/p3 = #Hy < #0/nx.
@ Criterio numérico: ¢y : Ry — Ty es isomorfismo, y ambos son
interseccién completa.
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R = T: el caso general > C > 5 con criterio numérico

Teorema (Thm 3.42 DDT con ¥ C ¥ ; cualquiera)

Sea p cumpliendo (a)-(e) y sea ¥ C X5 finito. El morfismo ¢5 : Ry — Ty
es isomorfismo y estos anillos con intersecciones completas.
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Teorema de levantamiento modular

Teorema (Coro 3.46 DDT)
Sea p: Gy — GLo(K) representacion continua (ram. fin.) y sea
p: Ggp — GLo(k) su representacion residual. Suponer que:

@ p es irreducible y modular

° ply, ~ ((1)’{) para todo p # ¢

@ plg, es semiestable

o detp=ce

Entonces p es modular.
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Tomar X = {p € X5 : p ramifica en p}. Asi p es una deformacién de p de
tipo X. Asi que existe h: Ry — O tal que

p=hopd . Gy — GLy(Rx) — GLy(0O).

Como ¢y : Ry — Ty es isomorfismo, tomar su inversa ¢ : Ty — Ry.
Obtenemos h' := ho 1) : Ty — O que cumple

trp(Frob,) = h(Froby) = W' (T,) = trps(Frobp)

para cierta newform f. Asi que p ~ ps. O
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