Conjetura de Catalan: Inkeri, Mihailescu y
W ieferich

JosE CUEVAS BARRIENTOS

RESUMEN. En ésta charla se expone un resultado de Mihiilescu que
impone una condicion de Wieferich doble (cf. corolario m para maés
precision) sobre los exponentes de un hipotético contraejemplo a la con-
jetura de Catalan. Esto se puede lograr de manera casi elemental em-
pleando un conocimiento introductorio de los cuerpos ciclotémicos, en
conjunto al teorema més profundo del ideal de Stickelberger.
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1. PRELIMINARES

§1.1 Sobre cuerpos ciclotémicos. Recuérdese que una raiz n-ésima de
la unidad w € C es un nimero complejo para el cual w™ = 1. En el cuerpo
de los complejos, todas las raices n-ésimas de la unidad pueden ser generadas
como potencias enteras de

Cn := exp (2—7T1> = coS <21> + isin (2—7T> e C.
n n n

Una rafz n-ésima de la unidad w se dice primitiva si w* # 1 para todo
0 < k < n entero. El teorema de De Moivre prueba que (, es una raiz
n-ésima primitiva de la unidad.

Definicién 1.1: Un cuerpo ciclotomico es aquel de la forma Q((,)
para algiin n > 1.

Algunos autores emplean la terminologia cuerpo ciclotémico para los sub-
cuerpos de algin Q(¢,), lo cual es més general. No obstante, no emplearemos
estos objetos en lo sucesivo.

Fecha: 22 de septiembre de 2023.



2 JOSE CUEVAS

Teorema 1.2: Sea ¢ := p” una potencia de un primo y sea ¢ := (.

1. El anillo de enteros algebraicos de Q(¢) es Z[(].

2. El elemento 7 := 1 — ¢ es primo en Z[(] y, como ideales, (p) = (m)?().

3. p es el Gnico primo que se ramifica; es decir, si 7 es otro primo en 7Z,
entonces su factorizaciéon prima en ideales es r = g1 - - - q4, donde los
q; < Z[¢] son primos distintos.

DEMOSTRACION: Cf. WASHINGTON [4}, pags. 2, 11], lemma 1.4 y thm. 2.6;
o JANUSzZ |2}, pag. 52|, thm. 10.1. O

Proposicién 1.3: Sea p > 2 primo, y sea ¢ := (. Dado € € Z[(]*, existen
€ €Q(C+ ¢ yreZ, tales que e = ("¢,

DEMOSTRACION: Cf. |4} pag. 3|, prop. 1.5. O

Definicion 1.4: Un dominio de Dedekind A es un dominio integro en
donde hay factorizacién prima tnica sobre ideales, vale decir, donde todo
ideal propio a <1 A se escribe de manera tnica (salvo orden) como

a =95 b,
donde cada p; es un ideal primo distinto.

Si incluimos a los ideales fraccionarios entonces los ideales no nulos (con el
producto de ideales) forman un grupo multiplicativo abeliano libre generado
por los ideales primos. El cociente de ese grupo, por el subgrupo de los ideales

principales, se denomina el grupo de clases Cl A de A. Fl orden de dicho
grupo se llama el nimero de clases h(A) de A.

Es un resultado clasico de la teoria algebraica de ntimeros que todo anillo
de enteros es un dominio de Dedekind (cf. |2} pags. 26, 46|, thm. 6.1); por ello
enfatizamos factorizaciones de ideales. El siguiente también es un resultado
folclorico:

Teorema 1.5: Sea A un anillo de enteros algebraicos. Entonces su grupo
de clases Cl A (y, por tanto, su nimero de clases h(A)) es finito.

DEMOSTRACION: Cf. |2}, pag. 72|, thm. 13.8. O
La dltima nocién nueva es la de dlgebra de grupo:
Definicion 1.6: Sea G un grupo. Definimos el anillo Z[G] como el grupo

libre (en notacion aditiva) con generadores en G con la siguiente multiplica-
cion:

Zagg : Zbgg :Z Z ag, bgy h.

geG geG heG h=g192
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Sea K/Q una extension de Galois con G := Gal(K/Q), entonces Z[G]| tiene
una acciéon sobre el grupo multiplicativo K* dada por (en notacién expo-
nencial):

a2ooeabed H o).

oceG

§1.2 Sobre la conjetura de Catalan. Recordemos que la ecuacion de
Catalan es

2 —y™m =1, n,m > 1;
es decir, si dos potencias son consecutivas. Salta a la vista que 1" — 0™ =
(=1)? — 0™ = 0" — (—1)?"*1 = 1 son soluciones que denominaremos tri-
viales.

Definicién 1.7: La conjetura de Catalan dice que la tnica solucion
no trivial de la ecuacion de Catalan es (£3)? — 2% = 1. Un contraejemplo
de Catalan es una cuadrupla (z,y,p,q) tal que 2P — y? = 1 distinta de las
soluciones triviales y de la solucién descrita arriba.

La demostracion de Preda Mihailescu de la conjetura de Catalan es una
larga demostracion por contradiccién en la que vamos imponiendo condicio-
nes cada vez mas restrictivas sobre un contraejemplo de Catalan.

Una observacién elemental: basta probar que no hay contraejemplos de
Catalan con exponentes primos distintos. Que los exponentes sean distintos
sale trivialmente de la cota

(x4+1)P —aP =paP~ P4 > p,

para x > 0. Que los exponentes sean primos se sigue de que sin = ap, m = bq,
entonces

Proposicion 1.8: Sean A, B enteros coprimos y p un nimero primo.
AP _ BP
A—-B

1. Si p divide a uno de los ntmeros o A — B, entonces divide

al restante.
AP _ BP
2. Sea d := mcd (ﬁ’ A— B) entonces d € {1, p}.
3. Sip>2yd=p, entonces:

(=)

=1

""\"A-B

DEMOSTRACION: Cf. BILU et al. |1, pag. 15|, lemma 2.8. O

Teorema 1.9 (Euler-Lebesgue-Ko Chao): Un contraejemplo de Ca-
talan tiene exponentes impares.
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DEMOSTRACION: Cf. |1, pags. 11-25], thm. 2.1, thm. 2.10, thm. 2.15. O

La ventaja es que, de éste modo, un contraejemplo de Catalan 2P —y? =1
implica que (—y)? — (—x)? = 1 también sea un contraejemplo de Catalan.
Esta simetria es Gtil en demostraciones.

Teorema 1.10 (relaciones de Cassels): Si (z,y,p, ¢) es un contraejem-
plo de Catalan, entonces p | y y simétricamente q | x.

DEMOSTRACION: Cf. |1, pag. 28|, thm. 3.3. O

Notese que éste es una generalizacion de un teorema de Nagell (cf. |1}
pag. 16], thm. 2.9) para el caso de exponentes pares.

Corolario 1.11: Si (z,y,p, q) es un contragjemplo de Catalan, entonces
existen a,b no nulos y u,v > 0 tales que:

z—1=p'"al, — = y = pau
y simétricamente
441
y+1=qg""t, yy+1 = qv’, x = qbv.

2. TEOREMAS DE DIVISIBILIDAD SUPERIOR

Lema 2.1 (principal): Sea (z,y,p, ¢) un contraejemplo de Catalan. Sea

¢ := (p. Entonces el ntimero
A= 2T ¢
1-¢

es un entero algebraico, y existe un ideal a <1 Z[(] tal que (\) = a9.

€ Z[¢]

DEMOSTRACION: Recuérdese (teorema [1.2) que 7 := 1 — X es un primo de
Z[¢] y que (p) = (7)P~L. Por las relaciones de Cassels, p |  — 1, de modo
que z = 1 = ¢ (méd ), pero 72 { x — ¢ (;por qué?), de modo que A es un
entero algebraico y 71 A.

Definiendo A; := z — ¢/ /(1 — ¢7), entonces lo mismo se concluye para ;.
Como

=M= =) = (@ =) = (=)A= (1= ¢)An,

de modo que para 1 < n < m < p tenemos que si v | (" y v | ("™, entonces

(7) 2 (¢" = (™) = (m); de modo que los niimeros Ap, ..., A,—1 son coprimos
dos a dos.
Ahora, como
1 B
Dy (1) := =({t=Q)(t—=¢)---(t—¢"
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se tiene que
P —1 1  Pp(x)
z—1 p 9,01)
Por las relaciones de Cassels, tenemos que Aq - -+ A\,—1 = u? para algtn u € Z
y, como los \;’s son coprimos dos a dos, entonces cada (\;) = a?. O

= A At

Proposicion 2.2: Sea (z,y,p, ¢) un contraejemplo de Catalan. Entonces
| xsyss p?~t =1 (mdd ¢?).

DEMOSTRACION: Como q | x por las relaciones de Cassels, entonces p?~ta? =
—1 (méd q). Como p?~! =1 (g) por el pequefio teorema de Fermat, enton-

cesal=—-1 (¢)ya=-1 (q.
Por el lema [1.8] si A7 = B? (q), entonces A9 = BY (¢?) y, en particular,
a? = —1 (q). Asi, que p?~! =1 (¢?) equivale a que ¢° | z. O

Proposicion 2.3: Sea (z,y,p,q) un contraejemplo de Catalan tal que
q 1 hyp, donde hy, es el nimero de clases de Q({p). Entonces

1-(x
pi=—=— e Q(G)
1— (o
es una potencia g-ésima (en Q((p)).
P1stA: Empleamos el lema principal notando que la condiciéon de que ¢ 1 hy
implica que el ideal a del enunciado sea principal. Los elementos del lema

se recuperan salvo una unidad que, con la proposicion podemos suponer
real. O

Lema 2.4: Sea K un cuerpo numérico, sea q << Ok un primo y sean

a,Be€o0q:={ye€ K :yy) >0}
Sea (¢) = qNZ. Sia? = B9 (méd q), entonces o = 39 (méd q?).

DEMOSTRACION: Como 0 = a? — 9 = (e — 3)7 (q), entonces se sigue que
a = (q), vale decir, existe v € q tal que o = 5 4 . Luego

q—1
ad = 31 _1_72 (j),y]—l + A1
j=1

Basta notar que ¢ | vy q| ¢ = (‘{) para concluir. O

Lema 2.5: Sea K un cuerpo numérico y sea q < Ok primo. Para todo
n € Zy todo a € K con vg(a) > 0, se tiene que

(1+a)"=1+na (méd q?).
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Teorema 2.6 (de divisibilidad de Inkeri): Sea (z,y,p,q) un contra-
ejemplo de Catalan. Si g { hy, entonces ¢? | z.

DEMOSTRACION: Sean ¢ := (, y K := Q(¢). Como ¢ no se ramifica en K,
basta probar que q2 | z para algtin q | g en O. Como q | z (por las relaciones
de Cassels), entonces p := (1 — (x)/(1 — () satisface que u =1 (méd q) y,
como p es una potencia g-ésima, entonces por el lema[2.4] tenemos que p = 1
(méd g?).

Por otro lado, el lema anterior implica que (1 —{x)~! =1+ {x (méd ¢?),
de modo que

l=p=(1-C¢x)(1+Cx)=1+(C -z (médq?),

y como v4(¢ — ¢) = 0 (;por qué?), concluimos que ¢> | z como se queria
probar. O

Corolario 2.7: Sea (z,y, p,q) un contraejemplo de Catalan. Entonces, o
bien g | hy 0 p?~t =1 (méd ¢?).

La segunda condicién se llama condicion de Wieferich y sus implicancias
son enormes, reduciendo bastante la cantidad de primos.

Proposicion 2.8: Sea (x,y, p, q) un contraejemplo de Catalan. Sean ¢ :=
G K= Q(¢), G := Gal(K/Q) e ¢ € G la conjugacion compleja. Si 6 € Z[G]
aniquila el grupo de clases Cl(Z[(]), vale decir, si para todo ideal a <1 Z[(] se
cumple que a’ es principal. Entonces (1 — ¢z)(179% es una g-ésima potencia
en K.

DEMOSTRACION: Sea A\ := (z — ()/(1 — () € Z[(] (por el lema principal)
y sea (\) =: a9. Por hipotesis, a’ = (a), por lo que, A’ = nad para algun
n € Z[C]* y, quizd modificando «, podemos suponer que 7 es real. Luego
(A/XN)? = (a/@)? es una potencia g-ésima, por lo que

>q

—1)0 __ 1_C1: 6_ C 1_Z o X 0_
1=t = (=) ‘(c'l_g) (A> -0 (3

la cual es una potencia g-ésima. O

(=]

Proposicion 2.9: Sea (z,y, p, ¢) un contraejemplo de Catalan. Sean ¢
G K = Q(¢), G := Gal(K/Q) e ¢« € G la conjugacion compleja. Si 6 € Z[G]
satisface que (1 — ¢x)? sea una potencia ¢-ésima y tal que ¢ { 6 (en Z[G]).
Entonces ¢? | x (en Z).

DEMOSTRACION: Sea q <1 Z[(] un primo tal que qNZ = ¢Z (sin fijar). Basta
probar que g% | 2. Como ¢ | = por relaciones de Cassels, entonces q | x, de
modo que (1 —¢z)? =1 (méd q) y como (1 — ¢z)? es una potencia g-ésima,
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entonces por el lema tenemos que
(1-¢z)f=1 (méd ¢?).

Sea 0 := ) .na,0, como q { 6, entonces q { ar para un 7 € G. Como

{o¢ : 0 € G} es una Z-base de Z[(], entonces ¢ 1 . as(” =: a. Debido a

que ¢ no se ramifica en Z[(], entonces sea ¢ un primo tal que q| ¢y q¢t a.
Aplicando el lema [2.5] tenemos que

(1—¢x)? = H(l —(r)=1-ux Z a,C’ =1—azx (q%),
oeG oeG
como (1 —¢x)? =1 (4%) concluimos que v4(ax) > 2, pero vy(a) = 0 por

construccién, por lo que q% | # como se queria probar. O

Entonces lo que necesitamos es un # que cumpla lo anterior, lo que viene
dado por:

Definicién 2.10: Sea p > 2 primo, K := Q({,) un cuerpo ciclotémico
y denotemos por G := Gal(K/Q) = {01,09,...,0,} donde () = G-
Definimos el elemento de Stickelberger

p—1
Og = Zaaa_l € QG].
a=1

Teorema 2.11 (de Stickelberger): El elemento de Stickelberger ani-
quila el grupo de clases de Z[(p).

DEMOSTRACION: Cf. |4}, pag. 94|, thm. 6.10. O

Teorema 2.12 (de Mihiilescu): Sea (z,y,p,q) un contraejemplo de
Catalan, entonces ¢? | z, y simétricamente p? | y.

Corolario 2.13: Sea (x,y,p,q) un contraejemplo de Catalan, entonces
p?~1 =1 (méd ¢?), y simétricamente ¢! =1 (méd p?).

Definicién 2.14: Un par de primos distintos {p, ¢} tales que p?~! =1
(¢®) y ¢ =1 (p?) se dice un par de Wieferich doble.

Para dimensionar lo fuerte que es la condicion de Wieferich doble, gra-
cias a un computador podemos buscar ejemplos y todos los que existen con
min{p, ¢} < 3,2 x 10® son (cfr. KELLER y RICHSTEIN [3]):

(2,1093),  (3,1006003),  (5,1645333507),  (5,188748146801),
(83,4871),  (911,318917), (2903, 18787).
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