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Un poco de historia

@ Jacobi y Eisenstein (siglo XIX).
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Un poco de historia

@ Jacobi y Eisenstein (siglo XIX).
@ Ramanujan mock functions. (< 1920).
o Hecke (1920-1930).
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Motivacion

e Sea w = f(z)(dz)* una k-forma meromorfa en H. ;Bajo qué
condiciones de f, w es invariante bajo SLy(Z)?.
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Motivacion

e Sea w = f(z)(dz)* una k-forma meromorfa en H. ;Bajo qué
condiciones de f, w es invariante bajo SLy(Z)?.

@ Hemos visto que todo niimero entero no negativo puede escribirse
como la suma de cuatro cuadrados (Teorema de Lagrange). Ahora
bien, j podemos contar de cudntas formas podemos hacer esto?
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Definiciones basicas

Definicidon

Definimos el semiplano superior por H := {z € C| Im(z) > 0}

Definicidon

Definimos

SL,(R) :={(i 2);a,b,c,deRyad—bc=1}.
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Definiciones basicas

Definicidon

Definimos el semiplano superior por H := {z € C| Im(z) > 0}

Definicidon

Definimos

SL,(R) :={(i 2);a,b,c,deRyad—bc=1}.

Podemos hacer actuar este grupo en H: dado z € H, definimos

az+b

£ = cz+d’

donde g = (j Z) € SLy(Z).
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Definiciones basicas

Observacién

=1l = (_1 _01) actua de forma trivial en H
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Definiciones basicas

Observacién

—-1= (_01 _01) actua de forma trivial en H

v

Definicidon

Definimos

PSLy(R) := SLa(R)/{£1}.

Sebastian Mufioz Thon (PUC) Formas Modulares 1 de Junio de 2018 5/32



Definiciones basicas

Observacién

—-1= <_01 _01> actua de forma trivial en H

Definicidon

| A

Definimos

PSLy(R) := SLa(R)/{£1}.

Teorema 1

PSLL,(R) actia efectivamente en H (i.e., no existe g € PSLy(R) con
gz =z Vz € H). Més adn, Aut(H) = PSLy(R).
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Accién de PSL,(R) en H

Observacién
SLy(Z) < SLy(R) es discreto.
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Accién de PSL,(R) en H

Observacién
SLy(Z) < SLy(R) es discreto.

Definicién
El grupo G = SLLo(Z)/{£1} es llamado grupo modular.
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Accién de PSL,(R) en H

Observacién
SLy(Z) < SLy(R) es discreto.

Definicidn

El grupo G = SLLo(Z)/{£1} es llamado grupo modular.

v
e ey

Decimos que D C H es dominio (o regién) fundamental para un grupo
discreto I < PSLy(R) si D es cerrado, conexo y cumple

o | JT(D)=H,

Tel
o DNT(MD)=0V Terl.
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Accién de SLy(Z) en H

Teorema 2

O D:={zeH|z| >1y|Re(z)| < 1} es dominio fundamental para el
grupo modular G.

@ G es generado por ((1) 0 ) y por <(1) i) . Esto también se cumple
para SLLp(Z).

v

Sebastian Mufioz Thon (PUC) Formas Modulares 1 de Junio de 2018 7 /32



Sebastian Mufioz Thon (PUC) Formas Modulares 1 de Junio de 2



Formas diferenciales invariantes

Definicién
Sea w = f(z)(dz)* una k-forma diferencial en H. Si~y = ~(z) definimos

7w = f(1(2))(d7(2)* = F((2))(7/(2))"(dz)".

Sea v(z) = %, donde (i 2) € SLy(Z). Se tiene que v/(z) = m.

Luego, si w = f(z)(dz)¥, tenemos que

b
Yw = (cz + d) 72 f (ZId) (dz)k.
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Formas diferenciales invariantes

Definicidon

Sea w = f(z)(dz)* una k-forma diferencial en H. Si~y = ~(z) definimos

7w = f(1(2))(d7(2)* = F((2))(7/(2))"(dz)".

b
d

Luego, si w = f(z)(dz)¥, tenemos que

Sea y(z) = %, donde (i

) € SLy(Z). Se tiene que ¥'(z) = m-

b
Y'w = (cz + d)_2kf (ZId) (dz)k.

Por lo tanto, w es invariante bajo -y si y solo si

f(z) = (cz + d)2kF <az i b) .

cz+d
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Funciones Débilmente Modulares

Definicidon

Sea k € 7Z. Decimos que f : H — C es débilmente modular de peso 2k si
f es meromorfa y

F(2) = (cz + d)2F (az + b) |

cz+d
a b
A (C d) € SLQ(Z).
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Funciones Débilmente Modulares

Definicidn

Sea k € 7Z. Decimos que f : H — C es débilmente modular de peso 2k si

f es meromorfa y

£(2) = (cz + d)24F ("Z i b) ,

cz+d
a b
A (C d> S SLQ(Z).

Proposiciéon 1

Sea f : H — C meromorfa. Entonces f es una funcion débilmente modular
de peso 2k si y solo si

fz+1)=f(z) y f (-i) = 2?4 f(2).

v

Sebastian Mufioz Thon (PUC) Formas Modulares 1 de Junio de 2018 10 / 32



Si tenemos que f es débilmente modular de peso 2k, tenemos que,

F(2) = (cz + d)2kF (Zij) .

j\J)

v < Z) € SLy(Z). En particular, si consideramos las matrices

11 0 -1
T_<0 1>y5_<1 0)tenemosque

Fz) =17 2F(z 4+ 1), z2KF (-i) — #(2).

(@)

La reciproca se obtiene usando las relaciones anteriores y el hecho de que

Sy T generan SLo(Z).
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Dada f funcién débilmente modular, podemos expresarla como una
funcién f en la variable g = ™. Tenemos que

o f es meromorfa en 0 < |g| < 1.

@ Si f se puede extender a una funcién meromorfa en el origen, decimos
que f es meromorfa en el infinito.
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Dada f funcién débilmente modular, podemos expresarla como una
funcién f en la variable g = ™. Tenemos que

o f es meromorfa en 0 < |g| < 1.

@ Si f se puede extender a una funcién meromorfa en el origen, decimos
que f es meromorfa en el infinito.

Si pasa esto dltimo, podemos escribir

F(q) = Zanqn7
n=k
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Formas Modulares

Definicidon

Una funcion débilmente modular es llamada modular si es meromorfa en
infinito. Si f es holomorfa en infinito, anotamos f(cc0) = f(0).
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Formas Modulares

Una funcion débilmente modular es llamada modular si es meromorfa en
infinito. Si f es holomorfa en infinito, anotamos f(cc0) = f(0).

Definicion

Una funcién modular que es holomorfa en H y en el infinito es llamada
forma modular. Si tal funcidn es cero en infinito, es llamada

forma cuspidal.

Sebastian Mufioz Thon (PUC) Formas Modulares 1 de Junio de 2018 13 / 32



Asi, una forma modular es dada por una serie

o0 [e.9]
f(z) = Z anq" = Z ane?™?,
n=0 n=0

la cual converge para |g| < 1. Vemos que la forma es cuspidal si ag =0 .
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Ejemplo: Serie de Eisenstein

Para un entero k > 2, y z € H definimos la serie de Eisenstein por

)= 3 G

m,n

Se puede ver que converge absolutamente y que es holomorfa en H.
Ademds, Gi(oo) = 2((2k). Finalmente

_\ 1 _\ 1 _
Gz +1) = ; (mz+m+ n)2k Z (bz +r)2k Gk(2),

lr

AT w Y 1 _ 2k
Gk< Z)—z ; (nz—m)zk_z Gk(2).
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Ejemplo: Serie de Eisenstein Normalizadas

Para z € H, y para k > 2 entero definimos

E( —1—720'2;( 1([7

donde By es el k—ésimo nimero de Bernoulli.

Sebastian Mufioz Thon (PUC) Formas Modulares 1 de Junio de 2018 16 / 32



Ejemplo: Serie de Eisenstein Normalizadas

Para z € H, y para k > 2 entero definimos

donde By es el k—ésimo nimero de Bernoulli.
Se puede probar que Gi(z) = 2((2k)Ex(z). Por lo tanto, Ej es una forma
modular de peso 2k.

Observacién

Como ya hemos visto, Gy(o0) = 2((2k). Asi, Ex(c0) = 1.
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Ejemplo: Funcién Cuspidal de Ramanujan (o

Discriminante)

Sean g2 = 60G, y g3 = 140G3. Como Gy (o0) = 2¢(2k), y ((4) = & y
¢(6) = Q”TGS, tenemos que

8 &

4
g2(00) = —n y g3(o0)= 27” .

3

Si ahora anotamos A = g3 — 27g2, tenemos que A(co) = 0. M4s adn,
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Ejemplo: Funcién Cuspidal de Ramanujan (o

Discriminante)

Sean g2 = 60G, y g3 = 140G3. Como Gy (o0) = 2¢(2k), y ((4) = & y
¢(6) = Q”TGS, tenemos que

4
g2(00) = §7T4 y &3(00) = 7.

Si ahora anotamos A = g5 — 27g2, tenemos que A(co) = 0. Més alin,

Teorema 3

A es una forma cuspidal no trivial de peso 12. Ademds,

_ E2) - EX(2)

A2) 1728
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Funcién 7 de Ramanujan

Definicién
Definimos la funcién T : N — 7 como los coeficientes de la expansion en
series de potencias de

@ Siged(m, n) =1, entonces T(mn) = 7(m)7(n).

@ Si p es primo, entonces T(p**t1) = 7(p)7(p®) — pir(p*1) para
a > 1.

@ Si p es primo, entonces |T(p)| < 2p171.
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@ 1917: Mordell prueba las primeras dos partes de la conjetura.
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@ 1917: Mordell prueba las primeras dos partes de la conjetura.

@ 1974: Deligne prueba la tercera.
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@ 1917: Mordell prueba las primeras dos partes de la conjetura.

@ 1974: Deligne prueba la tercera.

Teorema 4
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Relacién con Curvas Elipticas

Definicidon

Dado un lattice L en C, definimos su funcion de Weierstrass por

2 (ma)

lel
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Relacién con Curvas Elipticas

Definicidon

Dado un lattice L en C, definimos su funcion de Weierstrass por

:_+Z (z—€2 e%)

lel

Observacién

Podemos definir las series de Eisenstein para un lattice L por

Gu(L) = Z'ﬁik.

Lel

Sebastian Mufioz Thon (PUC) Formas Modulares 1 de Junio de 2018 20 / 32



Observacién

Tal como en la observacion anterior, podemos definir para un lattice L,

g2(L) = 60Gy(L), g3(L) =140G3(L)

Es posible probar que

(©)? =40 — gp — g3

Haciendo x = p e y = ¢/, obtenemos

y?=4x3 — gox — g

Por lo tanto, el discriminante del polinomio del lado derecho viene dado
por

16(g3 — 27g3).
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Grupos de Hecke

Definicion

Definimos los grupos de Hecke por

Fo(N) = {(i Z) € SLy(Z) : ¢ = 0(mod N)} .

Una forma modular para To(N) se dice que tiene nivel N.
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Grupos de Hecke

Definicion

Definimos los grupos de Hecke por

Fo(N) = {(i 3) € SLy(Z) : ¢ = 0(mod N)} .

Una forma modular para To(N) se dice que tiene nivel N.

Observacién
Fo(1) = SLa(Z).
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Definicidn

Sea k € Q.

o El conjunto de las formas modulares de nivel N y peso k es denotado
por Mi(To(N)).

e El conjunto de las formas cuspidales de nivel N y peso k es denotado

por Si(Fo(N)). )

Observacién
Mi(To(N)) y Sk(To(N)) son espacios vectoriales complejos
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Ejemplo: Funcién Theta

Definimos la funcién 6 : H — C por

o0

H(Z): Z eZﬂ'inzz_

n=—0o0

Se tiene que
© 6 es holomorfa en H.
Q 9(z+1)=10(z2).
Q Seag= (i 2) € SL(Z) tal que ¢ =0 (mod 4). Entonces
0(gz) = wv/cz + db(z), donde w € {£1,+i}.
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Teorema 5

Sea k un entero par.
o My(SLy(Z)) =C.
o M(SLy(Z)) =0 si k es negativo o k = 2.
@ Para k =4,6,8,10 y 14, M (SLLy(Z)) es generado por Ey.

@ Sik<120 k=14, Sk(S]Lz(Z)) =0. Si k=12, Sk(S]Lz(Z)) es
generado por A. Si k > 14, S, (SL2(Z)) = AMy_12(SL2(Z)).

e Si k > 2, entonces My(SLL2(Z)) = Sk(SL2(Z)) @ ExC.

Sebastian Mufioz Thon (PUC) Formas Modulares 1 de Junio de 2018 25 /32



Un poco mds general...

Teorema 6

dim My(To(N)) < co. Mas atin, si k < 0, Mc(To(N)) =0, y si k >0,
entonces

dim M (Fo(N)) < 14 <N (1—1).
12 m p
p
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Un poco mds general...

Teorema 6

dim My(To(N)) < co. Mas atin, si k < 0, Mc(To(N)) =0, y si k >0,
entonces KN 1
dim My (To(N)) < 1+ — (1——).

12
pIN 2

Corolario
dim M2(F0(4)) S 2.
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Algunas observaciones

Definicion

Sea r(m) = |{(n1,...,na) € Z*|m = n? +---n3}|.

Notemos que

(an2> Z SIS S =S e

nezZ ni,...,n. m= 0n2+ +n£:m m=0

Es decir, * = R := r(0) + r(1)g + r(2)g®> + - - -.
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Algunas observaciones

Definicion

Sea r(m) = |{(n1,...,na) € Z*|m = n? +---n3}|.

Notemos que

(an2> Z SIS S =S e

nezZ ni,...,n. m= 0n2+ +n£:m m=0

Es decir, * = R := r(0) + r(1)g + r(2)g®> + - - -.

Proposicién 3
R € My(To(4))-
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Queremos estudiar R mediante las series de Eisenstein. Sin embargo, esas
fueron definidas para kK > 2. Aun asi...
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Queremos estudiar R mediante las series de Eisenstein. Sin embargo, esas
fueron definidas para kK > 2. Aun asi...

Definicidon

|

27” 2mwinz 7T2 2 G n
Gi(z) :=2¢(2) (2 1)1 202 1(n)e =3 8m Zal(n)q ,
n=1

donde o5(n) = >_,, d°.
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Queremos estudiar R mediante las series de Eisenstein. Sin embargo, esas
fueron definidas para kK > 2. Aun asi...

|

Definicidon

2 00
Gi(z) = 2¢(2) + 22T 202 (e = T 812" oy(n)q",
2—1! 3 —~

donde o5(n) = _

Observacién

S >
[l
3>
Q.
.(h
A\

Como M5(SLLa(Z)) = 0, G1 no es una forma modular de peso 2 para
SL»(Z)

\
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Queremos estudiar R mediante las series de Eisenstein. Sin embargo, esas
fueron definidas para kK > 2. Aun asi...

Definicidon

2(271)2 & ST > ;
(2(_ 1)), S or 1) = T 82 S a(n)a”
" n=1 n=1

donde o5(n) = >_,, d°.

v
Observacién

Como M5(SLLa(Z)) = 0, G1 no es una forma modular de peso 2 para
SLo(Z)

Gi(z) :==2¢(2) +

Proposicién 4
Se tiene que Gi(z + 1) = Gi(z) y G (=) = 22Gy(z) — 2riz.
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Definicion

- 5 = %Gl(z) —1-24% o(n)q".
o Ei1(2) = Ei(2) — 2E:(22).
4 E1’2(Z) = El(z) — 4E1(4Z).
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Definicion

3

2

o Ei(z) = 5Gi(z2)=1— 24ial(n)q”.

o £11(2) = Ei(z) — 2E1(22).
4 E1’2(Z) = El(z) — 4E1(4Z).

Proposicién 5
Ei1,E12 € Ma(To(4)).
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Definicion

3

2

o Ei(z) = 5Gi(z2)=1— 24ial(n)q”.

o £11(2) = Ei(z) — 2E1(22).
4 E1’2(Z) = El(z) — 4E1(4Z).

Proposicién 5
Ei1,E12 € Ma(To(4)).

Proposicién 6

E11 y E12 son linealmente independientes y por lo tanto, {E1 1, E12} es
base de My(I'o(4)).
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Tenemos que

e R=1+8qg+---.

@ F11=1-24g+---.

@ Fip=-3—-24q+---.
Asi,

148+ - =R=0aFE11+PBE2=(—a—30)+(—24a—245)g+ - - -,

:>oz:0,ﬁ:—%.
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Lo anterior implica que

n=1 n=1
=1 +8Z (01 — 40, <B)> q”,
n=1

donde o3 (%) =0nijg ¢ 7. Por lo tanto,

Sebastian Mufioz Thon (PUC) Formas Modulares 1 de Junio de 2018 31/32



Lo anterior implica que

n=1 n=1
=1 +8Z (01 — 40, <B)> q”,
n=1

donde o3 (%) =0nijg ¢ 7. Por lo tanto,

Teorema 7
e r(0)=1.
° SI4J(n entoncesr( ) 8a1(n).
n, entonces r(n) = 8 (o1 — 401 (%)).
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