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Valores absolutos

Definicién
Un valor absoluto en un cuerpo K es una funcién
|-|:K—=R
que satisface las condiciones:
1. |x|=0siysélosix=0;

2. |xy| = |x||y| para todo x,y € K ;
3. [x+y| < |x|+ |y| para todo x,y € K .



Valores absolutos

Definicién
Un valor absoluto en un cuerpo K es una funcién

|-]:K—=R

que satisface las condiciones:
1. |x|=0siysélosix=0;
2. |xy| = |x||y| para todo x,y € K ;
3. [x+y| < |x|+ |y| para todo x,y € K .

Decimos que el valor absoluto es no arquimediano si ademas
satisface
x + y| < max{|x[, |[y[}

en caso contrario, es arquimediano.



Valores absolutos

» R con el valor absoluto usual:

Ix|=x six>0,
x| =

x| = —x six <0.
» Un cuerpo K con el valor absoluto trivial:

x| =1 six#0,
x| =

x| =0 six=0.
» Q con el valor absoluto p-adico:

—n . nd
Xlp=p"", six=p"s. (p,a)=(p,b) =



Valores absolutos

Consideremos la funcién v : K[x] = R, v = —deg. Podemos
extenderla a K(x) mediante

@ =V X —V X
(509) = vr ) = vigtx)
La funcidn v satisface:

> v(fg) = v(f)+v(g):

> v(f +g) > min{v(f),v(g)} -

Esto nos da un valor absoluto no arquimediano |f(x)| = e=(f),
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» Todo tridngulo es isdsceles.
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Curiosidades del caso no arquimediano

» Todo tridngulo es isdsceles.
» Todo elemento de una bola es su centro.

» (Suefio del estudiante de calculo) Si el cuerpo K es completo
respecto a | - |, entonces

o0
E Xp, convergesiysélosi lim x,=0;
n—oo

n=1

{xn}52; converge siy sélo si nIer;O |Xn+1 — xn| = 0.



Valores absolutos en QQ

Definicién
Dos valores absolutos | -
existe un o > 0 tal que

1, | - |2 en un cuerpo K son equivalentes si

Xl = Ix]3 -
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Valores absolutos en QQ

Definicién
Dos valores absolutos | -
existe un o > 0 tal que

1, | - |2 en un cuerpo K son equivalentes si

Xl = Ix]3 -

Teorema (Ostrowski)

Todo valor absoluto no trivial en Q es quivalente al valor absoluto
usual o a algtin valor absoluto p-adico.

Demostraciéon

Idea: En el caso arquimediano, escogemos ng el menor entero tal
que |n| > 1 y tomamos a > 0 tal que |ng| = n§. En el caso no
arquimediano, escogemos el menor ng tal que |n| < 1, entonces
ng = p es primo, | - | es equivalente a | - |,.




Completaciones

Teorema
Sea K un cuerpo con valor absoluto | - |. Luego, existe un cuerpo
K extendiendo K tal que:
1. | - | se extiende a un valor absoluto en K, también denotado
||, tal que K es completo respecto a | - |.

2. K es denso en K.

Esta extension es tinica, salvo por isomorfismo que preserva el valor
absoluto, y K se llama la completacion de K.




Completaciones

Teorema
Sea K un cuerpo con valor absoluto | - |. Luego, existe un cuerpo
K extendiendo K tal que:
1. | - | se extiende a un valor absoluto en K, también denotado
||, tal que K es completo respecto a | - |.

2. K es denso en K.

Esta extension es tinica, salvo por isomorfismo que preserva el valor
absoluto, y K se llama la completacion de K.

Demostracion

Idea: Sea C el conjunto de sucesiones de Cauchy de K, y N el
conjunto de sucesiones que convergen a 0. C es un anillo con las
operaciones definidas punto a punto y N un ideal maximal.
Entonces K = C/N.



Nimeros p-adicos

Definicidon
Sea p un nidmero primo.

» La completacion de Q respecto a | - |, se llama el cuerpo de
los niimeros p-ddicos y se denota Q.

» El anillo de enteros p-ddicos es el conjunto

Zp ={x€Qp:|x|p <1}.



Nimeros p-adicos

Lema
Para cada x € Z, y cada n > 1 existe un tnico x, € Z,
0 < x, < p", tal que

X=x, modp".



Nimeros p-adicos

Lema
Para cada x € Z, y cada n > 1 existe un tnico x, € Z,
0 < x, < p", tal que

X=x, modp".

Teorema
Todo elemento x € 7, puede expresarse de manera tinica como

serie
o0
n
g XnP"
n=0

con 0 < x, < p. Reciprocamente, toda serie tal pertenece a Zp.
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x = p"u, donde u € Z;.



Nimeros p-adicos

Lema
Las unidades de 7, son

Zy ={x€Zp:|x|]p=1}.
Todo elemento x € 7, puede escribirse de modo tinico como
x = p"u, donde u € Z;.

Corolario
Todo elemento x € Qp puede expresarse de manera tinica como

serie
o
Z xpp",
n=ng
con 0 < x, < p, ng € Z. Reciprocamente, toda serie tal pertenece

a Qp.
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Construccidn alternativa

Lema

» Los ideales no nulos de Z, son p"Zp, n > 0.
> Zp/P"Lp = L/P"L .

Teorema
Existe una inclusion

o
Z,— [[ 2/,
n=1

la cual identifica a Z,, con el subanillo de las sucesiones {xn}° ;
tales que xp+1 = x, mod p”.



Construccidn alternativa

Tomando los homomorfismos v, : Z/p"Z — 7./ p" 17 de
reduccién mod p"~ 1, tenemos la secuencia

e s LP"L = T p" VT = - = L p*T — T/ T
Entonces, Z, es el limite proyectivo

imZ/p"Z .
H



Construccidn alternativa

Tomando los homomorfismos v, : Z/p"Z — 7./ p" 17 de
reduccién mod p"~ 1, tenemos la secuencia

e s LP"L = T p" VT = - = L p*T — T/ T
Entonces, Z, es el limite proyectivo
imZ/p"Z .
<;

Esto es, el anillo con la siguiente propiedad universal: existen
dnicas proyecciones 7, : limZ/p"7Z — 7 /p"Z tales que para
H

cualquier anillo R y homomorfismos ¢, : R — Z/p"Z tales que
®n—1 = Pp o ¢p, existe un tnico homomorfismo ¢ : R — limZ/p"Z
%

tal que ¢, = m, 0 @.



Lema de Hensel

Teorema (Hensel)
Sea f(x) € Zp[x]. Supongamos que existe ag € Zp, tal que

flag)=0 mod p, f'(ag)#0 modp.

Luego, existe o € Z, tal que

=

£
I
o
Q
I

=ap modp.



Lema de Hensel

Teorema (Hensel)
Sea f(x) € Zp[x]. Supongamos que existe ag € Zp, tal que

flag)=0 mod p, f'(ag)#0 modp.

Luego, existe o € Z, tal que

=

£
I
o
Q
I

=ap modp.

Demostracién
Idea: construir una sucesion {a,}52, tal que

f(an) =0 mod p", Qapt1 =a, mod p".



Lema de Hensel

Demostracion
La segunda condicién arriba entrega

f(ans1) = f(an + bp™) = f(an) + bp" - f'(ey) mod p™t .

Despejando b = — f(?‘")/pn de la primera condicién, obtenemos
J (o)

f(aun)
Qpt+1 = Qp — f/(()é ) .

La sucesion {ap}52, es de Cauchy y Ii_)m an = « satisface
n o0
f(a) =0.



Aplicaciones

Teorema (Cuadrados en Q,, p > 2)

Sea p > 2 un primo. Luego, x € Qp, x = p"u, conn € Z, u € 7},

es un cuadrado si y sélo si n es par y u mod p es un cuadrado en
Z]pZ.



Aplicaciones

Teorema (Cuadrados en Q,, p > 2)

Sea p > 2 un primo. Luego, x € Qp, x = p"u, conn € Z, u € 7},
es un cuadrado si y sélo si n es par y u mod p es un cuadrado en
Z]pZ.

Teorema (Hasse-Minkowski)
Una forma cuadratica sobre Q,

f(Xl,...,Xn): Z ajjXiX;j , a,'J'GQ,

1<ij<n

representa 0 si y sdlo si representa a 0 sobre R y Q, para todo
primo p.
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