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RESUMEN

En esta Tesis, el problema a resolver consiste en estudiar la acción del grupo de unidades Ẽ∗,

asociado a un orden de Eichler E, sobre el árbol de Bruhat-Tits T(K), definido sobre el cuerpo

localK = Fq((t−1)), este último visto como la completación del cuerpo de funciones racionales

Fq(t) en el lugar∞. Como resultado de dicho análisis, se obtienen el grafo cociente asociado a

esta acción. Específicamente, en esta Tesis, el orden Ẽ se define como

Ẽ =

 Fq[t] Fq[t]

NFq[t] Fq[t]

 ,

donde N ∈ Fq[t] es un polinomio de grado 1 o 2. Este orden puede interpretarse como

Ẽ = E(V ),

donde E es un haz de órdenes en el sentido del Capítulo 2.7 y V es el abierto de puntos finitos,

es decir, el abierto V = P1
Fq − {∞} de la recta proyectiva P1

Fq .

En el Capítulo 2 se introducen algunos conceptos necesarios para el desarrollo de la Tesis,

a saber:

(i) Grupos y acciones de grupos sobre conjuntos.

(ii) Grafos y árboles.

(iii) Cuerpo locales y globales.

(iv) El árbol de Bruhat-Tits de M2(K).
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Una propiedad importante del árbol de Bruhat-Tits de M2(K), es que cada vértice tiene

valencia q + 1, es decir, tiene q + 1 vértices vecinos. En la Subsección 2.8.2, se demuestra

que dichos vértices están en correspondencia biunívoca con las bolas cerradas B[a, |πr|] de

K, donde π = t−1 es un parámetro uniformizante. El grupo PGL2(K), es decir el grupo de

transformaciones de Moebius, actúa sobre los vértices del árbol de Bruha-Tits.

En el Capítulo 3 comienzan los primeros cálculos explícitos de la Tesis. Primero se entrega

como un resultado de [14] el que el cociente de T(K) por PSL2

(
Fq[t]

)
es isomorfo al camino

infinito que tiene por vértices a las bolas B[0, |tn|], donde n ∈ N ∪ {0}. Este resultado permite

clasificar los vértices del árbol según su imagen en este camino, a lo que se llama el tipo del

vértice. En la Sección 3.3 se estudia la acción del grupo Ẽ∗ sobre T(K) cuandoN es de grado 1,

cuyo grafo cociente asociado es un camino maximal de este mismo árbol. El método de análisis

consiste en estudiar el cubrimiento intermedio τΓN\T(K), donde ΓN ⊆ SL2

(
Fq[t]

)
es el grupo

de matrices invertibles congruentes módulo N a la matriz identidad. El mismo recurso, el del

cubrimiento intermedio, es usado en el cálculo de los grafos restantes de la Tesis.

En el Capítulo 4, se cambia el polinomio de grado 1 por uno de grado 2, y se limita el

cálculo a q = 2, lo que simplifica la estructura del grupo Ẽ∗. Los tres casos posibles para el

polinomio N , son los siguientes:

(i) N tiene dos raíces distintas en F2 (Sección 4.1).

(ii) N tiene una raiz repetida en F2[t] (Sección 4.2).

(iii) N es irreducible en F2[t] (Sección 4.3).

Palabras claves— Grupo, árbol de Bruhat-Tits, orden de Eichler, acción, transformación de

Moebius, órbita, grafo cociente, cubrimiento ramificado, vértice tipo n.
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Capítulo I

INTRODUCCIÓN

1.1 Ideas generales para entender esta Tesis

La idea de estudiar el cociente de un árbol T por un grupo G para entender la estructura de

G se debe a J.P. Serre y H. Bass [14], y fue usada para determinar la estructura de subgrupos

aritméticos de PGL2(L), donde L es un cuerpo local con valuación discreta. Los matemáti-

cos A.W. Mason, A. Schweitzer y M. Papikian, entre otros, profundizaron en el estudio de

estos grafos cocientes en distintos contextos utilizando variados métodos. En los trabajos de

L. Arenas-Carmona, a saber, [2, 3], se estudian familias de grafos cocientes que clasifican ór-

denes máximales en una F -álgebra de cuaterniones A descompuesta en un lugar p de una curva

proyectiva, con especial énfasis en el caso de la recta proyectiva sobre un cuerpo finito. Ambos

trabajos hablan de cómo ciertos grafos cocientes llamadados C-grafo y S-grafo permiten estu-

diar las clases de conjugación de un género de órdenes maximales. Como aplicación, en [3],

estos grafos se usan para estudiar órdenes de Eichler sobre un cuerpo de funciones racionales,

lo cual permite entender la descomposición simultánea de fibrados 2-dimensionales sobre un

cuerpo finito, en particular, entregando una generalización parcial al Teorema de Grothendieck-

Birkhoff.
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1.2 Posibles aplicaciones de esta Tesis

Uno de los resultados más importantes de esta Tesis es que el árbol de Bruhat-Tits de T(K) se

puede entender de las siguientes tres maneras equivalentes:

i. Como el árbol cuyos vértices son clases de equivalencia de Fq[[t−1]]-reticulados (la relación

de equivalencia es la homotecia por un elemento de K∗). El grupo PGL2(K) actúa sobre

el conjunto de vértices de la siguiente manera: [σ].[Λ] = [Λ′] sí y sólo si σΛ = Λ′. El

elemento [σ] es la imagen de σ en PGL2(K) y Λ es un Fq[[t−1]]-reticulado con clase de

equivalencia [Λ].

ii. Como el árbol cuyos vértices son órdenes maximales en M2(K), es decir, subanillos de la

forma D = EndFq [[t−1]](Λ). PGL2(K) actúa sobre el conjunto de vértices de la siguiente

manera: [σ].D = D′ sí y sólo si σDσ−1 = D′.

iii. Como el árbol cuyos vértices son bolas cerradas del tipo B[a, |π|r]. En este caso el grupo

que actúa es el conjunto de transformaciones de Moebius M(K). Los detalles de esta

acción se encuentran en la Sección 2.8.

Esto nos permite usar grafos cocientes por ciertos grupos de transformaciones de Moebius para

clasificar ciertos tipos de órdenes como órdenes de Eichler. Es posible entender la estructura de

un subgrupo Γ de PGL2(K), con respecto a sus generadores, mediante su acción sobre T(K).

A lo largo de la Tesis, Γ\T(K) denota al grafo cociente. Como ejemplo más básico, tenemos

Γ = PGL2

(
Fq[t]

)
. En la Sección 3.1, se explica que Γ\T(K) tiene la siguiente forma:

• • •

Ocupando herramientas de acción de grupos en árboles, en [14] se demuestra el siguiente

9



producto amalgamado:

GL2

(
Fq[t]

)
= GL2

(
Fq
)
∗B(Fq) B

(
Fq[t]

)
,

donde B
(
Fq[t]

)
=


 a b

0 c

 : a, c ∈ F∗q, b ∈ Fq[t]

. Entender la estructura del grafo co-

ciente en otros casos nos permite dar resultados similares para la estructura de los grupos in-

volucrados. En general, la teoría de Bass-Serre permite describir un grupo en términos de

generadores y relaciones a partir de la estructura del grafo cociente junto a la descripción de

los estabilizadores de una preimagen de cada uno de sus vértices. Desde un punto de vista

más general, en contexto de polinomios, los grafos cocientes son infinitos (ver [2] para los de-

talles), por lo que los grupos tienen infinitos generadores. Para el caso de grupos de unidades

de Fq[t]-órdenes sobre álgebras de división dobre Fq(t), estos son finitamente generados ya que

los grafos cocientes son finitos [12]. Por otro lado, el estudio de la acción de un grupo sobre

un árbol y sus cocientes está en íntima relación con el Programa de Langlands. En [13] se

explica cómo el árbol de Bruhat-Tits está relacionado con las curvas modulares de Drinfeld,

donde a la vez, los puntos de dichas curvas están en correspondencia con clases de isomorfía

de módulos de Drinfeld, o sea, módulos asociados a reticulados de rango finito en la exten-

sión C∞/Fp((t−1)), siendo C∞ es la completación de la clausura algebraica de Fq((t−1)) (a

diferencia de C/R, esta extensión es de grado infinito).
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Capítulo II

Preliminares

2.1 Algebra de Matrices

En esta sección se entregan las notaciones adecuadas con respecto al álgebra de matrices, para

simplificar los cálculos que se hacen en esta Tesis.

Para un cuerpo F , sea Mn(F ) el conjunto de matrices de n × n con coeficientes en F . Sus

elementos son de la forma (rij), donde rij ∈ F para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Las operaciones:

(rij) + (sij) = (rij + sij),

α(rij) = (αrij), con α ∈ F ,

y

(rij)(sij) = (tij), donde tij =
n∑
k=1

rikskj ,

convierten a Mn(F ) en una F−álgebra con unidad In = (δij), donde δij = 1 cuando i = j,

y δij = 0 en cualquier otro caso. Tenemos el grupo GLn(F ) de matrices invertibles bajo el

producto de matrices. En Mn(F ) está definido el determinante det : Mn(F ) → F , para el

cual A ∈ GLn(F ) sí y sólo si det(A) ∈ F ∗. La matriz inversa A−1 es A−1 =
1

detA
adj(A),

donde adj(A) es la adjunta clásica de A, o sea, la traspuesta de la matriz de cofactores de A. En

Mn(F ), el subconjunto {Eij}ni,j=1 corresponde a las unidades matriciales, donde Eij = (ekl),

ekl = δkiδlj . Para A = (aij) ∈ Mn(F ), tenemos A =
n∑

i,j=1

aijEij . También se tiene el producto

11



EijEkl = δjkEil. La multiplicación de las matrices A = (aij) y B = (bij), mediante el uso de

las unidades matriciales, tiene la expresión AB =
n∑

i,j,l=1

aijbjlEil.

Ejemplo 2.1.1. El centro de Mn(F ) es el subconjunto de todas las matrices que conmutan con

todas las matrices de Mn(F ), y una notación recurrente es Z(Mn(F )). Se demuestra que sus

elementos son solamente las matrices diagonales del tipo λIn, donde λ ∈ F . Es por esto que

podemos identificar a Z(M2(F )) con F . En particular, definimos el grupo lineal proyectivo

PGL2(F ) como PGL2(F ) = GL2(F )/F ∗. La definición de grupo lineal proyectivo PGL2(R),

cuando R es un anillo conmutativo con unidad, es análoga.

Observación 2.1.2. De ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario, en esta Tesis se

trabaja con el álgebra M2(F ). Es conveniente introducir la siguiente notación:

M2(F ) =

 F F

F F

 ,

así como notaciones derivadas de ella. Como ejemplo, el conjunto de matrices triangulares

superiores es

 F F

0 F

, el conjunto de las matrices diagonales es

 F 0

0 F

, y el conjunto

de las matrices triangulares inferiores es

 F 0

F F

.

Observación 2.1.3. Cuando no haya riesgo de confusión, escribimos In simplemente como I .

Para A ∈M2(F ), tenemos que pA(t) = det(tI −A) es el polinomio característico y mA(t)

el polinomio minimal. Es obvio que pA(t),mA(t) ∈ F [t]. El teorema de Cayley-Hamilton

afirma que mA(t) divide a pA(t).

Observación 2.1.4. Sea

evalA : F [t] −→M2(F ),

p(t) 7−→ p(A),

el homomorfismo evaluación. Por definición, para f(t) = a ∈ F , evalA(a) = aI , lo que define

un F−homomorfismo de espacios vectoriales, que de hecho es un homomorfismo de álgebras.
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Por el teorema de isomorfía, ker(evalA) = (mA(t)). Si mA(t) no tiene raíces en F , entonces

F [A] ∼= F [t]/(mA(t)) es una extensión cuadrática de F .

2.2 Acciones de Grupos

En esta sección se entregan los resultados necesarios de teoría de grupos y acciones de grupos

para los cálculos explícitos de esta Tesis.

Sea G = (G, ∗) un grupo con elemento neutro e = eG. Para cualquier conjunto X , G ac-

túa en X mediante la aplicación:

G×X −→ X,

(g, x) 7→ g.x,

si cumple las identidades g.(h.x) = (gh).x y e.x = x. Para un elemento x ∈ X , su estabilizador

StabG(x) = {g ∈ G : g.x = x} es un subgrupo de G. Denotamos por G.x = {g.x : g ∈ G} la

G-órbita de x. Recordamos que G define sobre X la relación de equivalencia siguiente:

x ∼ y ⇐⇒ G.x = G.y,

donde la clase de x es su G-órbita G.x. El conjunto de G-órbitas es G\X . Cuando G es finito,

tenemos la siguiente igualdad:

Proposición 2.2.1 (Teorema órbita-estabilizador). Si G es un grupo finito, entonces

|G| = |G.x||StabG(x)|.

Observación 2.2.2. Cuando no haya riesgo de confusión, diremos que G.x es la órbita de x.

En esta Tesis se utiliza el siguiente resultado de teoría de grupos:

Lema 2.2.3. Sea G un grupo que actúa en el conjunto X . Si H es un subgrupo normal de G,

entonces el grupo cocienteG/H actúa sobre el conjunto de órbitasH\X , y existe una biyección

entre las órbitas de (G/H)\(H\X) y las órbitas de G\X .
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Demostración. Para cualquier g ∈ G y x ∈ X definimos (gH).(H.x) = H.(g.x). La operación

anterior es una acción y para ver la biyectividad entre los conjuntos (G/H)\(H\X) y G\X ,

consideramos la función Ψ : (G/H)\(H\X) −→ G\X , tal que

Ψ((G/H).(H.x)) = G.x.

Sean x1, x2 ∈ X tales que (G/H).(H.x1) = (G/H).(H.x2), entonces existe g ∈ G que cumple

H.x1 = (gH).(H.x2) = H.(g.x2). De lo anterior se deduce que x1, x2 están en la misma

G-órbita, es decir, G.x1 = G.x2. Es fácil ver que Ψ es inyectiva, ya que si G.x1 = G.x2,

se tiene que g.x1 = x2, para algún g ∈ G, de donde H.(g.x1) = H.x2, pero esto implica

(gH).(H.x1) = H.x2, de lo cual se deduce que H.x1 y H.x2 están en la misma G/H−órbita,

es decir, (G/H).(H.x1) = (G/H).(H.x2). Para ver la sobreyectividad de Ψ, es suficiente notar

que, si G.x ∈ G\X , podemos considerar la G/H−órbita z = (G/H).(H.x), la que cumple

Ψ(z) = G.x, lo que concluye la demostración.

2.3 Grafos y Arboles

En esta sección se entregan las definiciones y convenciones concernientes a los conceptos de

grafo y árbol necesarias para trabajar en el contexto que nos interesa.

Definición 2.3.1 (Definición utilizada por [3]). Un grafo G = (V,E, s, t, r) consiste en un par

de conjuntos V = V (G), E = E(G), llamados conjunto de vértices y conjunto de aristas,

junto con tres funciones, s, t : E −→ V y r : E −→ E, llamadas origen, término y reversa,

respectivamente. Estas funciones cumplen:

r(a) 6= a, r(r(a)) = a y s(r(a)) = t(a),

para cualquier arista a ∈ E. Los vértices s(a) y t(a) se llaman extremos de a. Dos vértices

v1, v2 ∈ V se dicen adyacentes o vecinos si son extremos de alguna arista en E.

Sea G = (V ′, E ′, s′, t′, r′). Un morfismo de grafos o función simplicial γ : G → G′ es

una tupla (γV , γE) tal que γV : V −→ V ′ y γE : E −→ E ′ son funciones que preservan las

funciones de origen, término y reversa. Es decir, para todo a ∈ E, se tiene:
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(i) s′(γE(a)) = γV (s(a)),

(ii) t′(γE(a)) = γV (t(a)),

(iii) r′(γE(a)) = γV (r(a)).

Los grafos G y G′ son isomorfos si la función simplicial γ : G −→ G′ es biyectiva, es decir, γV

y γE son biyectivas. Analogamente podemos definir una acción de un grupo G en un grafo G

como una acción en E y V que preserva las funciones s, t, r. Dicho de otra manera, para cada

g ∈ G y cada a ∈ E, se tiene:

(i) s(g.a) = g.(s(a)),

(ii) t(g.a) = g.(t(a)),

(iii) r(g.a) = g.(r(a)).

Definición 2.3.2. El camino real R se define como el grafo de vértices {vj : j ∈ Z} y aristas

{aj, r(aj) : j ∈ Z} que cumplen s(aj) = vj y t(aj) = vj+1.

Un subgrafo S de R es conexo si, para cualquier par de vértices distintos vj, vj′ ∈ V (S)

con j < j′, los vértices vi, donde j ≤ i ≤ j′, cumplen con vi ∈ V (S) y las aristas ai, r(ai),

para todo j ≤ i ≤ j′ − 1, cumplen con ai, r(ai) ∈ E(S). Un camino en R es un subgrafo

conexo. Un camino finito I queda unívocamente determinado por sus vértices inicial y final,

a saber, vk y vk′; en ese caso escribimos I = Ik,k′ . De la misma manera se pueden definir los

caminos infinitos Ik,∞, I−∞,k y I−∞,∞. El largo del subgrafo Ik,k′ es k′ − k, mientras que en

los otros casos su largo es∞. Cuando existe un morfismo inyectivo γ : J→ G, donde J es un

camino del tipo explicitado en los ejemplos anteriores, decimos que γ(J) es un camino en G.

Un grafo G es conexo, cuando dados dos vértices v, w ∈ V cualesquiera, existe un camino J

que tiene a v y w como sus vértices extremos. En otras palabras, cualquier par de vértices de

G quedan conectados por un camino. Al igual que la definición de camino real, se define un

circuito de largo n ≥ 1 como un grafo Cn donde sus vértices son los elementos del conjunto

{vj : j ∈ {0, . . . , n− 1}} y el conjunto de aristas es {aj, r(aj) : j ∈ {0, . . . , n− 1}}. Además
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Figura 2.1: Dos vértices conectados por una arista.
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Figura 2.2: Distintos ejemplos de grafos.

deben cumplirse las condiciones siguientes: s(aj) = vj , t(aj) = vj+1 y t(an−1) = s(a0).

Cuando existe un monomorfismo σ : Cn → G, decimos que el grafo G tiene un circuito. La

siguiente definición es de crucial importancia, ya que sobre ella se realiza la mayor parte del

estudio de esta Tesis:

Definición 2.3.3 (Ver [14]). Un árbol T es un grafo conexo y sin circuitos.

En un árbol T, tiene sentido la notación de intervalos para los caminos finitos, es decir,

I = [v, w] es el camino de T que tiene vértices extremos a v y w, el cual está unívocamente

determinado. Un grafo G se puede representar gráficamente como un conjunto de puntos unidos

por líneas. En este caso, la línea representa a las aristas {a, r(a)} (Figura 2.1). Existe la

posibilidad de que de que dos vértices estén unidos por más de una línea (Figura 2.2.A), o que

de un vértice sea extremo de un ciclo de largo 1, lo que es equivalente a que s(a) = t(a) (Figura

2.2.C). Un ejemplo de circuito se ve en la Figura 2.2.B y un ejemplo de árbol está dado por la

Figura 2.2.D.

Definición 2.3.4. (ver [14, §4.1]) Sea G un grupo actuando sobre un grafo G. Un dominio

fundamental de G bajo la acción de G, es un subgrafo T de G tal que T −→ G\G es un

isomorfismo.

Teorema 2.3.5. [14, §I.4] Sea G un grupo que actúa en un árbol T. Un dominio fundamental
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de T bajo la acción G existe sí y sólo si G\T es un árbol.

Definición 2.3.6. La valencia de un vértice v ∈ V (G) es el número de pares de aristas (siendo

una el reverso de la otra) que tienen como vértice común a v.

El grafo G tiene un espacio topológico G̃ subyacente definido de la siguiente manera: G̃ es

la unión disjunta de los conjuntos V y E× [0, 1], donde E y V están equipados con la topología

discreta, bajo las identificaciones (a, t) ∼ (r(a), 1− t), s(a) ∼ (a, 0) y t(a) ∼ (a, 1) para todo

a ∈ E [14, §2.1]. Recordemos que para un espacio topológico Z, un espacio de recubrimiento

es el par (Z ′, p), donde Z ′ es un espacio topológico y p : Z ′ −→ Z es una función continua

epiyectiva y que cumplen la condición de que para cada x ∈ Z, existe un abierto U ⊆ Z tal que

p−1(U) es una unión disjunta de abiertos de Z ′, cada uno de los cuales es homeomorfo a U por

p. Los abiertos disjuntos que recubren a p−1(U) se llaman las hojas de Z ′ sobre U . El número

de hojas sobre U es igual a la cardinalidad de p−1(x), para x ∈ U . En el caso de que Z sea

conexo, el número de hojas sobre cada abierto de U ⊆ Z es constante.

Ejemplo 2.3.7. El par (R, p), donde p(r) = e2πir es un espacio de recubrimiento del círculo

S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.

Un resultado interesante de la teoría de espacios de recubrimientos, es que cualquier espacio

de recubrimiento de un grafo G, es un grafo G′ [9, §1.A, Lema 1A.3], con V (G′) = p−1(V (G))

y E(G′) = p−1(E(G)) como conjuntos de vértices y aristas, respectivamente. Es inmediato el

hecho de que un árbol, al ser un espacio simplemente conexo, no posee recubrimientos conexos

no triviales.

Definición 2.3.8. El par (G′, p) es un recubrimiento ramificado de G si el morfismo de grafos

p : G′ → G es epiyectivo sobre los vértices y aristas, además es localmente epiyectivo sobre

los vértices de G, es decir, la función pE envía epiyectivamente las aristas que tienen vértice

común v′, con v′ ∈ V (S′), hacia las aristas que tienen vértice común v = pV (v′).

En la Figura 2.3 se muestra un recubrimiento ramificado. La aplicación pV está simbolizada

por la flecha de color rojo. Sea p : G′ → G un recubrimiento ramificado de grafos y v′ ∈ p−1
V (v)

un vértice, la valencia v′ es mayor o igual a la valencia de v.

Definición 2.3.9. El vértice v′ es ramificado sobre G si la valencia de v′ es estrictamente mayor

que la valencia de v y pE(v′) = v.
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Figura 2.3: Función localmente epiyectiva para un recubrimiento ramificado.

• • •G0

Figura 2.4: Cúspide en el grafo cociente G\G.

Definición 2.3.10. (ver [14, §II.2.3]) Una cúspide en el grafo cociente G\G es un subgrafo de

G\G isomorfo al camino infinito Ik,∞, donde el único vértice en común entre la imagen de

Ik,∞ y el resto del grafo G\G es el vértice correspondiente a vk.

En la Figura 2.4, se muestra un grafo cociente G\G con una cúspide, donde G0 indica el

resto del grafo.

2.4 Cuerpos locales no arquimedianos

Como el desarrollo de esta Tesis se realiza a partir de cuerpos locales no arquimedianos, de-

jamos esta sección para su definiciones y propiedades más importantes.

Sea K un cuerpo completo con respecto a un valor absoluto | · |K .Recordemos que | · |K
cumple, por definición, las propiedades siguientes:

(i) |x|K ≥ 0, |x|K = 0⇔ x = 0,

(ii) |xy|K = |x|K |y|K ,

(iii) |x+ y|K ≤ |x|K + |y|K .

Definición 2.4.1. El valor absoluto |·|K es no arquimediano si cumple la desigualdad triangular

fuerte |x+ y|K ≤ max{|x|K , |y|K}.

Por definición, | · |K es un valor absoluto discreto cuando |K∗|K ⊆ R es un subconjunto

discreto de R>0 en la topología usual de R. En el caso de que la imagen de K∗ sea discreta y
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no trivial, |K∗|K es isomorfo a Z. Como además R>0
∼= R, podemos asumir que |K∗|K = cZ,

con 0 < c 6= 1. Sin pérdida de generalidad, 0 < c < 1.

Definición 2.4.2. Un cuerpo local no-arquimediano K, es un cuerpo completo con respecto a

un valor absoluto no arquimediano | · |K . Decimos que K es discreto si | · |K es discreto.

Definición 2.4.3. En un cuerpo local no arquimediano K con valor absoluto discreto | · |K , el

elemento π ∈ K es un parámetro uniformizante si |π|K = c.

A lo largo de la Tesis nos enfocamos siempre en valores absolutos no arquimedianos dis-

cretos, los que poseen un parámetro uniformizante. En ese caso, denotamos por K al cuerpo

completo con estas característica. Propiedades interesantes deK surgen a partir de la definición

de los subconjuntos OK y mK .

Definición 2.4.4. El anillo de enteros de K es el conjunto OK := {x ∈ K : |x|K ≤ 1}.

Como bien lo indica su nombre, el conjunto OK es un anillo. Es más, es un anillo local

[10], donde su único ideal maximal es el conjunto:

mK := {x ∈ K : |x|K < 1} .

Al ser K discreto, el cociente OK/mK es un cuerpo finito.

Definición 2.4.5. El cuerpo OK/mK se llama cuerpo residual de K.

Ejemplo 2.4.6. El valor absoluto trivial es aquel en que |K|K = {0, 1}. De ahora en adelante

sólo interesa estudiar los valores asbolutos | · |K no triviales, lo que se asume en todo lo que

sigue.

Ejemplo 2.4.7. Para el caso de Q se define el valor absoluto p−ádico como
∣∣∣ z
w

∣∣∣
p

= p−(n−m),

donde pn es la máxima p−potencia que divide a z y pm es la máxima p−potencia que divide a

w. Para el caso p = 2, la serie

1 + 2 + 22 + 23 + · · ·

converge a −1. De manera análoga se define el valor absoluto p(t)−ádico para el cuerpo Fq(t),

donde q es una potencia de un número primo y p(t) ∈ Fq[t] es irreducible. Otro valor absoluto

en Fq(t) es | · |∞, donde
∣∣∣f(t)
g(t)

∣∣∣
∞

= qdeg(f)−deg(g).
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Recuerde que existe un único homomorfismo Z→ K. Un cuerpo K es no arquimediano sí

y sólo si la imagen de Z es acotada [10]. Como caso particular, los valores absolutos p−ádicos

del Ejemplo 2.4.7 son no arquimedianos.

Ejemplo 2.4.8. Si K es de característica positiva, entonces es no arquimediano. En particular,

todos los valores absolutos de Fq(t) son no arquimedianos.

En el conjunto de todos los valores absolutos de K existe una relación de equivalencia

definida como sigue: dos valores absolutos ρ, ρ′ son equivalentes si definen la misma topología.

Lo anterior es equivalente a cualquiera de las afirmaciones siguientes:

1. |z|ρ < 1 sí y sólo si |z|ρ′ < 1.

2. ρ y ρ′ poseen las mismas sucesiones convergentes.

3. Existe una constante positiva λ tal que para todo z ∈ K se tiene ρ′(z) = ρ(z)λ.

Definición 2.4.9. El conjunto Π(K) es el conjunto de lugares de K y sus elementos son clases

de equivalencia de valores absolutos definido en K.

En el cuerpo local K, el anillo de enteros OK es un dominio de ideales principales. En

particular mK = πOK , donde π ∈ K es un parametro uniformizante fijo. Un hecho importante

es que todo ideal fraccional en K es de la forma πtOK , para cierto t ∈ Z. De esto se sigue que

todo a ∈ K∗ se escribe de forma única como a = uπt, donde u ∈ O∗K y t ∈ Z. Cuando la

característica del cuerpo residual es 2, decimos que el cuerpo local no arquimediano es diádico.

Ejemplo 2.4.10. Qp es la completación de Q mediante el valor absoluto p−ádico | · |p. Su anillo

de enteros Op = Zp se llama anillo de enteros p−ádicos. Su único ideal maximal mp cumple

con mp = pZp.

Ejemplo 2.4.11. El cuerpo Fq((t−1)) es la completación de Fq(t) con el valor absoluto | · |∞. El

conjunto Fq((t−1)) se llama cuerpo de series de Laurent, con anillo de enteros O∞ = Fq[[t−1]].

El elemento t−1 es un parámetro uniformizante, siendo recurrentemente utilizado como tal a lo

largo de esta Tesis. El cuerpo residual de Fq((t−1)) es Fq.

El siguiente resultado es útil a la hora de realizar cálculos posteriores:
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Proposición 2.4.12 (Principio de dominancia). Sean x, y ∈ K tales que |x|K < |y|K . En-

tonces se tiene la igualdad |x+ y|K = |y|K .

Observación 2.4.13. Sobre el cuerpo completo K con valor absoluto no arquimediano | · |K , se

define la valuación discreta νK(a) =
ln(|a|K)

ln(|π|K)
. Ver [7, 10] para más detalles.

2.4.1 Cuerpos arquimedianos.

Los cuerpos arquimedianos son, salvo isometría, R y C. En C tenemos el valor absoluto usual

| · |C, definido por |a + bi|C =
√
a2 + b2. El cuerpo R es la completación de Q por el valor

absoluto definido por el orden. Sea α ∈ C. Si Q(α) es un cuerpo de números y σ : Q(α) ↪→ C

es una incrustación, entonces se tiene que ρσ(z) = |σ(z)|C es un valor absoluto en Q(α).

2.5 Reticulados y Ordenes

Para entender la estructura del árbol principal de esta Tesis el cual es objeto de estudio, es nece-

sario entender lo que es un reticulado y un orden. En esta sección se definen y se establece la

conexión que existen entre ambos.

En primera instancia, se sabe que los anillos de enteros de los cuerpos Q y F (t) son Z y F [t].

De hecho Q y F (t) son los cuerpos de fracciones de estos anillos. CuandoK es un cuerpo local,

su anillo de enterosOK es aquel que vimos en la Sección 2.4. La diferencia entre Z, K[t] yOK
es que OK posee un único ideal maximal m. Cuando X es una curva afín o proyectiva sobre

el cuerpo F y F (X) es su cuerpo de funciones racionales entonces, para cada punto p ∈ X su

anillo de enteros Ôp ⊆ F (X) consiste en las funciones que son regulares en p. Análogamente al

caso de los cuerpos locales, Ôp tiene un único ideal maximal mp de funciones regulares que se

anulan en p. Para el caso de cuerpos globales (ver [11]), en el Capítulo 2.6 damos una definición

de S-enteros que incluye los casos Z y F [t]. Como vemos, existen distintas interpretaciones de

lo que es un anillo de enteros para un cuerpo F , y en todos estos casos es válida la definición

siguiente:

Definición 2.5.1 (Ver [11]). Sea V un F -espacio vectorial de dimensión n sobre F. Sea OF el

anillo de enteros de F . Diremos que Λ ⊆ V es un OF -reticulado en V , si Λ es un OF -módulo
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tal que existe una base {x1, ..., xn} de V con

Λ ⊆ OFx1 + · · ·+OFxn.

Si un reticulado Λ satisface FΛ = V , decimos que Λ es un reticulado sobre V . Un reticulado

Λ es libre si lo es como OF -módulo, y su rango es el rango de Λ como OF -módulo.

Cuando no haya riesgo de confusión, nos referimos a un OF -reticulado como simplemente

reticulado.

Ejemplo 2.5.2. Sea {x1, · · · , xn} una base de V como F -espacio vectorial. El OF -submódulo

Λ = OFx1 + · · ·+OFxn es un reticulado libre sobre V .

Lema 2.5.3. (Ver [11, §81]) Supongamos que K es un cuerpo local cuyo anillo de enteros es

OK . Entones Λ ⊆ Kn es un OK-reticulado si y solamente si es un OK-módulo finitamente

generado.

Observación 2.5.4. La propiedad equivalente al Lema 2.5.3 sobre Z y F [t] es cierta, y de hecho

se extiende a S-enteros.

Es necesario enfatizar que todo reticulado sobre un cuerpo local no arquimedianoK es libre.

Esto se debe a que el anillo de enteros OK es un dominio de ideales principales y a que todo

reticulado es un módulo libre de torsión, pues está contenido en un módulo libre.

Ejemplo 2.5.5. Z[i] es un Z-reticulado libre sobre el Q-espacio vectorial Q[i].

Ejemplo 2.5.6. Sea L = Q2(
√

5), entonces OL = Z2

(√
5 + 1

2

)
es un Z2-reticulado libre

sobre L. Esto es particular nos dice que OL es un Z2-módulo libre.

Sea A una F -álgebra. A continuación se define uno de los conceptos más importantes de

esta Tesis:

Definición 2.5.7. El conjunto D ⊂ A es un OF -orden si D es un OF -reticulado en A tal que

1 ∈ D y DD = D. Un orden es maximal si lo es respecto a la contención de conjuntos.

Cuando no haya riesgo de confusión, nos referimos a un OF -orden como simplemente or-

den. De la Definición 2.5.7 se deduce que un orden es un reticulado que a su vez es un subanillo.
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Ejemplo 2.5.8. M2(OF ) es un orden maximal en la F -álgebra M2(F ).

Ejemplo 2.5.9. Sea σ ∈ GL2(F ), entonces σM2(OF )σ−1 = {σMσ−1 : M ∈M2(OF )} es un

orden maximal en la F -álgebra M2(F ), debido a que en cierta base este orden luce como el

mencionado en el ejemplo anterior.

Si Λ es un reticulado en F 2, entonces DΛ = EndOF (Λ) = {σ ∈M2(F ) : σΛ ⊆ Λ} es un

orden maximal en M2(F ). El recíproco también es cierto, es decir, todo orden maximal D en

M2(F ) es de la forma D = DΛ, donde Λ es un reticulado en F 2. Es inmediato el hecho que

σ ∈ D∗ sí y sólo si σΛ = Λ.

Teorema 2.5.10. Sea D un orden maximal en M2(K) y σ ∈ GL2(K), entonces σDσ−1 = D

sí y solamente si σ ∈ K∗D∗.

Demostración. Como D = DΛ, donde Λ es un OK-reticulado en K2, se tiene la identidad

σDΛσ
−1 = DσΛ. Por otro lado DΛ = DσΛ sí y solamente si σΛ = kΛ para algún k ∈ K∗. Para

una base adecuada de K2, se tiene Λ =

 OK
OK

, y por lo tanto σ

 OK
OK

 =

 kOK
kOK

, o

de manera equivalente k−1σ

 OK
OK

 =

 OK
OK

, es decir, k−1σ ∈ D∗.

2.6 S-Unidades en cuerpos globales

En esta sección se define el concepto de cuerpo global y cómo se relaciona con los cuerpos

locales. Además se definen los conjunto de elementos adélicos junto con sus propiedades,

además de algunos ejemplos. En las secciones siguientes se explica su rol a la hora de clasificar

reticulados y órdenes.

Cuando decimos que F es un cuerpo global, nos referimos a una de las siguientes alternati-

vas:

(i) F es una extensión finita y algebraica de Q

(ii) F es extensión finita del cuerpo Fq(t), donde Fq es el único cuerpo finito de q elementos,

q es potencia de un número primo y t es un elemento trascendente sobre Fq; o equivalen-

temente, F es el cuerpo de funciones racionales de una curva suave y proyectiva Y , sobre

un cuerpo finito.
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Consideremos el conjunto Π(F ) = Π∞(F ) ∪ Πf (F ) de lugares de F , o sea, el conjunto de

clases de equivalencia de valores absolutos. El conjunto Π∞(F ) contiene los lugares arquime-

dianos y Πf (F ) los no arquimedianos no triviales. En los que sigue, S es un conjunto finito y

no vacío de lugares en F , que incluye los lugares arquimedianos.

Definición 2.6.1. El conjunto OF,S se llama conjunto de S-enteros, mientras que el conjunto

O∗F,S se llama conjunto de S-unidades. Se definen a continuación:

OF,S = {z ∈ F : |z|p ≤ 1,∀p /∈ S},

O∗F,S = {z ∈ F : |z|p = 1,∀p /∈ S}.

Proposición 2.6.2. El conjuntoOF,S es un anillo conmutativo con unidad. Además,O∗F,S es un

subgrupo de F ∗. De hecho es el grupo de unidades de OF,S .

Demostración. En efecto, sean z, w ∈ OF,S , entonces |z + w|p ≤ max{|z|p, |w|p} ≤ 1, para

todo p /∈ S. Más fácil aún es ver que |zw|p = |z|p|w|p ≤ 1. Del mismo modo se puede ver que

O∗F,S es un subgrupo de F ∗.

Ejemplo 2.6.3. Para el caso F = Q, es común tomar S = Π∞(F ) = {∞}. En particular

OF,S = Z. Esto quiere decir que z ∈ Q es entero si y sólo si es entero en todos sus lugares no

arquimedianos.

Ejemplo 2.6.4. En F = Fq(t), por el Ejemplo 2.4.8, se tiene que Π(F ) = Πf (F ). En particular,

para S = {∞}, el anillo de S-enteros es Fq[t].

El cuerpo Fp indica la completación de F por el valor absoluto | · |p. A Continuación se

define el conjunto de Adeles AF :

Definición 2.6.5. El anillo de Adeles de F es el subanillo AF ⊂ Πp∈Π(F )Fp, cuyos elementos

(ap)p cumplen que ap ∈ Op, salvo para un conjunto finito de lugares.

Cuando no hay riesgo de confusión, simplemente escribimos A = AF . El A-módulo A2

se identifica con F 2 ⊗F A. Para el álgebra de matrices Mn(F ) podemos definir su adelización

como Mn(F )A = Mn(F )⊗F A ∼= Mn(A), como A−álgebra.
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Definición 2.6.6. El conjunto de S-adeles AF,S se define como el producto cartesiano

AF,S = Πp/∈SOp × Πp∈SFp.

Es fácil ver que se cumple la contención AF,S ⊂ A, en particular,

A =
⋃

Π∞(F )⊆S⊂Π(F )

|S|<∞

AF,S

Si S ′ ⊂ S ⊂ Π(F ) satisfacen las condiciones anteriores, se tiene AF,S ⊂ AF,S′ . Si tomamos

AF,S con la topología producto y la familia de inclusiones {ψS : AF,S ↪→ A}S , la topología

adélica en A es co-inducida por la familia {ψS : AF,S ↪→ A}S . La topología de Mn(F )A es la

topología producto, dado que Mn(F )A ∼= An2 .

Teorema 2.6.7 (Teorema de aproximación fuerte). [11, §II, 21] Sea S ′ un conjunto finito de

lugares no arquimedianos de F y sea {ap}p∈S′ ⊂ F . Entonces, para cada ε > 0, existe A ∈ F

tal que

|A− ap|p < ε, ∀p ∈ S ′,

|A|p ≤ 1, ∀p ∈ Πf (F )− S ′.

2.7 Reticulados y Ordenes maximales desde un punto de vista

functorial. Divisores.

En esta sección se extiende la definición de reticulado y orden al contexto de haces definidos

sobre la recta proyectiva. De la misma manera, se entrega una definición adecuada de lugar de

dicha recta y cómo estos ayudan a la clasificación de reticulados y órdenes.

En esta Tesis, se trabaja con la curva proyectiva suave y no singular X = P1
Fq , donde Fq

es el único cuerpo finito de q elementos. Para tal caso, F = Fq(t) es el cuerpo de funciones

25



racionales de X [8]. En particular F es un cuerpo global, según la definición establecida en la

Sección 2.6. Se denota por |X| el conjunto de puntos cerrados de X [2, 3]. Está demostrado

que los puntos cerrados de X están en correspondencia biunívoca con los lugares de Fq(t) [8].

Por esta razón, los puntos en |X| también son llamados lugares de X . Sea OX(U) el anillo de

funciones regulares en el abierto U ⊆ X . Es sabido que OX(U) es un dominio de Dedekind

[3]. Las definiciones correspondientes de reticulado y orden, en este sentido, se especializan en

lo que sigue al álgebra de matrices M2

(
Fq(t)

)
. El espacio vectorial Fq(t)2 se considera un haz

constante.

Definición 2.7.1. Decimos que Λ es un X-reticulado o X-fibrado en el Fq(t)-espacio vectorial

Fq(t)2, si es un sub-haz localmente libre de Fq(t)2, tal que para todo abierto U ⊆ X se tiene que

Λ(U) ⊆ Fq(t)2 es un OX(U)-módulo, y su fibra genérica Λ⊗OX Fq(t) es isormorfa a Fq(t)2

El conjunto Λ(U) es el grupo abeliano de las U -secciones y Λ(X) es el Fq-espacio vectorial

de las secciones globales. De manera análoga se define el concepto de órden en lenguaje de

haces.

Definición 2.7.2. Decimos que D es un X-orden en M2

(
Fq(t)

)
, si D es un X-reticulado en

M2

(
Fq(t)

)
tal que D(U) es un anillo, para cualquier abierto U ⊆ X .

Para el lugar p ∈ |X|, se define el Op-reticulado Λp por Λp = Λ(U) ⊗OX(U) Op, para

cualquier abierto U ⊆ X que contenga a p; o de manera equivalente, como la clausura de

Λ(U) en Fq(t)p, para cualquier abierto que contenga a p. Una observación interesante es que

la definición de Λp no depende de U [3]. De la misma manera se define el Op-orden Dp.

Sea A ⊆ Πp∈|X|Fq(t)p el anillo de adeles de X y Λ un X-reticulado en Fq(t)2. Se define la

adelización de Λ como ΛA = Πp∈|X|Λp. Sea σ ∈ EndA(A2). El X-reticulado L = σΛ es

aquel que cumple LA = σΛA. Por lo visto en el Capítulo 2.6, para σ ∈ GL2(A) y el X-orden

D en M2

(
Fq(t)

)
, se define el X-orden B = σDσ−1 mediante BA = σDAσ

−1 con la misma

convención anterior. Un X-orden D es maximal sí y sólo si Dp es maximal para todo p ∈ |X|.

Observación 2.7.3. La definición de X-reticulado y X-orden se puede extender al espacio

vectorial Fq(t)n y al álgebra Mn

(
Fq(t)

)
respectivamente, para cualquier entero positivo n [2].

Así por ejemplo, el haz OX es un X-orden en Fq(t). En particular, para el X-orden OX ,

tenemos que OX(X) = Fq es el cuerpo de constante de Fq(t).
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LosX-reticulados, y en particular losX-órdenes, quedan unívocamente clasificados por sus

completaciones en todos los lugares de |X|. En otras palabras:

(i) Para cualquier par de X-reticulados Λ y Λ′ en Fq(t)2, se tiene que Λp = Λ′p para casi todo

p ∈ |X|,

(ii) si Λp = Λ′p para todo p ∈ |X|, entonces Λ = Λ′, y por último,

(iii) cualquier familia {Λ′′(p)}p∈|X| que cumpla Λ′′(p) = Λp para casi todo p es la familia de

completaciones de un X-reticulado Λ′′ en Fq(t)2.

Para la recta proyectiva X , se define el conjunto de divisores de X , denotado por Div(X),

como el Z-módulo libre con base |X|. Para una función racional f ∈ Fq(t)∗, se define el divisor

principal (f) como

(f) =
∑
p∈|X|

ordp(f)p.

Se demuestra que esta suma siempre es finita, lo que equivale a decir que f ∈ Ô∗p para casi todo

p. Además existe la descomposición (f) = (f)0 − (f)∞, donde (f)0 =
∑

ordp(f)>0

ordp(f)p y

(f)∞ =
∑

ordp(f)<0

−ordp(f)p. En este caso, llamamos a (f)0 el divisor de ceros de f y a (f)∞ el

divisor de polos de f . El grado de un divisor D =
∑
p∈|X|

app es el número gr(D) =
∑
p∈|X|

ap ∈ Z.

Para los divisores D,D′, se cumple gr(D + D′) = gr(D) + gr(D′). Un divisor D se llama

divisor efectivo si todos sus coeficiente son positivos o 0. Para dos divisores D y D′, decimos

queD′ � D sí y solamente siD′−D es un divisor efectivo. Dos divisoresD,D′ son linealmente

equivalentes si existe f ∈ Fq(t)∗ tal que D′ −D = (f). La notación para este caso es D ≡ D′.

La equivalencia lineal es una relación de equivalencia.

Proposición 2.7.4. Para dos funciones f, f ′ ∈ Fq(t)∗, se cumple que (ff ′) = (f) + (f ′) y que

(f−1) = −(f).

Proposición 2.7.5. Para todo f ∈ Fq(t)∗, el divisor (f) tiene grado 0.

Corolario 2.7.5.1. Para f ∈ Fq(t)∗, son equivalentes:

1. (f) � 0,
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2. f ∈ Fq,

3. (f) = 0.

Corolario 2.7.5.2. Para f, f ′ ∈ Fq(t)∗, se cumple (f) = (f ′) sí y sólo si f ′ = zf , donde

z ∈ F∗q .

Proposición 2.7.6. La equivalencia lineal tiene las siguientes propiedades:

1. D ≡ 0 sí y sólo si D = (f) para algún f ∈ Fq(t)∗.

2. D ≡ D′ implica deg(D) = deg(D′).

3. Si D ≡ D′ y D′′ ≡ D′′′, entonces D +D′′ ≡ D′ +D′′′.

Ejemplo 2.7.7 (Ver [3]). Todo X-reticulado en el espacio 1-dimensional es de la forma

LD(U) = {f ∈ Fq(t) : (f)|U +D|U � 0},

para todo abierto U ⊆ X y un divisor D fijo. Estos reticulados se llaman fibrados invertibles y

satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Si D ≡ D′, entonces LD ∼= LD
′ .

(ii) LDLD
′

= LD+D′ , para cualquier par de divisores D y D′, donde LDLD
′ ∼= LD ⊗OX LD

′

queda definido como (LDLD
′
)(U) = LD(U)LD

′
(U), para cualquier abierto U ⊆ X .

(iii) Si LD(U) ⊆ LD
′
(U) para todo abierto U ⊆ X , entonces D � D′.

Al X-reticulado Λ en Fq(t)2 se le asocia el orden DΛ = EndOX (Λ) en M2

(
Fq(t)

)
, definido

en cada abierto U ⊆ X por DΛ(U) = {a ∈M2

(
Fq(t)

)
: aΛ(U) ⊆ Λ(U)}.

Proposición 2.7.8. DΛ es un X-orden maximal en M2

(
Fq(t)

)
y todo X-orden maximal D es

de la forma D = DΛ, para algún X-reticulado Λ en Fq(t)2. Se cumple que DΛ = DΛ′ sí y sólo

si Λ′ = LΛ, con L un fibrado invertible.

Ejemplo 2.7.9. (Ver [3, §1]) Llamamos al X-orden maximal D = DΛ en M2

(
Fq(t)

)
asociado

al reticulado Λ isomorfo a OX ⊕ LD, donde D es un divisor de X , un X-orden descompuesto.
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Vemos que D tiene, en una cierta base de Fq(t)2, la siguiente forma:

DD =

 OX L−D

LD OX

 .

Para dos X-órdenes maximales D y D′, se define el X-orden de Eichler correspondiente

como el X-orden E = D ∩ D′. Todo X-orden de Eichler queda completamente determinado

por sus completaciones en todos los lugares de X , donde Ep = Dp ∩ D′p en cada lugar p.

Dos X-órdenes maximales D y D′ son conjugados si existe σ ∈ GL2

(
Fq(t)

)
tal que cumple

D′ = σDσ−1, o de manera equivalente, D′p = σDpσ
−1 para todo p ∈ |X|.

Ejemplo 2.7.10. Sean D = M2(OX) y D′ tal que D′p = Dp para todo p ∈ |X| y p 6= ∞,

mientras que D′∞ = π∞D∞ + O∞I2. Para encontrar D′(X), se considera el conjunto abierto

V = X − {∞}. Como se cumple Dp = D′p para todo p ∈ V , entonces D(V ) = D′(V ). Por

otro lado D′(X) ⊂ D′(V ) = D(V ) = M2

(
Fq[t]

)
y D′(X) ⊂ D′∞. Eligiendo a π∞ = t−1 como

parámetro uniformizante, tenemos que O∞ = Fq[[t−1]], luego la igualdad a continuación sigue,

para la matriz σ =

 a b

c d

 ∈ D′ (X):

 a b

c d

 =t−1

 e f

g h

+

 j 0

0 j

 ,

donde

 e f

g h

 ∈ M2

(
Fq[[t−1]]

)
y

 j 0

0 j

 ∈ Fq[[t−1]]I2. Las condiciones que se tienen

para los coeficientes de σ son:

b = 0, c = 0, a− j = t−1e, d− j = t−1h.

Se sigue que a, d = j, y la conclusión es D′(X) = FqI2. En particular, D′(X) no posee

idempotentes no triviales.

Teorema 2.7.11. [2, §4] Los X-órdenes maximales descompuestos DD y DD′ son conjugados

sí y sólo si D es linealmente equivalente a D′ o a −D′.
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Observación 2.7.12. De ahora en adelante, llamamos a los X-reticulados y X-órdenes sim-

plemente como reticulados y órdenes, al igual como en las definiciones del Capítulo 2.5. Por

otro lado, el abierto V definido en el Ejemplo 2.7.10 juega un rol importante en los cálculos

posteriores de esta Tesis. El estudio de fibrados se conecta con el estudio de grafos cocientes,

dado que las clases de conjugación de fibrados son los vértices de ciertos cocientes del árbol de

Bruhat-Tits que se definen en la Sección siguiente.

2.8 El árbol de Bruhat-Tits y su relación con el grupo de

transformaciones de Moebius.

En esta sección se define el árbol de Bruhat-Tits, junto con una descripción de sus propiedades

más importantes. Por otro lado, se explica en detalle la acción del grupo de transformaciones

de Moebius sobre este árbol.

2.8.1 Existencia del árbol de Bruhat-Tits de M2(K).

Sea K un cuerpo local no arquimediano con O = OK su anillo de enteros, mK = m su único

ideal maximal, | · | = | · |K su valor absoluto y π ∈ K un parámetro uniformizante. Sea Λ un

O-reticulado de rango 2 en K2. Para x ∈ K∗, xΛ es también un reticulado de K2. Se sigue que

el grupo K∗ actúa mediante homotecias en el conjunto de reticulados. Denotamos por [Λ] a la

órbita, o clase de homotecias, del reticulado Λ bajo esta acción. Llamamos V (T) al conjunto

de órbitas. Sea Λ′ un segundo O-reticulado de rango 2 en K2. Por el Teorema de factores

invariantes existe una O-base {e1, e2} de Λ y enteros a, b tales que {e1π
a, e2π

b} es una O-base

para Λ′. El conjunto {a, b} no depende de la elección de las bases para Λ y Λ′. De este modo,

se tiene Λ′ ⊂ Λ sí y solo si a, b ≥ 0, en cuyo caso Λ/Λ′ es isomorfo a (O/πaO) ⊕
(
O/πbO

)
.

Reemplazar Λ y Λ′ por xΛ e yΛ′, con x, y ∈ K∗, cambia el conjunto {a, b} por {a + c, b + c},

donde c = νK(y/x). Por lo tanto el entero |a − b| depende sólo de las clases [Λ] y [Λ′] de Λ y

Λ′, respectivamente.

Definición 2.8.1. Sean Λ,Λ′ dos reticulados en V . La distancia entre sus clases [Λ], [Λ′] se

define como d([Λ], [Λ′]) = |a− b|. Dos reticulados Λ y Λ′ se dicen vecinos si d([Λ], [Λ′]) = 1.
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Observación 2.8.2. En [14] se muestra que el conjunto de órbitas de reticulados en K tiene

estructura de grafo. Además este grafo es un árbol.

Considérese el reticulado Λ =

 O
O

. Si [Λ] y [Λ′] son vecinos, entonces, salvo múltiplo

escalar, se tiene Λ′ = π

 O
O

 + O

 α

β

, donde α, β ∈ O y no están ambos en m. Se

concluye que los vecinos de [Λ] están en correspondencia con los subespacios de dimensión 1

en (O/πO)2. Si suponemos que |O/πO| = q, entonces hay q + 1 subespacios de dimensión 1,

que en el grafo corresponden a q+ 1 vecinos de [Λ], es decir, q+ 1 vértices unidos por aristas al

vértice correspondiente a [Λ]. Lo anterior quiere decir que el árbol de clases de homotecias de

reticulados en K tiene por cada uno de sus vértices q + 1 vértices vecinos. Nótese también que

q depende exclusivamente del cuerpo residual O/m. Para cada orden maximal D ⊆ M2(K),

existe un reticulado Λ ⊆ K2 tal que D = EndO(Λ). El siguiente resultado nos indica cuándo

dos órdenes maximales son iguales:

Proposición 2.8.3. Sean D,D′ dos órdenes maximales en M2(K) tales que D = EndO(Λ) y

D′ = EndO(Λ′). Entonces D = D′ sí y sólo si existe k ∈ K∗ que satisface Λ = kΛ′.

La Proposición 2.8.3 establece una biyección entre órdenes maximales en M2(K) y las

clases de reticulados [L] en V (T). Esto nos dice que dos reticulados corresponden al mismo

orden maximal sí y solamente si están en la misma clase de homotecia.

Definición 2.8.4. El árbol de Bruhat-Tits T(K) para M2(K) es el grafo donde sus vértices

son órdenes maximales en M2(K), donde dos de ellos son vecinos si las clases de reticulados

correspondientes son vecinas en T.

Para más detalle sobre el árbol de Bruhat-Tits, ver [1].

Observación 2.8.5. Dos órdenes D y D′ son vecinos si en alguna base de K2 son de la forma:

D =

 O O

O O

 , D′ =

 O πO

π−1O O

 . (2.1)
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Figura 2.5: El árbol de Bruhat-Tits T
(
F2((t−1))

)
.

Aquí los órdenes D y D′ corresponden a las clases [Λ] y [Λ′] respectivamente, con reticula-

dos asociados Λ =

 O
O

 y Λ′ =

 πO

O

. Más generalmente, dos órdenes D y D′ están a

distancia t si en alguna base de K2 los órdenes lucen como:

D =

 O O

O O

 , D′ =

 O πtO

π−tO O

 . (2.2)

Lo anterior dice que dos órdenes maximales D,D′ están en el árbol de Bruhat-Tits T(K) a

distancia t sí y solamente si D/ (D ∩D′) ∼= O/πtO.

Para terminar, el grupo PGL2(K) actúa sobre el conjunto de órdenes maximales de M2(K),

de la siguiente manera: para todo σK∗ ∈ PGL2(K), se tiene que σK∗.D = D′ sí y sólo si,

σDσ−1 = D′.

Proposición 2.8.6. PGL2(K) actúa sobre el árbol de órdenes maximales de M2(K). En otras

palabras, actúa sobre el conjuto de órdenes maximales respetando distancias entre órdenes.

Ejemplo 2.8.7. A lo largo de la Tesis, el estudio se realiza sobre el árbol de Bruhat-Tits definido

sobre el cuerpo de series de Laurent K = Fq((t−1)). Si q = 2, entonces es un cuerpo diádico.

En particular T(K) luce como el grafo de la Figura 2.5.
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2.8.2 El árbol de bolas asociado a K.

En esta subsección se analiza la correspondencia que existe entre el árbol de Bruhat-Tits de

M2(K) cuyos vértices son órdenes maximales D ⊆ M2(K), con otro grafo donde los vértices

son bolas cerradas de K. El objetivo es demostrar que estos grafos son isomorfos, es decir,

existe una correspondencia biunívoca entre ellos que preserva la distancia entre sus vértices.

Además, se demuestra que existe una forma natural de conjugar ramas en el árbol de Bruhat-

Tits T(K) en este contexto. Esto último se realiza vía transformaciones de Moebius.

Usamos, de ahora en adelante, la notación B[r]
a = B[a, |πr|] para denotar la bola cerrada de

centro a ∈ K y radio |πr|. Comenzamos con el siguiente Lema:

Lema 2.8.8. Sea B = B(a, r) la bola abierta de centro a y radio r en K. Para todo z ∈ B, se

tiene B(z, r) = B.

Demostración. Sea b ∈ B(z, r). Por la desigualdad ultramétrica, es fácil obtener la desigualdad

|b−a| ≤ max {|b− z|, |a− z|} < r, luego b ∈ B. Análogamente, si b ∈ B, se tiene la segunda

desigualdad |b− z| ≤ max {|b− a|, |a− z|} < r. Se concluye que B = B(z, r).

Observación 2.8.9. La demostración del Lema 2.8.8 se puede modificar para el caso de bolas

cerradas.

Proposición 2.8.10. En K, dos bolas abiertas, o bien dos bolas cerradas, del mismo radio son

iguales o son disjuntas.

Observación 2.8.11. Sean B = B
[r]
a y B′ = B

[s]
a bolas en K con el mismo centro. El que las

bolas cumplan B′ ⊆ B, es equivalente a que r ≤ s.

Proposición 2.8.12. Existe una correspondencia biunívoca entre bolas en K y órdenes maxi-

males de M2(K), dada por:

Σ : B = B[r]
a 7→ DΛB ,

donde ΛB =

〈 a

1

 ,

 πr

0

〉.

Demostración. Primero veamos que Σ está bien definida. Dadas las bolas iguales B[r]
a = B

[r]
b ,
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se tiene a− b ≡ 0(mod πr). Luego a− b = tπr, con t ∈ O. Por lo tanto:

 a

1

 =

 b

1

+ t

 πr

0

 .

De esto se sigue que Λ
B

[r]
a

= Λ
B

[r]
b

. En particular, DΛ
B

[r]
a

= DΛ
B

[r]
b

.

Para verificar que Σ es sobreyectiva, tomemos DΛ el orden maximal asociado al reticulado

Λ =

〈 a

b

 ,

 c

d

〉 .
Sabemos que |b| ≤ |d| o bien |d| ≤ |b|. Sin pérdida de generalidad asumimos la desigualdad

|d| ≤ |b|. Observe que si b = 0 entonces d = 0, de donde Λ es un reticulado de rango 1 que

corresponde a un orden maximal; pero esto es una contradicción. Luego debe cumplirse b 6= 0.

Entonces, como reticulados ponderados corresponden al mismo orden, se puede reemplazar el

reticulado Λ por b−1Λ y asumir b = 1, de forma que DΛ se corresponda con el reticulado:

Λ =

〈 a

1

 ,

 c

d

〉, donde d ∈ O. Restando d por la primera columna a la segunda

obtenemos que Λ =

〈 a

1

 ,

 uπr

0

〉, donde u es unidad. Luego DΛ = DΛB , para

B = B
[r]
a . Por último, falta demostrar que la función Σ es inyectiva. Sean B = B

[r]
a y B′ = B

[s]
b

dos bolas tales que DΛB = DΛB′
. Entonces por lo mencionado en la Proposición 2.8.3, existe

λ ∈ K∗ tal que:

ΛB =

〈 a

1

 ,

 πr

0

〉 = λ

〈 b

1

 ,

 πs

0

〉 = λΛB′ .

Sin pérdida de generalidad, λ ∈ O. Como

 a

1

 ∈ λΛB′ , entonces existen x, y ∈ O tales

que

 a

1

 = λx

 b

1

 + λy

 πs

0

. Por lo tanto 1 = λx y a = b + λyπs, es decir

λ ∈ O∗ y a ≡ b(mod πs). Luego tenemos que a ∈ B′ y por lo tanto B′ = B
[s]
a . De la misma
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manera, como

 πr

0

 ∈ λΛB′ , se tiene que

 πr

0

 = λx′

 b

1

 + λy′

 πs

0

, para

ciertos x′, y′ ∈ O. De esta última igualdad se sigue que πr = λy′πs. Por otro lado, como

λ

 πs

0

 = x′′

 a

1

 + y′′

 πr

0

, con x′′, y′′ ∈ O, se sigue que x′′ = 0 y λπs = y′′πr.

Luego y′y′′ = 1, de donde y, y′′ ∈ O∗. Se concluye la igualdad |πr| = |πs|, y más aún,

B = B
[r]
a = B

[s]
a = B

[s]
b = B′.

Es posible definir el grafo B(K) en K, donde los vértices son las bolas B[a, |πr|] y dos

bolas son vecinas sí y sólo si sus órdenes maximales asociados son vecinos. Sean DΛB , DΛB′

dos órdenes maximales asociados a los reticulados ΛB, ΛB′ . En el caso de que DΛB y DΛB′

sean vecinos, entonces ΛB/ΛB′
∼= (O/O) ⊕ (O/πO). Podemos suponer por las igualdades

(2.1) de la Observación 2.8.5, que ΛB =

〈 a

1

 ,

 πr

0

〉. Los órdenes correspon-

dientes a los q + 1 reticulados

〈 a+ aiπ
r

1

 ,

 πr+1

0

〉 con O/m = {a1, . . . , aq} y

〈 a

1

 ,

 πr−1

0

〉 son todos vecinos de DΛB . Se sigue que estos son todos los vecinos

de DΛB , lo que motiva la siguiente definición:

Definición 2.8.13. Dos bolasB yB′ de radios d y d′ respectivamente se dicen vecinas siB′ ⊆ B

y d′ = |π|d o a la inversa. Sea {ai}pi=1 un conjunto de representantes de O/m. Una bola fija

B
[r]
a tiene una bola vecina B[r−1]

a de radio mayor y p = |O/m| sub-bolas vecinas, a saber

Bi = B
[r+1]
a+aiπr , las cuales satisfacen las siguientes condiciones:

(i) B[r]
a =

⋃p
i=1Bi.

(ii) Bi ∩Bj = ∅, para i 6= j.

Debido a (i) y (ii), el grafo de bolas es un árbol, al cual llamamos árbol de Bruhat-Tits asociado

a las bolas deK y lo denotamos por B(K). Este es isomorfo al árbol de Bruhat-Tits de órdenes

maximales de M2(K).
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El conjunto de K-puntos se define como el espacio cociente

P1(K) =
(
K2\ {(0, 0)}

)
/ ∼,

donde ∼ es la menor relación de equivalencia que identifica el punto (x, y) con (λx, λy), para

cualquier λ ∈ K∗. Se denotan los puntos de P1(K) como pares [a : b]. No es difícil ver

que P1(K) = {[a : 1] : a ∈ K} ∪ {[1 : 0]}. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos

suponer que P1(K) = K ∪ {∞}. El punto ∞ = [1 : 0] se llama punto en el infinito. Una

función racional del tipo τ(z) =
az + b

cz + d
donde sus coeficientes cumplen ad− bc 6= 0, se llama

transformación de Moebius. Las transformaciones de Moebius son funciones P1(K)→ P1(K)

biyectivas, donde τ(∞) =
a

c
y τ
(
−d
c

)
= ∞ si τ se define como arriba. De lo anterior se

deduce que el conjunto de transformaciones de MoebiusM(K) tiene estructura de grupo. En

particular:

Lema 2.8.14. M(K) es isomorfo a PGL2(K).

Demostración. La función σ =

 a b

c d

 7−→ τσ, donde τσ(z) =
az + b

cz + d
es un homomor-

fismo de grupos, ya que para σ, σ′ ∈ GL2(K) con σ′ =

 a′ b′

c′ d′

, se tiene que el producto

σσ′ ∈ GL2(K) y σσ′ =

 aa′ + bc′ ab′ + bd′

a′c+ c′d cb′ + dd′

. Por otro lado, se tiene la composición

τσ ◦ τσ′(z) =
(aa′ + bc′)z + ab′ + bd′

(a′c+ c′d)z + cb′ + dd′
. Es evidente que es un homomorfismo epiyectivo. Si

τσ(z) = z, entonces b = c = 0 ya que τσ(0) = 0 y τσ(∞) = ∞. Como además τσ(1) = 1, se

tiene a = c. Se concluye con esto que el núcleo del homomorfismo es el subgrupo de matrices

escalares K∗. Por el primer teorema de isomorfía, la demostración finaliza.

Observación 2.8.15. Para un subgrupo de matrices invertibles J ⊂ GL2(K), se denota por τJ

la imagen de J enM(K) dada por la función del Lema 2.8.14. Esta notación es de gran utilidad

a partir del Capítulo 3 hasta el final de la Tesis.

Observación 2.8.16. En P1(K), decimos que B ⊆ P1(K) es una bola si B cumple las sigu-

ientes condiciones:
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(i) Si∞ /∈ B, entonces B es una bola en el sentido usual.

(ii) Si∞ ∈ B, entonces B es el complemento de una bola en K.

Para cualquier τ ∈M(K), el elemento τ(B) es una bola en P1(K) para cada bola B ⊆ P1(K).

En [5] se demuestra que el grupo transformaciones de Moebius actúan sobre las bolas

en K vía τ.B = D, para dos bolas B y D, sí y solamente si τ(P(B)) = P(D), donde

P(B) = {Bc, B1, · · · , Bp}, τ
(
P(B)

)
= {τ(B′) : B′ ∈ P(B)} y B1, · · · , Bp son las bolas

de radio menor a B que cumplen (i) y (ii) de la Definición 2.8.13. Observe que las bolas Bi son

las sub-bolas vecinas de B y que toda partición de P1(K) en p + 1 bolas y complementos de

bolas es de este tipo.

Definición 2.8.17. El conjunto P(B) se llama partición definida por B.

Lema 2.8.18. Sea σ =

 a b

c d

 ∈ PGL2(K). Sea τσ(z) =
az + b

cz + d
la transformación de

Moebius asociada a σ. Entonces σDBσ
−1 = DD sí y solamente si τσ.B = D.

Demostración. El grupo GL2(K) tiene por generadores a las matrices

 α 0

0 1

 ,

 1 β

0 1

 ,

 0 1

1 0

 ,

donde α, β ∈ K (ver [11] para los detalles). Luego basta demostrar que la equivalencia se

cumple para τσ, donde σ es uno de los generadores anteriores. Consideremos la bola B = B
[r]
a

y la partición de P1
K inducida por B que consiste en las bolas Bi = B

[r+1]
a+aiπr , para i = 1, . . . , p,

y Bc.

(i) Si σ =

 α 0

0 1

, entonces τσ(z) = αz. Se tiene que τσ(Bi) = B
[ν(α)+r+1]
α(a+aiπr)

. Supong-

amos que |α| = |πs|, entonces existe m ∈ O∗ tal que α = mπs. Sea aj ∈ O un repre-

sentante de O/m tal que aj ≡ aim (mod π). La igualdad τσ(Bi) = B
[r+s+1]

αa+ajπr+s
implica

τσ
(
P(B)

)
= P(D), donde D = B

[r+s]
αa . Para ver que τσ

(
P(B)

)
= P(D) es equivalente

a σDΛBσ
−1 = DΛD , basta recordar que, por la Proposición 2.8.3, es suficiente ver que

existe u ∈ K∗ tal que σΛB = uΛD. Como
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σΛB =

〈 αa

1

 ,

 απr

0

〉

=

〈 αa

1

 ,m

 πr+s

0

〉

=

〈 αa

1

 ,

 πr+s

0

〉

= ΛD,

la igualdad σΛB = uΛD se cumple para u = 1.

(ii) Si σ =

 1 β

0 1

, entonces τσ(z) = z + β. Se tiene que τσ(Bi) = B
[r+1]
a+β+aiπr

. Por lo

tanto τσ
(
P(B)

)
= P(D), donde D = B

[r]
a+β . Como

σΛB =

〈 a+ β

1

 ,

 πr

0

〉

= ΛD,

la igualdad σΛB = uΛD se cumple para u = 1.

(iii) Si σ =

 0 1

1 0

, entonces τσ(z) = z−1. La demostración en este caso depende de si

0 ∈ B o no. Supongamos que 0 ∈ B. Por el Lema 2.8.8 se tiene que B = B
[r]
0 . Para la

bola B1 = B
[r+1]
0 está la igualdad

τσ(B1) =
{
x−1 : |x| ≤ |πr+1|

}
=
(
B

[−r]
0

)c
.

Se concluye con esto que τσ
(
P(B)

)
= P(D), donde D = B

[−r]
0 . Por otro lado:
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σΛB =

〈 1

0

 ,

 0

πr

〉

=

〈
πr

 π−r

0

 , πr

 0

1

〉

= πrΛD.

La igualdad σΛB = uΛD se cumple para u = πr. Ahora, si 0 /∈ B, entonces |a| > |πr|.

Si a = mπs, entonces el elemento πr−s cumple |πr−s| < 1. Sea w = a + lπr ∈ B, con

l ∈ O. Se tiene τσ(w) = (a + lπr)−1 = π−s(m + lπr−s)−1. La siguiente congruencia

sigue de lo anterior:

1

m+ lπr−s
≡ m−1 (mod πr−s).

Se sigue que:

τσ(w) =
π−s

m+ lπr−s
=

1

mπs
+ l′πr−2s

= a−1 + l′πr−2s,

con l′ ∈ O. Se tiene la contención τσ(B) ⊆ B
[r−2s]

a−1 . Por otro lado, como |a−1| = |π−s|,

se deduce por simetría la contención τσ
(
B

[r−2s]

a−1

)
⊆ B

[r−2s+2s]
a = B. Por lo tanto la

igualdad de bolas τσ(B) = B
[r−2s]

a−1 . En particular, τσ
(
P(B)

)
= P(D), donde D es la

bola D = B
[r−2s]

a−1 . Ahora:
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σΛB =

〈 1

a

 ,

 0

πr

〉

=

〈 1

a

 ,

 −m−1πr−s

0

〉

=

〈
a

 a−1

1

 , a

 −m−2πr−2s

0

〉

=

〈
a

 a−1

1

 , a

 πr−2s

0

〉

= aΛD.

Por lo tanto, la igualdad σΛB = uΛD se cumple para u = a.

Observación 2.8.19. De la demostración del Lema 2.8.18 se deduce que si τ ∈M(K) satisface

τ(∞) =∞, entonces τ.B = D sí y solamente si τ(B) = D.

De lo anterior, queda establecido un isomorfismo Σ de árboles con acción de grupo:

(B(K),M(K)) ∼= (T(K),PGL2(K)) ,

donde la corrrespondencia entre vértices está dada por Σ
(
B[a, |πr|]

)
= DΛ para el reticulado

Λ =

〈 a

1

 ,

 πr

0

〉, y la correspondencia entre grupos es τσ 7→ σK∗ ∈ PGL2(K).

Observación 2.8.20. De ahora en adelante usamos la misma notación para ambos árboles de

Bruhat-Tits, y los denotamos por T(K).

A estas alturas de la Tesis es necesario mencionar el concepto de camino maximal. Para

ello se indaga aún más en la estructura de T(K). Se demuestra que los extremos de los caminos

maximales en T(K) están en correspondencia con los puntos de P1(K). Recordemos que los

vértices del árbol T(K) pueden, sin pérdida de generalidad, identificarse con las bolas cerradas
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Figura 2.6: Distintos tipos de rayos en el árbol de Bruhat-Tits T(K).

B
[r]
a , donde a ∈ K y r ∈ Z. Dadas dos bolas B = B

[r]
a y B′ = B

[s]
a , se cumple B′ ⊆ B sí y sólo

si s ≥ r. En la Figura 2.6 se muestran los posibles tipos de rayos que se dirigen a los puntos

de P1(K). En la Figuras 2.6.A y 2.6.B los rayos se dirigen hacia el elemento a ∈ P1(K). Si

{Bi}i≥0 es el conjunto de vértices del rayo, entonces para todo r ∈ Z existe i = i(r) tal que

Bi ⊆ B
[r]
a . El rayo de la Figura 2.6.A se llama rayo descendente, mientras que el rayo de la

Figura 2.6.B se llama eventualmente descendente. En ambos casos el elemento a ∈ P1(K) se

llama extremo inferior del árbol T(K). Este rayo descendente se denota por ]a,B0]. El rayo

de la Figura 2.6.C se dirige hacia ∞ ∈ P1(K). Se observa que si {B′i}i≥0 es el conjunto de

vértices de este rayo, entonces para todo r ∈ Z existe i = i(r) tal que B[r]
0 ⊆ B′i. El rayo de la

Figura 2.6.C se llama rayo ascendente, mientras que∞ ∈ P1(K) es el único extremo superior

del árbol. Este rayo ascendente se denota por ]∞, B′0]. A continuación tenemos la siguiente

definición:

Definición 2.8.21. Un extremo en T(K) es un extremo inferior o el extremo superior de T(K),

tal como se ha definido anteriormente.

También queda claro, por la discusión anterior, la siguiente proposición:

Proposición 2.8.22 (Ver [6]). El conjunto de extremos de T(K) está en biyección con los

puntos en P1(K).

Dados a, b ∈ P1(K) distintos, el vérticeB[s]
a ∈ V (T(K)) donde s = νK(a−b), corresponde

a la intersección de los rayos
]
a,B

[s]
a

]
y
]
b, B

[s]
a

]
, como se ve en la Figura 2.7.B, 2.7.C. En la

Figura 2.7.A la bola B[r]
0 es el vértice de intersección de los rayos

]
a,B

[r]
a

]
y
]
∞, B[r]

a

]
, donde

r = νK(a). En la Figura 2.7.C, se cumple r = s. Un camino maximal en el árbol de Bruhat-Tits
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Figura 2.7: Intersección de rayos y caminos maximales en T(K).

T(K) se interpreta como la unión de dos rayos con un sólo vértice, el vértice inicial de cada

rayo, en común. De la discusión anterior se tiene la siguiente Proposición:

Proposición 2.8.23. (ver [6]) Los extremos de un camino maximal en T(K) son dos puntos

a, b ∈ P1(K) tales que a 6= b. Todo camino maximal en T(K) está unívocamente determinado

por sus extremos a, b ∈ P1(K). Es decir, existe la correspondencia siguiente:

{
caminos maximales en T(K)

}
←→

{
{a, b} : a, b ∈ P1(K), a 6= b

}
.
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Capítulo III

Grafos cocientes asociados a un divisor.

Resultados generales y polinomios lineales.

3.1 El grafo cociente τΓ\T(K), donde K = Fq((t−1)) y sus

recubrimientos.

En esta sección se muestra el primer cociente, y el principal, del árbol de Bruhat-Tits bajo cierto

subgrupo de transformaciones de Moebius. Esta sección sustenta teóricamente los cálculo ex-

plícitos que se hagan durante el resto de la Tesis.

A partir de ahora y por el resto de la Tesis, trabajamos sobre el cuerpo local K = Fq((t−1))

(para los detalles ver Ejemplo 2.4.11). A lo largo de la Tesis, el grupo más grande que actúa

sobre T(K) es PGL2(K). Por otro lado, para el grupo Γ = SL2

(
Fq[t]

)
tenemos su subgrupo

de transformaciones de Moebius asociado τΓ
∼= PSL2

(
Fq[t]

)
, donde τΓ está descrito en la Ob-

servación 2.8.15 y el grafo cociente τΓ\T(K) es el de la Figura 3.1 [14, §II.2.3]. Los vértices

An, con n = 0, 1, 2 . . . corresponden a las órbitas de las bolas B[−n]
0 , o equivalentemente, a

las órbitas de los órdenes maximales Dn∞, para n ∈ N ∪ {0} [3, §2]. Recordemos que para

para a ∈ P1(K) y B ∈ T(K), el único rayo que tiene origen en B y se dirige a a es denotado

por ]a,B]. El único camino maximal determinado por el par {0,∞} es denotado por ]0,∞[,

es decir, el conjunto de vértices de ]0,∞[ es
{
B

[r]
0 : r ∈ Z

}
. El rayo

]
∞, B[0]

0

]
es aquel cuyo

conjunto de vértices es
{
B

[−r]
0 : r ∈ N ∪ {0}

}
.
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Definición 3.1.1. [14, §II,2.4.1] Sea B un vértice del árbol de Bruhat-Tits T(K). Decimos que

B es un vértice de tipo n si está en la preimagen del vértice An del rayo τΓ\T(K).

Proposición 3.1.2. En T(K), para cada vértice de tipo 0, sus vecinos son vértices de tipo 1.

Cada vértice de tipo n ≥ 1 tiene sólo un vecino de tipo n + 1, y el resto de sus vecinos son de

tipo n− 1.

Demostración. Supongamos que B ∈ T(K) es un vértice de tipo 0, esto es, existe τ ∈ τΓ

tal que τ.B = B
[0]
0 . Sea {B1, . . . , Bq, B

c} la partición de P1(K) definida por B. Como en

el cociente τΓ\T(K) el único vecino de A0 es A1, se tiene que existen transformaciones de

Moebius τ1, . . . , τq, τq+1 ∈ τΓ que cumplen la igualdad:

τ1τ(B1) = τ2τ(B2) = . . . τqτ(Bq) = τq+1τ(Bc) = B
[−1]
0 .

Con esto se tiene que todos los vecinos de B son de tipo 1. Para el caso de los vértices

de tipo n ≥ 1, antes hay que notar que el vértice B[−n]
0 tiene como conjunto de vecinos a{

B
[−n+1]
0 , B

[−n+1]
a1tn , . . . , B

[−n+1]
aq−1tn , B

[−n−1]
0

}
. Eligiendo traslaciones del tipo τi(z) = z − aitn, es

posible enviar cada una de las bolas B[−n+1]
a1tn , . . . , B

[−n+1]
aq−1tn a B[−n+1]

0 . Ahora si B es un vértice

de tipo n ≥ 1, entonces existe τ ′ ∈ τΓ tal que τ ′.B = B
[−n]
0 , en particular, manda a los vecinos

de B en los vecinos de B[−n]
0 . Como los vértices B[−n−1]

0 y B[−n+1]
0 están en órbitas distintas y

son del tipo n+ 1 y n− 1 respectivamente, esto concluye la demostración.

Corolario 3.1.2.1. Para cada vértice B de tipo 1 en T(K) existe un único rayo con conjunto de

vértices {Bn}∞n=1 que comienza en B1 = B, donde Bn es un vértice de tipo n.

Observación 3.1.3. Sea τΓ′ un subgrupo normal de τΓ. por lo discutido en el Capítulo 2.3, el

grupo cociente τΓ/τΓ′ actúa sobre τΓ′\T(K) con cociente τΓ\T(K). En particular, τΓ′\T(K)

es un cubrimiento ramificado de τΓ\T(K). Sean B y B′ dos vértices de T(K) que están en la

misma τΓ′-órbita. Al ser τΓ′ subgrupo de τΓ, se tiene que las órbitas de B y B′ en τΓ\T(K) son

iguales. Luego el tipo de un vértice en τΓ′\T(K) está bien definido.

44



• ?
A0 A1 A2

∞• •

Figura 3.1: Grafo cociente τΓ\T(K).

3.1.1 Los grafos cocientes τE(V )∗\T(K) y τΓN
\T(K)

Sea V ⊆ X el abierto definido en el Ejemplo 2.7.10. Para el divisor de ceros DN del polinomio

no constante N ∈ Fq[t] se define el orden de Eichler E = M2

(
OX
)
∩DDN , donde

DDN =

 OX LDN

L−DN OX


es un orden maximal descompuesto. De las igualdades

LDN (V ) =
1

N
Fq[t] y L−DN (V ) = NFq[t]

se tiene la igualdad E(V ) =

 Fq[t] Fq[t]

NFq[t] Fq[t]

. Es evidente que E(V ) ⊆ M2

(
Fq[t]

)
y

E(V )∗ ⊆ GL2

(
Fq[t]

)
. Por otro lado, sea el homomorfismo de grupos:

%N : GL
(
Fq[t]

)
→ GL2

(
Fq[t]/NFq[t]

)
definido por, a b

c d

 7→
 a (mod N) b (mod N)

c (mod N) d (mod N)

 =

 a b

c d

 (mod N),

denotamos por ΓN el núcleo %N . Como

ΓN =


 a b

c d

 ∈ GL2

(
Fq[t]

)
:

 a b

c d

 ≡
 1 0

0 1

 (mod N)

 ,

se tiene que ΓN es subgrupo normal de E(U)∗ y de Γ.

El siguiente Lema es de ayuda en la construcción de grupos cocientes deM(K).
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Lema 3.1.4. Sean G, H grupos y ψ : G→ H un epimorfismo de grupos. Si N es un subgrupo

normal de G, entonces ψ(N) es un subgrupo normal de H .

Demostración. Para cualquier h ∈ H existe g ∈ G tal que ψ(g) = h. Luego:

hψ(N)h−1 = ψ(g)ψ(N)ψ(g)−1

= ψ(g)ψ(N)ψ(g−1)

= ψ(gNg−1)

= ψ(N).

Por lo tanto ψ(N) es un subgrupo normal de H .

Observación 3.1.5. El objetivo en los capítulos siguientes es calcular τE(V )∗\T(K). Para dicho

fin, se recurre al hecho de que τΓN\T(K) es un recubrimiento ramificado de τE(V )∗\T(K).

Como ΓN es un subgrupo normal de E(V )∗, por el Lema 3.1.4 el grupo τE(V )∗ tiene a τΓN

por subgrupo normal. Una forma de simplificar el análisis es estudiando la acción del grupo

cociente τE(V )∗/τΓN sobre el grafo cociente τΓN\T(K), para después aplicar el Lema 2.2.3. El

cálculo de τΓN\T(K) es más simple dado que ΓN es subgrupo normal de Γ.

Un resultado que ayudará a cumplir este propósito es el siguiente:

Teorema 3.1.6. Para cualquier X-orden D que cumple D(V ) = M2

(
Fq[t]

)
, se tiene que el

estabilizador de D∞ en GL2 (Fq[t]) es F∗qD
(
X
)∗.

Demostración. Como todo σ ∈ GL2

(
Fq[t]

)
cumple σD(V )σ−1 = D(V ), entonces tenemos

σK∗ ∈ StabPGL2(Fq [t])(D∞) es equivalente a que σDpσ
−1 = Dp, para todo p ∈ |X|. Por el

Teorema 2.5.10, se tiene que σ ∈ Fq(t)∗pD
∗
p. Luego σ = λpρp, con λp ∈ Fq(t)∗p, ρp ∈ D∗p. En

particular, det(σ) = λ2
p det(ρp). Como det(σ) ∈ O∗p en casi todo lugar p, lo mismo se tiene

de λp. Se define a continuación el divisor D =
∑

p νp(λp)p. Por la igualdad del determinante

anterior se tiene la identidad 2D = (det(σ)). Luego D es de grado 0 y D = (f), para algún

f ∈ Fq(t)∗. Se sigue que f−1σ ∈ D∗p, para todo p. Lo anterior equivale a f−1σ ∈ D
(
X
)∗, es

decir σ ∈ Fq(t)∗D
(
X
)∗.
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Ejemplo 3.1.7. Para el caso q = 2, que asumiremos en el Capítulo 3, se tiene GL2

(
F2[t]

)
= Γ.

Mediante el homomorfismo %N y el primer Teorema de isomorfía, es claro el homomorfismo

inyectivo

Γ/ΓN ↪→ ∆N,2,

donde ∆N,2 = SL2

(
F2[t]/NF2[t]

)
. Es más, por el Teorema de Aproximación Fuerte (Teorema

2.6.7), se tiene el isomorfismo Γ/ΓN ∼= ∆N,2. Este resultado es de ayuda en las Secciones 4.1,

4.2 y 4.3.

3.2 S-grafos y C-grafos

Esta sección sirve como motivación de porqué es importante la acción del árbol de Bruhat-Tits

bajo ciertos subgrupos de transformaciones de Moebius.

Para unX-orden D en M2(F ), donde F = Fq(t) es el cuerpo global de funciones racionales

de la Sección 2.7, el S-grafo se define como el cociente S∞(D) = Γ0\T
(
Fq((t−1))

)
, donde el

grupo Γ0 = F∗qD(V )∗/F∗q se identifica con el subgrupo τD(V )∗ de transformaciones de Moebius.

En un contexto más general, los S-grafos son estudiados inicialmente por Serre y definidos por

grupos de unidades de órdenes maximales en un lugar p arbitrario. El C-grafo se define como

el cociente C∞
(
M2(OX)

)
= Γ′0\T

(
Fq((t−1))

)
donde Γ′0 es el estabilizador en PGL2(K) del

orden M2

(
Fq[t]

)
. Para un orden F de rango maximal, que es maximal en el lugar ∞ y que

además cumple la condición F(V ) = M2

(
Fq[t]

)
, el orden maximal F∞ se identifica con un

vértice del árbol de Bruhat-Tits T
(
F((t−1))

)
y la clase de conjugación de F mediante Γ′0 se

identifica con un vértice de C∞. Como en esta Tesis sólamente se trabaja con el lugar ∞ de

grado 1, se tiene que S∞ y C∞ son isomorfos en el caso del orden M2(OX), siendo isomorfos

a su vez con el grafo de la Figura 3.1. [2], [3].Una consecuencia del Teorema de Grothendieck-

Birkhoff es la siguiente:

Teorema 3.2.1. Asumiendo que X = P1 es la recta proyectiva, todo X-orden maximal D es

descompuesto.
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Definición 3.2.2. El nivel de un X-orden de Eichler E como el divisor

λ(E) =
∑
P∈|X|

d
(
DP ,D

′
P )P,

donde d
(
DP ,D

′
P ) es la distancia de los órdenes DP y D′P vistos como vértices del árbol de

Bruhat-Tits T(FP ).

Por lo discutido en la Sección 2.7, es claro que d
(
DP ,D

′
P ) = 0 para caso todo P . Además

λ(E) es un divisor efectivo. Desde un punto de vista geométrico, E se puede ver como una

cuadrícula en el producto de árboles ΠQT(FQ), donde Q recorre los lugares de F que cumplen

d
(
DQ,D

′
Q) > 0. En un contexto más general, para un orden D, ya sea maximal o de Eichler,

sobre una curva proyectiva no singular, su C-grafo es un cociente de su S-grafo [3]. Como

ya sabemos, los vértices de un C-grafo están en correspondencia con clases de conjugación de

órdenes. La importancia de calcular el S-grafo de un orden es que nos permite enteder de mejor

manera la estructura del C-grafo que lo recubre.

3.3 Cálculo del grafo cociente τE(V )∗\T(K) asociado a un poli-

nomio lineal.

En esta sección se encuentran los cálculos explícitos asociado a un polinomio lineal. El re-

sultado principal es que el camino maximal ]0,∞[ es un dominio fundamental de la acción de

τE(V )∗ sobre T(K).

Consideramos el cuerpo local K de la Sección 3.1. Sea N = t − α, cuyo divisor de ceros

es DN = [α : 1]. El objetivo es calcular el grafo cociente τE(V )∗\T(K), donde el grupo E(V )∗

está descrito en detalle en la Sección 3.1.1. Por la Observación 3.1.5, partimos estudiando la

acción de τΓN en T(K). Para fijar la notación, en lo que sigue τ = τσ(z) es la transformación

de Moebius que corresponde a la matriz σ ∈ GL2

(
Fq[t]

)
. En este capítulo, la inversión es
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ι(z) = z−1. Es fácil observar que

 0 1

1 0

 /∈ ΓN .

Sea a ∈ K tal que |a| > 1 (Figura 3.2.A). El elemento a es de la forma

a =

−νK(a)∑
j=0

ajt
j +

∞∑
i=1

a−it
−i,

donde al ∈ Fq para todo entero l ≤ −νK(a) y a−νK(a) 6= 0. Sea a′ =
∑−νK(a)

j=0 ajt
j la parte

polinomial de a. Por el algoritmo de la división de polinomios, se tiene a′ = Nb + b′, donde

b ∈ Fq[t] y b′ ∈ Fq. Definiendo f = Nb, se tiene que γ =

 1 −f

0 1

 ∈ ΓN y |τγ(a)| ≤ 1.

En particular,

τγ.
[
B

[−νK(a)]
0 , B

[νK(τγ(a))]
a

]
=
[
B

[−νK(a)]
0 , B

[νK(τγ(a))]
0

]
y

τγ.
]
a,B

[νK(τγ(a))+1]
a

]
=
]
τγ(a), B

[νK(τγ(a))+1]

τγ(a)

]
,

tal como se muestra en la Figura 3.2.B. Si ocurre el caso τγ(a) = 0, entonces el proceso se ve

tal como muestra la Figura 3.2.C.

Como se dijo al principio, la ventaja de que ΓN sea un subgrupo normal de Γ es que se

pueden aprovechar las simetrías de T(K) que no están en τΓN , ya que para todo µ ∈ Γ se cumple

µΓNµ
−1 = ΓN . La condición de normalidad se aprovecha en el caso de un elemento a ∈ K

que satisface |a| < 1 (Figura 3.3.A), quedando |ι(a)| > 1. Por lo ya discutido en el párrafo

anterior, existe una traslación τ = τσ con σ ∈ ΓN , tal que |τι(a)| ≤ 1 y τ.B[s]
ι(a) = B

[s]
0 , para todo

−νK(a) ≤ s ≤ νK(τι(a)) y siendo νK(τι(a)) maximal con esta propiedad. Por otro lado, existe

φ ∈ ΓN tal que ιτ ι = τφ. Si τι(a) = 0, entonces τφ cumple τφ.B
[νK(a)+s]
a = B

[νK(a)−s]
0 para

0 ≤ s (Figura 3.3.C). Si 0 < |τι(a)| < 1, entonces |τφ(a)| > 1 y τφ.B
[νK(a)+s]
a = B

[νK(a)−s]
0 ,

para 0 ≤ s ≤ νK(a) + νK(τι(a)). En otras palabras, se cumple

τφ.
[
B

[νK(a)]
0 , B

[2νK(a)+νK(τι(a))]
a

]
=
[
B

[−νK(τι(a))]
0 , B

[νK(a)]
0

]
y

τφ.
]
a,B

[2νK(a)+νK(τι(a))+1]
a

]
=
]
τφ(a), B

[−νK(τι(a))+1]
τφ(a)

]
.
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Figura 3.2: Acción de la traslacion τγ ∈ τΓN sobre T(K).

El detalle geométrico está el la Figura 3.3.B. Para el caso |τι(a)| = 1, procedemos como en el

siguiente párrafo.

Si |a| = 1 (Figura 3.4.A), entonces existe a0 ∈ F∗q tal que |a − a0| < 1. Con ayuda

de la transformación de Moebius τσ(z) = z − a0 se tiene la igualdad |τσ(a)| = |a − a0| y

τσ.B
[s]
a0 = B

[s]
0 , con 0 ≤ s ≤ νK(τσ(a)). Sea τφ ∈ τΓN la transformación de Moebius del

párrafo anterior. La conjugación τε = τ−1
σ τφτσ es un elemento de τΓN y cumple la igualdad de

bolas τε.B
[νK(τσ(a))+s]
a = B

[νK(τσ(a))−s]
a0 para 0 ≤ s ≤ νK(τσ(a)). Si τφτσ(a) = ∞, entonces

la transformación τε satisface τε.
]
a,B

[νK(τσ(a))]
a

]
=
]
∞, B[νK(τσ(a))]

a

]
(Figura 3.4.C). En caso

contrario, existe r0 > 0 maximal con la propiedad

τε.
[
B[νK(τσ(a))]
a , B[2νK(τσ(a))+r0]

a

]
=
[
B

[−r0]
0 , B[νK(τσ(a))]

a

]

y además

τε.
]
a,B[2νK(τσ(a))+r0+1]

a

]
=
]
τε(a), B[−r0+1]

a

]
.

Por principio de dominancia, |τε(a)| = |τφτσ(a)| > 1 (Figura 3.4.B).

Sea P = ({p}, ∅, ∅, ∅, ∅) el grafo que consiste solamente en el vértice p, sin aristas. Para los

rayos
]
ai, B

[0]
0

]
, con ai ∈ Fq, sea Q el grafo que consiste en la suma amalgamada de los rayos]

ai, B
[0]
0

]
con respecto a la familia de morfismos de grafos Ti : P →

]
ai, B

[0]
0

]
definidos por

TiV (p) = B
[0]
0 [4, §2]. Es evidente que el grafo Q es un árbol. Su estructura viene dada por la

Figura 3.5. El análisis anterior es necesario para demostrar lo siguiente:

Proposición 3.3.1. El grafo cociente τΓN\T(K) es isomorfo a Q.
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Figura 3.3: Acción de la transformación τφ ∈ τΓN sobre T(K).
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Figura 3.4: Acción de la transformación τε ∈ τΓN sobre T(K).

Demostración. Sea B = B
[l]
a ∈ T(K) un vértice. Probaremos primero que hay un vértice

de la órbita de B en el conjunto Q. Si a ∈ Fq, entonces B es un vértice de Q. Si l ≤ 0,

entonces ya se sabe por la discusión anterior que existe una traslación τγ , con γ ∈ ΓN , tal que

τγ.B
[0]
a ∈

[
B

[0]
0 ,∞

[
, por lo que lo mismo ocurre para la bola B que contiene a B[0]

a . Esto reduce

la demostración a los vértices B = B
[l]
a para los cuales l > 0. Si |a| > 1, entonces existe

traslación τγ ∈ τΓN tal que τγ.B
[0]
a = B

[0]
0 , τγ.B

[l]
a = B

[l]
τγ(a) y |τγ(a)| ≤ 1. Ergo, sin pérdida de

generalidad, se puede asumir 0 < |a| ≤ 1. El resto de la demostración se divide en dos partes:

(i) Sea |a| < 1. Se puede suponer 0 < νK(a) < l y la bola B[νK(a)]
0 es vértice común

de los rayos
]
a,B

[νK(a)]
0

]
y
]
0, B

[νK(a)]
0

]
. Sea τφ ∈ τΓN que cumple |τφ(a)| > 1 y

τφ.B
[νK(a)+s]
a = B

[νK(a)−s]
0 , para 0 ≤ s ≤ νK(a). En el caso de que τφ(a) = ∞, au-

tomáticamente la bola τφ.B es un vértice del rayo
]
∞, B[νK(a)]

0

]
. En otro caso, existe

r0 > 0 maximal con la propiedad τφ.
[
B

[νK(a)]
0 , B

[2νK(a)+r0]
a

]
=
[
B

[−r0]
0 , B

[νK(a)]
0

]
. La

demostración concluye si νK(a) ≤ l ≤ 2νK(a) + r0. En el caso de que 2νK(a) + r0 < l,

entonces se tiene τφ.
[
B

[2νK(a)+r0+1]
a , B

[l]
a

]
=
[
B

[−r0+1]
τφ(a) , B

[l−2νK(a)−2r0]
τφ(a)

]
. En esta última
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situación el algoritmo de la división nos permite considerar una traslación τγ ∈ τΓN

que satisface |τγτφ(a)| ≤ 1 y τγ.
[
B

[−r0]
0 , B

[νK(τγτφ(a))]

τφ(a)

]
=
[
B

[−r0]
0 , B

[νK(τγτφ(a))]
0

]
. Si

νK(τγτφ(a)) =∞ o −r0 + 1 ≤ l− 2vK(a)− 2r0 ≤ νK(τγτφ(a)), entonces τγτφ.B es un

vértice del rayo
]
0, B

[−r0]
0

]
o del camino

[
B

[−r0]
0 , B

[νK(τγτφ(a))]
0

]
y la demostración con-

cluye. En otro caso 0 ≤ νK(τγτφ(a)) <∞ y νK(τγτφ(a))+2νK(a)+2r0 < l. El en caso

de que |τγτφ(a)| < 1, la transformación τγτφ cumple τγτφ.B = B
[l−2νK(a)−νK(τγτφ(a))−2r0]

τγτφ(a)

y vuelve a reanudarse el proceso. El caso |τγτφ(a)| = 1 se estudia de manera independi-

ente como sigue a continuación.

(ii) Sea |a| = 1. Si a ∈ F∗q , entonces la bola B ya pertenece a una de las cúspides del

tipo
]
a′, B

[0]
0

]
, para algún a′ ∈ F∗q , y la demostración concluye. Si a /∈ F∗q , existe

un único a0 ∈ F∗q tal que |a − a0| < 1. Considere la transformación de Moebius

τε ∈ τΓN que cumple |τε(a)| ≥ 1 y τε.
[
B

[νK(a−a0)]
a0 , B

[2νK(a−a0)]
a

]
=
[
B

[νK(a−a0)]
a0 , B

[0]
0

]
.

Si τε(a) = ∞, entonces τε.B es un vértice del rayo
]
∞, B[νK(a−a0)]

a

]
y la demostración

concluye. Si 1 < |τε(a)| < ∞, entonces existe r0 > 0 que cumple la condición

τε.
[
B

[νK(a−a0)]
a0 , B

[2νK(a−a0)+r0]
a

]
=
[
B

[−r0]
0 , B

[νK(a−a0)]
a0

]
. Puede considerarse a r0 > 0

maximal con esa propiedad. La demostración concluye cuando se cumple la condición

νK(a − a0) + 1 ≤ l ≤ 2νK(a − a0) + r0, en caso contrario se procede como en (i). En

el caso de que se tenga la igualdad |τε(a)| = 1 se repite nuevamente el mismo proced-

imiento.

Para ver que este proceso avanza, tenemos el Lema:

Lema 3.3.2. Si B es un vértice de T(K) tal que d(B,Q) = 1, entonces existe B′ en la órbita

de B tal que B′ es un vértice del árbol Q.

Demostración. Sea B = B
[r]
a . Si |a| > 1, entonces νK(a) = r − 1 < 0. Por lo visto an-

teriormente, existe una traslación τγ tal que γ ∈ ΓN y |τγ(a)| ≤ 1. En particular, ya vimos

que τγ.B
[s]
a = B

[s]
0 para todo −νK(a) ≤ s ≤ νK(τγ(a)). La bola τγ.B es un vértice del ár-

bol Q. Si |a| = 1, entonces existe a0 ∈ F∗q tal que la bola B es vecina a la bola B[νK(a−a0)]
a0 .
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Es evidente que νK(a − a0) > 0, en particular r = νK(a − a0) + 1. Considerando la trans-

formación de Moebius τφ ∈ τΓN que cumple la propiedad de la Figura 3.4 y |τφ(a)| ≥ 1,

se tiene que τφ.B = B
[νK(a−a0)−1]
a0 es una bola del árbol Q. Finalmente si |a| < 1, entonces

νK(a) > 0 y r = νK(a) + 1. Por lo visto anteriormente, existe τφ ∈ τΓN tal que |τφ(a)| > 1 y

τφ.B
[νK(a)+s]
a = B

[νK(a)−s]
0 , para 0 ≤ s ≤ νK(a). La bola τφ.B = B

[r−2]
0 pertenece al grafo Q.

Para la demostración del caso general, que sigue por inducción, asume que la afirmación es

cierta para los vértices del árbol T(K) que están a distancia m del árbol Q. Supongamos que

B está a distancia m + 1 de Q. Existe una sucesión de vértices {Bi}m+1
i=1 donde B1 es el único

vértice de Q, se cumple d(Bi, Bi+1) = 1 para 1 ≤ i ≤ m y d(Bm+1, B) = 1. Consideramos

la transformación de Moebius τ ′ ∈ τΓN que satisface τ ′.B2 ∈ Q. Si ocurre el caso de que

τ ′.Bi ∈ V (Q) para todo índice i, entonces la demostración concluye. En caso contrario, sea

i0 > 1 el menor índice tal que τ ′.Bi0 /∈ V (Q). Como T(K) no puede tener ciclos por ser un

árbol, entonces para 1 ≤ i < i0 se tiene que τ ′.Bi ∈ V (Q) y para i0 ≤ i ≤ m + 1 los vértices

τ ′.Bi no son parte del árbol Q. En ese caso, d(τ ′.B,Q) ≤ m− 1 y se sigue por inducción que

existe τ ′′ ∈ τΓN tal que τ ′′τ ′.B es un vértice de Q. Eso finaliza la demostración.

Falta demostrar que los vértices del candidato a grafo cociente están en órbitas disjuntas

bajo la acción de τΓN . En este caso, sean B y B′ dos vértices del grafo Q que están en la

misma órbita, es decir, existe σ ∈ ΓN tal que τσ.B = B′. Sea τσ′ ∈ τΓ el elemento que cumple

τσ′σ.B = τσ′ .B
′ ∈

]
∞, B[0]

0

]
. Como τσ′σ.B = τσ′ .B

′, entonces B y B′ deben ser del mismo

tipo. Por otro lado, para cada a ∈ Fq, el elemento µ =

 0 1

1 −a

 cumple con τµ ∈ τΓ, y

τµ(a) = ∞; en particular, τµ.
]
a,B

[0]
0

]
=
]
∞, B[0]

0

]
. Lo anterior quiere decir que los vértices

del rayo
]
a,B

[0]
0

]
son de tipos distintos, a saber, B[n]

a ∈
]
a,B

[0]
0

]
es un vértice de tipo n. Como

B y B′ son vértices del mismo tipo, entonces, o se cumple que B = B′, o existen b, b′ ∈ Fq

distintos tales que B = B
[n]
b y B′ ∈

{
B

[n]
b′ , B

[−n]
0

}
, con n > 0. La demostración concluye

verificando que los extremos del grafo Q se encuentran en órbitas disjuntas bajo la acción de
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Figura 3.5: El árbol Q.

τΓN . En efecto, sea µ′ =

 1 + xN yN

uN 1 + vN

 ∈ ΓN . Si u = 0, entonces τµ′(∞) =∞; y en

caso de que u 6= 0, se tiene que τµ′(∞) =
x

u
+

1

uN
/∈ Fq. Ahora, sean x0, y0 ∈ Fq que cumplen

y0 = τµ′(x0). La última igualdad es equivalente a que y0(uNx0 +1+vN) = (1+xN)x0 +yN .

Evaluando en t = α, queda la igualdad x0 = y0. Por lo tanto, si τµ′ .B = B′, entonces B = B′

y con esto se concluye que el grafo Q es un dominio fundamental de T(K) bajo la acción de

τΓN .

El grafo τΓN\T(K) es un cubrimiento ramificado de τE(V )∗\T(K). Notemos que se tiene el

siguiente isomorfismo:

E(V )∗/ΓN ∼= ΩN :=

 F∗q Fq

F∗q

 .

Podemos conocer más acerca del grupo τΩN gracias al siguiente Lema:

Lema 3.3.3. El grupo de transformaciones de Moebius τΩN es isomorfo al cociente τE(V )∗/τΓN .

Demostración. Si consideramos los epimorfismos E(V )∗ � τE(V )∗/τΓN y E(V )∗ � τΩN

definidos por σ 7→ τστΓN y σ 7→ τσ, donde σ es la imagen de σ en ΩN , entonces existe un

único isomorfismo τE(V )∗/τΓN → τΩN .

Por el Lema 2.2.3 y 3.3.3, se tiene que un grupo que actúa sobre τΓN\T(K) es τΩN y el

grafo cociente en este caso es τE(V )∗\T(K).
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Proposición 3.3.4. El grafo cociente τE(V )∗\T(K) es isomorfo al camino maximal ]0,∞[. Más

aún, ]0,∞[ es un dominio fundamental para la acción de τE(V )∗ en T(K).

Demostración. Sea B ∈ V (τΓN\T(K)) un vértice de tipo n que no está en ]0,∞[. El vértice

B es de la forma B = B
[n]
a , donde a ∈ F∗ y n ∈ N. La traslación τγ(z) = z − a cumple con

τγ(a) = 0 y τγ.B = B
[n]
0 . Se tiene así que τγ.

[
B

[0]
0 , B

[n]
a

]
=
[
B

[0]
0 , B

[n]
0

]
. Para finalizar, hay que

demostrar que los vértices de ]0,∞[ están en órbitas distintas. Sean B,B′ dos bolas de árbol

del camino maximal ]0,∞[ que se encuentran en la misma órbita, es decir, existe σ ∈ E(V )∗

tal que τσ.B = B′. Sean D y D′ dos X-órdenes tales que D(V ) = D′(V ) = M2

(
Fq[t]

)
.

Además supongamos D∞ y D′∞ son los órdenes maximales en M2(K) asociados a las bolas

B y B′, respectivamente. Al ser B,B′ vértices del camino maximal ]0,∞[, existen n, n′ ∈ N

tales que D = Dn∞ y D′ = Dn′∞. Del Teorema 2.7.11 se concluye que n′ = −n y por

la Observación 2.8.5, en alguna base de K2, los órdenes maximales D∞ y D′∞ lucen como

D∞ =

 Fq[[t−1]] t−nFq[[t−1]]

tnFq[[t−1]] Fq[[t−1]]

 y D′∞ =

 Fq[[t−1]] tnFq[[t−1]]

t−nFq[[t−1]] Fq[[t−1]]

. Se sigue que

la igualdad τσ.B = B′ es equivalente a σD∞σ−1 = D′∞. Como

D∞ =

 t−n 0

0 1

M2

(
Fq[[t−1]]

) tn 0

0 1

 ,

D′∞ =

 tn 0

0 1

M2

(
Fq[[t−1]]

) t−n 0

0 1

 ,

la igualdad σD∞σ−1 = D′∞ es equivalente a que

 t−n 0

0 1

σ

 t−n 0

0 1

 ∈ Fq((t−1))∗GL2

(
Fq[[t−1]]

)
.
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Figura 3.6: Grafo cociente τE(V )∗\T(K).

Es decir, existen z ∈ Fq((t−1))∗ y µ ∈ GL2

(
Fq[[t−1]]

)
tal que

 t−n 0

0 1

σ

 t−n 0

0 1

 = zµ.

Como det(σ) ∈ F∗q y det(µ) ∈ Fq[[t−1]]∗, se tiene que |z| = |t−n|. Si suponemos la igualdad

matricial σ =

 a b

cN d

, entonces

 at−n b

cN dtn

 = uµ, con u ∈ Fq[[t−1]]∗. Del hecho

que d ∈ Fq[t] y µ ∈ GL2

(
Fq[[t−1]]

)
, se tiene d = 0. Por lo tanto, det(σ) = bcN , lo cual

contradice el hecho de que det(σ) ∈ F∗q .
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Capítulo IV

Grafos cocientes asociados a un polinomio

cuadrático.

4.1 El caso N ∈ F2[t] cuadrático reducible con raíces distin-

tas.

En esta Sección se presentan los cálculos explícitos para la obtención del grafo cociente asoci-

ado a un polinomio de grado 2 en F2[t] con raíces distinces distintas en F2.

Desde ahora hasta el final de la Tesis, nos restringimos al caso q = 2, es decir, el trabajo se

realiza sobre el cuerpo local K = F2((t−1)). En esta Sección, N es un polinomio cuadrático

con raíces distintas en el cuerpo F2. Podemos asumir que DN = [0 : 1] + [1 : 1]. Por el

resultado de la Subsección 3.1.1, se tiene que N = t(t + 1). Aquí se cumplen las condiciones

del Ejemplo 3.1.7. Para el cálculo de τE(V )∗\T(K), el método utilizado es el descrito en la

Observación 3.1.5.

Lema 4.1.1. Se cumple el isomorfismo ∆N,2
∼= SL2 (F2)× SL2(F2).

Demostración. Es una consecuencia del Teorema chino de los restos y del Teorema de Aprox-

imación Fuerte para SL2

(
F2(t)

)
(Teorema 2.6.7).
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Del Lema anterior, |∆N,2| = 36. Por otro lado, |E(V )∗/ΓN | = 4 con las siguientes matrices

como elementos de E(V )∗/ΓN :

 1 0

0 1

 ,

 1 1

0 1

 ,

 1 T

0 1

 ,

 1 T + 1

0 1

 ,

donde T es la imagen de t ∈ F2[t] en F2[t]/NF2[t].

Observación 4.1.2. Para entender cómo trabaja el isomorfismo anterior, veamos que la ima-

gen de

 T + 1 1

T 1

 ∈ ∆N,2 es el par


 1 1

0 1

 ,

 0 1

1 1


. Es decir, en la primera

coordenada se ve la matriz

 t+ 1 1

t 1

 módulo t y en la segunda coordenada se ve módulo

t + 1. Mediante las formas de Jordan, encontramos los posibles órdenes de los elementos de

SL2 (F2). Sea δ ∈ SL2 (F2) distinto de la matriz identidad y sea pδ(t) = det(tI2 − δ) ∈ F2[t]

su polinomio característico. Esencialmente, tenemos los siguientes casos:

(i) Si a ∈ F∗2 es el único valor propio de δ, entonces δ es conjugada a la matriz

 a 0

1 a

.

(ii) Si pδ(t) no tiene raíces en F2, entonces F2[δ]/F2 es una extensión cuadrática. Se sigue

que F2[δ] ∼= F4.

Del análisis anterior tenemos las posibilidades siguientes:

1. Si δ tiene śolo un valor propio, entonces es de orden 2.

2. Si δ no tiene valores propios, entonces es de orden 3.

En conclusión, los elementos de ∆N,2 tienen orden 1, 2, 3 o 6.

Observación 4.1.3. Es evidente que K es un cuerpo de característica 2 sin raíces de 1 no triv-

iales. De esto se deduce que PSL2(K) = SL2(K)/ {±1} ∼= SL2(K). Más aún, se tienen los

isomorfismos PSL2

(
F2(t)

) ∼= SL2

(
F2(t)

)
y PSL2

(
F2[t]

) ∼= Γ. En particular, las transforma-

ciones de Moebius en τΓ se identifican con matrices del grupo Γ.
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En lo que sigue, HN,2 = E(V )∗/ΓN ⊆ ∆N,2. Más aún, tenemos el siguiente resultado al

respecto:

Proposición 4.1.4. El grupo HN,2 es isomorfo a Z/2Z× Z/2Z.

Demostración. El grupo HN,2 es abeliano y cada uno de sus elementos a excepción de la iden-

tidad tiene orden 2.

De la Observación 4.1.3, el grupo ∆N,2 es isomorfo al cociente ΛN := τΓ/τΓN , en particular

|ΛN | = |∆N,2|. Para una transformación de Moebius τδ ∈ τΓ, denotamos por [τδ] su imagen de

ΛN . La imagen [τδ] es una simetría del grafo cociente τΓN\T(K). Con respecto a la Observación

3.1.5, definimos ΦN := τE(V )∗/τΓN para simplificar los cálculos posteriores, hasta el final de la

Tesis. Los grupos ΦN y HN,2 son isomorfos.

Observación 4.1.5. Si τδ ∈ τΓ satisface [τδ] ∈ StabΛN

(
τΓN .B

[0]
0

)
, entonces por definición,

[τδ] .
(
τΓN .B

[0]
0

)
= τΓN .B

[0]
0 y conversamente. Por el Lema 2.2.3 lo anterior es equivalente a

que existe τµ ∈ τΓN que cumple τµδ ∈ StabτΓ

(
B

[0]
0

)
. Luego se concluye que [τδ] pertenece

a StabΛN

(
τΓN .B

[0]
0

)
sí y sólo si τδ ∈ τµStabτΓ

(
B

[0]
0

)
para algún τµ ∈ τΓN , o de manera

equivalente, [τδ] ∈ StabΛN

(
τΓN .B

[0]
0

)
sí y sólo si [τδ] es igual a la clase de algún elemento de

StabτΓ

(
B

[0]
0

)
. La última equivalencia establece la igualdad siguiente:

∣∣∣StabΛN

(
τΓN .B

[0]
0

)∣∣∣ =
∣∣∣StabτΓ

(
B

[0]
0

)
τΓN/τΓN

∣∣∣ . (4.1)

Del Teorema 3.1.6 y la Observación 2.8.5, StabτΓ

(
B

[0]
0

)
= τSL2(F2), y como también se

cumple la igualdad τΓN ∩ StabτΓ

(
B

[0]
0

)
= {τI2}, se tiene que

∣∣∣StabΛN

(
τΓN .B

[0]
0

)∣∣∣ = 6. De

la Proposición 2.2.1 se deduce finalmente la igualdad
∣∣∣ΛN .

(
τΓN .B

[0]
0

)∣∣∣ = 6 para el vértice

τΓN .
(
B

[−1]
0

)
, que es de tipo 1. La cantidad de elementos de StabΛN

(
τΓN .B

[−1]
0

)
se calcula de
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la misma manera, con la salvedad de que:

StabτΓ

(
B

[−1]
0

)
=

τδ : δ ∈

 1 F2 ⊕ F2t

0 1


 .

Como
∣∣∣StabτΓ

(
B

[−1]
0

)∣∣∣ = 4, por la Proposición 2.2.1 se tiene
∣∣∣ΛN .

(
τΓN .B

[−1]
0

)∣∣∣ = 9. Me-

diante un argumento similar al ocupado en la Sección 3.3, se demuestra que τΓN\T(K) posee

una cúspide que comienza en la τΓN -órbita de B[−1]
0 . En el cubrmiento τΓN\T(K)→ τΓ\T(K)

los vértices de tipo n ≥ 2 son no ramificados, es más, los únicos vértices que son ramificados

son los de tipo 0 y 1, porque la transformación de Moebius τI2 es el único elemento de τΓN en

los estabilizadores de B[0]
0 y B[−1]

0 . Por otro lado, la ΛN -órbita de τΓN .B
[0]
0 tiene 6 elementos y

la la ΛN -órbita de τΓN .B
[−1]
0 tiene 9 elementos. Para determinar el grafo cociente τΓN\T(K) se

denota por v1, v2, v3, v4, v5, v6 los vértices de tipo 0 del grafo τΓN\T(K), o sea, las imágenes

de las bolas τδ.B
[0]
0 y w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7, w8, w9 las imágenes de las bolas τδ.B

[−1]
0 . El

siguiente resultado es producto de la discusión de este párrafo:

Proposición 4.1.6. El grafo τΓN\T(K) es bipartido. Cada vértice de tipo 0 y 1 tiene valencia 3.

La Proposición anterior implica que cada vértice vi tiene por vecino (o vecinos) a un vértice

wj . Si [τδ] ∈ ΛN es una simetría de τΓN\T(K), entonces de la Observación 4.1.5 se tiene que

[τδ] .vi = vi′ para algún índice i′ ∈ {1, . . . , 6}. De la misma manera se deduce la permutación

[τδ] .wj = wj′ . Como en ∆N,2 existen elementos de orden 6, entonces existe una simetría [τδ] tal

que permuta los vértices v1, v2, v3, v4, v5, v6 de manera cíclica. Es más, la matriz

 T 1

1 0


tiene orden 6 en ∆N,2. En efecto:
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 T 1

1 0


2

=

 T + 1 T

T 1

 ,

 T 1

1 0


3

=

 T T + 1

T + 1 T

 ,

 T 1

1 0


4

=

 1 T

T T + 1

 ,

 T 1

1 0


5

=

 0 1

1 T

 ,

 T 1

1 0


6

=

 1 0

0 1

 .

Sea σ ∈ Γ una matriz tal que [τσ] es una simetría del grafo cociente τΓN\T(K). En el caso

de [σ] =

 T 1

1 0

, el resultado sigue a continuación:

Proposición 4.1.7. Las simetrías [τσ], [τσ2 ], [τσ3 ], [τσ4 ] y [τσ5 ] no fijan los vértices τΓN .
(
B

[0]
0

)
y τΓN .

(
B

[−1]
0

)
.

Demostración. Afirmar que la simetría [τσ] pertenece al estabilizador de τΓN .
(
B

[0]
0

)
es equiva-

lente a que la imagen de σ en ∆N,2 sea igual a la imagen de algún elemento de SL2(F2). Como

ninguna de las potencias [σ], [σ2], [σ3], [σ4], [σ5] cumple esta condición, entonces se concluye

que [τσi ] no fija a τΓN .
(
B

[0]
0

)
. Por el mismo argumento, tampoco se cumple que las potencias de

[τσ] fijen a τΓN .
(
B

[−1]
0

)
, porque las imágenes en ∆N,2 de los elementos de

 1 F2 ⊕ F2t

0 1


no son iguales a ninguna de las potencias de [σ].
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Figura 4.1: Grafos no isomorfos que posiblemente representan al grafo cociente τΓN\T(K),
asociado a N = t(t+ 1) .
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Figura 4.2: 12-ciclo del grafo cociente τΓN\T(K), asociado a N = t(t+ 1) .

Si la bola B[0]
0 es un representante del vértice v1 y B

[−1]
0 es un representante del vértice

w1, entonces de la Proposición 4.1.7 se sigue que los vértices v1, v2, v3, v4, v5, v6 forman un

hexágono regular, en el cual el vértice wi se ubica en el lado que tiene por extremos a vi y

vi+1 (Figura 4.2). Si τσi .B
[0]
0 tiene por imagen al vértice vi, entonces se cumple el siguiente

resultado:

Corolario 4.1.7.1. Los vértices v1, v2, v3, v4 v5 y v6 de τΓN\T(K) cumplen [τσi ] .v1 = vi+1

para i = 1, 2, 3, 4, 5 y [τσ] .v6 = v1. En particular, [τσ] define una rotación en τΓN\T(K).

Una interrogante hasta aquí abierta, es saber cuál es la representación del grafo cociente

τΓN\T(K). En la figura 4.1 se muestra a dos grafos no isomorfos entre sí. La consecuen-

cia principal del Corolario 4.1.7.1, es que el grafo de la Figura 4.1.A es el que representa a

τΓN\T(K), donde cada diagonal contiene un vértice de tipo 1. La ubicación de los vértices v1,

v2, v3, v4, v5, v6, w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7, w8 y w9 se muestran en la Figura 4.4. En la Figura

4.3 se muestra cómo la rotación permuta los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K).

Observación 4.1.8. Ahora es necesario encontrar la ubicación de los representantes de los
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Figura 4.3: Rotación del grafo cociente τΓN\T(K) para N = t(t+ 1) vía [τσ].
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Figura 4.4: Grafo cociente τΓN\T(K) para N = t(t+ 1).

vértices v1, v2, v3, v4, v5 y v6. Aunque es evidente que por cada vértice existen infinitos rep-

resentantes, el hecho de que en ΛN exista un elemento de orden 6 ayuda no sólo a simplificar

los cálculos, sino que también a entregar una colección de representantes que serán ocupados

de manera sistemática con la Observación 4.1.5, de aquí hasta el final de la Tesis. Considere

la transformación de Moebius τσ(z) =
tz + 1

z
, un levantamiento de la simetría [τσ], donde

σ =

 t 1

1 0

. Primero, para encontrar los puntos fijos de τσ, es necesario estudiar la ecuación

τσ(z) = z. La última igualdad es equivalente a z2 +tz+1 = 0. El polinomio p(z) = z2 +tz+1

tiene por derivada p′(z) = t, luego en caso de tener raíces, estas son distintas. Veamos las sigu-

ientes igualdades:
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p(t) = 1,

p(t+ t−1) = t−2,

p(t+ t−1 + t−3) = t−6,

p(t+ t−1 + t−3 + t−7) = t−14,

p(t+ t−1 + t−3 + t−7 + t−15) = t−30,

...

Una raíz de p(z) en F2((t−1)) es z1 = t + t−1 + t−3 + t−7 + t−15 + · · · . Es fácil ver que

z2 = z1 + t también es una raíz. En efecto:

p(z2) = p(z1 + t)

= (z1 + t)2 + t(z1 + t) + 1

= z2
1 + t2 + tz1 + t2 + 1

= z2
1 + tz1 + 1

= 0.

La transformación de Moebius τσ deja invariante al camino maximal que determina el par

{z1, z2}. En la Figura 4.5 se muestra cómo τσ mueve a los vértices de T(K).

A continuación está la lista de los vértices B[0]
0 , τσ.B

[0]
0 , τσ2 .B

[0]
0 , τσ3 .B

[0]
0 , τσ4 .B

[0]
0 y τσ5 .B

[0]
0

y su ubicación en el árbol de Bruhat-Tits T(K).
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Figura 4.5: Acción de τσ en el árbol T(K). Los elementos z1, z2 ∈ K son sus puntos fijos.

1. De las igualdades

τσ(0) =∞,

τσ(1) = t+ 1,

τσ(∞) = t,

|τσ(1)− τσ(∞)| = |1| = 1,

se tiene que τσ.B
[0]
0 = B

[0]
t , de hecho, B[0]

0 y B[0]
t están a distancia 2.

2. De las igualdades

τσ2(0) = t,

τσ2(1) =
t2 + t+ 1

t+ 1
= t+ t−1 + t−2 + t−3 + t−4 + · · · ,

τσ2(∞) =
t2 + 1

t
= t+ t−1,

|τσ2(0)− τσ2(1)| =
∣∣t−1

∣∣ ,
|τσ2(0)− τσ2(∞)| = |t−1|,

|τσ2(1)− τσ2(∞)| = |t−2|,
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se tiene que τσ2 .B
[0]
0 = B

[2]
τσ2 (∞) = B

[2]

t+t−1 .

3. De las igualdades

τσ3(0) =
t2 + 1

t
= t+ t−1,

τσ3(1) =
t3 + t2 + 1

t2 + t+ 1
= t+ t−1 + t−3 + t−4 + t−6 + · · · ,

τσ3(∞) =
t3

t2 + 1
= t+ t−1 + t−3 + t−5 + · · · ,

|τσ3(0)− τσ3(1)| =
∣∣t−3

∣∣ ,
|τσ3(0)− τσ3(∞)| =

∣∣t−3
∣∣ ,

|τσ3(1)− τσ3(∞)| =
∣∣t−4

∣∣ ,

se tiene que τσ3 .B
[0]
0 = B

[4]
τσ3 (∞) = B

[4]

t+t−1+t−3 .

4. De las igualdades:

τσ4(0) =
t3

t2 + 1
= t+ t−1 + t−3 + t−5 + t−7 + · · · ,

τσ4(1) =
t4 + t3 + t2 + 1

t3 + t2 + 1
= t+ t−1 + t−3 + t−6 + t−7 + · · · ,

τσ4(∞) =
t4 + t2 + 1

t3
= t+ t−1 + t−3,

|τσ4(0)− τσ4(1)| =
∣∣t−5

∣∣ ,
|τσ4(0)− τσ4(∞)| =

∣∣t−5
∣∣ ,

|τσ4(1)− τσ4(∞)| = |t−6|,

se tiene que τσ4 .B
[0]
0 = B

[6]
τσ4 (∞) = B

[6]

t+t−1+t−3 .
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5. De las igualdades:

τσ5(0) =
t4 + t2 + 1

t3
= t+ t−1 + t−3,

τσ5(1) =
t5 + t4 + t2 + t+ 1

t4 + t3 + t2 + 1
= t+ t−1 + t−3 + t−7 + t−8 + t−12,

τσ5(∞) =
t5 + t

t4 + t2 + 1
= t+ t−1 + t−3 + t−7 + t−9 + · · · ,

|τσ5(0)− τσ5(1)| =
∣∣t−7

∣∣ ,
|τσ5(0)− τσ5(∞)| =

∣∣t−7
∣∣ ,

|τσ5(1)− τσ5(∞)| =
∣∣t−8

∣∣
se tiene que τσ5 .B

[0]
0 = B

[8]
τσ5 (∞) = B

[8]

t+t−1+t−3+t−7 .

6. De las igualdades:

τσ6(0) =
t5 + t

t4 + t2 + 1
= t+ t−1 + t−3 + t−7 + t−9 + t−13 + t−15 + · · · ,

τσ6(1) =
t6 + t5 + t4 + t+ 1

t5 + t4 + t2 + t+ 1
= t+ t−1 + t−3 + t−7 + t−10 + t−12 + · · · ,

τσ6(∞) =
t6 + t4 + 1

t5 + t
= t+ t−1 + t−3 + t−7 + t−11 + t−15 + · · · ,

|τσ6(0)− τσ6(1)| =
∣∣t−9

∣∣ ,
|τσ6(0)− τσ6(∞)| =

∣∣t−9
∣∣ ,

|τσ6(1)− τσ6(∞)| =
∣∣t−10

∣∣
se tiene que τσ6 .B

[0]
0 = B

[10]
τσ6 (∞) = B

[10]

t+t−1+t−3+t−7 .

Del cálculo anterior se deduce que los vértices B[0]
0 y B[0]

t están a distancia 2, lo mismo

ocurre con los vértices consecutivos τσi .B
[0]
0 y τσi+1 .B

[0]
0 para los enteros n = 1, 2, 3, 4, 5, en

donde los vértices medios entre cada par es de tipo 1.

Por otro lado, por un razonamiento análogo al de la Sección 3.3, cada vértice wj del grafo

τΓN\T(K) posee una cúspide cuyo levantamiento en el árbol T(K) es un rayo que se dirige al

elemento τδ(∞) correspondiente. Lo anterior está expresado en el siguiente Lema:
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Figura 4.6: Representantes de los vértices v1, v2, v3, v4, v5, v6, w1, w2, w3, w4, w5 y w6 en árbol
T(K).

Lema 4.1.9. Sea τδ ∈ τΓ y z0 ∈ K tal que τδ(∞) = z0. Si wj0 el vértice de tipo 1 de τΓN\T(K)

tal que [τδ] .w1 = wj0 , entonces el rayo
]
z0, τδ.B

[−1]
0

]
del árbol T(K) es un levantamiento

de la cúspide de τΓN\T(K) que tiene por origen a wj0 . Más aún, para cualquier z1 ∈ K y

un vértice B1 en T(K) que se encuentran en las órbitas de ∞ y B[−1]
0 bajo la acción de τΓN ,

respectivamente, la imagen del rayo ]τβ(z1), τβ.B1] en τΓN\T(K), donde τβ ∈ τΓN , es una

cúspide.

Demostración. Si τδ(∞) = z0, entonces τδ−1(z0) =∞ y para cualquier vértice B ∈ V (T(K))

que está a distancia 1 del rayo
]
z0, τδ.B

[−1]
0

]
y distinto de τδ.B

[−1]
0 , el vértice τδ−1 .B se encuentra

a distancia 1 del rayo
]
∞, B[−1]

0

]
. Por el resultado de la Sección 3.3, existe una transformación

de Moebius τδ′ ∈ τΓN tal que τδ′δ−1 .B es un vértice de
]
∞, B[−1]

0

]
. Concluimos que la con-

jugación τδδ′δ−1 es un elemento de τΓN y τδδ′δ−1 .B es un vértice de
]
z0, τδ.B

[−1]
0

]
. La segunda

parte del Lema se sigue del hecho de que existe τβ′ ∈ τΓN tal que τβ′(∞) = z1 y τβ′ .B
[−1]
0 = B1.

De lo anterior se tiene ]τβ(z1), τβ.B1] =
]
τββ′(∞), τββ′ .B

[−1]
0

]
y su imagen es una cúspide en

τΓN\T(K) que comienza en [τββ′ ] .w1.

El Lema 4.1.9 nos permite encontrar representantes para los vértices w7, w8 y w9. Sin

pérdida de generalidad, se asume que w7 es vecino de w1. Los vecinos del representante B[0]
0

son las bolas B[−1]
0 , B[1]

0 y B[1]
1 . La transformación de Moebius τσ−1 cumple τσ−1(0) = t−1,
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τσ−1(1) =
1

t+ 1
= t−1 + t−2 + t−3 · · · , y τσ−1(∞) = 0, en particular τσ−1 .B

[0]
0 = B

[2]

t−1 . La

igualdad τσ−1(∞) = 0 implica τσ−1 .B
[−1]
0 = B

[1]
0 . Luego las imágenes de las bolas B[2]

t−1 y

B
[1]
0 en τΓN\T(K) son los vértices v6 y w6, respectivamente. La transformación de Moebius

τµ donde µ =

 1 0

1 1

, cumple τµ ∈ StabτΓN

(
B

[0]
0

)
, τµ(∞) = 1 y τµ.B

[−1]
0 = B

[1]
1 . Del

Lema 4.1.9 se deduce que la imagen de
]
1, B

[1]
1

]
en τΓN\T(K) es una cúspide y ΓN .

(
B

[1]
1

)
es

un vértice de tipo 1. A continuación se demuestra que la simetría [τµ] fija a los vértices v1 y w6.

En efecto, fija a v1 porque µ ∈ SL2(F2) y la igualdad:

[
σ−5µσ5

]
=

 T 1

1 0


 1 0

1 1


 0 1

1 T


=

 T + 1 1

1 0


 0 1

1 T


=

 1 1

0 1


implica [τσ−5µσ5 ].w1 = w1. Al ser [τσ5 ].w1 = w6, se deduce que [τµ].w6 = w6. Como [τµ]

no fija a w1, entonces la única posibilidad es que [τµ] .w1 = w7 y un representante de de w7

es la bola τµ.B
[−1]
0 = B

[1]
1 . Para encontrar representantes de los vértices w8 y w9 basta con

aplicar la rotación [τσ] de la Proposición 4.1.7, es decir, w8 = [τσ] .w7 y w9 = [τσ2 ] .w7. Los

representantes en T(K) en este caso son los vértices τσµ.B
[−1]
0 y τσ2µ.B

[−1]
0 , respectivamente.

Como
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Figura 4.7: Representantes de los vértices w7, w8 y w9 de τΓN\T(K).

σµ =

 t+ 1 1

1 0

 ,

σ2µ =

 t2 + t+ 1 t

t+ 1 1

 ,

es posible calcular τσµ.B
[−1]
0 y τσ2µ.B

[−1]
0 . Las igualdades τσµ(0) = ∞, τσµ(∞) = t + 1 y

τσµ(t) = t+ 1 + t−1 garantizan que τσµ.B
[−1]
0 = B

[1]
t+1. Por otro lado, de

τσ2µ(0) = t,

τσ2µ(∞) = t+
1

1 + t
= t+ t−1 + t−2 + t−3 + t−4 + · · · ,

τσ2µ(t) =
t3 + t2

t2 + t+ 1
= t+ t−1 + t−2 + t−4 + t−5 + · · · ,

se deduce la transformación de Moebius τσ2µ cumple con τσ2µ.B
[−1]
0 = B

[3]

t+t−1+t−2 . En la Figura

4.7 se muestran en el árbol T(K) a los representantes τµ.B
[−1]
0 , τσµ.B

[−1]
0 y τσ2µ.B

[−1]
0 de los

vértices w7, w8 y w9.

Ahora se procede a estudiar la acción de ΦN sobre τΓN\T(K). El grupo HN,2 está generado
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por las matrices

 1 1

0 1

 y

 1 T

0 1

.

1. En el caso de ζ =

 1 1

0 1

, donde [ζ] =

 1 1

0 1

 ∈ HN,2, la transformación de

Moebius τζ ∈ τE(V )∗ pertenece al estabilizador de B[0]
0 y [τζ ] define una simetría en

τΓN\T(K) que fija a v1. Es evidente que [τζ ] tiene orden 2. Como

τζ .
]
0, B

[1]
0

]
=
]
1, B

[1]
0

]
,

se tiene que [τζ ] .w6 = w7 y con ello [τζ ] .v6 = v4. Por otro lado, como los vértices

B
[0]
0 , B[−2]

0 y B[0]
t son vecinos del vértice B[−1]

0 y τζ fija a B[0]
0 , B[−2]

0 y B[−1]
0 , la única

posibilidad es que también fije a B[0]
t . Luego [τζ ] .v2 = v2. En el caso de que no se

cumpla [τζ ] .v3 = v3 la única opción posible es que [τζ ] .v3 = v5. La última igualdad es

verdadera y se deduce de la Observación 4.1.5 mediante el producto:

[
σ−4ζσ2

]
=

 T + 1 T

T 1


 1 1

0 1


 T + 1 T

T 1

 =

 1 1

0 1

 .

Como [τσ4 ].v1 = v5, es claro que [τζ ].v3 = [τζσ2 ].v1 = [τσ4 ].v1 = v5. En resumen, [τζ ]

permuta los vértices de tipo 0 y 1 de τΓN\T(K) como se muestra a continuación, donde
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Figura 4.8: Acción de [τζ ] sobre los vértices de tipo 0 de τE(V )∗\T(K) asociado a N = t(t+ 1).

la permutación de los vértices de tipo 1 es consecuencia de las condiciones de vecindad:

v1 7→ v1, w1 7→ w1, w7 7→ w6,

v2 7→ v2, w2 7→ w8, w8 7→ w2,

v3 7→ v5, w3 7→ w5, w9 7→ w4.

v4 7→ v6, w4 7→ w9,

v5 7→ v3, w5 7→ w3,

v6 7→ v4, w6 7→ w7,

La permutación de los vértices de tipo 0 mediante la simetría [τζ ] viene dada por la Figura

4.8.

2. Para

 1 T

0 1

 ∈ HN,2 se considera la matriz ρ =

 1 t

0 1

 ∈ E(V )∗. La trans-

formación de Moebius τρ ∈ τE(V )∗ fija al rayo
]
∞, B[−1]

0

[
.Además como τρ(0) = t y

no fija a B[0]
0 , automáticamente se tiene [τρ] .w1 = w1 y [τρ] .v1 = v2. Por otro lado

τρ(1) = t + 1 y τρ(∞) = ∞, por lo que τρ.B
[0]
0 = B

[0]
t . Una consecuencia de lo ante-

rior es que τρ.
]
0, B

[1]
0

]
=
]
t, B

[1]
t

]
, es decir, [τρ] permuta las cúspides correspondientes

a las imágenes en τΓN\T(K) de los rayos
]
0, B

[1]
0

]
y
]
t, B

[1]
t

]
. Más aún, [τρ] .w6 = w2.

Se sigue de inmediato la igualdad [τρ] .v6 = v3. Como w5 es vecino de v6, entonces las

posibilidades para w5 bajo la acción de [τρ] serían [τρ] .w5 = w3 o bien [τρ] .w5 = w9.

Si [τρ] .w5 = w9 entonces [τρ] .v5 = v6, lo cual es una contradicción. Para los vértices
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Figura 4.9: Acción de [τρ] sobre los vértices de tipo 0 de τE(V )∗\T(K) asociado a N = t(t+ 1).

restantes se aplica el hecho de que al ser [τρ] un morfismo de grafos, preserva la distancia

entre vecinos. En resumen, la simetría [τρ] permuta los vértices de tipo 0 y 1 de τΓN\T(K)

de la siguiente manera:

v1 7→ v2, w1 7→ w1, w7 7→ w8,

v2 7→ v1, w2 7→ w6, w8 7→ w7,

v3 7→ v6, w3 7→ w5, w9 7→ w9.

v4 7→ v5, w4 7→ w4,

v5 7→ v4, w5 7→ w3,

v6 7→ v3, w6 7→ w2,

La permutación de los vértices de tipo 0 mediante [τρ] viene dada por la Figura 4.9.

El cálculo de las órbitas y su ilustración con distintos colores (Figura 4.10) de los vértices

de τΓN\T(K) bajo la acción de ΦN viene dado a continuación:
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orb(v1) = {v1, v2} ,

orb(v3) = {v3, v4, v5, v6} ,

orb(w1) = {w1} ,

orb(w2) = {w2, w6, w7, w8} ,

orb(w3) = {w3, w5} ,

orb(w4) = {w4, w9} .

De aquí se sigue que el grafo cociente τE(V )∗\T(K) es como se ilustra en la Figura 4.11,

donde los vértices A1, A2, A3, A4, A5 y A6, son los siguientes:

A1 = ΦN .w5,

A2 = ΦN .v6,

A3 = ΦN .w9,

A4 = ΦN .w6,

A5 = ΦN .v1,

A6 = ΦN .w1.
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Figura 4.11: Grafo cociente τE(V )∗\T(K) asociado a N = t(t+ 1).
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Figura 4.10: Ordenes de las ΦN -órbitas de los vértices de τΓN\T(K), para N = t(t+ 1).

4.2 El caso N ∈ F2[t] con una raíz repetida.

En esta Sección se presentan los cálculos explícitos para la obtención del grafo cociente asoci-

ado a un polinomio de grado 2 en F2[t] con una raíz doble en F2.

En este Capítulo se mantienen las notaciones dadas en la Sección 4.1, pero ahora consider-

amos el polinomio N = t2, asociado al divisor DN = 2[0 : 1]. Considere el epimomorfismo

ς : ∆N,2 −→ ∆t,2, dado por

 a b

c d

 (mod N) 7→

 a b

c d

 (mod t),

cuyo núcleo es el conjunto de matrices


 1 + at bt

ct 1 + dt

 (mod N) : a, b, c, d = 0, 1

 .
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Como ∆t,2
∼= SL2(F2), se concluye que |∆N,2| = 8 · 6 = 48. Los órdendes de los elementos

de ∆N,2 son más fáciles de calcular si estos se consideran como preimágenes, bajo ς , de los

elementos de ∆t,2. En lo que sigue, si η ∈ ∆N,2 es una preimagen de η′ ∈ ∆t,2, entonces

η = η′ + tη′′, donde η′′ ∈M2

(
F2[t]/NF2[t]

)
.

(i) Para η′ = I2, se tiene η2 = I2. Por lo tanto, η = I2 o η tiene orden 2.

(ii) Para η′ =

 0 1

1 0

, entonces η2 = I2 + t


 0 1

1 0

 η′′ + η′′

 0 1

1 0


. Si η′′ y

 0 1

1 0

 conmutan, entonces η tiene orden 2. En caso contrario, η tiene orden 4.

(iii) El cuadrado de η′ =

 0 1

1 1

 es η′2 =

 1 1

1 0

, luego las primeras potencias de η,

en este caso, son:

η2 ≡ η′
2

+ t (η′η′′ + η′′η′) ,

η3 ≡ I2 + t
(
η′

2
η′′ + η′η′′η′ + η′′η′

2
)
.

En particular, si η′2η′′ + η′η′′η′ + η′′η′2 ≡

 0 0

0 0

, entonces η tiene orden 3; en caso

contrario η tiene orden 6.

(iv) El cuadrado de η′ =

 1 0

1 1

 es η2 = I2 + t (η′η′′ + η′′η′). En particular, si η′ y η′′

conmutan, entonces η tiene orden 2. En caso contrario η tiene orden 4.

(v) Si η′ =

 1 1

0 1

, entonces η2 = I2 + t (η′η′′ + η′′η′). En el caso de que η′ y η′′

conmuten, η tiene orden 2. Si no, η tiene orden 4.

(vi) El cuadrado de η′ =

 1 1

1 0

 es η′2 =

 0 1

1 1

, luego las primeras potencias de η
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son:

η2 ≡ η′
2

+ t (η′η′′ + η′′η′) ,

η3 ≡ I2 + t
(
η′

2
η′′ + η′η′′η′ + η′′η′

2
)
.

Luego, si η′2η′′+η′η′′η′+η′′η′2 ≡

 0 0

0 0

, entonces η tiene orden 3; en caso contrario

η tiene orden 6.

Por el Teorema órbita-estabilizador y la igualdad de estabilizadores de la Observación 4.1.5,

se tiene que
∣∣∣ΛN .

(
τΓN .B

[0]
0

)∣∣∣ = 8 y
∣∣∣ΛN .

(
τΓN .B

[−1]
0

)∣∣∣ = 12. Sean v1, v2, v3, v4,v5, v6, v7 y

v8 los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K), y sean w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7, w8, w9, w10, w11 y

w12 los vértices de tipo 1. En analogía a la Proposición 4.1.6 de la Sección 4.1, τΓN\T(K) es

un grafo bipartido y cada vértices de tipo 0 o 1 tiene valencia 3, además de que cada vértice de

tipo 1 es el origen de una cúspide. Se sabe que ∆N,2 no tiene elementos de orden 8, así que

no hay octágonos cuyos vértices sean v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8 en τΓN\T(K) que cumplan

la condición de que vi tenga un τΓN -representante del tipo τσi .B
[0]
0 . Lo mejor que se puede

hacer es tomar una transformación de Moebius de orden 4 para tener 2 ciclos cuadrados que

cumplan el papel del hexágono de la Sección precedente. Escogiendo nuevamente la matriz

σ =

 t 1

1 0

 de la Sección 4.1, su imagen en ∆N,2 es [σ] =

 u 1

1 0

 y tiene orden 4. En

efecto:
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[σ] =

 u 1

1 0

 ,

[
σ2
]

=

 1 u

u 1

 ,

[
σ3
]

=

 0 1

1 u

 ,

[
σ4
]

=

 1 0

0 1

 .

En esta Sección, u es la imagen de t en F2[t]/NF2[t]. Hay que notar que u es nilpotente.

El resultado análogo a la Observación 4.1.5 permite deducir que si v1 = τΓN .B
[0]
0 , entonces

los vértices [τσ] .v1, [τσ2 ] .v1, [τσ3 ] .v1 y [τσ4 ] .v1 son distintos y están en un cuadrado, donde las

imágenes de los elementos τσ, τσ2 y τσ3 se ven en el cociente ΛN . Al igual que en la Sección

4.1, los vértices de tipo 0 están a distancia dos y lo mismo ocurre para los vértices de tipo 1. El

Corolario a continuación es consecuencia de lo discutido anteriormente, ya que el grafo debe

ser conexo y debe ser invariante por una rotación una rotación de alguno de los cuadrados que

lo componen:

Proposición 4.2.1. Los vértices v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7 y v8 de τΓN\T(K) forman un cubo, en

donde por cada arista se ubica un vértice de tipo 1.

El grafo cociente τΓN\T(K) viene dado por la Figura 4.12. Los representantes de los vér-

tices v1, v2, v3, v4, w1, w2, w3 y w4 están descritos en la Figura 4.6 de la Sección 4.1.

Proposición 4.2.2. la simetría [τσ] es una rotación de τΓN\T(K) con respecto al eje que pasa

por la cara que contiene a los vértices v1, v2, v3, v4 y la cara opuesta.

Demostración. De la Sección anterior, ya se sabe que [τσ] .v1 es vecino de v1, v3 y v6. El vértice

[τσ] .v5 debe ser un vecino de v2. Como [τσ] .v4 = v1 y [τσ] .v2 = v3, la única posibilidad es que
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Figura 4.12: Grafo cociente τΓN\T(K) con los vértices de tipo 0 y 1, para el caso N = t2.
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Figura 4.13: Rotación de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K) via [τσ], para el caso N = t2.

[τσ] .v5 = v6. Por condición de vecindad de vértices, se tiene [τσ2 ] .v5 = v7 y [τσ3 ] .v5 = v8.

La rotación [τσ] viene dada por la Figura 4.13. Con la Proposición 4.2.2, es posible encontrar

representantes de los vértices v5, v6, v7 y v8. Por los visto en la Sección 4.1, los vértices B[2]

t−2

y B[0]
t son de tipo 0 y cumplen B[2]

t−1 = τσ−1 .B
[0]
0 y B[0]

t = τσ.B
[0]
0 , por lo que sus imágenes en

τΓN\T(K) son v4 y v2 respectivamente. La matriz µ =

 1 0

1 1

 de la Sección 4.1, tiene la

siguiente propiedad:

Proposición 4.2.3. La simetría [τµ] corresponde a una reflexión del cubo con respecto a un

plano que contiene a los vértices v1, v4, v6 y v7.

Demostración. El elemento [τµ] es de órden 2 y fija al vértice v1 porque µ ∈ SL2(F2). También

como τµ(0) = 0, τµ(∞) = 1 y |τµ(t−1)| = |t−1|, se tiene que τµ.B
[1]
0 = B

[1]
0 y con ello

[τµ] .w4 = w4. Al ser v4 el otro vecino de tipo 0 de w4, también ocurre que [τµ] .v4 = v4. Por

otro lado, es claro que τµ no fija a B[−1]
0 , en particular τµ.B

[−1]
0 = B

[1]
1 y como consecuencia en
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Figura 4.14: Acción de [τµ] sobre los vértices de tipo 0 de τE(V )∗\T(K) asociado a N = t2.

el caso de τΓN\T(K) la simetría [τµ] satisface [τµ] .v2 = v5. Para ver que [τµ] fija a v6, basta

aplicar la Observación 4.1.5 mediante el producto matricial:

[
(σµσ)−1µσµσ

]
=

 1 u+ 1

u u+ 1


 1 0

1 1


 u+ 1 u+ 1

u 1

 =

 0 1

1 0

 .

Es decir, [τµ].v6 = [τµσµσ].v1 = [τσµσ].v1 = v6. Los vértices w5, w6 y w10 son vecinos de v6,

y de la igualdad [τµ] .v2 = v5 se obtienen las igualdades [τµ] .w10 = w5 y [τµ] .w6 = w6. De

inmediato se sigue [τµ] .v7 = v7. Finalmente [τµ] .v3 = v8.

La acción de [τµ] sobre los vértices de tipo 0 del grafo τΓN\T(K) viene dada por la Figura

4.14.

Como consecuencia, un representante del vértice v5 es el vértice τµσ.B
[0]
0 . Es más, se tiene

el siguiente Corolario:

Corolario 4.2.3.1. Las imágenes en τΓN\T(K) de los vértices τµσ.B
[0]
0 , τσµσ.B

[0]
0 , τσ2µσ.B

[0]
0

y τσ3µσ.B
[0]
0 , son v5, v6, v7 y v8 respectivamente. Las imágenes en τΓN\T(K) de los vértices

τµ.B
[−1]
0 , τσµ.B

[−1]
0 , τσ2µ.B

[−1]
0 y τσ3µ.B

[−1]
0 , son w9, w10, w11 y w12 respectivamente.

Los siguientes cálculos son necesarios para conocer las ubicaciones relativas de los repre-

sentantes en T(K) de los vértices v5, v6, v7, v8, w9, w10, w11 y w12:
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µσ =

 t+ 1 1

t 1

 ,

σµσ =

 t2 + t+ 1 t+ 1

t 1

 ,

σ2µσ =

 t3 + t2 t2 + t+ 1

t2 + t+ 1 t+ 1

 ,

σ3µσ =

 t4 + t3 + t2 + t+ 1 t3 + t2 + 1

t3 + t2 t2 + t+ 1

 .

1. De

τµσ(0) = 1,

τµσ(1) =
t

t+ 1
= 1 + t−1 + t−2 + t−3 + t−4 + · · · ,

τµσ(∞) =
t+ 1

t
= 1 + t−1,

se tiene τµσ.B
[0]
0 = B

[2]
τµσ(∞) = B

[2]

1+t−1 .

2. En el caso de

τσµσ(0) = t+ 1,

τσµσ(1) =
t2

t+ 1
= t+ 1 + t−1 + t−2 + t−3 + · · · ,

τσµσ(∞) =
t2 + t+ 1

t
= t+ 1 + t−1,

se tiene la igualdad τσµσ.B
[0]
0 = B

[2]
τσµσ(∞) = B

[2]

t+1+t−1 .
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3. De

τσ2µσ(0) =
t2 + t+ 1

t+ 1
= t+ t−1 + t−2 + t−3 + t−4 + t−5 + · · · ,

τσ2µσ(1) =
t3 + t+ 1

t2
= t+ t−1 + t−2,

τσ2µσ(∞) =
t3 + t2

t2 + t+ 1
= t+ t−1 + t−2 + t−4 + t−5 + · · · ,

se sigue τσ2µσ.B
[0]
0 = B

[4]
τσ2µσ(∞) = B

[4]

t+t−1+t−2 .

4. En el caso de

τσ3µσ(0) =
t3 + t2 + 1

t2 + t+ 1
= t+ t−1 + t−3 + t−4 + t−6 + t−7 + · · · ,

τσ3µσ(1) =
t4 + t

t3 + t+ 1
= t+ t−1 + t−3 + t−4 + t−5 + t−8 + · · · ,

τσ3µσ(∞) =
t4 + t3 + t2 + t+ 1

t3 + t2
= t+ t−1 + t−3 + t−4 + t−5 + t−6 + t−7 + · · · ,

la igualdad que sigue es τσ3µσ.B
[0]
0 = B

[6]
τσ3µσ(∞) = B

[6]

t+t−1+t−3+t−4+t−5 .

Por otro lado, se debe repetir este proceso con las matrices µ, σµ, σ2µ y σ3µ:

µ =

 1 0

1 1

 ,

σµ =

 t+ 1 1

1 0

 ,

σ2µ =

 t2 + t+ 1 t

t+ 1 1

 ,

σ3µ =

 t3 + t2 + 1 t2 + 1

t2 + t+ 1 t

 .
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1. De

τµ(0) = 0,

τµ(t) =
t

t+ 1
= 1 + t−1 + t−2 + t−3 + · · · ,

τµ(∞) = 1,

se tiene τµ.B
[−1]
0 = B

[1]
1 .

2. De

τσµ(0) =∞,

τσµ(t) =
t2 + t+ 1

t
= t+ 1 + t−1,

τσµ(∞) = t+ 1,

se tiene τσµ.B
[−1]
0 = B

[1]
τσµ(∞) = B

[1]
t+1.

3. De

τσ2µ(0) = t,

τσ2µ(t) =
t3 + t2

t2 + t+ 1
= t+ t−1 + t−2 + t−5 + t−6 + · · · ,

τσ2µ(∞) =
t2 + t+ 1

t+ 1
= t+ t−1 + t−2 + t−3 + t−4 + · · · ,

se tiene τσ2µ.B
[−1]
0 = B

[3]
τσ2µ(∞) = B

[3]

t+t−1+t−2 .

4. De

τσ3µ(0) =
t2 + 1

t
= t+ t−1,

τσ3µ(t) =
t4 + t3 + t2 + t+ 1

t3 + t2
= t+ t−1 + t−3 + t−4 + t−5 + t−6 + · · · ,

τσ3µ(∞) =
t3 + t2 + 1

t2 + t+ 1
= t+ t−1 + t−3 + t−4 + t−6 + · · · ,
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Figura 4.15: Ubicación en el árbol T(K) los representantes de v5, v6, v7 y v8, para el caso
N = t2.

se tiene τσ3µ.B
[−1]
0 = B

[5]
τσ3µ(∞) = B

[5]

t+t−1+t−3+t−4 .

Una lista detallada de estos vértices a continuación:

τµσ.B
[0]
0 = B

[2]

1+t−1 ,

τσµσ.B
[0]
0 = B

[2]

t+1+t−1 ,

τσ2µσ.B
[0]
0 = B

[4]

t+t−1+t−2 ,

τσ3µσ.B
[0]
0 = B

[6]

t+t−1+t−3+t−4+t−5 ,

τµ.B
[−1]
0 = B

[1]
1 ,

τσµ.B
[−1]
0 = B

[1]
t+1,

τσ2µ.B
[−1]
0 = B

[3]

t+t−1+t−2 ,

τσ3µ.B
[−1]
0 = B

[5]

t+t−1+t−3+t−4 .

En la Figura 4.15 y en la Figura 4.16 se encuentran las posiciones de estos vértices en el
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Figura 4.16: Ubicación en el árbol T(K) los representantes de w9, w10, w11 y w12, para el caso
N = t2.

árbol T(K). Por último, falta encontrar representantes de los vértices w5, w6, w7 y w8. Para

este fin, estudiamos el subgrupo de transformaciones de Moebius:

StabτΓN

(
B

[0]
t

)
= τσStabτΓN

(
B

[0]
0

)
τσ−1 .

Dado ζ =

 1 1

0 1

, considere la matriz ε = σζσ−1 =

 t+ 1 t2

1 t+ 1

. La transformación

de Moebius τε cumple con τε ∈ StabτΓN

(
B

[0]
t

)
. Más aún:

Proposición 4.2.4. La simetría [τε] define una reflexión en el cubo con respecto al plano que

contiene a los vértices v2, v3, v5 y v8.

Demostración. Primero hay que notar que [τε] es de orden 2. Como τε.B
[0]
t = B

[0]
t , la simetría

[τε] fija al vértice v2. Para ver que [τε] .w2 = w2 basta aplicar el resultado de la Observación

4.1.5 mediante el producto matricial siguiente:

[
σ−1εσ

]
=

 0 1

1 u


 u+ 1 0

1 u+ 1


 u 1

1 0

 =

 1 1

0 1

 .
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Figura 4.17: Permutación de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K) vía [τε], con N = t2.

Luego [τε].w2 = [τεσ].w1 = [τσ].w1 = w2. Al ser v3 vecino de w2, es inmediata la igualdad

[τε] .v3 = v3. Afirmamos que [τε] .v1 = v6 y [τε] .v5 = v5. En efecto, de los productos:

[
(σµσ)−1ε

]
=

 1 u+ 1

u u+ 1


 u+ 1 0

1 u+ 1

 =

 0 1

1 1

 ,

[
(µσ)−1ε(µσ)

]
=

 1 1

u+ 1 u


 u+ 1 0

1 u+ 1


 u 1

u+ 1 1

 =

 1 1

0 1

 ,

se siguen a continuación:

[τε].v1 = [τσµσ].v1 = v6,

[τε].v5 = [τεµσ].v1 = [τµσ].v1 = v5.

El vértice v8 es vecino de v5 y como [τε] .v6 = v1, la única posibilidad es que también

[τε] .v8 = v8.

En la Figura 4.17 se ve la permutación de los vértices de tipo 1 de τΓN\T(K) mediante la

simetría [τε]. Para encontrar un representante del vértice w5 es necesario notar las igualdades

[τε] .w1 = w10 y [τµ] .w5 = w10. Así τµε.B
[−1]
0 es un representante de w5.

Corolario 4.2.4.1. Las imágenes de los vértices τµε.B
[−1]
0 , τσµε.B

[−1]
0 , τσ2µε.B

[−1]
0 y τσ3µε.B

[−1]
0
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en τΓN\T(K) son los vértices w5, w6, w7 y w8, respectivamente.

Para mayor detalle, buscamos la ubicación de estos vértices en el árbol de Bruhat-Tits T(K).

Calculando siguientes productos:

µε =

 1 0

1 1


 t+ 1 t2

1 t+ 1

 =

 t+ 1 t2

t t2 + t+ 1

 ,

σµε =

 t 1

1 0


 t+ 1 t2

t t2 + t+ 1

 =

 t2 t3 + t2 + t+ 1

t+ 1 t2

 ,

σ2µε =

 t 1

1 0


 t2 t3 + t2 + t+ 1

t+ 1 t2

 =

 t3 + t+ 1 t4 + t3 + t

t2 t3 + t2 + t+ 1

 ,

σ3µε =

 t 1

1 0


 t3 + t+ 1 t4 + t3 + t

t2 t3 + t2 + t+ 1

 =

 t4 + t t5 + t4 + t3 + t+ 1

t3 + t+ 1 t4 + t3 + t

 ,

se tiene lo siguiente:

1. De

τµε(0) =
t2

t2 + t+ 1
= 1 + t−1 + t−3 + t−4 + t−6 + · · · ,

τµε(t) =
t

t+ 1
= 1 + t−1 + t−2 + t−3 + t−4 + · · · ,

τµε(∞) =
t+ 1

t
= 1 + t−1,

se tiene τµε.B
[−1]
0 = B

[3]
τµε(∞) = B

[3]

1+t−1 .
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2. Ahora si

τσµε(0) =
t3 + t2 + t+ 1

t2
= t+ 1 + t−1 + t−2,

τσµε(t) =
t2 + t+ 1

t
= t+ 1 + t−1,

τσµε(∞) =
t2

t+ 1
= t+ 1 + t−1 + t−2 + t−3 + t−4 + · · · ,

entonces τσµε.B
[−1]
0 = B

[3]

t+1+t−1+t−2 .

3. Si

τσ2µε(0) =
t4 + t3 + t

t3 + t2 + t+ 1
= t+ t−1 + t−2 + t−5 + t−6 + · · · ,

τσ2µε(t) =
t3 + t2

t2 + t+ 1
= t+ t−1 + t−2 + t−4 + t−5 + · · · ,

τσ2µε(∞) =
t3 + t+ 1

t2
= t+ t−1 + t−2,

entonces τσ2µε.B
[−1]
0 = B

[5]
τσ2µε(∞) = B

[5]

t+t−1+t−2 .

4. Si

τσ3µε(0) =
t5 + t4 + t3 + t+ 1

t4 + t3 + t
= t+ t−1 + t−3 + t−4 + t−5 + t−7 + · · · ,

τσ3µε(t) =
t4 + t3 + t2 + t+ 1

t3 + t2
= t+ t−1 + t−3 + t−4 + t−5 + t−6 + t−7 + t−8 + · · · ,

τσ3µε(∞) =
t4 + t

t3 + t+ 1
= t+ t−1 + t−3 + t−4 + t−5 + t−8 + · · · ,

entonces τσ3µε.B
[−1]
0 = B

[7]
τσ3µε(∞) = B

[7]

t+t−1+t−3+t−4+t−5 .

Los representantes de los vértices w5, w6, w7 y w8 en T(K) se encuentran en la Figura

4.18. Ya conseguido el grafo cociente τΓN\T(K), procedemos a estudiar la acción de ΦN sobre

τΓN\T(K) para calcular el cociente τE(V )∗\T(K) (El grupo ΦN está definido en la Sección 4.1).

Primero es necesario notar que |HN,2| = 8, con las siguientes matrices como elementos de este

grupo:
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Figura 4.18: Ubicación en el árbol T(K) los representantes de los vértices w5, w6, w7 y w8,
para el caso N = t2.

 1 0

0 1

,

 1 1

0 1

,

 1 u

0 1

,

 1 u+ 1

0 1

,

 u+ 1 0

0 u+ 1

,

 u+ 1 1

0 u+ 1

,

 u+ 1 u

0 u+ 1

,

 u+ 1 u+ 1

0 u+ 1

.

Proposición 4.2.5. El grupo HN,2 es isomorfo a Z/2Z× Z/2Z× Z/2Z.

Demostración. El grupoHN,2 es abeliano, de orden 8 y todos sus elementos son de orden 2.

Lema 4.2.6. El grupo HN,2 tiene por generadores a las matrices

 1 1

0 1

,

 1 u

0 1

 y

 u+ 1 0

0 u+ 1

.

Demostración. Todas las matrices deHN,2 se obtienen como productos de los elementos

 1 1

0 1

,
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 1 u

0 1

 y

 u+ 1 0

0 u+ 1

. En efecto:

 1 u+ 1

0 1

 =

 1 1

0 1


 1 u

0 1

 ,

 u+ 1 1

0 u+ 1

 =

 1 u+ 1

0 1


 u+ 1 0

0 u+ 1

 ,

 u+ 1 u

0 u+ 1

 =

 1 u

0 1


 u+ 1 0

0 u+ 1

 ,

 u+ 1 u+ 1

0 u+ 1

 =

 1 1

0 1


 u+ 1 0

0 u+ 1

 ,

Con ayuda del Lema 4.2.6 podemos estudiar las correspondencias de los vértices de tipo 0 y

1 de τΓN\T(K) dadas por la simetría [τδ], donde [δ] es uno de los generadores del grupo HN,2.

1. Para [ζ] =

 1 1

0 1

 se considera la transformación de Moebius τζ ∈ τE(V )∗ , donde

ζ =

 1 1

0 1

. Es sabido que τζ fija a los vértices del rayo
]
∞, B[0]

0

]
y la bola B[−1]

0

tiene por vecinos en T(K) a las bolas B[0]
0 , B[0]

t y B[−2]
0 . Luego τζ .B

[0]
t = B

[0]
t . Se deduce

que [τζ ] fija a los vértices v1, v2 y w1 del grafo cociente τΓN\T(K). Por otro lado, como

τζ(0) = 1 y τζ fija a las bolas B[0]
0 y B[−1]

0 , se tiene que τζ .B
[1]
0 = B

[1]
1 . En otras palabras,

[τζ ] .w4 = w9. Al ser v4 vecino de w4 y v5 vecino de w9, otra igualdad inmediata es

[τζ ] .v4 = v5. Afirmamos que [τζ ] fija los vértices v7 y v8. En efecto:
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[
(σ2µσ)−1ζσ2µσ

]
=

 u+ 1 u+ 1

u+ 1 0


 1 1

0 1


 0 u+ 1

u+ 1 u+ 1

 =

 0 1

1 0

 ,

[
(σ3µσ)−1ζσ3µσ

]
=

 u+ 1 1

0 u+ 1


 1 1

0 1


 u+ 1 1

0 u+ 1

 =

 1 1

0 1

 .

Es decir, [τζσ2µσ].v1 = [τσ2µσ].v1 y [τζσ3µσ].v1 = [τσ3µσ].v1 , y con ello se tienen las dos

igualdades siguientes:

[τζ ].v7 = [τζσ2µσ].v1 = [τσ2µσ].v1 = v7,

[τζ ].v8 = [τζσ3µσ].v1 = [τσ3µσ].v1 = v8.

Por vecindad, las correspondencias restantes se muestran a continuación:

v1 7→ v1, w1 7→ w1, w9 7→ w4,

v2 7→ v2, w2 7→ w10, w10 7→ w2,

v3 7→ v6, w3 7→ w5, w11 7→ w6,

v4 7→ v5, w4 7→ w9, w12 7→ w8.

v5 7→ v4, w5 7→ w3,

v6 7→ v3, w6 7→ w11,

v7 7→ v7, w7 7→ w7,

v8 7→ v8, w8 7→ w12,
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Figura 4.19: Permutación de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K), efectuada por [τζ ], donde
N = t2.

La permutación de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K) mediante [τζ ] viene dada por la

Figura 4.19.

2. Para [δ′] =

 1 u

0 1

 se considera la transformación de Moebius τδ′ ∈ τE(V )∗ , donde

δ′ =

 1 t

0 1

. Como τδ′ fija a los vértices del rayo
]
∞, B[−1]

0

]
y no fija la bola B[0]

0 ,

la única posibilidad es que τδ′ .B
[0]
0 = B

[0]
t . De lo anterior se deducen las igualdades

[τδ′ ] .v1 = v2 y [τδ′ ] .w1 = w1. Por otro lado τδ′(0) = t, τδ′(t−1) = t+ t−1 y τδ′(∞) =∞

implican τδ′ .B
[1]
0 = B

[1]
t . En particular por el Lema 4.1.9, τδ′ permuta los vértices de los

rayos
]
0, B

[1]
0

]
y
]
t, B

[1]
t

]
. Luego [τδ′ ] .w4 = w2, donde w2 y w4 son las imágenes en

τΓN\T(K) de B[1]
t y B[1]

0 , respectivamente. Por vecindad, el resto de las igualdades se

muestra a continuación:
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Figura 4.20: Permutación de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K), efectuada por [τδ′ ], donde
N = t2.

v1 7→ v2, w1 7→ w1, w9 7→ w10,

v2 7→ v1, w2 7→ w4, w10 7→ w9,

v3 7→ v4, w3 7→ w3, w11 7→ w12,

v4 7→ v3, w4 7→ w2, w12 7→ w11.

v5 7→ v6, w5 7→ w5,

v6 7→ v5, w6 7→ w8,

v7 7→ v8, w7 7→ w7,

v8 7→ v7, w8 7→ w6,

La permutación de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K) mediante [τδ′ ] viene dada por la

Figura 4.20.

3. Para [δ′′] =

 u+ 1 0

0 u+ 1

 se considera la transformación de Moebius τδ′′ ∈ τE(V )∗ ,

donde δ′′ =

 1 + t+ t2 + t3 t2

t2 1 + t

 es un levantamiento de [δ′′]. La simetría [τδ′′ ]

traspone los vértices v1 y v7. En efecto, por el resultado de la Observación 4.1.5 basta

estudiar la imagen del producto δ′′−1σ2µσ en ∆N,2:
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[
(σ2µσ)−1δ′′

]
=

 u+ 1 u+ 1

u+ 1 0


 u+ 1 0

0 u+ 1

 =

 1 1

1 0

 .

Se sigue [τσ2µσ].v1 = [τδ′′ ].v1, en particular, [τδ′′ ].v7 = [τδ′′σ2µσ].v1 = [τ(δ′′)2 ].v1 = v1.

También afirmamos que [τδ′′ ] .v2 = v8. En efecto, si:

[
(σ3µσ)−1δ′′σ

]
=

 u+ 1 1

0 u+ 1


 u u+ 1

u+ 1 0

 =

 1 1

1 0

 ,

entonces [τδ′′ ].v2 = [τδ′′σ].v1 = [τσ3µσ].v1 = v8. Por último, [τδ′′ ].v6 = v4. En efecto, si:

[σ−3δ′′(σµσ)] =

 u u+ 1

u+ 1 0


 u+ 1 u+ 1

u 1

 =

 0 1

1 1

 ,

entonces [τδ′′ ].v6 = [τδ′′σµσ].v1 = [τσ3 ].v1 = v4. El resto de las igualdades resultan del

hecho de que la simetría [τδ′′ ] es un morfismo de grafos, luego manda vértices vecinos en

vértices vecinos, así:
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Figura 4.21: Permutación de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K), efectuada por [τδ′′ ], donde
N = t2.

v1 7→ v7, w1 7→ w7, w9 7→ w11,

v2 7→ v8, w2 7→ w8, w10 7→ w12,

v3 7→ v5, w3 7→ w5, w11 7→ w9,

v4 7→ v6, w4 7→ w6, w12 7→ w10.

v5 7→ v3, w5 7→ w3,

v6 7→ v4, w6 7→ w4,

v7 7→ v1, w7 7→ w1,

v8 7→ v2, w8 7→ w2,

La permutación de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K) mediante [τδ′′ ] viene dada por la

Figura 4.21.

El cálculo de las órbitas queda de la siguiente manera:
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Figura 4.22: Orbitas de los vértices de τΓN\T(K) para N = t2.

orb(v1) = {v1, v2, v7, v8} ,

orb(v3) = {v3, v4, v5, v6} ,

orb(w1) = {w1, w7} ,

orb(w2) = {w2, w4, w6, w8, w9, w10, w11, w12} ,

orb(w3) = {w3, w5} .

En la Figura 4.22.A se muestran los vértices de tipo 0 pintados de distintos colores para

indicar la cardinalidad de sus órbitas. La Figura 4.22.B muestra lo mismo pero para los vértices

de tipo 1. Por lo tanto, el grafo cociente τE(V )∗\T(K) viene dado por la Figura 4.23, donde los

vértices A1, A2, A3, A4 y A5 son los siguientes:
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Figura 4.23: Grafo cociente τE(V )∗\T(K), asociado al polinomio N = t2.

A1 = ΦN .w1,

A2 = ΦN .v1,

A3 = ΦN .w9,

A4 = ΦN .v5,

A5 = ΦN .w5.

4.3 El caso N ∈ F2[t] irreducible.

En esta Sección se presentan los cálculos explícitos para la obtención del grafo cociente asoci-

ado a un polinomio de grado 2 en F2[t] irreducible.

Para el divisor DN = Q, donde Q ∈ |X| es el único punto de grado 2, se sigue, con ayuda

de la Sección 2.7 y la Subsección 3.1.1, que el polinomio correspondiente es N = t2 + t + 1.

Como N es irreducible en F2[t], se sigue del teorema de isomorfía que

F2[t]/NF2[t] ∼= F2(ω) = {a+ bω : a, b ∈ F, ω2 + ω + 1 = 0},

donde ω es la imagen de t. Del Ejemplo 3.1.7, tenemos el isomorfismo ∆N,2
∼= SL2

(
F2(ω)

)
.

Como F2(ω) ∼= F4 es el cuerpo con 4 elementos, se sigue que |SL2(F2(ω))| = 60. Por la

Observación 4.1.5, los estabilizadores en τΓ de los vértices B[0]
0 y B[−1]

0 tienen 6 y 4 elementos,
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respectivamente, y con ello,
∣∣∣ΛN .

(
τΓN .B

[0]
0

)∣∣∣ = 10 y
∣∣∣ΛN .

(
τΓN .B

[−1]
0

)∣∣∣ = 15. Para conocer

todos los órdenes posibles de los elementos de ∆N,2, estudiamos las formas de Jordan de las

matrices η ∈ SL2(F4):

(i) El elemento η =

 1 0

0 1

, evidentemente, es de orden 1.

(ii) Si α ∈ F∗4 es el único valor propio de η, entonces η es congruente a la matriz

 α 0

1 α

.

En este caso η tiene orden 2 porque α = 1.

(iii) Si α, β ∈ F∗4 son los dos valores propios distintos de η, entonces η es conjugada a la

matriz diagonal

 α 0

0 β

, por lo que η tiene orden 3.

(iv) Si pη(x) no tiene raíces en F4, entonces F4[η]/F4 es una extensión cuadrática. Se sigue

que F4[η] ∼= F16, y F∗16 = Z/3Z × Z/5Z es un grupo cíclico de orden 15. Por lo tanto,

los posibles órdenes de η son 3, 5 o 15.

Para un elemento η ∈ SL2

(
F2(ω)

)
tal que τη no posee puntos fijos (caso (iv)), el polinomio

característico pη(x) = x2 +tr(η)x+1 no tiene raíces en F2(ω). El polinomio de Artin-Schreier

asociado a pη(x) es x2 + x + 1
tr(η)2 . Un ejemplo de polinomio de Artin-Schreier irreducible

en F(ω)[x] es x2 + x + ω, es decir, el asociado a η con tr(η) = ω. Como ejemplo, se puede

considerar un elemento σ ∈ Γ cuya imagen en ∆N,2 es la matriz [σ] =

 ω 1

1 0

. La clase [σ]

tiene orden 5 en ∆N,2 ya que:
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[σ2] =

 ω ω

ω 1

 ,

[σ3] =

 1 ω

ω ω

 ,

[σ4] =

 0 1

1 ω

 ,

[σ5] =

 1 0

0 1

 .

Al igual que en la Secciones 4.1 y 4.2, el grafo cociente τΓN\T(K) con N = t2 + t + 1

es un grafo bipartido y cada uno de sus vértices de tipo 0 y 1 tiene valencia 3. Para encontrar

representantes de cada uno de los vértices de tipo 0 o 1 de τΓN\T(K) ocupamos las simetrías del

grupo τΓN , de la misma manera que en las dos Secciones 4.1 y 4.2. El cálculo de las potencias

de [σ], junto con la Observación 4.1.5, justifica lo siguiente:

Lema 4.3.1. Las imágenes de las bolas B[0]
0 , τσ.B

[0]
0 , τσ2 .B

[0]
0 , τσ3 .B

[0]
0 , τσ4 .B

[0]
0 en τΓN\T(K)

son distintas.

Como ya sabemos que las bolas del Lema 4.3.1 están a distancia 2 entre sí, la simetría

[τσ] genera un 10-ciclo en el grafo cociente τΓN\T(K). Sin pérdida de generalidad, de la

misma manera que en las Secciones 4.1 y 4.2, usamos las notaciones v1 = τΓN .
(
B

[0]
0

)
y

w1 = τΓN .
(
B

[−1]
0

)
. En la Figura 4.24 se muestra dicho ciclo, en donde los vértices de tipo

0 forman un pentágono regular.

Observación 4.3.2. Existen dos posibilidades para el grafo cociente τΓN\T(K), a saber, las

que aparecen en la Figura 4.25. Es sabido que ∆N,2
∼= SL2(F4). Por otro lado, el prisma
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Figura 4.24: 10-ciclo del grafo τΓN\T(K), con N = t2 + t+ 1.
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Figura 4.25: Posibles grafos que representan al cociente τΓN\T(K) con N = t2 + t + 1, no
isomorfos entre sí.

pentagonal de la Figura 4.25.B tiene un grupo de simetrías de orden 20, por lo que, si esta fuera

la figura correcta, la acción de ∆N,2 poseería un nucleo no trivial, o de manera equivalente,

existirían elementos no triviales en ∆N,2 que fijan a todos los vértices del prisma; pero esto no

puede ocurrir porque se sabe que PSL2(F4) ∼= A5 y A5 es un grupo simple (no tiene subgrupos

normales). Se concluye que τΓN\T(K) es el grafo de la Figura 4.25.A.
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Figura 4.26: Grafo cociente τΓN\T(K), asociado a N = t2 + t+ 1.
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Figura 4.27: Acción de [τσ] en τΓN\T(K) con N = t2 + t+ 1.

Al igual que en la Sección 4.2, una consecuencia directa es que, si definimos µ =

 1 0

1 1


y ε =

 t+ 1 t2

1 t+ 1

, entonces las imágenes de los vértices τµσ.B
[0]
0 y τµ.B

[−1]
0 y τµε.B

[−1]
0

no son iguales a ninguno de los vértices del 10-ciclo anterior.

Corolario 4.3.2.1. La simetría [τσ] es una rotación del τΓN\T(K) con respecto al eje de simetría

perpendicular a la cara que contiene a los vértices v1, v2, v3, v4 y v5

Proposición 4.3.3. La simetría [τε] permuta los vértices de τΓN\T(K) de la siguiente manera:

v1 7→ v7 v6 7→ v9

v2 7→ v2 v7 7→ v1

v3 7→ v3 v8 7→ v4

v4 7→ v8 v9 7→ v6

v5 7→ v10 v10 7→ v5

Demostración. [τε] es una simetría de orden 2. En la Sección 4.2, se demostró la igualdad

τε.B
[0]
t = B

[0]
t , es decir, [τε].v2 = v2. A continuación se demuestra que también fija al vértice

v3. En efecto, el producto:

[σ−2εσ2] =

 1 ω

ω ω


 ω + 1 ω + 1

1 ω + 1


 ω ω

ω 1

 =

 1 0

1 1

 ,
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implica [τε].v3 = [τεσ2 ].v1 = [τσ2 ].v1 = v3. Si [τε] fija a v1 y v4, entonces fija a todos los

vértices de tipo 0 de τΓN\T(K), lo cual no puede ser. Se afirma que [τε].v1 = v7 y [τε].v4 = v8.

En efecto:

[εσµσ] =

 ω + 1 ω + 1

1 ω + 1


 ω 1

1 0


 1 0

1 1


 ω 1

1 0

 =

 1 1

1 0

 ,

[(εσ3)−1(σ2µσ)] =

 ω + 1 0

0 ω


 ω ω

ω 1


 1 0

1 1


 ω 1

1 0

 =

 1 0

0 1

 ,

lo que implica [τε].v1 = [τσµσ].v1 = v7 y [τε].v4 = [τεσ3 ].v1 = [τσ2µσ].v1 = v8. Nótese que

[τµ] no fija a v2 (ver Figura 4.1.6), luego [τµσ].v1 = v6. Por vecindad, [τε].v5 = v10, [τε].v6 = v9.

El resto de las igualdades siguen del hecho que [τε] tiene orden 2.

Proposición 4.3.4. La simetría [τµ] permuta los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K) de la siguiente

manera:

v1 7→ v1 v6 7→ v2

v2 7→ v6 v7 7→ v9

v3 7→ v8 v8 7→ v3

v4 7→ v10 v9 7→ v7

v5 7→ v5 v10 7→ v4

Demostración. [τµ] es una simetría de orden 2 y fija a los vértices v1 y v5. En el primer caso es

porque τµ.B
[0]
0 = B

[0]
0 , mientras que en el segundo, basta calcular el producto:

[σ−4µσ4] =

 ω 1

1 0


 1 0

1 1


 0 1

1 ω

 =

 1 1

0 1

 .

Es decir, se tiene la igualdad [τµ].v5 = [τµσ4 ].v1 = [τσ4 ].v1 = v5. Por el mismo argumento

dado en la Proposición 4.3.3, [τµ] no puede fijar a los vértices v2 y v4 simultáneamente. Se
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Figura 4.28: Acción de [τε] en τΓN\T(K) con N = t2 + t+ 1.
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Figura 4.29: Acción de [τµ] en τΓN\T(K) con N = t2 + t+ 1.

demuestra que [τµ].v2 = v6 y [τµ].v4 = v10. La primera se demostró en la proposición anterior.

La igualdad [τµ].v4 = v10 se demuestra con el producto matricial siguiente:

[(µσ3)−1(σ4µσ)] =

 0 ω

ω + 1 1


 1 1

ω + 1 ω


 ω 1

1 0

 =

 1 1

1 0

 .

Por vecindad de vértices, se verifica [τµ].v3 = v8 y [τµ].v7 = v9. El resto de las igualdades

se obtienen recordando que [τµ] es de orden 2.

En la Figura 4.28, se muestra como [τε] permuta los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K), mien-

tras que la la Figura 4.29, se ve cómo lo hace [τµ].

Corolario 4.3.4.1. La imagen del vértice τµ.B
[−1]
0 en τΓN\T(K) es el vértice w11, y la imagen

del vértice τµε.B
[−1]
0 en τΓN\T(K) es el vértice w6.
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Demostración. En el caso de τµ.B
[−1]
0 , basta ver que [τµ].v1 = v1 y [τµ].v2 = v6. Luego, por

vecindad se tiene [τµ].w1 = w11. Por otro lado:

[τµε].v1 = [τµ].v7 = v9,

[τµε].v2 = [τµ].v2 = v6.

Como w6 es vecino común a v6 y v9, se concluye la igualdad [τµ].w1 = w6.

La simetría [τσ] permuta los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K) de la manera como se muestra

en la Figura 4.27. En resumen, las imágenes de los vértices B[0]
0 , τσ.B

[0]
0 , τσ2 .B

[0]
0 , τσ3 .B

[0]
0 ,

τσ4 .B
[0]
0 , τµσ.B

[0]
0 , τσµσ.B

[0]
0 , τσ2µσ.B

[0]
0 , τσ3µσ.B

[0]
0 y τσ4µσ.B

[0]
0 son v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8,

v9 y v10 respectivamente. Por otro lado, las imágenes de los vértices B[−1]
0 , τσ.B

[−1]
0 , τσ2 .B

[−1]
0 ,

τσ3 .B
[−1]
0 , τσ4 .B

[−1]
0 , τµε.B

[−1]
0 , τσµε.B

[−1]
0 , τσ2µε.B

[−1]
0 , τσ3µε.B

[−1]
0 τσ4µε.B

[−1]
0 , τµ.B

[−1]
0 , τσµ.B

[−1]
0 ,

τσ2µ.B
[−1]
0 , τσ3µ.B

[−1]
0 y τσ4µ.B

[−1]
0 son w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7, w8, w9, w10, w11, w12, w13,

w14 y w15 respectivamente.

Observación 4.3.5. De manera análoga como está descrito en la Sección 4.2, falta ubicar en el

árbol de Bruhat-Tits T(K) los vértices τσ4µσ.B
[0]
0 τσ4µε.B

[−1]
0 , τσ4µ.B

[−1]
0 :

1. En el caso del vértice τσ4µσ.B
[0]
0 , primero es necesario ver que:

σ4µσ =

 t5 + t4 + t t4 + t3 + t2 + 1

t4 + t3 + t2 + t+ 1 t3 + t2 + 1

 .

Como

τσ4µσ(0) =
t4 + t3 + t2 + 1

t3 + t2 + 1
= t+ t−1 + t−3 + t−6 + t−7 + t−8 + · · · ,

τσ4µσ(1) =
t5 + t3 + t2 + t+ 1

t4 + t
= t+ t−1 + t−3 + t−6 + t−9 + t−12 + · · · ,

τσ4µσ(∞) =
t5 + t4 + t

t4 + t3 + t2 + t+ 1
= t+ t−1 + t−3 + t−6 + t−8 + t−11 + · · · ,
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Figura 4.30: Ubicación del vértice τσ4µσ.B
[0]
0 en T(K).

se concluye que τσ4µσ.B
[0]
0 = B

[8]
τσ4µσ(∞). De las igualdades |τσ4µσ(1)− τσ4µσ(∞)| = |t−8|

y τσ4µσ(∞) = t+ t−1 + t−3 + t−6 + t−8 + · · · , se tiene τσ4µσ.B
[0]
0 = B

[8]

t+t−1+t−3+t−6 y su

ubicación en el árbol T(K) está dada por la Figura 4.30.

2. Ahora en el caso del vértice τσ4µε.B
[−1]
0 , primero se necesita el producto matricial:

σ4µε =

 t5 + t3 + t2 + t+ 1 t6 + t5 + t3 + t2

t4 + t t5 + t4 + t3 + t+ 1

 .

Las igualdades siguientes

τσ4µε(0) =
t6 + t5 + t3 + t2

t5 + t4 + t3 + t+ 1
= t+ t−1 + t−3 + t−6 + t−10 + · · · ,

τσ4µε(t) =
t5 + t4 + t

t4 + t3 + t2 + t+ 1
= t+ t−1 + t−3 + t−6 + t−8 + t−11 · · · ,

τσ4µε(∞) =
t5 + t3 + t2 + t+ 1

t4 + t
= t+ t−1 + t−3 + t−6 + t−9 + · · · ,

se deduce τσ4µε.B
[−1]
0 = B

[9]
τσ4µε(∞)

. Como τσ4µε(∞) = t + t−1 + t−3 + t−6 + t−9 + · · · ,

105



•
•B
[1]
0

•
•

•
•

•
�τσ3µε.B

[−1]
0

τσ4µε.B
[−1]
0

•
•
•

•
�

•
•

�
τµε.B

[−1]
0

?
0

?
∞

B
[−1]
0

B
[6]

t+t−1+t−3+t−4+t−5

τσ4µσ .B
[0]
0

B
[2]

t+t−1

B
[1]
1

B
[3]

t+t−1

B
[4]

t+t−1+t−3

B
[5]

t+t−1+t−3+t−4

B
[5]

t+t−1+t−3

B
[6]

t+t−1+t−3

B
[7]

t+t−1+t−3+t−6

B
[2]

1+t−1

Figura 4.31: Ubicación del vértice τσ4µε.B
[−1]
0 en T(K).

se sigue la igualdad de vértices τσ4µε.B
[−1]
0 = B

[9]

t+t−1t−3+t−6 . La ubicación de τσ4µε.B
[−1]
0

en T(K) está dada por la Figura 4.31.

3. Por último, para ubicar el vértice τσ4µ.B
[−1]
0 en T(K), primero es necesario ver que:

σ4µ =

 t4 + t3 + t2 + 1 t3

t3 + t2 + 1 t2 + 1

 .

Como

τσ4µ(0) =
t3

t2 + 1
= t+ t−1 + t−3 + t−5 + t−7 + t−9 + · · · ,

τσ4µ(t) =
t5 + t4 + t

t4 + t3 + t2 + t+ 1
= t+ t−3 + t−6 + t−8 + t−11 + · · · ,

τσ4µ(∞) =
t4 + t3 + t2 + 1

t3 + t2 + 1
= t+ t−1 + t−3 + t−6 + t−7 + · · · ,

se concluye que τσ4µ.B
[−1]
0 = B

[7]
τσ4µ(∞)

. Como τσ4µ(∞) = t+ t−1 + t−3 + t−6 + t−7 + · · · ,

se tiene que τσ4µ.B
[−1]
0 = B

[7]

t+t−1+t−3+t−6 y su ubicación en T(K) está dada por la Figura
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Figura 4.32: Ubicación del vértice τσ4µ.B
[−1]
0 en T(K).

4.32.

Para estudiar la acción del grupo ΦN (definido en la Sección 4.1) sobre τΓN\T(K), necesi-

tamos el siguiente Lema:

Lema 4.3.6. El grupo HN,2 es isomorfo al subgrupo alternanteA4.

Demostración. El grupo HN,2 tiene orden 12, no es abeliano y los órdenes posibles de sus

elementos son 1,2 y 3. Se tiene por [7, §5.3] el isomorfismo HN,2
∼= A4.

El siguiente resultado es necesario para simplificar los cálculos que vienen:

Proposición 4.3.7. A4 =
〈
(123), (12)(34), (13)(24)

〉
.

Demostración. Basta observar que el subgrupo
〈
(12)(34), (13)(24)

〉
tiene orden 4 y el sub-

grupo
〈
(123)

〉
tiene orden 3. En efecto, las permutaciones (12)(34) y (13)(24) tienen orden 2,

mientras que el producto (12)(34)(13)(24) = (14)(23) también tiene orden 2. Por otro lado,

(123) es un 3-ciclo. Aplicando el Teorema de Lagrange, la demostración finaliza.

La Proposición 4.3.7 motiva utilizar dos generadores de orden 2 y un generador de orden 3

de HN,2.
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Proposición 4.3.8. El grupo HN,2 tiene por generadores a las matrices

 1 1

0 1

,

 1 ω

0 1


y

 ω 0

0 ω + 1

.

Demostración. Es claro que

 1 1

0 1

,

 1 ω

0 1

 tienen orden 2, al igual que el producto

 1 1

0 1


 1 ω

0 1

 =

 1 ω + 1

0 1

. Por otro lado, la matriz

 ω 0

0 ω + 1

 tiene orden

3, porque:

 ω 0

0 ω + 1


2

=

 ω + 1 0

0 ω

 ,

 ω 0

0 ω + 1


3

=

 1 0

0 1

 .

Con ayuda de la Proposición 4.3.8 podemos estudiar las correspondencias de los vértices

de tipo 0 y 1 de τΓN\T(K) dadas por la simetría [τδ], donde [δ] es uno de los generadores del

grupo HN,2.

1. Sea [ζ] =

 1 1

0 1

. De igual manera a la Sección 4.2, se considera la transformación

de Moebius τζ ∈ τE(V )∗ donde ζ =

 1 1

0 1

. Por un razonamiento análogo al de la

Sección 4.2, [τζ ] fija a los vértices v1, v2 y w1 del grafo cociente τΓN\T(K). Por otro

lado, se tiene que τζ .B
[1]
0 = B

[1]
1 . En otras palabras, [τζ ] .w5 = w11. Al ser v5 vecino

de w5 y v6 vecino de w11, otra igualdad inmediata es [τζ ] .v5 = v6. Para demostrar que
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[τζ ] .w2 = w12, basta recordar la igualdad τσ.B
[−1]
0 = B

[1]
t , junto con τζ(t) = t + 1,

τζ(t + t−1) = t + t−1 + 1 y τζ(∞) = ∞. De lo anterior se tiene τζ .B
[1]
t = B

[1]
t+1. Como

consecuencia directa, [τζ ] .v3 = v7. Es posible sólo una de las siguientes igualdades, o

bien [τζ ] .v4 = v9 o [τζ ] .v4 = v10. La igualdad [τζ ] .v4 = v9 se infiere del producto:

[
(ζσ3)−1(σ3µσ)

]
=

 ω 0

ω ω + 1


 ω + 1 ω + 1

ω 0

 =

 1 1

0 1

 .

De la última igualdad se deduce [τ(ζσ3)−1(σ3µσ)].v1 = [τζ ].v1 = v1. Luego

[τζ ].v4 = [τζσ3 ].v1 = [τσ3µσ].v1 = v9.

Por último [τζ ] .v8 = v10. En el caso de los vértices wi, estos son correspondidos me-

diante [τζ ] de acuerdo a su condición de vecindad con respecto a los vértices de tipo 0

de τΓN\T(K). En resumen, [τζ ] cumple con la siguiente correspondencia de vértices del

grafo τΓN\T(K):

v1 7→ v1, w1 7→ w1, w11 7→ w5,

v2 7→ v2, w2 7→ w12, w12 7→ w2,

v3 7→ v7, w3 7→ w9, w13 7→ w7,

v4 7→ v9, w4 7→ w6, w14 7→ w14,

v5 7→ v6, w5 7→ w11, w15 7→ w8.

v6 7→ v5, w6 7→ w4,

v7 7→ v3, w7 7→ w13,

v8 7→ v10, w8 7→ w15,

v9 7→ v4, w9 7→ w3,

v10 7→ v8, w10 7→ w10,
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Figura 4.33: Permutación de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K) vía [τζ ], con N = t2 + t+ 1.

En la Figura 4.33 se ve cómo la simetría [τζ ] permuta los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K).

2. Si [ρ] =

 1 ω

0 1

, entonces se considera la transformación de Moebius τρ ∈ τE(V )∗ ,

donde ρ =

 1 t

0 1

. Por lo discutido en las Secciones 4.1 y 4.2, automáticamente

se tienen las igualdades [τρ] .v1 = v2, [τρ] .w1 = w1, [τρ] .w2 = w5. Por condición de

vecindad, [τρ] .v3 = v5, [τρ] .w3 = w4 [τρ] .v4 = v4. Como el vértice v8 está a distancia

2 de v3 y v10 está a distancia 2 de v5, la igualdad [τρ] .v8 = v10 sigue, en particular,

[τρ] .w13 = w15. También como consecuencia se deducen [τρ] .v6 = v7 y [τρ] .v9 = v9. El

resto de las correspondencias se presentan a continuación:
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Figura 4.34: Permutación de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K) vía [τρ], con N = t2 + t+ 1.

v1 7→ v2, w1 7→ w1, w11 7→ w12,

v2 7→ v1, w2 7→ w5, w12 7→ w11,

v3 7→ v5, w3 7→ w4, w13 7→ w15,

v4 7→ v4, w4 7→ w3, w14 7→ w14,

v5 7→ v3, w5 7→ w2, w15 7→ w13.

v6 7→ v7, w6 7→ w9,

v7 7→ v6, w7 7→ w8,

v8 7→ v10, w8 7→ w7,

v9 7→ v9, w9 7→ w6,

v10 7→ v8, w10 7→ w10,

En la Figura 4.34 se ve cómo la simetría [τρ] permuta los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K).

3. Por último sea [δ′] =

 ω 0

0 ω + 1

. La transformación de Moebius τδ′ ∈ τE(V )∗ ,

donde δ′ =

 1 + t2 1 + t+ t2

1 + t+ t2 t2

 es un levantamiento de [δ′] =

 ω 0

0 ω + 1

.

Afirmamos que [τδ′ ] .v1 = v8, [τδ′ ] .v2 = v10 y [τδ′ ] .v6 = v6. Para ello se comprueban las

igualdades matriciales siguientes:
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[
(σ2µσ)−1δ′

]
=

 1 1

ω + 1 ω


 1 ω

ω ω


 ω 0

0 ω + 1

 =

 1 0

0 1

 ,

[
(σ4µσ)−1δ′σ

]
=

 1 1

ω + 1 ω


 ω 1

1 0


 ω 0

0 ω + 1


 ω 1

1 0

 =

 1 1

0 1

 ,

[
(µσ)−1δ′(µσ)

]
=

 1 1

ω + 1 ω


 ω 0

0 ω + 1


 ω 1

ω + 1 1

 =

 1 1

1 0

 .

Los tres productos matriciales implican [τ(σ2µσ)−1δ′ ].v1 = v1, [τ(σ4µσ)−1δ′σ].v1 = v1 y

[τ(µσ)−1δ′(µσ)].v1 = v1. Ocupando lo anterior, se verifica que:

[τδ′ ].v1 = [τσ2µσ].v1 = v8,

[τδ′ ].v2 = [τδ′σ].v1 = [τσ4µσ].v1 = v10,

[τδ′ ].v6 = [τδ′µσ].v1 = [τµσ].v1 = v6.

Como consecuencia de lo anterior se deduce la igualdad [τδ′ ] .v5 = v3, pués es el vértice

restante que está a distancia 2 de v1. Para el vértice v7 tenemos dos posibilidades: o bien

[τδ′ ] .v7 = v7 ó [τδ′ ] .v7 = v5. La correcta es [τδ′ ] .v7 = v5. En efecto, del producto:

[
σ−4δ′(σµσ)

]
=

 ω 1

1 0


 ω 0

0 ω + 1


 ω 1

1 0


 ω 1

ω + 1 1

 =

 1 1

0 1

 ,

se infiere [τσ−4δ′σµσ].v1 = v1 , y con ello, [τδ′ ].v7 = [τδ′σµσ].v1 = [τσ4 ].v1 = v5. Al ser

[τδ′ ] una simetría de orden 3, de las igualdades [τδ′ ] .v5 = v3 y [τδ′ ] .v7 = v5 se deduce

[τδ′ ] .v3 = v7. Por otro lado, como [τδ′ ] fija a v6 y [τδ′ ] .v1 = v8, se tiene [τδ′ ] .v9 = v1.
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Figura 4.35: Permutación de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K) vía [τδ′ ], con N = t2 + t+ 1.

Las otras igualdades son [τδ′ ] .v8 = v9, [τδ′ ] .v10 = v4 y [τδ′ ] .v4 = v2. El resto de las

corresponcias siguen por condición de vecindad:

v1 7→ v8, w1 7→ w10, w11 7→ w8,

v2 7→ v10, w2 7→ w7, w12 7→ w15,

v3 7→ v7, w3 7→ w12, w13 7→ w9,

v4 7→ v2, w4 7→ w2, w14 7→ w1,

v5 7→ v3, w5 7→ w13, w15 7→ w3.

v6 7→ v6, w6 7→ w11,

v7 7→ v5, w7 7→ w4,

v8 7→ v9, w8 7→ w6,

v9 7→ v1, w9 7→ w5,

v10 7→ v4, w10 7→ w14,

En la Figura 4.35 se ve cómo la simetría [τδ′ ] permuta los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K).

El cálculo de las órbitas queda de la siguiente manera:
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Figura 4.36: Orbitas de los vértices de τΓN\T(K), asociado a N = t2 + t+ 1 .

orb(v1) = {v1, v2, v4, v8, v9, v10} ,

orb(v3) = {v3, v5, v6, v7} ,

orb(w1) = {w1, w10, w14} ,

orb(w2) = {w2, w3, w4, w5, w6, w7, w8, w9, w11, w12, w13, w15} .

Las cardinalidades de las órbitas de los vértices de tipo 0 de τΓN\T(K) se muestran en la

Figura 4.36.A donde dichos vértices están pintados de de color rojo o azul dependiendo del

caso. La Figuras 4.36.B muestra las cardinalidades de las órbitas de los vértices de tipo 1. El

grafo cociente τE(V )∗\T(K) viene dado por la Figura 4.37, donde los vértices A1, A2, A3 y A4

son:
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Figura 4.37: Grafo cociente τE(V )∗\T(K), asociado a N = t2 + t+ 1.

A1 = ΦN .v6,

A2 = ΦN .w11,

A3 = ΦN .v1,

A4 = ΦN .w1.
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