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Resumen

El anélisis estadistico de formas, y de variedades diferenciables mas generales, es un area de
creciente interés en investigacion, el que se explica por la necesidad de trabajar con datos que
poseen una estructura geométrica compleja. Este tipo de datos surgen, por ejemplo, en mor-
fometria, meteorologia, arqueologia y genética. Para analizar la informacion estadistica con-
tenida en ellos se requieren métodos estadisticos especiales, que tomen en cuenta la geometria
de los espacios subyacentes. Pese a su gran relevancia, en la actualidad existe una escasez de
metodologias Bayesianas para este tipo de datos debido, en parte, a la dificultad para construir

medidas de probabilidad sobre una variedad general.

El objetivo principal de esta tesis es contribuir, desde una perspectiva Bayesiana, al analisis
estadistico de datos soportados en una variedad Riemanniana. Los principales resultados se
presentan en los Capitulos 2 y 3. En el Capitulo 2 se propone un procedimiento Bayesiano
paramétrico para la estimacion de la forma media, a partir de datos de configuraciones (un
ndmero finito de puntos en el plano cartesiano), conteniendo la informacién de forma de ob-
jetos de interés. En este contexto, se muestra el problema de falta de identificacion de los
pardmetros de un modelo estadistico comtiinmente utilizado, y se propone una estrategia de

post-procesamiento que permite resolver dicho problema. En base a un criterio de optimali-

vii
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dad, se propone un estimador de la forma media que incorpora en su definicién una estructura
métrica de la variedad Riemanniana subyacente. Finalmente, se presentan los resultados de un
estudio de simulacion, donde se ilustra el comportamiento del estimador propuesto y se com-

para con otros estimadores existentes.

En el Capitulo 3 se propone y estudia las propiedades de un procedimiento Bayesiano
noparamétrico para la estimacion de medidas de probabilidad relacionadas por predictores
definidas en un espacio Polaco general, el que incluye a las variedades Riemannianas com-
pletas. La propuesta se basa en la extension de los procesos de Dirichlet dependientes y mez-
clas inducidos por estos, definidos originalmente en espacios Euclideanos, a espacios Polacos
mas generales. Para los procesos de Dirichlet dependientes se estudian las propiedades de
continuidad, estructura de asociacion y soporte. En el caso de mezclas inducidas por proce-
sos de Dirichlet dependientes, se establecen condiciones suficientes para que el modelo tenga

propiedades adecuadas de soporte y de consistencia débil de la distribucion a posteriori.
El Capitulo 1 discute la literatura existente, donde se contextualiza este trabajo. En el

Capitulo 4 se resumen los principales resultados de la tesis y se discuten algunas lineas de

investigacion futura.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Antecedentes generales y revision de la literatura

1.1.1 El contexto general

Un principio en el que se sustenta la teoria inferencial estadistica es que los datos pueden ser mo-
delados como realizaciones de elementos aleatorios. El problema inferencial surge porque hay
desconocimiento respecto de dicha distribucidn, por lo que un experimento estadistico clasico
se define como una familia de probabilidades de muestreo indexadas por parametros (Fisher,
1922),

E={(X,Z),P:0¢€06},

donde X es el espacio muestral subyacente a los datos, 2~ es una o-dlgebra de subconjun-
tos de X, 6 es un indice llamado pardmetro, © es un conjunto no vacio denominado espacio

paramétrico (o espacio de parametros) y

P,(e) : © x Z — [0,1],
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es una funcion, tal que V0 € O, Py(e) es una probabilidad definida sobre el espacio medi-
ble (X, 2"), denominada probabilidad de muestreo. El espacio paramétrico © puede ser de
dimension finita o infinita. En el primer caso se habla de un modelo estadistico paramétrico,
mientras que en el segundo, de un modelo estadistico noparamétrico. Adicionalmente, un mo-
delo estadistico clésico se dice globalmente identificado, si la funcién § — P(e) es inyectiva

(Koopmans & Reiersol, 1950).

En el contexto Bayesiano, la incertidumbre que existe respecto de # se incorpora a través de
la definicién de una medida de probabilidad IT sobre ©, denominada distribucién a priori. En
este caso es necesario dotar a © de una o-algebra de subconjuntos, que denotaremos por .
Es importante notar que la o-dlgebra Z debe ser escogida de modo que la funcion 6§ — Py(A)
sea A-medible, VA € 2. El modelo estadistico Bayesiano corresponde a la tinica medida de
probabilidad

Q(B x A) := / Py(A)II(d0), Be B,Ac X,

B
definida sobre el espacio producto © x X, y que puede ser extendida de manera tnica a la o-
algebra generada por # x 2, denotada # ® 2 (ver, por ejemplo, Florens et al., 1990). Luego,
el experimento estadistico Bayesiano queda definido a través del espacio de probabilidad dado
por

gb:(@XXW%@%?Q)

Cuando el modelo Bayesiano es regular (ver, por ejemplo, Schervish, 1995; Rao, 2005), existe
una desintegracion dual para (). Dicha desintegracién es en términos de la denominada pro-
babilidad predictiva P y la distribucion a posteriori 1I,.. Asi, II, es una medida de probabilidad
sobre el espacio medible (O, %), Vo € X,y la funciéon z — I1,(B) es 2 -medible, VB € A.

Ademas,

aEx - |

Py(A)TI(d6) / M,(B)P(dz), Be B Ac.

A

Finalmente, cabe destacar que desde el punto de vista Bayesiano, todas las inferencias respecto
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del pardmetro # quedan determinadas por la distribucién a posteriori I1,.

Los espacios muestrales que motivan esta tesis corresponden a variedades Riemannianas.
En términos generales, una variedad corresponde a un espacio topoldgico que se parece local-
mente, pero no necesariamente globalmente, a un espacio vectorial topoldgico dado. Algunos
ejemplos de espacios vectoriales topoldgicos usuales en el contexto de variedades son los espa-
cios de Fréchet de dimension infinita, los espacios de Banach de dimension infinita, los espacios
de Hilbert de dimension infinita y los espacios Euclidianos (ver, por ejemplo, Lang, 1995; Klin-
genberg, 1995). Dependiendo de la dimensién del espacio vectorial topoldgico subyacente,
surgen variedades de dimension finita, en el caso Euclidiano, e infinita, en los otros. Algunas
disciplinas en las que surgen datos soportados soportados sobre una variedad son astronomia,
meteorologia, geologia, cartografia, biologia y fisica (ver, por ejemplo, Patrangenaru & Elling-

son, 2015).

1.1.2 Variedades Riemannianas

Una variedad diferenciable de dimension finita, M, es un espacio topologico de Hausdorff,
paracompacto y conexo, en el que pequefias vecindades pueden ser mapeadas de manera ho-
meomorfa a conjuntos abiertos de espacios Euclidianos, y tales mapeos pueden ser compuestos
de manera diferenciable (para mas detalles ver, por ejemplo, do Carmo, 1992; Klingenberg,

1995; Lang, 1995; Sakai, 1996; Jost, 2008; Petersen, 2016). A través de curvas diferenciables,

a: [0,1] — M,

es posible definir vectores tangentes en un punto p € M, a partir de la derivada &(t) eva-
luada en ¢ = 0, con «(0) = p. Denotaremos por 7},()) al conjunto de todos los vectores
que son tangentes a M en un punto p € M, el cual corresponde a un espacio vectorial de la
misma dimensién que M, y sobre el cual se pueden realizar procedimientos estandar del andlisis

estadistico multivariado, tales como el andlisis en componentes principales, el andlisis discrimi-
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nante y los modelos de regresion. Usando los espacios tangentes de cada punto de la variedad,

es posible definir una estructura global sobre M como

T™ = | ] T,(M),

pEM

denominada el “tangent bundle” de M.

Una métrica Riemanniana es un producto interno definido sobre los espacios tangentes de
M, que cambia suavemente con p € M. Asi, una variedad Riemanniana corresponde a una
variedad diferenciable premunida de una métrica Riemanniana. Dicha estructura provee de he-
rramientas para el cédlculo de derivadas, integrales y largo de curvas, entre otras cosas. Dados
v1,v2 € T,(M), denotamos por < vy, vy >, a su métrica Riemanniana. Sea o : [0,1] — M una

curva de clase C! sobre la variedad. Se define el largo de o como

1
B o 1/2
Lio] = /0 < a(t), alt) > dt,

donde, por definicion, &(t) € Ty, ) (M ). Luego, se define la distancia geodésica entre los puntos

p1,p2 € M como
d(p1,pe) :=inf{L[a] : a: [0,1] = M, a(0) = p1,a(1) = po},

la cual corresponde a una métrica intrinseca sobre M (ver, por ejemplo, el Capitulo 3 de Dry-
den & Mardia, 2016). Se puede demostrar que (M, d) es un espacio métrico (ver, por ejemplo,
Jost, 2008), y si dicho espacio es completo, entonces la variedad Riemanniana se dice completa.

De esta manera, una variedad Riemanniana completa es un caso particular de un espacio Polaco.

También es posible definir variedades infinito-dimensionales sobre espacios de Frechét, Ba-
nach y Hilbert (de dimensién infinita). Por ejemplo, dado un espacio de Hilbert separable H,
una variedad de Hilbert es un espacio separable y metrizable, tal que cada punto de la variedad

posee una vecindad que es homeomorfa a un subconjunto abierto de H (ver, por ejemplo, Lang,

4
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1995). Sin embargo, el interés de este trabajo estd en las variedades Riemannianas completas

de dimension finita, tales como el espacio de las formas planares de Kendall (Kendall, 1977).

1.1.3 Analisis estadistico de formas

Kendall (1977) defini6 la forma de un objeto, como la informacién geométrica de éste, una
vez que han sido eliminados los efectos de rotacion, traslacion y escala. Los procedimientos
estadisticos asociados al andlisis estadistico de formas se pueden clasificar en dos grupos, de
acuerdo con la manera en la que la respuesta se registra (Dryden & Mardia, 1998, 2016). Es-
pecificamente, existen prodecimientos donde se asume que la informacién de los objetos se
registra a través de curvas o superficies continuas, correspondientes al contorno del objeto. Por
otra parte, existen procedimientos que asumen que la informacién corresponde a la localizacién
de una cantidad finita de hitos o puntos claves de interés. El enfoque basado en hitos, a dife-
rencia del basado en curvas o superficies, trabaja siempre con datos definidos en espacios de

dimension finita y ha sido el més estudiado.

Los hitos son puntos de correspondencia, entre objetos y dentro del mismo. Asi, un hito
puede estar relacionado a una funcién particular de una poblacion en estudio (por ejemplo, el
nucleo de una célula animal), y distintos hitos pueden estar relacionados de manera que el cam-
bio de uno de ellos afecta al resto (por ejemplo, si se desplaza la punta del pulgar, el resto del
dedo se mueve coherentemente también). Una configuracion es un arreglo conteniendo la loca-
lizacién del conjunto de los hitos sobre un objeto en particular. En general, los hitos se pueden
clasificar en: anatomicos, matemadticos y pseudo-hitos. Los hitos anatémicos son puntos que
manifiestan alguna caracteristica de tipo bioldgica o funcional. Algunos ejemplos son el en-
cuentro de suturas en un craneo y la esquina de un ojo. Los hitos mateméticos son puntos que
poseen alguna propiedad de tipo matemética o geométrica. Algunos ejemplos son los puntos
con alta curvatura y los puntos extremos. Los pseudo-hitos, finalmente, son puntos, tipicamente

equiespaciados, ubicados entre los hitos anatémicos y matemdticos. La clasificacién anterior
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no es unica ni necesariamente excluyente, pero es la més utilizada (ver, por ejemplo, Dryden &

Mardia, 1998, 2016).

Para lo que sigue, suponemos la existencia de p € N\ {0} hitos en el plano cartesiano. De
esta forma, un objeto se puede representar por un vector w € CP, donde CP? es el espacio de
configuraciones. La razén de trabajar con C?, en vez de M,«»(R) (matrices a valores reales
de p filas y 2 columnas), es que la transformacion de rotacion se puede representar de manera
mas sencilla usando elementos de variable compleja. En efecto, para rotar una figura en C?,
basta con multiplicar por el nimero complejo ¢, mientras que en M,,»5(IR) se hace necesario

multiplicar por una matriz de la forma

cos(f) —sin(0)
sin(f)  cos(6)

En ambos casos 6 es el angulo de rotacion del objeto de interés, medido tipicamente en sentido

antihorario.

Una manera de eliminar el efecto de traslacion es multiplicando las configuraciones, por la

izquierda, por la matriz

1
C - Ip - 511)1; € Mpo(R)y

donde I, € M,,(R) corresponde a la matriz diagonal de dimensién p x p, y 1, € R es el
vector de unos. Sea we := Cw € CP. Entonces, la suma de las coordenadas de w¢ es nula 'y
tiene centroide 0 € CP. Existen otras maneras de eliminar el efecto de traslacién, multiplicando
por otras matrices, tales como la sub-matriz de Helmert (para detalles ver Dryden & Mardia,

1998, 2016). Una manera de eliminar el efecto de escala es normalizando,

[we|

Wg : e CP,

donde ||w| := w*w, con w* siendo la traspuesta conjugada de w. Al objeto resultante wg €
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SY C CP, se le denomina preforma, donde S} es el espacio de las preformas. Finalmente,
el efecto de rotacidn se elimina fijando un dngulo de referencia arbitrario, y usando la repre-
sentacion polar de un ndmero complejo. Luego, la forma asociada a una preforma wg € S5,
queda definida por

[ws] = {e“ws : ¢ € [0,27)} € 35,

donde X2 es el espacio de las formas planares. Luego, wy,ws € CP tienen la misma forma, es

decir, [wq] = [wy], siexistend € C,b € R, y ¢ € [0,27), tales que
wy = dl, + bexp{ip}w,.
Equivalentemente, la forma de una configuracion p € CP queda definida como
(] ={dl, +bexpligp}p:de C,b e R, ¢ € [0,27)}.

Una de las dificultades de trabajar con Y5, es que carece de una estructura de espacio vectorial
(Kendall, 1984). Asi, el promedio Euclidiano de dos configuraciones con formas parecidas,
puede tener una forma completamente diferente, como se ilustra en la Figura 1.1. Una posible
explicacién de esto es que la transformacion que a cada configuracion le asocia su forma es no
lineal. Luego, no es de esperar que una transformacion lineal, como el promedio Euclidiano,
sea capaz de capturar la informacion de forma, que es intrinsicamente no lineal. Asi, dados

w1, ws € CP, puede ocurrir que

Ewl + %’LUQ} # B[’wl] + %[’wz]} )

donde el promedio de formas se calcula a través de representantes en el espacio de configura-

ciones.

En términos de la construccién de medidas de probabilidad, es mds simple trabajar con C?

que con X8, Sin embargo, desde el punto de vista del andlisis estadistico de formas, surgen al-
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Figura 1.1: El panel (a) y (b) muestra las configuraciones asociadas a una misma mano, pero
rotadas en un angulo de 7 radianes en sentido antihorario. El panel (c¢) muestra el promedio
Euclidiano de las configuraciones observadas en el panel (a) y (b).

gunas complicaciones al trabajar directamente con el espacio de configuraciones. La principal
dificultad es que existen muchas configuraciones asociadas a la misma forma, como se ilustra
en la Figura 1.2. Lo anterior frecuentemente trae consigo la aparicion de problemas de falta de

identificabilidad en los modelos estadisticos subyacentes.

Desde el punto de vista de 1a geometria diferencial, 3} tiene una estructura de variedad Rie-
manniana compacta de dimension finita, con curvatura constante y positiva (ver, por ejemplo,
Small, 1996; Kendall et al., 1999). En particular, 2’2’ es un espacio métrico compacto. Ademas,
gracias a su curvatura positiva, sus vecindades geodésicas son pequeflas en comparacion a las
vecindades geodésicas de variedades con curvatura negativa. Lo anterior tiene repercusiones
en lo que respecta a la unicidad global, de ciertas medidas de tendencia central que pueden ser
definidas sobre 5. Algunos ejemplos de medidas de tendencia central propuestos en la lite-
ratura son los baricentros Riemannianos y las medias de Fréchet (para detalles ver, por ejemplo,
Afsari, 2011). En términos generales, dichos conceptos son extensiones del concepto de media

Euclidiana.
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Cp

/\

Figura 1.2: A la izquierda, el espacio de formas planares y una forma |[u]. A la derecha, el
espacio de configuraciones y algunos representantes de la misma forma.

1.1.4 Generalizaciones del concepto de media Euclidiana

Sea X un espacio topolédgico, B una o-algebra de Borel de subconjuntos de X', y P una medida
de probabilidad sobre el espacio medible (X', B). Cuando X = R", conn € N\ {0}, la media

Euclidiana asociada a P esta definida como

u::/ zP(dz), (1.1)

y 1 € X (cuando existe). Cuando X es un espacio de Banach separable de dimension infinita,
la expresion (1.1) no se puede aplicar sin supuestos adicionales. Lo anterior se debe a que la
funcion © — ||z|| no es necesariamente P-integrable, donde || - || es una norma en X'. En este

caso, la media i de P queda definida por la expresion

u(l) = /X I(2)P(dz), (1.2)
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donde | € A" es un elemento del dual topolégico de X (es decir, el espacio de todas las
funciones lineales continuas de X en R). En este caso, sin supuestos adicionales, tales como
que X sea un espacio reflexivo, p es un elemento del bidual topolégico de X" (es decir, el dual
topoldgico de X'*). Para mas detalles respecto del concepto de dualidad ver, por ejemplo, Brezis

(2010). Cuando X es un espacio de Hilbert separable y se cumple que

/X el P(dz) < oo,

entonces p € X. Ademds, p es el Unico elemento satisfaciendo que

<u,y>:/ <x,y> P(dx), VyeX, (1.3)
X

donde < -, - > es el producto punto de X'y || - || la norma asociada. Notar que la expresion (1.3)
es equivalente a (1.2), debido a que X = X por el teorema de representacion de Riesz (ver,

por ejemplo, Aliprantis & Border, 2000).

Las extensiones anteriores no funcionan cuando X deja de ser un espacio vectorial topol6-
gico, que es lo que ocurre cuando X es una variedad Riemanniana o un espacio métrico, donde
la funcién de distancia no es inducida por una norma. En este contexto, una posible extension
del concepto de media Euclidiana a espacios métricos mds generales, surge de la siguiente

caracterizacion de la media Euclidiana ,

/ e — ulPP(dx) = min / e — all2P(da),
Rn aER™ Rn

donde || - || es la norma Euclidiana usual. Asi, si (X, d) es un espacio métrico general, entonces

se dice que i € X es una media de Fréchet (Fréchet, 1948), si

/X & (z, ) P(dx) = min /X & (z,a)P(dz).

acX

Bajo supuestos adicionales, tales como la compacidad de X, se puede demostrar la existen-
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cia de medias de Fréchet, pero no necesariamente su unicidad. Por esta razén, se suele hablar
del conjunto de las medias de Fréchet, en vez de la media de Fréchet. Ademads, existen otras
generalizaciones del concepto de media Euclidiana, tales como las medias de Karcher y los
baricentros Riemannianos. Mds auin, se puede demostrar que la media de Fréchet es un caso
particular del concepto de baricentro Riemanniano. En efecto, se dice que 4 € X" es un bari-

centro Riemanniano si

| @ wPdn) =niy [ 0P,

p a€X p

donde 1 < p < oco. Se prueba que mientras mayor sea p, menos resistente a la presencia de datos
atipicos es la media anterior (ver, por ejemplo, Afsari, 2011). En esta tesis nos centraremos en

las medias de Fréchet, como extension del concepto de media Euclidiana.

1.1.5 Modelos Bayesianos noparamétricos

La especificacion de un modelo Bayesiano noparamétrico (BNP) requiere de la especificacion
de una medida de probabilidad a priori sobre un espacio de parametros de dimensién infinita.
Algunos ejemplos incluyen el espacio de todas las medidas de probabilidad y el espacio de to-
das las funciones continuas, bajo las cuales un coeficiente de deriva garantiza la existencia de

soluciones para una determinada ecuacion diferencial estocéstica.

Existe un interés creciente en el estudio de métodos BNP debido a su gran flexibilidad y a
la existencia de mecanismos eficientes de computacion de la distribucion a posteriori (Ghosh &
Ramamoorthi, 2003; Miiller et al., 2004; Hjort et al., 2010; Miiller et al., 2015; Mitra & Miiller,
2015). Con respecto a esto ultimo, algunos ejemplos incluyen algoritmos del tipo de cadenas de
Markov Monte Carlo (MCMC) (Metropolis et al., 1953; Geman & Geman, 1984), imputaciones
secuenciales (Kong et al., 1994; Liu, 1996; MacEachern et al., 1999), recursiones predictivas
(Newton et al., 1998; Newton & Zhang, 1999) y métodos variacionales (Opper & Saad, 2001;
Wainwright & Jordan, 2008; Blei et al., 2006).

11
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La piedra angular de los modelos BNP es el proceso de Dirichlet (DP), definido por Fer-
guson (1973, 1974), y los modelos de mezclas inducidos por el DP (DPM) (Ferguson, 1983;
Lo et al., 1984). Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad, ) C RP, B()) la o-dlgebra de
Borel de subconjuntos de ) y D()) el espacio de todas las densidades con respecto a la me-
dida de Lebesgue de R”. Entonces, un DPM es una funcién de densidad aleatoria definida

Vw € Qp C Q, con P(p) = 1, como

_ /@ 0(-,0)G(w)(d8) € D(Y), (1.4)

donde ¢ (+,0) € D(Y), V0 € © C RY, y G es un DP de pardmetros (o, G°),cona € R, y G° €
P(O), donde P(O) es el espacio de todas las medidas de probabilidad sobre el espacio medible
(©,B(0)) y B(O) es la o-dlgebra de Borel de subconjuntos de ©. Mas atin, GG es una medida
de probabilidad aleatoria que puede ser representada mediante la siguiente representacion tipo

stick-breaking (Sethuraman, 1994),

Zm )30, (-) € P(O), Yw € Qp, (1.5)

donde dy(-) es la medida de Dirac en 0, m; = V;[[,_;(1 — Vj), con Vi|a w Beta(1,a), y
0;|G° ~ il Propiedades y aplicaciones del DP pueden ser encontradas, por ejemplo, en Fer-
guson (1973, 1974), Korwar & Hollander (1973), Antoniak (1974), Blackwell & MacQueen
(1973), Cifarelli & Regazzini (1990), Hanson et al. (2005), Hjort & Ongaro (2005) y Hjort
et al. (2010).

Existen algunas alternativas al DP, tales como los modelos de muestreo de especies (SSM),

introducidos por Pitman (1996). Los miembros de esta clase pueden ser representados como

:iwi&h(B)Jr(l—Zw% ) Go(B), BeB(O),

id . ' _ )
donde 6; < G, son independientes de w;, 1 > 1,y Zfil w; < 1 casi seguramente. Cuando
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> o2, w; = 1 casi seguramente, el SSM se denomina propio y G es una medida de probabilidad
discreta casi seguramente. Algunos ejemplos de SSM incluyen el DP, las medidas aleatorias
normalizadas (Nieto-Barajas et al., 2004), el proceso Dirichlet-multinomial (Muliere & Secchi,
1995), e-DP (Muliere & Tardella, 1998), el proceso Gaussiano inverso normalizado (Lijoi et al.,
2005), el proceso beta de dos parametros (Ishwaran & Zarepour, 2000), el proceso Poisson-
Dirichlet de dos pardmetros (Pitman & Yor, 1997) y el proceso stick-breaking (Ishwaran &
James, 2001). El proceso stick-breaking es uno de los ejemplos mds conocidos y satisface la

siguiente expresion casi segura

G(B) = iwiégi(B), B € B(O),

donde w; = V; Hj<i(1 -Vi),V; ing Beta(a;, b;), donde {a;} y {b;} son sucesiones de nimeros
positivos, y 6; % Gy. El modelo resultante es propio si y sélo si iE(ln(l — Vi) = —o0.

En el contexto de espacios Euclidianos, se han caracterizado muchas de las propiedades de
los DPM vy sus extensiones, incluyendo soporte, consistencia a posteriori y tasas de concen-
tracion de la distribucién a posteriori (ver, por ejemplo, Lo et al., 1984; Ghosal et al., 1999;
Lijoi et al., 2005; Ghosal et al., 2007). Sin embargo, existe una escasez de resultados en el

contexto de espacios muestrales mas generales.

1.1.6 Modelos para medidas de probabilidad relacionadas

Motivado por el interés en la estimacion de conjuntos de medidas de probabilidad relacionadas
por predictores, se han propuesto varias extensiones a modelos del tipo (1.4) y (1.5), para in-

corporar la dependencia de predictores a los modelos, con la forma

J(yl, Go(w)) = / b(y.0)G.(w)(d6), y eV, (1.6)
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donde f(y|r,G.(w)) es una densidad condicional indexada por los valores de un predictor
xr € X C R®. Asi, la dependencia es introducida a través de la familia de medidas de probabi-

lidad aleatorias G, y el problema inferencial estd relacionado con modelar {G, : © € X'}.

Algunos desarrollos tempranos en esta drea aparecieron en Cifarelli & Regazzini (1978),
quienes definieron la dependencia introduciendo un modelo de regresién sobre la medida de
base de un DP. Un modelo mas flexible fue propuesto por MacEachern (1999, 2000), denomi-
nado proceso de Dirichlet dependiente (DDP), el cual corresponde a un conjunto de procesos
de Dirichlet marginales, con dependencia introducida a través de la siguiente modificacion de

la representacion stick-breaking,
Go(B) =Y _mi(2)00,)(B), B e B(O), (1.7)
i=0

donde las masas puntuales 6;(z), i = 1,2,... son procesos estocdsticos independientes con
conjunto de indices X y distribuciones marginales G2, * € X, y los pesos toman la forma

mi(x) = Vi(z 1 —Vi(x)), donde V;(z), 2 = 1,2,... son procesos estocasticos indepen-
: J

1<t
dientes con conjunto de indices Xy distribuciones marginales Beta(1, ). Versiones del DDP

con pesos independientes de predictores han sido aplicados de manera exitosa (ver, por ejemplo,
De Iorio et al., 2004; Gelfand et al., 2005; Jara et al., 2010). Ademas, Barrientos et al. (2012)
estudiaron propiedades de soporte de diversas versiones del DDP y procesos stick-breaking de-

pendientes mas generales.

Otras extensiones para tratar con medidas de probabilidad relacionadas incluyen mezclas
DPM de normales (Miiller et al., 1996), mezclas jerdrquicas de DPM (Miiller et al., 2004), DP
jerarquico (Teh et al., 2006), DDP basado en orden (Griffin & Steel, 2006), DP anidado (Ro-
driguez et al., 2008), mezcla ponderada dependiente de predictores de DP (Dunson et al., 2007),
kernel-stick breaking (Dunson & Park, 2008), matriz-stick breaking (Dunson et al., 2008), DP
local (Chung & Dunson, 2011), logit-stick breaking (Ren et al., 2011), probit-stick breaking
(Chung & Dunson, 2009; Rodriguez & Dunson, 2009), modelo cluster-X (Miiller & Quintana,
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2010), modelo PPMx (Miiller et al., 2011) y DP inclinado dependiente (Quintana, 2010). Pro-
cesos neutrales a la derecha dependientes y procesos de Poisson-Dirichlet de dos pardmetros
correlacionados han sido propuestos por Epifani & Lijoi (2010) y Leisen & Lijoi (2011), uti-
lizando cépulas de Lévy. La clase general de medidas aleatorias completamente normalizadas
dependientes ha sido estudiada por Nipoti (2011) y Lijoi et al. (2014). Basados sobre una
formulacién diferente del problema de estimaciéon de densidades condicionales, Tokdar et al.
(2010) y Jara & Hanson (2011) propusieron alternativas al enfoque de convoluciones de proce-

sos stick-breaking dependientes.

De la misma forma a lo observado en el contexto de medidas de probabilidad, existe una
escasez de modelos para conjuntos de medidas de probabilidad dependientes en el contexto de

espacios muestrales mas generales.

1.2 Motivacion

La principal motivacion de esta tesis es contribuir al andlisis estadistico de datos soportados
sobre variedades Riemannianas. Las motivaciones particulares de cada capitulo se discuten a

continuacion.

1.2.1 Calculo de la media en el espacio de las formas planares de Kendall

desde una perspectiva Bayesiana paramétrica

Existen varios procedimientos estadisticos para la estimacion de la media en el espacio de las
formas planares de Kendall (ver, por ejemplo, Gower, 1975; Goodall, 1991; Kent & Mardia,
1997; Koschat & Swayne, 1991; Brignell et al., 2005). El mas conocido es el método de Pro-
crustes generalizado, propuesto originalmente por Gower (1975) y estudiado posteriormente
en el contexto del andlisis estadistico de formas por Goodall (1991). Este es un estimador

noparamétrico que elimina los efectos de traslacion, rotacion y escala de los datos originales,
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para posteriormente promediar los datos transformados (también denominados coordenadas de
Procrustes). Kent & Mardia (1997) muestran que si la matriz de covarianza de las configura-
ciones no es isotropica, el estimador de Procrustes no es siempre consistente. En este contexto,
se han propuesto extensiones del estimador, como los estimadores de Procrustes ponderados
(ver, por ejemplo, Koschat & Swayne, 1991; Brignell et al., 2005), que permiten trabajar con

matrices de covarianza no isotrépicas.

Una caracteristica no deseable del estimador de Procrustes y sus generalizaciones, es que
es dificil obtener su distribucién de muestreo, lo que limita los procedimientos inferenciales.
En el contexto de test de hipotesis, se han propuesto test de permutaciones (ver, por ejemplo,
Salmaso & Brombin, 2013), los cuales funcionan bajo el supuesto que los datos se encuentran
concentrados en torno a la media. Esto permite trabajar con aproximaciones locales sobre los
espacios tangentes y utilizar métodos inferenciales Euclidianos estandar. Sin embargo, dichos
enfoques terminan dejando de lado las propiedades geométricas de los espacios muestrales
subyacentes, lo que puede llevar a resultados inferenciales incorrectos. Por otra parte, Bhat-
tacharya & Patrangenaru (2002, 2003, 2005) estudian el problema de estimacién noparamétrica
del parametro de localizacion en una variedad Riemanniana completa, en particular sobre el
espacio de las formas planares, a través del concepto de media de Fréchet (Fréchet, 1948), y

analizan su distribucién asintética.

La literatura Bayesiana existente en este contexto, incluye los trabajos de Theobald (2009),
Theobald (2012), Micheas & Peng (2010) y Fox et al. (2016). Theobald (2009) y Theobald
(2012) asumen un modelo normal multivariado para las configuraciones, haciendo explicitos
los parametros de localizacion y rotacion, y proponen estimadores maximos a posteriori y Ba-
yesianos empiricos. Estos procedimientos, sin embargo, no consideran parametros de escala,
haciendo dificil su uso préctico para el problema de estimacién de la forma media. Por otra
parte, Micheas & Peng (2010) considera la versiéon compleja del modelo normal anterior, in-
cluyendo parametros de escala, y consideran una distribucion a priori normal compleja para

el pardmetro de forma media del modelo. Ademads, proponen un estimador del pardmetro de
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Jforma media que intenta minimizar la suma de las distancias de Procrustes (completa) a cada
configuracion en la muestra. Este procedimiento es utilizado por Fox et al. (2016). Es impor-
tante destacar, que en ninguno de estos trabajos se estudia el problema de falta de identificacion

del modelo estadistico normal complejo.

1.2.2 Caracterizacion del soporte en modelos para medidas de probabili-
dad soportadas en espacios Polacos y relacionadas por predictores

Euclidianos

El desarrollo de procedimientos estadisticos para datos no Euclidianos se ha centrado, ademas
del problema de estimacién de la media, en la estimacioén de densidades univariadas (ver, por
ejemplo, Pelletier, 2005; Bhattacharya & Dunson, 2010, 2012b) y en el problema de regresion
para datos Euclidianos con predictores no Euclidianos (ver, por ejemplo, Pelletier, 2006; Bhat-
tacharya & Dunson, 2012a). Pelletier (2005) estudia el problema de estimacién de densidades,
adaptando técnicas de tipo kernel, sobre una variedad Riemanniana compacta. Bhattacharya &
Dunson (2010, 2012b) estudian el problema de estimacion de densidades soportadas sobre un
espacio métrico compacto, a través de un modelo de mezclas y desde una perspectiva Bayesiana
noparamétrica. Ademads, para el modelo propuesto, obtienen resultados de consistencia débil
y fuerte. Pelletier (2006) estudia el problema de estimacion noparamétrica de una funcién de
regresion, con variable dependiente real y regresores soportados en una variedad Riemanniana
cerrada. Finalmente, Bhattacharya & Dunson (2012a) estudian el problema de prediccion de

una variable categorica, con predictores soportados en una variedad general.

La revision de la literatura muestra que existe una escasez de procedimientos para la esti-
macioén de medidas de probabilidad relacionadas por predictores, en el contexto de variables
de respuesta soportadas en un espacio Polaco general, a diferencia de lo que sucede en el caso
Euclideano (ver, por ejemplo, Barrientos et al., 2012; Pati et al., 2013). Barrientos et al. (2012)

definen formalmente el DDP (y algunas versiones mds parsimoniosas) y obtienen propiedades
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de soporte producto débil. Para el caso de mezclas inducidas por un DDP, obtienen propiedades
de soporte producto Hellinger y soporte producto Kulback-Leibler (KL). Méas atin, extienden
dichos resultados para procesos stick-breaking dependientes mas generales. Sin embargo, los
resultados de Barrientos et al. (2012) no son directamente generalizables a un espacio Polaco
no Euclidiano, debido a que su definicién del DDP usa el concepto de funcién de distribucion,
el cual sélo es vélido en espacios Euclidianos. Pati et al. (2013) caracterizan propiedades de
soporte mas fuertes que Barrientos et al. (2012), pero para modelos de mezclas de densidades
Gaussianas muy especificos. Adicionalmente, obtienen condiciones para la consistencia fuerte
de sus modelos. Sin embargo, su enfoque tampoco es generalizable al contexto de espacios
Polacos generales, pues las medidas Gaussianas s6lo son aplicables en el contexto de espacios
vectoriales, y los espacios Polacos de interés para esta tesis no tienen necesariamente dicha
estructura. Finalmente, el problema de caracterizar el soporte debe ser abordado, debido a que
disponer de modelos Bayesianos con un soporte grande es una condicion casi necesaria para
que los modelos sean efectivamente noparamétricos y es una condicion requerida para la con-

sistencia de la distribucién a posteriori.

1.3 Contribuciones de la tesis

Esta tesis consta de dos partes en las que se estudian métodos Bayesianos para el andlisis es-
tadistico de datos soportados en una variedad Riemanniana completa. Cada parte es presentada
en capitulos independientes, autocontenidos y con notacién independiente, que incluyen una
introduccién, desarrollo y conclusiones. Las contribuciones particulares de cada capitulo se

describen a continuacion.

En el Capitulo 2, se estudia el problema de estimacién de la media de una muestra de objetos
de interés, representados por un nimero finito de hitos en el plano cartesiano. Aprovechando
la naturaleza de espacio cuociente que tiene el espacio de las formas planares, se estudian

propiedades de un modelo estadistico normal complejo definido directamente sobre el espa-
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cio de configuraciones, que modela de manera explicita los pardmetros de forma (traslacion,
rotacion y escala) de cada objeto de interés. Asi, mediante un andlisis de identificabilidad se
concluye la falta de identificabilidad global y local del modelo estadistico subyacente, y se
analiza el efecto que esto tiene en la estimacion del pardmetro de forma media. A través de
un post-procesamiento de las muestras a posteriori de los pardmetros del modelo, se propone
un estimador de la forma media que incorpora en su definicién una estructura métrica del es-
pacio de las formas planares. Luego, se muestra que el estimador propuesto es genuinamente
Bayesiano, en el sentido que minimiza una determinada funcién de pérdida. Formalmente, el
estimador Bayesiano propuesto corresponde a una media de Fréchet a posteriori, de una trans-
formacion del pardmetro de forma media del modelo normal complejo. A través de un estudio
de simulacion de Monte Carlo, se muestra que el estimador propuesto es competitivo con el

estimador de Procrustes y es mejor que las otras alternativas Bayesianas existentes.

En el Capitulo 3, se propone y estudia un procedimiento Bayesiano noparamétrico para la
estimacion de medidas de probabilidad soportadas sobre un espacio Polaco general, que in-
cluye a las variedades Riemannianas completas, y relacionadas por predictores Euclidianos.
Para esto, se generaliza al contexto de espacios Polacos la definicion del DDP dada por Bar-
rientos et al. (2012), la que no puede ser extendida directamente a espacios no Euclidianos,
debido a que usa funciones de distribucién acumulada y ese concepto sélo es valido en es-
pacios Euclidianos. Ademads, la definicién propuesta del DDP no limita al uso de cépulas la
construccion de los procesos estocdsticos asociados a los pesos y atomos. Después, debido a la
utilidad de disponer de modelos mds parsimoniosos, se hacen dos simplificaciones del DDP: en
la primera sélo los d&tomos dependen de predictores, y en la segunda sélo los pesos dependen
de predictores. Luego, para el DDP (y algunas de sus simplificaciones) se estudian propiedades
de continuidad, estructura de asociacion y soporte. En términos de soporte, se analizan distin-
tas topologias, con el objeto de obtener propiedades de soporte mas fuertes. Asi, primero se
considera la topologia producto débil, después una topologia tipo I, débil y finalmente, una
topologia L, débil. Luego, para el problema de la estimacién de densidades de probabilidad

soportadas sobre un espacio métrico compacto y relacionadas por predictores Euclidianos, se
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estudian modelos de mezclas inducidos por un DDP, en términos de sus propiedades de so-
porte. Similarmente, se consideran distintas topologias con el objeto de obtener propiedades de
soporte mds fuertes. Asi, las topologias consideradas incluyen la topologia producto Hellinger,
la topologia producto L, la topologia producto Kulback-Leibler (KL), la topologia L., L
(denominada topologia L) y la topologia L., KL. Finalmente, se caracteriza un resultado de

consistencia débil de la distribucion a posteriori bajo muestreo independiente.
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Capitulo 2

Un Enfoque Bayesiano Paramétrico para la Estimacion de

la Media en el Espacio de las Formas Planares

2.1 Introduccion

El anélisis estadistico de la forma geométrica de objetos es esencial en una gran variedad de dis-
ciplinas, tales como biologia, medicina, arqueologia, geografia, geologia, agricultura y genética
(ver, por ejemplo, Dryden & Mardia, 1998, 2016; Micheas et al., 2007; Shakeri et al., 2016).
Kendall (1977) define la forma de un objeto como toda la informaciéon geométrica que queda de
él, una vez que han sido eliminados los efectos de traslacion, rotacion y escala. En muchas apli-

caciones la informacién de forma de un objeto se registra a través de la localizacion espacial de
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un conjunto de caracteristicas importantes e identificables del objeto en estudio, denominadas

configuraciones.

Un objetivo basico del andlisis estadistico de formas es la estimacion de la forma media
a partir de la informacién de configuraciones. Este es un problema complejo debido a que
el espacio de las formas carece de una estructura de espacio vectorial (Kendall, 1984), lo que
genera la necesidad de extender el concepto de media Euclidiana (Fréchet, 1948). Se han pro-
puesto diferentes metodologias para su estimacion, dentro de los que se destaca el método de
Procrustes generalizado, propuesto originalmente por Gower (1975) y estudiado posteriormente
por Goodall (1991). Este es un método noparamétrico que se basa en la transformacion de los
datos originales, con el objeto de remover los efectos de traslacion, rotacion y escala. Se gene-
ran, asi, las denominadas coordenadas de Procrustes, las que son promediadas para generar el

estimador de la forma media.

Kent & Mardia (1997) demuestran que, bajo el supuesto que la matriz de covarianza de las
configuraciones es isotropica, el estimador de Procrustes generalizado es un estimador consis-
tente de la forma media. No obstante, en casos no isotropicos, dicho estimador no es nece-
sariamente consistente. Debido a esto, se han propuesto varias extensiones del estimador de
Procrustes, como el estimador de Procrustes ponderado, que permiten trabajar con modelos no
isotropicos (ver, por ejemplo, Lissitz et al., 1976; Koschat & Swayne, 1991; Dryden & Mardia,
1998; Brignell et al., 2005). En cualquier caso, el estimador de Procrustes generalizado y sus
extensiones comparten los siguientes problemas: (i) es dificil obtener la distribucién muestral
del estimador de la forma media, (ii) no es posible hacer inferencias sobre los pardmetros de
localizacion, rotacion y escala, y (ii1) no es posible extender el enfoque a datos de regresion con

predictores arbitrarios.

Una manera de resolver los problemas anteriores, es a través de la especificaciéon de modelos
de probabilidad de muestreo apropiados. En este contexto, y bajo una perspectiva Bayesiana,

Theobald (2009) y Theobald (2012) asumen un modelo normal multivariado para las configura-
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ciones, haciendo explicitos los pardmetros de localizacion y rotacidn, y proponen estimadores
maximos a posteriori y Bayesianos empiricos. Sin embargo, estos procedimientos no consi-
deran parametros de escala, haciendo dificil su uso practico en el problema de estimacion de
la forma media. Micheas & Peng (2010), por otra parte, proponen un enfoque Bayesiano que
si permite hacer andlisis de forma al incorporar, en un modelo normal complejo parimetros
de localizacion, traslacion y escala. El estimador de la forma media propuesto, intenta mini-
mizar la suma de las distancias de Procrustes (completa) a cada configuracion en la muestra.
Este procedimiento es utilizado por Fox et al. (2016). Sin embargo, el enfoque propuesto pre-
senta problemas conceptuales, debido a que el esquema de simulacién utilizado no genera una
cadena de Markov, cuya distribucion estacionaria es la distribucion a posteriori del pardmetro
de interés. Ademads, el modelo considerado no se encuentra completamente especificado y es
necesario fijar el valor de ciertos pardmetros. De estos, el asociado a la matriz de covarianza
isotropica es el mas delicado, debido a que tiene un efecto importante en la calidad de la esti-
macion de la forma media. Finalmente, ninguno de los trabajos mencionados se hace cargo del
problema de la falta de identificacién del modelo estadistico subyacente, lo que puede afectar

las estimaciones (Gustafson, 2015).

Los problemas de identificacion de los modelos existentes pueden ser, en principio, solu-
cionados a través del uso de restricciones de identificacion sobre el espacio paramétrico (Lind-
ley, 1972). Sin embargo, esta estrategia no es simple de implementar, debido a que tales res-
tricciones del espacio paramétrico le confieren una geometria no Euclidiana, con la consecuente
dificultad en la definicién de modelos de probablidad a priori con dicho soporte. Otra solucién
es utilizar la version Bayesiana del método de expansion de parametros de Lawrence et al.
(2008), definido originalmente en su version clasica por Liu et al. (1998). La idea de Lawrence
et al. (2008), quienes estaban interesados en el problema de estimacién de matrices de co-
rrelacion, fue trabajar en el espacio de las matrices de covarianza, para después buscar una

transformacion que garantizara la pertenencia al espacio de las matrices de correlacion.

En este trabajo, aprovechando la naturaleza de espacio cuociente que tiene el espacio de las
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Jformas planares, se estudian propiedades de un modelo estadistico normal complejo definido di-
rectamente sobre el espacio de configuraciones, que modela de manera explicita los parametros
de traslacion, escala y rotacion de cada objeto de interés. Asi, mediante un anélisis de identifi-
cabilidad se concluye la falta de identificabilidad global y local del modelo estadistico subya-
cente. Luego, se propone un método de expansion de parametros que resuelve simultineamente
el problema de la falta de identificacion y de estimacion de la forma media. Para el estimador
propuesto, se muestra que minimiza una funcion de pérdida, lo que permite interpretarlo como
un estimador genuinamente Bayesiano. Finalmente, a través de un estudio de simulacién de
Monte Carlo, se muestra que el estimador propuesto es competitivo con el estimador de Pro-

crustes y es mejor que las otras alternativas Bayesianas existentes.

La estructura del capitulo es la siguiente. En la Seccién 2.2 se introduce el modelo es-
tadistico y se analiza el problema de la falta de identificacién. En la Seccién 2.3 se presenta el
modelo estadistico Bayesiano. En la Seccion 2.4 se presenta la estrategia de post-procesamiento
y el estimador de la forma media propuesto. En la Seccién 2.5, a través de un estudio de simu-
lacidn, se ilustra el comportamiento de la metodologia propuesta. Finalmente, la Seccién 2.6

contiene las conclusiones finales del trabajo.

2.2 El modelo normal complejo

Supongamos que para una muestra de n objetos observamos configuraciones para p hitos de
interés en un plano Euclidiano, denotados por w; € C?, j = 1,...,n. Asumiremos que, para

7=1...,n,
w; | d;, by, ¢, s, 02 * CN, (d;1, + by explic; b, 0°1,) | @2.1)

donde CN,(\, X) denota a la distribution p-variada normal compleja con localizacién A € CP

y matriz Hermitiana de escala 3 (Wooding, 1956), d; € C es un pardmetro de traslacion,
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1, es un vector p-dimensional de unos, b; € R, es un pardmetro de escala, ¢; € [0,27) es

un parametro de rotacién, p € CP corresponde a un representante de la forma media de la

poblacién, o2

> 0 es un pardmetro de escala de la distribucién normal compleja y I, es la
matriz diagonal p-dimensional. Notemos que si w ~ CN,(X, X), con A € C? y X una matriz
Hermitiana, entonces

Re(w) Re(X) Re(X) —Im(X)

Nng , = , 2.2)
Im(w) ImA) | 2\ Im(Z) Re(X)

—_

donde Ny(«, ¥) denota a la distribution d-variada normal con media « y matriz de (co)varianzas
W, Referimos al lector al Apéndice A.1 y a Andersen (1995) para méas propiedades sobre la dis-

tribucidon normal compleja.

Los supuestos del modelo implican que la distribucién conjunta de los datos esta dada por
flwy,...,w,) = H 7 Poexp{—o % (w;—d;1,—b;e' pu)* (w; —d;1,—bje"% )}, (2.3)
j=1

donde z* denota la transpuesta conjugada de z. Una propiedad importante del modelo es-
tadistico, que tiene profundas repercusiones al momento de hacer inferencias sobre p, es que
no es globalmente identificado desde un punto de vista frecuentista (Koopmans & Reiersol,

1950), como se prueba en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1. Sea M = {(C"",B(C"), Py) : 0 € O} un modelo estadistico, donde
B(C"™) es la o-dlgebra de los Borelianos en C" 'y Py es una familia de medidas de proba-
bilidad sobre el espacio medible (C",B(C"?)), indexadas por un pardmetro 0 y con den-
sidades con respecto a la medida de Lebesgue, f, dada por la expresion (2.3), donde 8 =
(di,...,dyp, b1, o bp, b1, O,y 0) € © :=C" X RY x [0,271)" x ©g x Ry con © :=
CP\ {u = (u1,...,up) € C?: uy = uy = ... = up}. En este contexto, la funcion @ — Py no

es inyectiva.
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DEMOSTRACION: Es facil verificar que para todo p € Oy,
] ={re®y:v=dl,+bexp{ip}p, donded € C,b € Ry, ¢ € [0,27)},

constituye una clase de equivalencia de objetos con la misma forma geométrica que . Ahora,

tomemos 0; € O de la forma

6, = (d, ..., dV Y b0 s g M) ),

n

y definamos

A= d§1)1p + b§-1) exp{igby)}u(l) eCr, j=1,...,n.

Luego, si tomamos p(? € [A], con u® # V), existen

(ng)’ bg2)7 ¢§2)) € C x RJr X [O, 271'),

tales que
di"1, + 0 exp{io{V ) = dP1, + 01 exp{igt? }u®.
En forma similar, dado que A, € [A;] = [(?)], existen
(@65, 65)) € C x Ry x [0,2m),
tales que
ds1, + 0 exp{iof ) = di1, + 0 exp{ipf? u®.
Finalmente, dado que A; € [A;] = -+ = [A;_;] = [u?)], existen los pardmetros
(d?,0?,6%) € C x Ry x [0, 27),
tales que

1 1 e 2 2 (2
dg- )lp + b; )exp{ng§- )}u(l) = dg- )1p + bé. )exp{wﬁ; )}u@),
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7 =3,...,n. Ahora, definamos

0, = (d7,....d2 07, b 6P P u@ o).

' ) n

Por construccién, 8; € ® y 6, # 6,. Sin embargo, Py, = Fp,. Luego la funciéon & — Py no

es inyectiva y se concluye que el modelo estadistico M no estd globalmente identificado. W

Una consecuencia directa de la falta de identificacion global del modelo estadistico es que

cualquier estimador de p es inconsistente, como se demuestra en el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Bajo las condiciones de la proposicion anterior queda garantizada la no exis-

tencia de estimadores asintoticamente insesgados y débilmente consistentes del pardmetro .

DEMOSTRACION: Demostremos primero la no existencia de estimadores asintéticamente in-
sesgados para p. Razonando por contradiccion, supongamos que {s,, : n € N} es un estimador

asintéticamente insesgados de p. Sean 04, 0, € O tales que Py, = Py, con

0; .= (d\”,....dD b\ b0 W D puD g) i=1,2.

n r n )

Replicando un argumento de San Martin & Quintana (2002) se tiene que

pV) = lim Ey (s,) = lim Fa,(s,) = p?.
n—oo

n—o0

Luego,Vj=1,...,n

dg-l)lp + b;l) exp{z¢§ )} ® = d(2)1 + 6(2 exp{zgzﬁ Np®
(1) (2 p») - 1(2)
& (dj —d; ) 1,+ < i exp{ng } exp{ngj }) 7
M _ 4@ 1) _ () (1) _ (2)
= d] - d] 7b] - b] 7¢ - ¢ )
pues u™M) no puede tener todas sus coordenadas iguales y b( 7é 0. Asi, 8; = 05 yel
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modelo estadistico estd identificado, lo cual contradice la proposicion anterior. Luego, no hay

estimadores asint6ticamente insesgados de pt.

Demostremos ahora la no existencia de estimadores débilmente consistentes para . Razo-
nando de nuevo por contradiccion, supongamos que {s, : n € N} es un estimador débilmente
consistente de ;. Tomemos de nuevo 64, 8, € O tales que Py, = Py, con

0, := (dV,....dD o b0 60 D u® o), i=1,2.
Entonces s, — pY en probabilidad con respecto a Py, para i = 1,2. Luego, la parte real
e imaginaria de cada coordenada del estimador s,, converge respectivamente a la parte real e
imaginaria de cada coordenada del pardmetro ("), en probabilidad con respecto a Py,, para i =
1, 2. Razonando como en la demostracion de la Proposicién 2 de San Martin & Quintana (2002)
se concluye, por unicidad del limite en R, que la parte real e imaginaria de cada coordenada
de M y u® son iguales. Entonces ) = p® y razonando como en la primera parte de
la demostracién se concluye que 8, = 6,, lo cual es una contradiccién. Luego, no existen

estimadores débilmente consistentes de pt. [

A pesar de la falta de identificabilidad global, todavia es posible que el modelo estadistico
sea localmente identificado (Rothenberg, 1971). En la siguiente proposicion se demuestra, sin

embargo, que esto no ocurre.

Proposicion 2.2. Sea M = {(C",B(C"), Py) : 0 € O} un modelo estadistico, donde
B(C"™) es la o-dlgebra de los Borelianos en C" 'y Py es una familia de medidas de proba-
bilidad sobre el espacio medible (C",B(C")), indexadas por un pardmetro 0 y con den-
sidades con respecto a la medida de Lebesgue, f, dada por la expresion (2.3), donde 8 =
(di,...,dy, b1, o bp, b1, Oy, 0) € © :=C" X RY x [0,271)" x ©¢ x Ry con © :=
CP\ {u = (uy,...,up) € C?: uy = uy = ... = uy,}. Entonces para todo 6, € © la funcion

Vo, 2 0 — Py no es inyectiva, donde Vy, es una vecindad arbitraria de 0.
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DEMOSTRACION: Notemos que para todo 6 € ©,
[0]] :={0" € © : Py = Po},
forma una clase de equivalencia en ® (Rothenberg, 1971; Hsiao, 1983). Luego, si tomamos

0:(dla---adnablw"7bn7¢17"'7¢n7u’a0—) 697

entonces

[0]] =4{0" = (d],...,d;,b],....b,¢%,..., 00 p,,04) € O :0, =0,
d;1, + bj exp{ig;}p, = d;1, + bjexp{ig;p, j=1,...,n}
—C xR X [0,20)" x [i] % {o),

donde [p] es la clase de equivalencia de objetos con la misma forma geométrica que p. De lo
anterior se deduce que, para todo 8, € ©, no es posible determinar una vecindad Vg, de 0,
tales que la funcién Vp, > @ — Py sea inyectiva. Asi, concluimos que el modelo estadistico M

no esta localmente identificado. [ |

Observacién 2.1. De la expresion [[0]] = C" x R" x [0,2m)" x [u] x {0} se puede deducir
que el modelo estadistico no permite distinguir el pardmetro p, pero si su forma ), lo que lo
convierte en un modelo de interés para el andlisis estadistico de forma. Mds atin, esto explica
por qué no debe interpretarse el pardmetro p como la forma media poblacional, sino como un

representante de ella.

A pesar que el Corolario 2.1 afirma que cualquier estimador del parametro p es inconsis-
tente, nada impide que dicho estimador tenga la misma forma que p, que es el pardmetro de
interés. En el siguiente ejemplo se muestra que, para datos provenientes del modelo (2.1), el

promedio muestral puede ser un estimador insesgado de la forma media, bajo ciertos supuestos.

29



2.2. EL MODELO NORMAL COMPLEJO

Ejemplo 2.1. Sea w1, ..., w, una muestra proveniente del modelo estadistico (2.1) y conside-

remos el promedio muestral:
n
1
n <
J=1

Notemos que

Eo(w) = %ZE@(’U)J = %Z d;1,+ b exp{ip;} )
i=1 j=1

1 n
= <E Zdj> 1, + (% > b exp{icéj}) s
j=1 Jj=1

donde %" d;, 3" bjexp{i¢;} € C. Luego, si suponemos que > i1 bjexplig;} #0 €

j=1"9"n
C, se tiene que Eg('lU) € [ul]. Asi, a pesar que W no es un estimador insesgado de p, si puede
ser un estimador insesgado de su forma. Adicionalmente, se puede demostrar (ver el Apéndice
A.5) que

—Z — Eo(w;)) 20ocCr, vOcO,

cuando n — oo. Sin embargo, no es evidente que el promedio muestral converja a un objeto

que tenga la misma forma que . O

El ejemplo anterior nos dice que no es claro el comportamiento limite del promedio mues-
tral. No obstante, en la Seccidn 2.5 se muestra a través de un estudio de simulacién que, al

menos en muestras pequefias, W puede ser un muy mal estimador de [g].

En relacion al modelo estadistico normal complejo, cabe sefalar que ha sido ocupado fre-
cuentemente en el andlisis estadistico de forma. Mas aln, ha sido el punto de partida para
modelos mas complejos como la distribuciéon de Bingham compleja (Kent, 1994). Esto se debe
aque

f(w) = f(ew), Yw € Sh,¢c0,2n), (2.4)

si f(-) es la funcién de densidad de probabilidad asociada al modelo CN,,(0,X), donde S
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denota al espacio de las preformas. Asi, cualquier modelo de probabilidad definido sobre S
debe satisfacer (2.4), si es que quiere definir un modelo de probabilidad valido sobre el espacio

de las formas planares, denotado Xb.

Sin perjuicio de lo anterior, el enfoque utilizado en este capitulo es trabajar directamente
con el modelo normal complejo sobre CP, mas que con la distribucién que dicho modelo induce
sobre X5, Esto no debiera ser un impedimento para estimar [p], pues gracias al Teorema 9.4
de Kendall et al. (1999) se cumple que cada w; induce una distribucién de probabilidad en X7,

cuya forma media coincide con [p].

2.3 El modelo Bayesiano

Para el modelo estadistico (2.1), Micheas & Peng (2010) proponen las siguientes distribuciones

a priori:

po~ CNG(po, Kgly), (2.5)
di,...,d, % CN(do,7?), (2.6)
bi,...,b, “ N(0, 1) truncada desde la izquierda en cero, 2.7)
b, bn LU, 27), 2.8)

donde p, € C*, ky € R, y dy € C son hiperparametros por fijar. Micheas & Peng (2010)
proponen calibrar el pardmetro o y el hiperpardmetro 72, a través de un pequefio estudio de
robustez. Para esto le asignan una grilla de valores tanto a o2 como a 72, optando por aquellos
valores que logran un mejor ajuste del modelo respecto a una configuracion de referencia dada.
Finalmente, la calidad del ajuste es evaluada a través de la distancia de Procrustes completa

(ver, por ejemplo, Dryden & Mardia, 1998, 2016).

A modo de disponer de un modelo Bayesiano completamente especificado, completamos el
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modelo de Micheas & Peng (2010) proponiendo las siguientes distribuciones a priori:

o? ~ Gamma — Inv(ay, 1), (2.9)

7 ~ Gamma — Inv(as, B), (2.10)
donde o, B, a0, B2 € R, son hiperpardmetros por determinar. En la especificacién anterior
hay dos propiedades imperantes al momento de elegir distribuciones a priori: soporte com-
pleto y conjugacion. Ademads, se estd haciendo un supuesto de independencia a priori entre los

parametros del modelo estadistico.

Para el modelo estadistico Bayesiano propuesto, se obtienen las siguientes distribuciones

condicionales (para detalles, ver el Apéndice A.3):

1 1
conA =% 216? +E YN =zt 2 Zlbje—i%(wj —d;1,),
J= J=
1 1 ,
dj| : NCN V)\j,v y jzl,...,n7 (212)

conV =L+ 5 yA =1 (w; — b p)o~? + do7?,
vt o o
bl - ~ N %, 3 truncada desde la izquierdaencero, j=1,...,n, (2.13)
con§ = o? +2upy v = e (w; — d;1,),

(@] -] o< exp {—J’z(wj —d;1, — bjeid)ju)*('wj —d;1, — bje“bjp,)} Lpoon)(05), (2.14)

o?| - ~ Gamma — Inv (ay +np, B1 +q) , (2.15)
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cong = > (w; —d;j1, — bje'® p)*(w; — d;j1, — bje ¥ p), y

% - ~ Gamma — Inv <042 +n, Py + Z (d; — do)(d; — do)> : (2.16)

j=1

La implementacion computacional del modelo anterior se basa en el uso de métodos de
cadenas de Markov Monte Carlo. Especificamente, se utiliza un esquema de Gibbs, el que
se bosqueja en el Algoritmo 2.1. En este algoritmo, para actualizar el pardmetro de rotacion
se utiliza un paso de Metrépolis, con una distribucién de propuesta U|[0, 27), al igual que en
Micheas & Peng (2010). No obstante, en la implementacion de ellos, al momento de actualizar
el pardmetro u, se simulan varios candidatos y se quedan con el que minimiza la distancia de
Procrustes completa a los datos. En nuestra opinidn, esto termina invalidando su algoritmo de
Gibbs propuesto, pues el minimo de normales complejas no se distribuye como una normal

compleja.

Algoritmo 2.1 Esquema de simulacién del MCMC

1: Establecer valores iniciales para ko, dy, a1, 51, ao ¥ B2

20 20 g g b0 0 0 ey O

2: Simular valores iniciales para 7
3: forr=1,..., K do

4: forj=1,...,ndo

5: Simular déTH) desde 7r(d |w , Wy, b ] ,u gb Q(T (T))

6: Simular bg”l) desde 7 (b; T)|w wn,dg’”rl (™ ¢(T ) 2(”))

7: Simular ¢\ " desde w(qb(’“ wi, .. w,, B ,dgm o <’“>, 72y

8: Simular p+Y  desde (™M |wy, ..., w,, b§r+1), d§r+1), gbg-”l), o2 72y

9: Simular 7277V desde W(TQ(T)|w1,...,wn,byﬂ),u(”l) qb(TH) Q(T),dgwrl))

10: Simular 02" desde (02" |wy, ... ,wn,bg-rﬂ),u(’"“) ¢(T+1),T2(T+l),d(.r+l))

11:  end for

12: end for

13: Eliminar las primeras B observaciones tras detectar convergencia

14: return Muestra de tamafio N = K — B para cada pardmetro simulado: p ... pu®);
j=1 n: dV 4N p) pdV) ¢(1) ¢(N). o2 2. 2() F20V)

peeynidy e dy b0 gy ey ; ey
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Una vez obtenida la muestra a posteriori simulada ™, ... u®™), hay que proponer una
manera de estimar la forma de p. En este contexto, la soluciéon Bayesiana estdndar seria con-

siderar la media a posteriori de u, esto es,

1 N
~ 0
=5 ;:1 [T

Es importante sefialar, que a priori no es evidente que f, sea un buen o mal estimador de [u],
pues no se dispone de una expresién analitica para F(p|ws,. .., w,). Sin embargo, al menos
desde un punto de vista de teoria de decision, la funcion de pérdida cuadratica no pareciera ser

apropiada en este contexto, debido a que la distancia Euclidiana ni siquiera es una métrica en Y.5.

Para entender el comportamiento de ﬁp como estimador de [u], en la Seccidn 2.5 se realiza
un estudio de simulacién en muestras pequefias, donde se observa que i, puede tener un muy

mal desempefio. En el siguiente ejemplo se muestra un caso donde fi, es un mal estimador de

[1].

Ejemplo 2.2. Sea p € SY y supongamos que pt) = e®p y p® = My, con ¢ € [0,7)
conocido. Entonces

- 1
i, = 5 (s + p) =0 e Cr

Asi, aunque [pV] = [p®] = [, se cumple que fi, ¢ [p]. O

Observacion 2.2. Del ejemplo anterior se observa que aunque la muestra a posteriori de

contenga informacion de su forma, el promedio muestral podria no ser capaz de capturarla.

De la expresion 2.11 se observa que

%No + % > i1 bje™"% (w; — dj1,)

E(M|W1,--.,wn,d1,...,dn,bl,...,bn,¢1,...,¢n,02): 1 1 )
FE?:lb?‘*‘Q
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y por propiedades de la esperanza condicional se tiene que

E(u|fw1,...,wn):E(E(u|w1,...,wn,dl,...,dn,bl,...,bn,qﬁl,...,gbn,a2)|w1,...,wn)
5 k_lgﬂo + 5 Z? L bje (wj —d;1;)
02 Z] 1 J

. ,'wn) : 2.17)

La expresion anterior no se puede seguir desarrollando, pues no todos los pardmetros tienen una

forma explicita para su distribucién a posteriori.

En el siguiente ejemplo se considera una simplificacion de nuestro modelo, tras la cual es

posible decir algo més respecto de la media a posteriori de p.

Ejemplo 2.3. Supongamos que los pardmetros dy, . ..,d, € C, by,..., b, € Ry, ¢1,...,0, €
0,27) y 0 € R, son deterministas, y conocidos. Entonces, la media a posteriori de p estaria

dada por

%Ho + 0—12 Z;L L bje % (wj —d;1,)
02 z] 1 J
%lllo + F(Z] 1 bJZ)IJ’ + ﬁ Z?:l bje "¢,
62 Z] 1 J ’

E(plwy,...,w,) =

y su valor esperado seria
1 1 2
puo + p(Zg ! bj)
7
02 Z] 1 J

expresion que no tiene necesariamente la misma forma que p, salvo cuando pg € [p] 0 py =

0 € CP. Luego, atin en este caso idealizado, no necesariamente la media a posteriori de p es

un estimador insesgado de su forma. Mds aiin, dado que en este caso

%No"‘ %Z? 1b'€_i¢j('wj _djlp) 1
l’l'|w17"'7wn ~ (CNp Z Z p |
(72 Jj=1 J 02 Jj=1 ]

se concluye, usando el Teorema 9.4 de Kendall et al. (1999), que la distribucion a posteriori
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2.3. EL MODELO BAYESIANO

de p induce una medida de probabilidad sobre Y, que tiene por forma media, la forma de

E(plwy, ..., wy,). O

En lo que sigue se analiza el problema de identificacién desde el punto de vista Bayesiano,
que denominaremos b-identificacién. Asi, en la siguiente proposicion se demuestra que el mo-

delo estadistico Bayesiano no es b-identificado.

Proposicion 2.3. El modelo estadistico Bayesiano no es b-identificado.

DEMOSTRACION: Razonando como en San Martin & Gonzdlez (2010), sea S = o(wy, . .., w,,)

la o-4lgebra asociada a los datos y
A=c(d) V.. Vao(d)VaD)V...Vab,)Va(p)V...Va(p,)Vaolu) Voo
la o-4lgebra asociada al espacio de parametros. Definamos paratodo j =1,...,n
Aj = dj1, + bjexp{ig;}p.
Notemos que paratodo j = 1,...,n, A; = E(w;|.A) y por lo tanto
o(X;) SoH{E(fIA): fe(S]T}C A

donde [S]|* denota el conjunto de las funciones no negativas y S-medibles. Luego, dado que

o(A1,...,Ay) es la o-dlgebra minimal que contiene a cada o(\;) se tiene que

o(A,...,A) Co{E(flA): f€[S]"}.

Similarmente, oI, = F((w; — E(w,))(w; — F(w;))*|.A) y entonces

o(0*) S o{E(flA): f e [S]"}
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2.3. EL MODELO BAYESIANO

Luego, razonando como antes se cumple que
o(A1, ..., A, 0%) Co{E(f|A): f €[S]"}.

Es claro que paratodo j = 1,...,n, o(d;) € o(Aq,...,A,,0?), pues no existe una funcién
medible tal que d; sea funcién de (Ay, ..., A,, 0?). Por esa misma razon se verifica que o(b;) Z
oA,y A, 02), 0(d;) € o( A1, .., An,02) y o(p) € a(Ar,. .., An,0?). Obviamente se

tiene que o(0?) C o(Aq, ..., Ay, 02). Asi, A no es b-identificado, ni d;, ni bj, ni ¢, ni . M

En la siguiente proposicion se demuestra que la reparametrizacion (Aq, ..., A,,0?) si es

b-identificada.

Proposicion 2.4. El modelo estadistico Bayesiano con la reparametrizacion (Ay, ..., A,, 02),

donde \; := d;1, + bjexp{io;}p, j = 1,...,n, es b-identificado.

DEMOSTRACION: Es directo que con la reparametrizaciéon (i, ..., \,,0?) el modelo es-
tadistico resultante es identificado. Siguiendo los comentarios de San Martin & Gonzilez
(2010), si A es una o-dlgebra de Blackwell y S es separable, entonces la identificacion im-
plica la b-identificacién. Finalmente, se concluye el resultado porque tanto A como S son

o-algebras de Borel asociadas a espacios polacos (Florens et al., 1990). |

De acuerdo al Comentario 1 de San Martin & Gonzalez (2010), al momento de actualizar
un pardmetro no identificado, s6lo se actualizan los parametros identificados (suficientes mi-
nimales), en nuestro caso, (Ay, ..., A, 02). Luego, queda abierta la pregunta de si al momento
de simular muestras a posteriori de p, se estd actualizando o no su forma. Esto no es evidente,

pues [A] = ... =[] =[], y queda como trabajo de investigacion futuro.

Para establecer si es sélo la falta de identificabilidad del modelo estadistico subyacente lo

que provoca un mal desempefio de zi, como estimador de [u], como sugieren los resultados
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que serdn presentados en la Seccion 2.5, surge la estrategia de intentar eliminar el problema
de identificacion, a través de un enfoque de expansion de pardmetros. Para esto, siguiendo las
ideas de Lawrence et al. (2008), se busca una transformacion 7' sobre la muestra a posteriori
p . ™) que elimine el problema de falta de identificacion. Ademds, se espera que T’

garantice que
| N
N > T(pY)
=1

sea un mejor estimador de [u] que 1.

2.4 Post-procesamiento y media de Fréchet a posteriori

En la siguiente proposicion se demuestra que una manera de eliminar los problemas de identi-
ficacion del modelo estadistico (2.1), es eligiendo siempre a un representante por cada clase de

equivalencia [p].

Proposicién 2.5. Sea M = {(C™, B(C™), Py) : 6 € O} un modelo estadistico, donde
B(C"™) es la o-dlgebra de los Borelianos en C"" 'y Py es una familia de medidas de proba-
bilidad sobre el espacio medible (C",B(C")), indexadas por un pardmetro 0 y con den-
sidades con respecto a la medida de Lebesgue, f, dada por la expresion (2.3), donde 6 =
(diy .oy, bry e by Grs ey Gy i, 0) € © := C" X R? % [0,271)" x g x R, con ©) C O
formado por un solo representante de cada clase de equivalencia [u] C ©y. En este contexto,

la funcion @ — Py es inyectiva.

DEMOSTRACION: Sean 0,6, € O tales que Py, = Py, con

07; = (d§2)7 s d(l) bgz)7 ce 7b(1)7¢§2)7 .. ~7¢1(7,i)7l’l’i70-7;)7 L= 172

y ' ) n
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Entonces, 02 = o5 yparatodo j = 1,...,n
(1 2 2 (2
d§1)1p + b§l) exp{qu; )}ul = dg. )1p + b; )exp{ng;- )}HQ-

Luego, [p,] = [p,]. Sin embargo, dado que sélo se tomé un representante por cada clase de

equivalencia, entonces necesariamente p; = p,. Finalmente, dado que g, no puede tener todas

sus coordenadas iguales y b§1)6§2) # 0, se concluye que paratodo j = 1,...,n
1 _ 42 1 _ 52 @O _ @
di " =di”, biT=b"y 95 =
Por lo tanto, 8; = 05 y el modelo estadistico M estd globalmente identificado. [ |

En lo que sigue, siguiendo un esquema Bayesiano del método de expansion de pardmetros,
proponemos una transformacién sobre la muestra a posteriori u™, ..., u™) que elimina los

problemas de falta de identificacion, siguiendo las directrices de la Proposicion 2.5.

Definamos las funciones

(2.18)
w — T(w):=Cw,
con C € M,,(R) dado por
1
C=1,--1,1,
y
T : cr — (Cp’ (2 19)
w — TQ( ) = H"wU_H’
con ||w|| := w*w. Notemos que
T2 @) T1 . Cr — Sg,
(2.20)
w — TQ @) Tl(’IU) = %,
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es una funcidn que elimina los efectos de traslacion y escala. Para eliminar el efecto de rotacion,
basta con escoger un dngulo de referencia con respecto al cual proyectar la muestra a posteriori

transformada

(T (pV), ..., T(Ti (™)),

Definamos asi, las funciones

ER: Sg X Sg — Sg,

(2.21)
(om) — Tilv,n) = expliarg(v'n)iv,
donde arg(v*n) corresponde al argumento del nimero complejo v*n, y
T: CPx8 — &b,
(2.22)

(Y m) — T(u", n) =T (TyoTy(n"V),n),

donde 1 € SY es un elemento fijo. Asi, dado n arbitrario se tiene que T es una transformacién

(N)

que aplicada sobre la muestra a posteriori "), ..., u™), elimina el problema de falta de iden-

tificacion. Para lo que sigue, definamos

(0], [v]) ;= min [n—e“v|? (2.23)

a€l0,2m)

conn,v € S4. Se puede demostrar que d es una métrica sobre ZIQ) (ver, por ejemplo, Dryden &
Mardia, 1998, 2016). En la siguiente proposicion se demuestra que existe una manera optima

de elegir el pardmetro 7.

Proposicion 2.6. Una manera dptima de elegir el pardmetro m es imponiendo que [n)] sea una
media de Fréchet empirica de [Ty o Ty (u™M)], ..., [Ty o Ty (u™)] con respecto a la métrica

d(-,-), es decir, que

n) = arg min, 3" d([], [Ty 0 T3 (u®)])2

ZP
[v]ex) =1
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2.4. POST-PROCESAMIENTO Y MEDIA DE FRECHET A POSTERIORI

DEMOSTRACION: Dado 1 € S5, definamos v; := T'(uY,n). Se puede demostrar (ver el
Apéndice A.4) que
In — Ts(v.n)|* = &*([n], [v]).

Luego,

N N

1 o1

Sl > min S g = T, )
=1 =1

nesy
1N
= min—» d Ty o Ti (p)])?
2235%1\/; ([n], [T2 0 Ty (n))])
1 N
= min — Y d Ty 0 Ty (p)])?
[,%ESQNE ([m], [T2 o Ty (')

Asi, una manera 6ptima de elegir [7] es escogiendo una media de Fréchet empirica (Fréchet,
1948) de [Ty o Ty (pM)], . . ., [Ty o T3 (u™)], cuya existencia estd garantizada debido a que X

es un conjunto compacto (Kendall, 1984). |

La proposicién anterior no garantiza la unicidad de la media de Fréchet empirica. Al res-
pecto sélo es posible garantizar unicidad en casos en los cuales las formas de p(, ... u®™)
estan relativamente cerca. En efecto, gracias al Teorema 9.6 de Kendall et al. (1999) se tiene
que una condicién suficiente para la unicidad de la media de Fréchet empirica de [T 0T} ()],

oo [Ty 0 TH (™)), es que

([T 0 Ty ()], [Ty 0 Ty (™)) < (2.24)

™
47

paratodo I,k € {1,...,N}, conl # k, donde la métrica d(-, -) estd acotada por /2. En este

™

8,al

caso, las formas de T o 71 (M), ..., Ty o T (™)) estan en una bola geodésica de radio

igual que su unica media de Fréchet empirica.

Queda pendiente la obtencién de una férmula de computo para la media de Fréchet empirica.

En esta linea, los resultados de Kendall et al. (1999) nos dicen que dicha media, denotada
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I frecher» Satisface la siguiente expresion:

ﬁ’frechet = TQ(H’f)’ (225)

donde

N
1
=52 T ). (2.26)
=1

En lo que sigue no se hard distincion entre fi s, .p.; Y K¢, Puesto que ambos objetos tienen la
misma forma, y los denominaremos media de Fréchet empirica a posteriori. Su férmula de

célculo sera la siguiente:

N

A 1 ~

Hfrechet = N Z T(”(l)a l“l’frechet)' (227)
=1

Un aspecto interesante del objeto anterior es que, a parte de resolver el problema de falta de
identificacion del modelo estadistico subyacente, entrega un estadistico que toma en cuenta la
estructura métrica del espacio de las formas planares. Mds aun, si consideramos la funcion de
pérdida

L(pys o) = ([, [Ba)s - By € CP, (2.28)

entonces podemos interpretar la media de Fréchet empirica a posteriori como un estimador ge-

nuinamente Bayesiano, en el sentido que minimiza una funcién de pérdida.

El siguiente ejemplo muestra que a diferencia de la media a posteriori, la media de Fréchet

empirica a posteriori puede ser un estimador razonable de la forma de .

Ejemplo 2.4 (Continuacién ejemplo 2.2). La media de Fréchet empirica de V) y p® estd

dada por
—~ 1 1
Boprecher = 5 (Ts(n, ) + To(n?, ) = S (1 + p) = .

ASl: [ﬁfrechet] - [IJ’] u

También es posible definir las medias de Fréchet asociadas a la medida de probabilidad
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inducida sobre Y8, por la distribucién a posteriori p|wy, ..., w,. Denominaremos a dichas
medias, las medias de Fréchet a posteriori. Gracias a la separabilidad del espacio métrico (X5, d)
(heredada de la propiedad de compacidad subyacente), se tiene que existe una relacion entre las
medias de Fréchet a posteriori y sus versiones empiricas, dada por la ley de los grandes nimeros
de Ziezold (1977). Asi, si denotamos por M ,, el conjunto de las medias de Fréchet a posteriori

y M (pW, ... u™)) su versién empirica, entonces

ﬁ D M(p®, ... ,pN)yC M, cs.

n=1 N=n

La utilidad practica del resultado anterior es cuando M ,, es un singleton, ya que en este caso la
media de Fréchet empirica a posteriori converge casi seguramente, cuando N — oo, a la media
de Fréchet a posteriori. En el caso general, s6lo se puede argumentar que la media de Fréchet
empirica a posteriori converge a alguna de las medias de Fréchet a posteriori. Cabe destacar,
en base a lo anterior, que el estimador propuesto en (2.27) es la aproximacion de Monte Carlo
de la media de Fréchet asociada a la distribucion a posteriori de p, que denominaremos media
de Fréchet a posteriori y denotaremos ft,..;.;- Por construccion, este estimador es Bayesiano,

pues minimiza la funcién de pérdida dada en (2.28). En efecto,

/ d?(ll” p’frechet)H(y'|w1’ s 7w7L) = inf / dg(l‘l’v GJ)H(II”wl? s vwn)v
Cr Cp

acCr

donde
ds(p,a) = d(Ty o Ty (), Ty 0 Ty (a)),
es una pseudo-métrica y II(p|wy, . .., w,) es la distribucidén a posteriori de p.
Para el cilculo de la media de Fréchet empirica a posteriori de (V. ..., u™ hay que re-

solver el problema de punto fijo dado en (2.27). La propuesta de este trabajo para la estimacion
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de la forma de p estd dada por

N
1
n= N Z M s BGpa); (2.29)

donde fip 4 €l estimador de Procrustes generalizado de p. Los resultados computacionales del
estudio de simulacién de la Seccién 2.5 indican que en muestras finitas, fz es un mejor esti-
mador de la forma de p, que la media a posteriori. Mds aun, nuestra propuesta es un estimador

competitivo cuando se compara con el estimador de Procrustes generalizado.

La implementacién computacional del esquema de post-estimacion se presenta en el Algo-

ritmo 2.2.

Algoritmo 2.2 Esquema de post-estimacion
1: Calcular el estimador de Procrustes generalizado: fip 4
2: forl=1,...,Ndo

3:  Eliminar traslacion y escala para pu: T o Ty (V)

4:  Eliminar traslacion y escala para Lepa: To o Ty (Bepa)

5

6

7

Eliminar rotacién para '), definiendo: v; := T3(Ty o T1(u®), Ty o Ty (Tigpa))
: end for

. 51 N
creturn fL= >,V

El esquema de post-estimacion también tiene un efecto en el resto de los pardmetros de

forma, esto es:

Paral=1,...,Nyj=1,...,nsedefine
m{ = d'1, + b\ exp{ip? I . (2.30)
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Para obtener una transformacién similar a T’ para los pardmetros de forma anteriores, basta
) . ) .
con proyectar m ) sobre v, = T(uY, [isps). Una forma sencilla realizar lo anterior es

proyectando 77 (m S )) sobre v;. Asi,

7 (m) = ’ VT (”)H exp {@arg (ul Ti(m (“)) } v, 2.31)
de donde se obtiene que
my) = 1, + b explio] Y, (232)
con
/ 1
dg'[) - h (dgl 7b§l 7¢] 7#’(1) /J'GPA) = <]_91p1§)) m§l)’ (233)
b = ha(d) b0 1 fipa) = [viTim?)). 234
qb‘gl) — h (dﬁl 7bgl ’¢] JIJ’() MGPA) = arg (V;T1<m§l))) . (2.35)

Notemos que d;l) no depende solamente de dy). Una situacién similar ocurre para bgl) y gzﬁg-l)

2.5 Estudio de simulacion

En esta seccion, a través de un estudio de simulacién en R (R Core Team (2016)), se analiza
el desempefio de la metodologia propuesta en las Secciones 2.3 y 2.4, para la estimacion de
la forma media de una muestra de configuraciones. En todos los escenarios considerados se
conoce el valor real del pardmetro p, y se evalia la diferencia entre esta cantidad y algunos es-
timadores de forma, utilizando la distancia Riemanniana p implementada en la libreria shapes

de Dryden (2016), del paquete estadistico R. La distancia anterior esta dada por

ple) = 2aresin (222
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con d definida en (2.23), y satisface que 0 < p < 7 (ver, por ejemplo, Dryden & Mardia, 1998).

Las muestras simuladas se generan de acuerdo a un modelo normal complejo

w; % CN,(dj1, + bie® p, 0°1,), (Modelo 1)

paraj = 1,...,n,y una mezcla de normales complejas
w; 7 Q(C./\/’p(dj 1, + by, 0°L,) + §CNp(dj 1, + b€ p,, 0°1,), (Modelo 2)

paraj =1,...,n,donde
1 1

B=Sh S H, (2.36)
es un pardmetro conocido comun, para los modelos 1 y 2. Los pardmetros dy,...,d, € C,
bi,....,bn ER,, ¢1,...,0, €[0,27), 02 € R, y p,n € Nson conocidos. Los pardmetros g,

y [, utilizados se muestran en las Figuras 2.1 y 2.2, y fueron generados de manera que (a) y (b)
fueran las restricciones de (d) y (e), respectivamente. Adicionalmente, p fue estandarizado en

términos de su localizacion y escala, de manera que corresponde a una preforma.

En las Tablas 2.1 y 2.2 se reportan los resultados de un estudio de simulacién sobre 200
muestras generadas bajo los modelos de probabilidad 1 y 2, respectivamente. En cada celda
se muestra el promedio y la desviacion estandar de la distancia Riemanniana p entre p y los
siguientes estimadores: promedio muestral w, media a posteriori ﬁp, estimador de Procrustes
generalizado i p 4, la propuesta de este trabajo i y el estimador de Micheas & Peng (2010)
1, Se consideran distintos escenarios de simulacién con tamafios muestrales n € {30, 100},
ndmero de hitos p € {15, 30}, varianzas o2 € {0,01, 0,000001} y dos formas distintas: nimero
3 y manos. Los valores escogidos de o garantizan que las bases de datos simuladas se pare-
cen “visualmente” a las configuraciones medias reales cuando o? = 0,000001 y no cuando
0% = 0,01. Respecto del esquema de simulacién del MCMC propuesto en este trabajo, se

generaron cadenas de largo 50.000 y se eliminaron las primeras 10.000 observaciones, tras lo
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cual se verifico la estabilidad de las medias ergddicas. Los pardmetros iniciales del MCMC
fueron pg = 0 € CP, k2 = 0,01,dy = 0 € C, a1 = 81 = ap = S5 = 100. En relacion al esti-
mador propuesto en Micheas & Peng (2010), se generaron 1.000 cadenas de largo 1.000 y para
cada una se eliminaron las primeras 200 observaciones. Los pardmetros iniciales del esquema
de simulacién fueron gy, = 0 € CP, k2 = 0,01, dy = 0 € Cy 72 = 0,01. El pardmetro o se

calibr6 siguiendo las indicaciones de Micheas & Peng (2010) para cada escenario de simulacion.

@) p (b) plps. fi,) = 01835 (¢) p(p. figpa) = 00029 (d) plps, i) = 0,0109

Figura 2.3: Para un niimero de hitos p = 15 y un tamafio muestral n = 30: en (a) la configu-
racion media real, en (b) la media a posteriori, en (c) el estimador de Procrustes generalizado y
en (d) la media de Frechet a posteriori.

De los resultados del estudio de simulacion se desprenden varios hechos:

1. En general, i p4 posee el mejor rendimiento de los estimadores considerados. No obs-
tante, adn en los escenarios en que fi;p4 €s mejor que i (por ejemplo, en el modelo 1
con o2 = (0,000001, n = 30y p = 15 de la Tabla 2.2), la diferencia es apenas visualmente

perceptible, como se aprecia en la Figura 2.3.

2. En todos lo casos considerados p tiene un mejor rendimiento que p,,. Mas ain, p, es
un muy mal estimador de [p] en algunos escenarios (por ejemplo, en los modelos 1y 2
cuando 0% = 0,01). Asi, la distribucién a posteriori de p tiene mds informacién de [p],

que la incorporada por la media a posteriori.

3. La estimacion de [u] es levemente mejor por parte de i que de fip 4, cuando o2 = 0,01,

esto es, cuando la variabilidad es mayor, que es el caso de mayor interés, pues cuando
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Tabla 2.1: Comparacién de estimadores en términos de sesgo y desviacion estandar (nimero
entre paréntesis) de la distancia Riemanniana p a la forma media [p], para distintos tamafios
muestrales y nimero de hitos. La forma de referencia es la del nimero 3 y los estimadores
analizados son: promedio muestral w, media a posteriori ﬁp, estimador de Procrustes generali-
zado fi;p 4, media de Fréchet a posteriori i1 y el estimador de Micheas et al. (2010) f,,.

n 30 100

15 30 15 30
Modelo 1 con 02 = 0,01

i)

w 0,2307(0,0344) 0,3540(0,0341) 0,5195(0,0769) 0,4152(0,0422)
ﬁ,p 0,2505(0,0364) 0,4197(0,0380) 0,6223(0,0823) 0,4771(0,0453)
nopa  0,0878(0,0126) 0,1279(0,0112)  0,0532(0,0075) 0,0773(0,0073)
m 0,0713(0,0094) 0,1304(0,0126) 0,0495(0,0072) 0,0851(0,0090)
o 0,0870(0,0119) 0,1318(0,0126) 0,0941(0,0128) 0,1045(0,0102)
Modelo 1 con o2 = 0,000001
w 0,0065(0,0009) 0,0123(0,0011) 0,0026(0,0004) 0,0141(0,0013)
ﬁp 0,0686(0,0100) 0,0731(0,0070) 0,0186(0,0027) 0,0498(0,0050)
topa  0,0065(0,0009) 0,0090(0,0008) 0,0036(0,0005) 0,0053(0,0005)
m 0,0120(0,0017) 0,0125(0,0013) 0,0063(0,0009) 0,0052(0,0005)
o 0,0663(0,0100) 0,0807(0,0077) 0,0434(0,0059) 0,0797(0,0073)
Modelo 2 con 02 = 0,01
w 0,2658(0,0401) 0,2715(0,0268) 0,5079(0,0800) 0,4287(0,0395)
ﬁp 0,3027(0,0440) 0,3122(0,0307) 0,6030(0,0849) 0,5705(0,0504)
nopa  0,0953(0,0124) 0,1155(0,0110)  0,0532(0,0074)  0,0705(0,0066)
m 0,0756(0,0116) 0,1167(0,0106) 0,0439(0,0064) 0,0633(0,0061)
o 0,0947(0,0138) 0,1315(0,0120) 0,0871(0,0148) 0,1160(0,0109)
Modelo 2 con o = 0,000001
w 0,1100(0,0561) 0,1131(0,0613) 0,0762(0,0426) 0,0558(0,0289)
ﬁp 0,2156(0,0766) 0,2219(0,0899) 0,1066(0,0502) 0,1097(0,0461)
nopa  0,0167(0,0049) 0,0111(0,0067) 0,0077(0,0029) 0,0091(0,0029)
m 0,0208(0,0076) 0,0303(0,0100) 0,0178(0,0069) 0,0209(0,0114)
o 0,1278(0,0276) 0,1885(0,0419) 0,0562(0,0084) 0,0804(0,0077)

los datos estan concentrados, sus formas se pueden aproximar por un espacio Euclidiano.
Esto queda de manifiesto cuando o2 = 0,000001, pues [u] puede ser estimada con poco

error por w.
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Tabla 2.2: Comparacién de estimadores en términos de sesgo y desviacion estandar (nimero
entre paréntesis) de la distancia Riemanniana p a la forma media [p], para distintos tamafios
muestrales y ndmero de hitos. La forma de referencia es la de una mano y los estimadores
analizados son: promedio muestral w, media a posteriori ﬁp, estimador de Procrustes generali-
zado fi;p 4, media de Fréchet a posteriori i1 y el estimador de Micheas et al. (2010) f,,.

n 30 100

15

i)

30 15

30

Modelo 1 con 02 = 0,01

w 0,3313(0,0480) 0,5516(0,0548) 0,2782(0,0408) 0,8102(0,0881)
ﬁ,p 0,3482(0,0484) 0,5156(0,0482) 0,3252(0,0455) 1,1218(0,1067)
nopa  0,0977(0,0136) 0,1297(0,0120)  0,0529(0,0070)  0,0708(0,0066)
m 0,0819(0,0136) 0,1188(0,0118) 0,0502(0,0072) 0,0621(0,0060)
o 0,1015(0,0150) 0,1590(0,0156) 0,0709(0,0098) 0.2012(0.0791)
Modelo 1 con o2 = 0,000001
w 0,0156(0,0022) 0,0033(0,0003) 0,0090(0,0013) 0,0039(0,0004)
ﬁp 0,1568(0,0207) 0,0277(0,0027) 0,0895(0,0132) 0,0249(0,0025)
nopa  0,0033(0,0005) 0,0056(0,0005) 0,0061(0,0009) 0,0034(0,0003)
m 0,0122(0,0017) 0,0110(0,0010) 0,0069(0,0010) 0,0055(0,0006)
o 0,0775(0,0110) 0,0742(0,0072) 0,4432(0,1148) 0,1002(0,0102)
Modelo 2 con 02 = 0,01
w 0,3001(0,0414) 0,4843(0,0461) 0,5482(0,0847) 0,4973(0,0517)
ﬁp 0,3371(0,0449) 0,5006(0,0479) 0,5895(0,0838) 0,6133(0,0595)
nopa  0,1212(0,0174) 0,1412(0,0139)  0,0590(0,0081)  0,0736(0,0077)
m 0,1009(0,0155) 0,1481(0,0147) 0,0496(0,0083) 0,0689(0,0066)
o 0,1123(0,0159) 0,1694(0,0165) 0,0941(0,0143) 0,1171(0,0117)
Modelo 2 con o = 0,000001
w 0,0818(0,0429) 0,0656(0,0347) 0,0732(0,0365) 0,1449(0,0783)
ﬁp 0,1076(0,0452) 0,0797(0,0303) 0,1072(0,0494) 0,1686(0,0754)
nopa  0,0124(0,0081) 0,0123(0,0062) 0,0075(0,0034) 0,0085(0,0037)
m 0,0228(0,0088) 0,0272(0,0122) 0,0144(0,0071) 0,0159(0,0086)
o 0,0623(0,0118) 0,0782(0,0102) 0,0531(0,0089) 0,0816(0,0086)

4. En todos los escenarios analizados, p tiene un mejor rendimiento que el estimador pro-
puesto por Micheas & Peng (2010). Ademas, el procedimiento propuesto en este trabajo

requiere simular s6lo una cadena, por lo que es menos costoso computacionalmente.
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5. El aumento en el nimero de hitos provoca, en general, un deterioro en todos los esti-
madores de forma comparados. Esto se explica por el aumento en la complejidad del

modelo, expresado por el incremento en el nimero de pardmetros.

6. La estimacion de [p] mejora con el aumento en el tamano de muestra considerado, tanto
para [& como fi;p4. Esto es de interés, pues se puede demostrar que el estimador de
Procrustes generalizado es consistente para el modelo simulado, pero no se conoce el
comportamiento limite de fi. Asi, estos resultados sugieren un comportamiento cada vez

mejor para i, en la medida que se tomen mads datos.

2.6 Conclusiones

En este capitulo se presentd un enfoque Bayesiano paramétrico para la estimacién de la forma
media, a partir de datos de configuraciones. Dicha metodologia se obtuvo a través de un
esquema de expansion de parametros, imponiendo condiciones de identificabilidad sobre las
muestras a posteriori del pardmetro de interés. Ademads, el estimador propuesto considera en
su construccion, la estructura métrica de la variedad Riemanniana subyacente, surgiendo de
manera natural el concepto de la media de Fréchet empirica a posteriori. Mds atn, el estimador
propuesto se puede interpretar como un estimador genuinamente Bayesiano, debido a que min-

imiza una funcién de pérdida.

La metodologia propuesta mejora el desempefio, en muestras finitas, de la media a poste-
riori para estimar la forma media, evidenciando asi que el promedio no es capaz de recuperar
eficientemente la informacion de forma contenida en la muestra a posteriori. Ademads, la me-
dia de Fréchet empirica a posteriori tiene un buen rendimiento cuando se compara incluso con
el estimador de Procrustes generalizado, con la ventaja de permitir hacer inferencias sobre los
parametros de traslacion, escala y rotacion, y de la cuantificacion de la incertidumbre en la esti-

macion. Finalmente, la metodologia propuesta puede ser extendida a otros modelos estadisticos
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paramétricos 0 noparamétricos.

El trabajo de investigacion futura, incluye (1) la extension del procedimiento propuesto para
datos de regresion, ya sea donde la respuesta es la forma o donde la informacion de forma es una
covariable funcional del modelo, y (ii) la extensién del modelo paramétrico normal complejo,
ya sea levantando el supuesto de varianza isotrépica, considerando un modelo de mezclas de
normales complejas inducido por modelos Bayesianos noparamétricos o pasando del modelo

planar al de hitos en tres dimensiones.
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Capitulo 3

Procesos de Dirichlet Dependientes en Espacios Polacos

3.1 Introduccion

En muchas situaciones practicas, los datos estan soportados en un espacio no Euclidiano. Al-
gunos ejemplos surgen en morfometria (Claude, 2008), meteorologia (Mardia & Jupp, 2000),
arqueologia (Dryden & Mardia, 2016) y genética (Billera et al., 2001). En estos contextos, con-
siderar procedimientos estadisticos estdndar, que no consideran las propiedades geométricas
de los espacios subyacentes, puede llevar a inferencias estadisticas incorrectas. Debido a esto,
ha existido un creciente interés por desarrollar procedimientos estadisticos en espacios mas
generales, tales como los espacios Polacos. Un espacio Polaco es un espacio topolégico metri-

zable, completo y separable (ver, por ejemplo, Bourbaki, 1998). Algunos ejemplos de espacios
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Polacos son los espacios de Hilbert separables, los espacios métricos compactos y las variedades

Riemannianas completas.

Hasta la fecha, el desarrollo de procedimientos estadisticos para datos no Euclidianos se ha
centrado en el problema de estimacién de las medias (ver, por ejemplo, Bhattacharya & Pa-
trangenaru, 2002, 2003, 2005), de estimacién de densidades (ver, por ejemplo, Pelletier, 2005;
Bhattacharya & Dunson, 2010, 2012b) y en el problema de regresion para datos Euclidianos
con predictores no Euclidianos (ver, por ejemplo, Pelletier, 2006; Bhattacharya & Dunson,
2012a). Bhattacharya & Patrangenaru (2002, 2003, 2005) estudian el problema de estimacion
noparamétrica del pardmetro de localizacion en una variedad Riemanniana, a través del con-
cepto de media de Fréchet (Fréchet, 1948), y obtienen su distribucion asintética. Pelletier
(2005) estudia el problema de estimacion de densidades, adaptando técnicas de tipo kernel,
sobre una variedad Riemanniana compacta. Bhattacharya & Dunson (2010, 2012b) estudian el
problema de estimacion de densidades soportadas sobre un espacio métrico compacto, a través
de un modelo de mezclas y desde una perspectiva Bayesiana noparamétrica. Ademads, para el
modelo propuesto, obtienen resultados de consistencia débil y fuerte. Pelletier (2006) estudia el
problema de estimacion noparamétrica de una funcion de regresion, con variable dependiente
real y regresores soportados en una variedad Riemanniana cerrada. Finalmente, Bhattacharya &
Dunson (2012a) estudian el problema de prediccion de una variable categdrica, con predictores

soportados en una variedad general.

En este trabajo, el interés se centra en el problema de estimacion de conjuntos de medidas
de probabilidad con soporte en un espacio Polaco y relacionadas por predictores Euclidianos.
Con este objeto, se generaliza el proceso de Dirichlet dependiente (DDP), y los modelos de
mezclas inducidos por este, originalmente propuesto por MacEachern (1999, 2000), y estudia-
dos posteriormente por Barrientos et al. (2012), en el contexto de espacios Euclidianos, para
dar cuenta de respuestas soportadas en un espacio Polaco méas general. Es importante destacar
que la definicion original del DDP dada por MacEachern (1999, 2000) y la definicion alterna-

tiva dada por Barrientos et al. (2012) no se extienden de forma directa a espacios Polacos mds
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generales, debido a que estas construcciones hacen uso del concepto de funcion de distribucion
acumulada, sélo aplicable en espacios Euclidianos. En este trabajo, la existencia del DDP en
espacios Polacos generales queda justificada por la extension del teorema de existencia de Kol-

mogorov propuesta por Neveu (1965).

Adicionalmente, se establecen condiciones suficientes sobre la definicién del DDP para que
este tenga propiedades adecuadas de soporte, continuidad, estructura de asociacion y consis-
tencia de la distribucion a posteriori bajo muestreo independiente. Ademads, se extienden los
resultados de soporte reportados por Barrientos et al. (2012) y se caracteriza el soporte del pro-
ceso en topologias més fuertes, tomando algunas ideas de los resultados reportados por Pati

et al. (2013), en el contexto de mezclas de densidades Gaussianas.

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la Seccién 3.2, se generaliza la definicion
del DDP al contexto de un espacio Polaco general y se definen algunas versiones mds parsimo-
niosas. En la Seccién 3.3 se estudian propiedades de continuidad, estructura de asociacién y
soporte del DDP, en el contexto de un espacio Polaco. En la Seccién 3.4 se estudian propiedades
soporte y consistencia débil para modelos de mezclas inducidos por un DDP, en el contexto de
espacios métricos compactos. Finalmente, la Seccion 3.5 contiene las conclusiones finales del

trabajo.

3.2 Definicion del DDP

Sea © un espacio Polaco y P(O) el espacio de todas las medidas de probabilidad definidas
sobre el espacio medible (O, 5(0)), donde B(O) es la o-dlgebra de Borel de ©. Sea (2, F,P)

un espacio de probabilidad y X C R?. Estamos interesados en la definicion de un DDP de la
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forma

Gyr: Q — PO?,
w — Gyw):= {Gz(w)(-):

9

i (2, w)00,(zw) () @ € X},

=1

donde P(0)¥ es el espacio de todas las funciones de X en P(©),

con V;(z,w), i > 1, siendo procesos estocdsticos con distribuciones marginales beta de parame-

tros (1, o), ap > 0,V € X,y 0;(z,w), i > 1, son procesos estocasticos definidos en O.

3.2.1 Definicion general

La siguiente definicién de un DDP generaliza de varias formas la construccion propuesta por

Barrientos et al. (2012).

Definicion 3.1. Sea ay == {a, : v € X} C R, G = {GY : 2z € X} € P(O)*'y

{G, : © € X'} un proceso estocdstico definido sobre (0, F,P), y a valores en P(O), tal que:

(a) V; + X x Q — [0,1], i > 1, son procesos estocdsticos separables, independientes e
idénticamente distribuidos, con ley caracterizada por un pardmetro Wy y con distribu-

ciones marginales Beta(1, o), x € X.

(b) 0; : X x Q — O, i > 1, son procesos estocdsticos independientes e idénticamente
distribuidos, con ley caracterizada por un pardmetro Wy y con distribuciones marginales

GYreX.
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(¢) Paratodox € X, B€ B(©)yw € Q\ N, conP(N) =0,

G (w)(B) == Z {m(x, w) [T - \/j@,w)]} 89, (x.0) (B). (3.1)

j<i

El proceso Gy = {G, : © € X} serd denominado proceso de Dirichlet dependiente de
pardmetros (¥, Wy), y denotado Gy ~ DDP (¥, ¥y).

En (a) de la Definicion 3.1, la existencia de los procesos estocasticos Vi, Vs, ... se puede
garantizar por el teorema de consistencia de Kolmogorov y del uso de familias de cépulas
(ver, por ejemplo, Barrientos et al., 2012). Especificamente, dada la coleccién de funciones de
distribucion acumulada de las distribuciones Beta(1, o), digamos {F, : x € X}, podemos
definir los procesos estocasticos V; : X x 2 — [0, 1], con distribuciones marginales deseadas,

al especificar

P{w e Q: Vi(zry,w) <ti,...,Vi(rg,w) <tqg} = Coy..ay(Fo, (t1), ., F, (ta)),

para cualquier ¢, ...,t; € R, donde Cy = {Cyy ., : T1,..., 24 € X,d > 1} es un conjunto

de copulas satisfaciendo las condiciones de consistencia de Kolmogorov. Especificamente, que

paratodo enterod > 1, z1,...,24 € X, uy,...,uqg € [0,1], k € {1,...,d} y una permutacién
cualquiera m = (7my,...,m) de {1,...,d}, se cumple que
Cxl ..... T4 (u17 o) ud) = C’xm ..... T, (uﬂ'l? ; uﬂd)7
Can ..... xd(uh‘"auk—lal?uk—‘rl? .7Ud) - Cxl ..... The1,Thet1)-e md(ula'”7uk—17uk+17--'7ud)'
En (b) de la Definicién 3.1, la existencia de los procesos estocdsticos 61,6, ... se puede

garantizar por la generalizacion a espacios Polacos generales del teorema de consistencia de
Kolmogorov, dada por Neveu (1965). La condicién de separabilidad de los procesos, en este
mismo punto, permite asegurar que el conjunto de los w que hacen que el mapeo dado por la

expresion (3.1) no sea una coleccion de medidas de probabilidad, sea un conjunto medible. En
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efecto, en la representacion casi segura dada en (3.1), el conjunto de medida nula depende de

x € X y esta dado por

N, = {w eQ: i{%(m,w)n[l —vj<x,w>]} < 1}.

Jj<i

Esto trae problemas en la representacion (3.1) del DDP, puesto que se requiere que

(U

y el conjunto | J N, no necesariamente pertenece a la o-dlgebra F. Aqui, la condicion de
reX
separabilidad de los procesos estocdsticos {V;(z,w) : * € X'}, i > 1, garantiza que existen

x € X, > 1, tales que

U Nac - UN:cla
=1

reX

y entonces N := |J N, € F. Luego,

rzeX

P(N) =P (U Nx) =P (OO le> < iIP’(Nm) =0,

zeX =1 =1

y para todow € Q\ N, G,(w) € P(O)*. Finalmente, notemos también que, dado que X C R?
es un conjunto separable, pues R? posee un subconjunto numerable denso, y [0,1] C R es
un conjunto compacto, entonces el Teorema 1, Capitulo 4, en Gikhman & Skorokhod (1969)
asegura que siempre es posible encontrar versiones separables de los procesos estocasticos ori-

ginales.

En relacién a ejemplos de procesos estocdsticos separables con marginales Beta(1, «v,),
cualquier proceso estocdstico con trayectorias continuas c.s. satisface la propiedad de sepa-
rabilidad. Una manera de construir tales procesos, descrita por MacEachern (1999, 2000), se

presenta en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.1. Sea {Z, : x € X'} un proceso estocdstico a valores reales, con trayectorias
continuas c.s. y funcion de distribucion acumulada continua F,, v € X. Sea B, la funcion de

distribucion acumulada asociada a la Beta(1, o). Entonces

es un proceso estocdstico con marginales Beta(1, o) y trayectorias continuas c.s. En relacion
al proceso {Z, : © € X} se podria considerar, por ejemplo, un proceso de difusion o un

proceso Gaussiano con trayectorias continuas.

3.2.2 Casos particulares

Es de interés buscar modelos mds parsimoniosos que el propuesto en la Definicién 3.1 y que
posean propiedades adecuadas. En esta subseccion se hacen dos simplificaciones respecto de la
estructura de dependencia de los procesos estocdsticos asociados a los pesos y atomos, respec-

tivamente.

La siguiente version del DDP simplifica la estructura de los procesos estocdsticos sepa-
rables, independientes e idénticamente distribuidos {V;(z,w) : = € X'}, i > 1, a variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas V;(w), Va(w), . . ., con ley Beta(1, a).

Definicion 3.2. Sea o € Ry, GY = {GY : z € X} € P(©)Y y {G, : © € X} un proceso
estocdstico definido sobre (0, F,P), y a valores en P(0), tal que:

(a) V; - Q — [0,1], i@ > 1, son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas, con ley Beta(1, a).

(b) 0; : X x Q — O, i > 1, son procesos estocdsticos independientes e idénticamente
distribuidos, con ley caracterizada por un pardametro ¥y y con distribuciones marginales

Gg,xeé\,’.
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(¢) Paratodox € X, B€ B(©)yw € Q\ N, conP(N) =0,

Ga(w)(B) := Z {Vi(w) [In- Vj(w)]} 0, (x.) (B). (3.2)

j<i

El proceso Gy = {G, : © € X'} serd denominado proceso de Dirichlet dependiente con pesos

comunes, de pardmetros (o, Wy), y denotado Gy ~ wDDP (a, ¥y).

En la definicién anterior se verifica que para todo w € 2\ N, con
N = {w €q: Z{Vi(w)H[l —Vj(w)]} < 1} cF,
i=1 j<i

yP(N) =0, G.(w) € P(O)*.

La siguiente version del DDP simplifica la estructura de los procesos estocésticos indepen-
dientes 01 (x,w), 0s(x,w), ... a elementos aleatorios independientes 0 (w), 05(w), ... con dis-

tribucién comun G°.

Definicion 3.3. Sea ay = {a, : x € X} C R, G° € P(O) y {G, : x € X} un proceso

estocdstico definido sobre (0, F,P), y a valores en P(0O), tal que:

(a) V; + X x Q — [0,1], i > 1, son procesos estocdsticos separables, independientes e
idénticamente distribuidos, con ley caracterizada por un pardmetro Wy y con distribu-

ciones marginales Beta(1, o), x € X.

(b) 0;: Q) — O, 1 > 1, son elementos aleatorios independientes e idénticamente distribuidos,

con ley G°.

(¢) Paratodox € X, B€ B(O©)yw € Q\ N, conP(N) =0,

Go(w)(B) ==Y {%(x, w) [T = Ve, w)]} 89,() (B)- (3.3)

i=1 j<i
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El proceso Gy = {G, : x € X} serd denominado proceso de Dirichlet dependiente con

dtomos comunes, de pardmetros (¥, G°), y denotado Gy ~ DDP (W, G).

Respecto de la definicion del DDP, y sus distintas versiones, la construccion de los procesos
estocdsticos {0;(z,w) : © € X}, i > 1, puede llegar a ser una tarea complicada, dependiendo
de la estructura que posea el espacio ©. Lo anterior se puede complicar ain mds, si es que se
requieren de propiedades adicionales sobre el proceso, tales como la continuidad trayectorial.
En este caso, se han propuesto algunas soluciones en el contexto de procesos de difusion, es

decir, procesos Markovianos a trayectorias continuas.

Ejemplo 3.2. Sea O el espacio de las formas planares de Kendall (1977). Dicho conjunto
puede ser dotado de una métrica, que le confiere el cardcter de espacio métrico compacto (ver
Kendall, 1984). Dada la naturaleza multivariada de ©, no es claro cémo construir distribu-
ciones en ©", con r € N, a través de una familia Kolmogorov consistente. Al respecto, se
han propuesto procesos de difusion desde dos enfoques diferentes: (a) directamente sobre cada
hito, en el espacio de configuraciones, lo que se conoce como difusion Euclidiana de forma
(ver, por ejemplo, Kendall, 1977, 1988, 1990; Le, 1991), y (b) directamente sobre ©, a través
del andlisis de generadores infinitesimales (ver, por ejemplo, Le, 1994; Kendall, 1998; Ball
et al., 2008; Golalizadeh, 2010). O

Una ventaja de trabajar con procesos de difusion, es que quedan completamente parametriza-
dos por las funciones de deriva y el coeficiente de difusion, a través de ecuaciones diferenciales
estocésticas (para una introduccion de este tema ver, por ejemplo, Karatzas & Shreve, 1991;
Oksendal, 2013). En dicha construccién, la ecuacion de Fokker-Plank relaciona la densidad de
las distribuciones marginales del proceso con los coeficientes de deriva y difusion, lo que per-
mite en principio construir difusiones con marginales dadas, via la resolucién de una ecuacién
en derivadas parciales (para detalles ver Shiryayev, 1992). Esto es de particular interés en el

contexto de variedades Riemannianas, donde se puede definir una nocién de derivada y, por
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tanto, de ecuacion diferencial (ver, por ejemplo, Hsu, 2002).

El punto (a) del Ejemplo 3.2 puede ser aplicado a una gran cantidad de variedades Rie-
mannianas. Especificamente, algunas variedades pueden ser generadas via el cuociente de un
espacio de referencia localmente compacto ), por un subgrupo GG de sus isometrias satisfa-
ciendo que el conjunto {g € G : gK N K # (} sea finito, para todo compacto K C ). Esta
condicién técnica garantiza que el cuociente © = )/G sea una variedad. SeaT : Y — O
la aplicacién continua que a cada elemento del espacio de referencia ) le asocia su clase de
equivalencia. Suponiendo que somos capaces de construir un proceso estocdstico y(-,w) € Y
con trayectorias continuas casi seguramente, esto es, salvo un conjunto N € F con P(N) = 0,
entonces dado w € €\ IV, se tiene que

lim T(y(z,w)) =T ( lim y(x,w)) = T(y(zo,w)),

T—T0 T—T0

y para el proceso estocastico 0(z,w) := T'(y(x,w)) queda garantizada su continuidad trayecto-
rial casi seguramente. En el contexto del Ejemplo 3.2, T corresponde a la transformacién que a

cada configuracion le asocia su forma (ver Kendall, 1977).

3.3 Propiedades del DDP

En esta seccion se estudian propiedades de continuidad, estructura de asociacion y soporte de

un DDP.

3.3.1 Continuidad

Las propiedades de los procesos estocdsticos que conforman el DDP, determinan importantes
caracteristicas de dicho proceso. En el siguiente resultado se muestra una propiedad de con-
tinuidad del DDP, bajo el supuesto de continuidad trayectorial de los procesos estocasticos

{Vi(z,w) : © € X}y {0;(x,w) : x € X}, i > 1. Cabe destacar que propiedades de este
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estilo son relevantes al momento de hacer inferencias, puesto que imponen una estructura de

dependencia sobre las trayectorias del DDP.

Teorema 3.1. Sea Gy = {G, : v € X} ~ DDP(Uy,¥y), con (Vy,Wy) tales que los
procesos estocdsticos {V;(z,w) : © € X} y {0i(x,w) : x € X}, i > 1, tienen trayectorias

continuas casi seguramente. Sean xo € X'y {In}neN\{o} C X. Entonces,

Hm z, =29 = Gp (W) 5 Ga(w),

n—oo

para todow € Q\ N, conP(N) = 0.

La demostracion del teorema anterior se encuentra en el Apéndice B.2 y es igual al caso Eu-
clidiano, pues se basa en la caracterizacion de la convergencia débil de medidas de probabilidad,
vistas como un subconjunto (convexo) del dual topolégico del espacio de las funciones conti-
nuas y acotadas, la cual es vélida en contexto de medidas de probabilidad soportadas en un

espacio Polaco general.

En relacion al Teorema 3.1, es de interés buscar condiciones que garanticen la existencia de
procesos estocdsticos {V;(z,w) : x € X}y {0i(z,w) : © € X'}, i > 1, con trayectorias con-
tinuas. Dado que [0, 1] y © son espacios métricos completos, el Teorema 2.23 de Kallenberg
(1997) entrega condiciones suficientes para la existencia de versiones continuas (casi segura-

mente) de los procesos estocasticos en cuestion. Estas condiciones son:

e Para {V(z) : x € X'}: existen constantes positivas a, by, C tales que
E(|V(21) = V(22)|") < Cilz1 — a7, (3.4)

conxy,r9 € X C R,
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e Para {0(z) : x € X'}: existen constantes positivas as, by, C5 tales que
E([de(0(21), 0(x2))]) < Collwy — @], (3.5)

conxy,xy € X C RY, ydonde dg es una métrica en ©.

Gracias al Teorema 2.3.1, Capitulo 5, en Khoshnevisan (2002) es posible generalizar la
condicion (3.4), bajo algunos supuestos adicionales, al caso en que X es un espacio pseu-
dométrico (o semimétrico) totalmente acotado. Sin embargo, este resultado no aplica para los

procesos estocasticos {6;(z,w) : € X'}, 7 > 1, cuando O es un espacio polaco general.

En el Ejemplo 3.1 se muestra una forma de construir procesos estocasticos con marginales
Beta(1, ;) y trayectorias continuas c.s., dado un proceso estocastico de referencia a valores
reales y con trayectorias continuas c.s. Cuando dicho proceso de referencia es un proceso Gau-
ssiano, las condiciones (3.4) y (3.5) caracterizan las propiedades que debe satisfacer la funcion

de covarianza para que el proceso resultante posea trayectorias continuas c.s.

Una manera de construir procesos estocasticos con trayectorias continuas c.s. en el contexto
que O es una variedad Riemanniana, es a través de la construccion de procesos de difusion. Para

ejemplos ver Hsu (2002).

3.3.2 Estructura de asociacion

En el siguiente teorema se obtiene una férmula explicita para la funcién de covarianza del
ODDP. Ademas, se muestra que bajo ciertas condiciones sobre la estructura de dependencia de
los procesos {V;(z,w) : @ € X}, i > 1, la correlacién tiende a uno cuando los predictores se

acercan.
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Teorema 3.2. Sea Gy = {G, : v € X} ~ DDP(¥y,G%), conay = {a, : x € X} TR,y
G° € P(O). Entonces para todo x,y € X, B € B(0),

Cov(Go(B),G,(B)) = G°(B) (r(m,y) + G°%B) [m(z) — m(y) — r(x,y)]) |

m(x) +m(y) —r(z,y)

donde

m(z) = E[Vi(z)] , Vre X,

- 1+ a,
r(z,y) = E[Vi(x)Vi(y)], Vr,ye€X.

Mds aiin, si el pardmetro Wy, es tal que las funciones t — o, y (x,y) — 7(x,y) son continuas,

entonces para todo vy € X, B € B(0),
Corr(G,(B), G, (B)) — 1,

cuando T — x.

La demostracion del teorema anterior se encuentra en el apéndice B.3 y toma algunas ideas
de la demostracion de la Proposicion 2.1 de Gutiérrez et al. (2016). A pesar que GG, es una
medida de probabilidad aleatoria soportada sobre un espacio Polaco ©, para cualquier evento
B € B(0) se cumple que G( B) es una variable aleatoria a valores en el intervalo [0, 1]. De esta
manera, el argumento de la demostracion anterior es andlogo al caso Euclidiano. La estrategia
de demostracion utilizada no puede ser aplicada al DDP sin supuestos adicionales, pues en este
caso se necesita modelar la estructura de dependencia de las leyes de los procesos estocasticos
{0:(z) : € X}, 1 > 1. En particular, hay que suponer que la funcién z — G2(B) es continua,

VB € B(©). Esto queda como trabajo de investigacion futuro.
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3.3.3 Propiedades de soporte

En esta seccion se analizan propiedades de soporte del DDP. Dado un espacio topoldgico (7, B)
y un elemento aleatorio T : Q2 — 7T, el soporte supp(T) C 7T corresponde al cerrado mds
pequefio (en términos de la inclusién), con respecto a la topologia B, tal que P{w € Q : T(w) €

My =1.

Supongamos que el espacio Polaco de interés estd premunido de una medida Boreliana lo-
calmente finita, estrictamente positiva y no atdmica, Ag. En esta seccion se analizan propiedades
de soporte topolégico para el DDP y el #DDP, bajo distintas topologias sobre P(©)*. Cabe
destacar, que la separabilidad de © garantiza la existencia del soporte para medidas de proba-

bilidad soportadas en © (ver, por ejemplo, Ghosh & Ramamoorthi, 2003).

En el siguiente resultado se dan condiciones suficientes para que P(0,)* sea el soporte del
DDP, cuando dotamos a P(©)* de la topologia producto de la convergencia débil de medidas

de probabilidad, y donde O es el soporte comtn de {G? : x € X'} € P(O)™.

Teorema 3.3. Sea Gy = {G, : x € X} ~ DDP(Wy,Wy), conay ={a,:x € X} CR,y

GY = {G° : x € X} € P(©)*. Supongamos que los pardmetros (¥, Wy) son tales que:
(i) Vo € X, supp(G?) = O,.

(i) V(z1,...,24) € X% con d > 1, la distribucion conjunta de (Vi(z1,w), ..., Vi(zq,w))

tiene soporte completo en [0, 1]%.

(ii) V(z1,...,24) € X% con d > 1, la distribucion conjunta de (0;(x,w), ..., 0;(xq,w))

tiene soporte completo en O,

Entonces P(©)% es el soporte producto débil de G y.

La demostracion del teorema anterior extiende las ideas de la demostracion del Teorema 2.1

de Barrientos et al. (2012) al contexto de un espacio Polaco y se encuentra en el apéndice B.4.
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Desde un punto de vista mds técnico, la clave de dicha extension es la validez del teorema de

Portmanteau en el contexto de un espacio Polaco y que dichos espacios son metrizables.

En la busqueda de versiones mds parsimoniosas del DDP, que satisfagan adecuadas propie-
dades, es de interés analizar la propiedad de soporte producto débil para el §DDP. Al respecto,
en el siguiente teorema se dan condiciones suficientes para que el #DDP tenga como soporte al

conjunto P(O)~.

Teorema 3.4. Sea Gy = {G, : x € X} ~ DDP(¥y,G°), conay ={a, :x € X} TR,y

G° € P(O). Supongamos que el pardmetro Wy es tal que:
(i) supp(G”) = O

(i) V(x1,...,2q9) € X9 con d > 1, la distribucién conjunta de (Vi(xy,w), ..., Vi(zg,w))

tiene soporte completo en [0, 1]%.

Entonces P(©)~ es el soporte producto débil de G y.

La demostracion del teorema anterior extiende las ideas de la demostracion del Teorema
2.3 de Barrientos et al. (2012) al contexto de un espacio Polaco y se encuentra en el apéndice
B.5. Ademas, la demostracion es lo suficientemente similar a la prueba del Teorema 3.3, como
para que apliquen los mismos comentarios técnicos. Por otra parte, el Teorema 3.4 establece
que, en términos de la propiedad de soporte producto débil, no se pierde nada en trabajar con
un DDP en vez de un DDP. Esta situacion ya habia sido reportada, pero s6lo en el contexto de
espacios Euclidianos. Finalmente, es posible obtener resultados similares a los Teoremas 3.3
y 3.4, para el caso del wDDP (ver definicion 3.2) y para procesos stick-breaking dependientes

mas generales. Esto queda como trabajo de investigacion futuro.

En lo que sigue, estamos interesados en caracterizar nociones de soporte mas fuertes, para

lo cual hay que dotar al conjunto P(©)* de topologias mas fuertes. Asi, en el siguiente teorema
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se caracteriza una propiedad de soporte de tipo IL;-débil para el DDP, bajo el supuesto que el

espacio X sea un conjunto compacto.

Teorema 3.5. Sea X C RY un conjunto compacto, ¢ € D(X)y Gy = {G, : x € X} ~
ODDP (¥, GO, con ay = {a, : v € X} CR, y G° € P(O). Supongamos que el pardmetro

Wy, es, tal que:
(i) supp(G’) = ©.

(i) {Vi(z,w) : * € X}, i > 1, son procesos estocdsticos con trayectorias continuas casi

seguramente.

(iii) Para toda funcion continua g : X — [0, 1],

P{wGQ:sup

Vile,w) = g(a)| < e} >0,
zeX
parai > 1yVe > 0.

Sea G% C P(O)™ una coleccion de medidas de probabilidad dependientes de predictores sa-

tisfaciendo:
(iv) © — P.(B) continua, VB € B(0©).

(v) Para toda sucesion {A,} C B(©), con A, | 0, se tiene que

sup Py(A,) 1 0.

TeEX

Entonces para cualquier {P, : x € X} € GL ye >0,

]P’{w cq: ‘/X </® 90, )G (w)(d6) — /@g(@,x)Px(dG)) olo)de] < e} -0,

donde g € Cp(O x X)) es una funcion continua y acotada, y q(-) es la funcion de densidad de

probabilidad generadora de los predictores en X.
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La demostracion de este teorema se encuentra en el apéndice B.6 y adapta las ideas de la
demostracion del Teorema 5.6 de Pati et al. (2013), quienes trabajan con procesos probit stick-
breaking dependientes en espacios Euclidianos, al contexto de un DDP en un espacio Polaco.
Desde un punto de vista mas técnico, los argumentos que permiten la extension son el concepto
de tension de medidas de probabilidad, el teorema de Dini y el teorema de Egoroff, y su validez

en el contexto de un espacio Polaco general.

De acuerdo con Pati et al. (2013), si se reemplaza el intervalo [0, 1] por R, entonces un
proceso estocdstico Gaussiano con funcién de media nula y kernel de covarianza c;(z, z’) o
exp{—A;|[x — 2’|}, donde A; tiene soporte completo sobre R, satisface la condicién (iii)
del Teorema 3.5. Usando dicho proceso y la construccion dada en el Ejemplo 3.1, es posible
construir procesos estocasticos {V;(z,w) : © € X'}, i > 1, que cumplan las condiciones del

Teorema 3.5.

En el siguiente teorema se caracteriza una propiedad de soporte de tipo L.,-débil para el

6DDP, de nuevo, bajo el supuesto que el espacio X’ sea un conjunto compacto.

Teorema 3.6. Sea X C RY un conjunto compacto, ¢ € D(X)y Gy = {G, : x € X} ~
ODDP (P, GO, con ay = {a, : x € X} CR, y GY € P(O). Supongamos que el pardmetro

Wy, es, tal que:
(i) supp(G®) = @.

(i) {Vi(z,w) : © € X}, i > 1, son procesos estocdsticos con trayectorias continuas casi

seguramente.

(iii) Para toda funcion continua g : X — [0, 1],

P{wEQ:sup

reX

Vi)~ g(a)| < e} >0,

parai > 1yVe > 0.
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Sea G3 C P(O)™ una coleccion de medidas de probabilidad dependientes de predictores sa-

tisfaciendo:
(iv) © — P.(B) continua, VB € B(0©).

(V) Para toda sucesion {A,} C B(©), con A, | 0, se tiene que

sup Py(A,) 1 0.

TeEX

Entonces para cualquier {P, : x € X} € GL ye >0,

P{wEwaLLd@@@MM%iéM@%M@F%}>Q

reX

donde g € Cy(©) es una funcion continua y acotada que se anula en infinito, y q(-) es la

densidad de probabilidad generadora de los predictores en X.

La demostracion de este teorema se encuentra en el apéndice B.7 y adapta las ideas de la
demostracion del teorema 6.1 de Pati et al. (2013), quienes trabajan con procesos probit stick-
breaking dependientes en espacios Euclidianos, al contexto de un DDP en un espacio Polaco
general. Finalmente, la demostracion del teorema anterior es lo suficientemente parecida a la

demostracion del Teorema 3.5, como para que apliquen los mismos comentarios técnicos.

3.4 Mezclas inducidas por un DDP

En esta seccion estamos interesados en estudiar modelos para funciones de densidad de proba-
bilidad dependientes de predictores. Debido a la naturaleza discreta del DDP, este no puede ser

aplicado directamente a dicho problema.
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3.4.1 Definicion

Sea ) un espacio métrico compacto, premunido de una medida estrictamente positiva, finita y
no atémica, Ay, y D()) el espacio de todas las funciones de densidad sobre ), con respecto a la
medida \y. Queremos definir de una manera flexible, un modelo para densidades relacionadas
por covariables. Sea ¥ (y, i, o) una densidad de probabilidad sobre ), con localizacion u € Yy
escalac € R,y Gy = {G, : © € X} un DDP (o algunas de sus variantes). Vamos a estudiar

dos tipos de modelos de mezclas:

f(yle, Galw)) = /y by 11, 0)Cor(0) (1), (3.6)

el cual corresponde a un modelo de mezclas de localizaciones, y

f(yle, Go(w)) = / (y,0)Ga(w)(d6), 3.7)

conf = (u,0) € © :=) x Ry, el cual corresponde a un modelo de mezclas de localizaciones
y escala. En el modelo (3.6), una distribucién a priori sobre D(y)X es inducida via una dis-
tribucion a priori ({G, : € X}, 0) ~ II;. En el modelo (3.7), una distribucion a priori sobre

D(Y)?* es inducida via una distribucién a priori {G,, : # € X'} ~ II,.

3.4.2 Propiedades de soporte

En esta seccion estamos interesados en determinar propiedades de soporte para modelos de
mezclas inducidos por un DDP. Al respecto, en el siguiente teorema se dan condiciones sufi-
cientes bajo las cuales un modelo de mezclas del tipo (3.6) simplificado, esto es, donde no hay
parametros de escala o el pardmetro de escala es conocido, tiene un soporte producto Hellinger

grande.

Teorema 3.7. Supongamos que:
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@) ¢(p) € DY), Ve .

(i) (y,pu) — ¥(y, p) es una funcion continua sobre )) x Y.

(iii)) Gy = {G, : x € X} ~ DDP(®y, W), con (U, Wy) tales que P(Y)* sea su soporte

producto débil.

Entonces el soporte producto Hellinger del proceso

{/yzb(nu)Gw(W)(dM) e X} |
es el conjunto

11 {/yw(-,u)Px(du) P, € P(y)}.

El teorema anterior sigue siendo valido si se cambia el DDP de la condicién (iii), por un
wDDP o un #DDP que tenga como soporte producto débil al conjunto P())*. La demostracién
del teorema anterior se encuentra en el apéndice B.8 y sigue argumentos muy similares a la
demostracion del Teorema 2.4 de Barrientos et al. (2012). Sin embargo, en nuestro caso los
espacios de interés no son necesariamente Euclidianos y los supuestos sobre el kernel 1) son
diferentes. Especificamente, se reemplaza el supuesto de equicontinuidad de la familia de fun-
ciones {K1; > pu — ¥(y,pu) : y € Ky}, con K1, Ky C ) compactos, por la continuidad
conjunta de (ii). Desde un punto de vista técnico, la demostracion del teorema anterior se basa
en la extension del teorema de Arzeld-Ascoli para funciones definidas sobre un espacio métrico

compacto.

En el siguiente teorema se dan condiciones bajo las cuales un modelo de mezclas del tipo

(3.7), tiene un soporte producto Hellinger grande.

Teorema 3.8. Supongamos que:
(1) 1/}<.7/J“70-) < D<y)’ V,u SIS R—i—'
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(i) (y,p,0) = ¥(y, u, o) es una funcion continua sobre Y x Y x R,.

(iii) Gy = {G, : x € X} ~ DDP(Wy, Wy), con (P, W) tales que P(Y x R)" sea su

soporte producto débil.

Entonces el soporte producto Hellinger del proceso

{/y U 0)Ga(w)(dh) : x € X} |

es el conjunto

[1{/, vtopam: rerxrl

donde 0 = (j1,0) € Y x R,

El teorema anterior sigue siendo valido si se cambia el DDP de la condicién (iii), por un
wDDP o un #DDP que tenga como soporte producto débil al conjunto P() x R,)¥. La
demostracion del teorema anterior se encuentra en el apéndice B.9 y es muy similar a la de-
mostracion del Teorema 3.7, salvo porque ahora el conjunto © no es compacto, lo que lleva a
ciertas dificultades técnicas para replicar la demostracién de dicho teorema. Desde un punto
de vista técnico, la clave de la demostracion del teorema anterior es la posibilidad de utilizar

argumentos de compacidad local para ©.

En el siguiente teorema se dan condiciones bajo las cuales un modelo de mezclas del tipo

(3.6), tiene un soporte producto Hellinger grande.

Teorema 3.9. Supongamos que:
(1) 770('»%0) € D<y)’ V,u € y,O' € ]R-f—'
(i) (y,p,0) — VY(y, 1, o) es una funcion continua sobre Y x Y x R..

(iii)) Gy = {G, : z € X} ~ DDP(®y, W), con (O, Wy) tales que P(Y)* sea su soporte
producto débil.
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(iv) o ~ m, con soporte completo sobre R .

Entonces el soporte producto Hellinger del proceso

{/yw(-,u,a(w))Gx(w)(dﬂ) re X},

es el conjunto

11 {/yw(wu,a)Px(du) P, eP(Y),0 € R+} .

El teorema anterior sigue siendo valido si se cambia el DDP de la condicion (iii), por un
wDDP o un #DDP que tenga como soporte producto débil al conjunto P())¥. La demostraciéon
del teorema anterior se encuentra en el apéndice B.10 y sigue argumentos similares a las de-
mostraciones de los Teoremas 3.7 y 3.8, salvo porque ahora hay que considerar una distribucién
de probabilidad para 0. Desde un punto de vista técnico, la demostracion de este teorema se basa
en una extension del teorema de Arzeld-Ascoli a espacios métricos separables y la propiedad

de compacidad local de RR.

En lo que sigue, estamos interesados en estudiar nociones de soporte mds fuertes, para lo
cual hay que dotar al conjunto D())? de topologias mds fuertes. Asi, en el siguiente teorema
se dan condiciones bajo las cuales un modelo de mezclas inducido por un DDP, tiene un soporte

producto L, grande.

Teorema 3.10. Supongamos que:
(1) 1/}(.7/1“70-) < D<y)’ V,u SIS R—i—-
(i) (y,p,0) — V¥(y, 1, o) es una funcion continua sobre Y x Y x R.

(iii) Gy = {G, : * € X} ~ DDP(¥y, Wy), con (P, W) tales que P(Y)* sea su soporte

producto débil.
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(iv) o ~ m, con soporte completo sobre R .

Entonces el soporte producto 1L, del proceso

{/yw(-,u,a(w))Gx(w)(dﬂ) re X},

es el conjunto

11 {/yw(wu,a)Px(du) P, eP(Y),0 € R+} .

El teorema anterior sigue siendo valido si se cambia el DDP de la condicion (iii), por un
wDDP o un #DDP que tenga como soporte producto débil al conjunto P())¥. La demostraciéon
del teorema anterior se encuentra en el apéndice B.11 y es muy similar a la demostracién del
Teorema 3.9. Desde un punto de vista técnico, la demostracién de este teorema se basa en el
hecho que las funciones continuas definidas sobre espacios métricos compactos alcanzan su

maximo, mds la propiedad de compacidad local de R.

En el siguiente teorema se dan condiciones bajo las cuales un modelo de mezclas inducido

por un DDP, tiene un soporte producto Kullback-Leibler (KL) grande.

Teorema 3.11. Supongamos que:
() Y(-,pu,0) € DY), Ve Y, o € R,
(i) (y,p,0) — ¥(y, 1, o) es una funcion continua sobre Y x Y x R.
(i) Y(y,p,0) >0, Yye Y, ue Y, ocR,.

(iv) Gy = {G, : z € X} ~ DDP(®y, Wy), con (Vy, Wy) tales que P(Y)* sea su soporte
producto débil.

(v) o ~ m, con soporte completo sobre R .
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Entonces el soporte producto KL del proceso

{/J}W-,M’U(W))Gx(m(du) re X}7

es el conjunto

11 {/yw('aM’U)Px(du) 1P, € P(Y),0€ R+}.

El teorema anterior sigue siendo valido si se cambia el DDP de la condicién (iv), por un
wDDP o un #DDP que tenga como soporte producto débil al conjunto P())*. La demostracién
del teorema anterior se encuentra en el apéndice B.12 y se basa en el Teorema 3.10, la compaci-
dad de ) y el hecho que una funcion continua sobre un espacio métrico compacto alcanza su

minimo.

Siguiendo los argumentos de Barrientos et al. (2012) y los resultados obtenidos hasta el
momento, es posible extender los resultados de soporte al contexto de modelos de mezclas in-
ducidos por procesos stick-breaking dependientes. Esto queda como trabajo de investigacion

futuro.

En lo que sigue se busca caracterizar propiedades de soporte mas fuertes. Una forma de
hacer esto es cambiar la topologia producto considerada hasta el momento, por topologias aso-
ciadas a la convergencia de funciones. Para esto, parece natural requerir que {G, : = € X},

visto como una funcién r — (,, sea continua.

En el siguiente teorema se caracteriza el soporte L, L., denominado simplemente soporte
L, para un modelo de mezclas inducido por un /DDP, donde © es un espacio Polaco no nece-

sariamente Euclidiano y X es un conjunto compacto.

Teorema 3.12. Supongamos que:

76



3.4. MEZCLAS INDUCIDAS POR UN DDP

(i) ¥(-,0) € DY), V0 € ©.
(i) (y,0) — ¥ (y,0) es una funcion continua sobre )) x ©.
(i) Y, © y X son espacios métricos compactos, con X C RY.

(iv) Sea Gy = {G, : * € X} ~ ODDP(¥y,G°), conay = {a, : * € X} C R,y
G° € P(O). Supongamos que el pardmetro Wy, es tal que:
(iv.1) supp(G®) = @.

(iv.2) {Vi(z,w) : © € X}, i > 1, son procesos estocdsticos con trayectorias continuas

casi seguramente.

(iv.3) Para toda funcion continua g : X — [0, 1],

P{wEQ:sup

Vilz,w) = g()| < e} >0,
reX
parai > 1yVe > 0.

Sea G% C P(O)* una coleccion de medidas de probabilidad dependientes de predictores sa-

tisfaciendo:

(V) © — P,(B) continua, VB € B(O).

(vi) Para toda sucesion {A,} C B(0), con A, | 0, se tiene que

sup Py(A,) 10,

TeX

Entonces para cualquier {P? : v € X} € G4 ye > 0,

P {w e 2 supsup | [ vl 0)G. )0~ [ w(0.0)P2a0)] < } -0

zEX yey

La demostracion del teorema anterior se encuentra en el apéndice B.13 y usa el Teorema

3.6, mas una version del teorema de Arzela-Ascoli, para funciones definidas sobre un espacio
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métrico compacto. El teorema anterior nos permite caracterizar un importante resultado de so-

porte L, KL, que enunciamos a continuacion.

Teorema 3.13. Supongamos que:
(i) ¥(-,0) € DY), Vo € 6.
(i) (y,0) — ¥ (y,0) es una funcion continua sobre )) x O.
(i) Y, © y X son espacios métricos compactos, con X C R

(iv) Sea Gy = {G, : v € X} ~ DDP(¥y,GY), con axy = {a, : v € X} C R,y

G° € P(©). Supongamos que el pardmetro Wy es tal que:
(iv.1) supp(G®) = @.

(iv.2) {Vi(z,w) : x € X}, i > 1, son procesos estocdsticos con trayectorias continuas

casi seguramente.

(iv.3) Para toda funcion continua g : X — |0, 1],

P{wEQ:sup

TeEX

Vi(z,w) — g(x)‘ < e} > 0,

parai > 1yVe > 0.

Sea G% C P(O)™ una coleccion de medidas de probabilidad dependientes de predictores sa-

tisfaciendo:
(V) © — P,(B) continua, VB € B(0O).

(vi) Para toda sucesion {A,} C B(O), con A, | 0, se tiene que

sSup Px(An) ~L 0.

reX
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Entonces para cualquier {P? : z € X} € G% ye > 0,

IP’{wEQ:sup/fO ylz) ln( (fo(y’x) ))\y(dy) <e} >0,

zeX |z, G (w))

donde
Pyl) = / b (y,0)P°(d0),

f(yle, Galw /wy, )(d9).

La demostracion del teorema anterior se encuentra en el apéndice B.14. Dicha demostracion
usa los Teoremas 3.6 y 3.13, la compacidad de los espacios X’ e )/, y una version del teorema
de Arzela-Ascoli, para funciones definidas sobre un espacio métrico compacto. EI teorema
anterior es fundamental para obtener un resultado de consistencia débil, que se presenta en la

subseccion siguiente.

En esta subseccion hemos estudiado propiedades de soporte para distintos modelos de mez-
clas inducidos por un DDP. En esta linea, los teoremas 3.12 y 3.13 pueden ser obtenidos para

otras versiones del modelo de mezclas. Esto queda como trabajo de investigacion futuro.

3.4.3 Propiedad de consistencia

En el siguiente teorema se obtiene una propiedad de soporte débil para un modelo de mezclas

inducido por un #DDP.

Teorema 3.14. Supongamos que:
@) ¥(-0) € DY), V0 € 6.
(i) (y,0) — ¥ (y,0) es una funcion continua sobre )) x ©.
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(iii) Y, © y X son espacios métricos compactos, con X C RY,

(iv) Sea Gy = {G, : * € X} ~ ODDP(¥y,G°), con ay = {a, : * € X} C R,y
G° € P(O). Supongamos que el pardmetro Wy es tal que:
(iv.1) supp(G®) = ©.

(iv.2) {Vi(z,w) : © € X}, i > 1, son procesos estocdsticos con trayectorias continuas

casi seguramente.

(iv.3) Para toda funcion continua g : X — |0, 1],

]P’{wEQ:sup

TeX

Vi) — g(x)| < } -0,

parat > 1yVe > 0.

Sea G% C P(O)™ una coleccion de medidas de probabilidad dependientes de predictores sa-

tisfaciendo:
(V) © — P,(B) continua, VB € B(O).

(vi) Para toda sucesion {A,} C B(O), con A, | (), se tiene que

sup P (Az) 1 0.

TEX

Entonces la distribucion a posteriori asociada con la distribucion conjunta aleatoria inducida

por el )DDP. m") (y, x) = q(x) f(y|z, G,(+)), donde q es la densidad generadora de los predic-

tores 'y

F(yle, Go(w)) = / (y,0)Ga () (d6),

es débilmente consistente, bajo muestreo independiente, en cualquier densidad conjunta de la

forma mq(y, ) = q(x) f(y|z) con
Pke) = [ vl 0)Pa)
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y{P):z e X} eqs.

La demostracion del teorema anterior se encuentra en el apéndice B.15. Dicha demostracion
se basa en la caracterizacion de soporte L, KL del Teorema 3.13 y en un resultado de Schwartz

(1965).

Es importante sefialar que la propiedad de soporte anterior, a pesar de ser interesante, no es
del todo satisfactoria, pues el soporte débil no nos dice mucho cuando trabajamos con densi-
dades. Por esta razon es recomendable buscar una propiedad de consistencia fuerte. Esto queda

como trabajo de investigacion futuro.

3.5 Conclusiones

En este capitulo generalizamos la definicion formal del DDP dada por Barrientos et al. (2012),
al contexto de espacios Polacos y predictores soportados en un subconjunto del espacio Eucli-
diano. Adicionalmente, se consideraron dos simplicaciones de dicho proceso: wDDP, en la
cual los pesos no dependen de predictores; y el /DDP, en el cual los dtomos no dependen de
covariables. En completa generalidad, esto es, para un espacio Polaco cualquiera, probamos
que el DDP posee adecuadas propiedades de continuidad, estructura de asociacion y soporte.
Adicionalmente, bajo el supuesto de compacidad del espacio que soporta a las covariables y

usando el #DDP, se caracterizaron dos nociones de soporte fuerte: I, débil y L, débil.

Para modelos de mezclas inducidos por el DDP o el §DDP, se caracterizan el soporte pro-
ducto Hellinger, el soporte producto L, y el soporte producto Kullback-Leibler. Bajo supuestos
de compacidad, se caracterizan ademas el soporte L, L, y el soporte L, Kullback-Leibler,
para modelos de mezclas inducidos por un §DDP con soporte completo. En este tltimo caso se

demuestra, ademds, una propiedad de consistencia débil para el modelo de mezclas subyacente.
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El trabajo futuro incluye el estudio de propiedades de soporte fuerte y tasas de convergen-
cia para modelos de mezclas inducidos por el /DDP, bajo el supuesto de compacidad de los
espacios asociados. Para el caso de la consistencia fuerte se podria utilizar el enfoque de Pati
et al. (2013). Sin embargo, el problema de tasas de convergencia es mucho mas complicado.
Gracias a que una variedad Riemanniana completa es un caso particular de un espacio Po-
laco, la investigacion futura comnsidera la implementacion y aplicacién del enfoque Bayesiano
noparamétrico propuesto a variedades particulares como el espacio de las formas planares de
Kendall, una hiperesfera, espacios Euclidianos compactos, las variedades de Hadamard, las va-
riedades de Stiefel y las variedades de Hilbert, entre otros ejemplos. Para los tres primeros

casos, se podrian utilizar los kernel propuestos por Bhattacharya & Dunson (2012b).
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Capitulo 4

Conclusiones y Trabajo Futuro

En esta tesis, hemos estudiado dos tépicos diferentes en el contexto de modelos Bayesianos
sobre variedades Riemannianas. Este capitulo resume los principales resultados de la tesis y

discute potenciales lineas de investigacion futura.

4.1 Conclusiones

En el Capitulo 2, propusimos un estimador de la media basado en un modelo Bayesiano para-
métrico definido en el espacio de las formas planares de Kendall (1977), que corresponde a una
variedad Riemanniana de dimension finita. El estimador propuesto incorpora en su definicién
la estructura métrica de la variedad subyacente y tiene un mejor rendimiento en muestras finitas
que otros estimadores Bayesianos, en especial, que el estimador propuesto por Micheas & Peng
(2010). La idea clave detrds de la construccion del estimador, fue resolver el problema de
identificacion que surge al intentar hacer inferencia sobre el espacio de las formas planares, a

través del espacio de configuraciones correspondiente.
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En el Capitulo 3, generalizamos los procesos de Dirichlet dependientes, originalmente
definidos en espacios Euclidianos, a espacios métricos Polacos, premunidos de una medida
de referencia estrictamente positiva y localmente finita. En particular, dicha extension nos per-
mite definir un DDP en el contexto de una variedad Riemanniana completa dotada de la medida
de volumen Riemanniana, asociada a una métrica Riemanniana. Se establecieron condiciones
necesarias para que los procesos tengan propiedades adecuadas de soporte, continuidad y estruc-
tura de asociacion. El énfasis se centrd en la version del modelo donde los puntos de soporte
son independientes de los predictors, /DDP. Utilizando dicho proceso y modelos de mezclas
inducidos por él, se caracterizaron propiedades de soportes mds fuertes, bajo el supuesto de
compacidad de los espacios subyacentes. Asi, por ejemplo, para el /DDP se obtienen condi-
ciones suficientes para que este tenga soporte completo [L;-débil y [L,-débil. Para modelos de
mezclas inducido por el /DDP se obtienen condiciones suficientes para que éste tenga soporte
completo L, y L., Kulback-Leibler. Finalmente, se caracteriza una propiedad de consistencia

débil para un modelo de mezclas inducido por el DDP.

4.2 Trabajo futuro

Los resultados presentados en esta tesis pueden ser aplicados y extendidos en diferentes direc-
ciones, algunas de las cuales son descritas a continuacion. En el Capitulo 2, planeamos extender
el modelo paramétrico de diversas maneras. Una primera opcidn es levantar el supuesto de va-
rianza isotropica, el cual puede ser demasiado reductivo en algunas ocasiones. En este caso
se podria utilizar una distribuciéon Wishart compleja inversa de Andersen (1995) para la matriz
de varianza-covarianza, manteniendo asi la propiedad de conjugacién del modelo Bayesiano
subyacente. Una segunda opcion es considerar un modelo de mezclas de normales complejas
inducido por modelos Bayesianos noparamétricos discretos, estudiar propiedades de identi-
ficabilidad, soporte, consistencia y tasas de convergencia del modelo subyacente, y explorar
esquemas eficientes de simulacion de cadenas de Markov Monte Carlo. Una tercera opcion es

extender el modelo planar al de hitos en tres dimensiones. Para esto se podria explorar cambiar
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la normal compleja a una normal multivariada apropiada, teniendo en cuenta que en este caso
el espacio de las formas de Kendall posee singularidades, esto es, el espacio pierde su caracter
homogéneo. En todos lo casos, la idea es utilizar el esquema de expansion de pardmetros pro-

puesto en este capitulo, para la estimacion de la media en el espacio de las formas de Kendall.

En el Capitulo 3, planeamos aplicar la metodologia desarrollada para algunas variedades
Riemannianas particulares. Una primera opcion es trabajar sobre el espacio de las formas
planares de Kendall (1977). En este caso se puede utilizar como kernel una distribuciéon Watson
compleja (Mardia & Dryden, 1999). También se pueden explorar distribuciones elipticas com-
plejas (Micheas et al., 2006). Para el modelo resultante hay que examinar esquemas eficientes
de simulacion de cadenas de Markov Monte Carlo. Una segunda opcidn es trabajar sobre una
hiperesfera y un espacio Euclidiano compacto utilizando como kernel una distribucién von
Mises-Fisher y una distribuciéon Gaussiana multivariada, respectivamente, siguiendo las ideas
de Bhattacharya & Dunson (2012a). Una tercera linea de investigacion tiene que ver con la
extension de los resultados de soporte débil del modelo de mezclas inducido por un DDP a un

resultado de soporte fuerte, siguiendo las ideas de Pati et al. (2013) para mezclas Gaussianas.
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Apéndice A

Material Suplementario del Capitulo 2

A.1 Propiedades de la distribucion normal compleja

Las siguientes definiciones fueron tomadas de Andersen (1995).
Definicién A.1 (Distribucién normal compleja estandar). X ~ CN'(0,1) si [X] ~ N5 (0, 31,).

Propiedad A.1 (Invarianza rotacional). Si X ~ CAN(0,1) y ¢ € C con |c| = 1, entonces
cX ~ CN(0,1).

Propiedad A.2 (Funcién de densidad de CN(0,1)). Sea X ~ CN(0,1). Entonces la funcion

de densidad de X c/r a la medida de Lebesgue en C es:
1 _
fx(x) = ;exp{—mm}, z c C. (A.1)

Graficamente:
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Definicién A.2 (Distribucién normal compleja). Sean Z ~ CN(0,1), 8 €¢ Cy o € R,.
Entonces X =0 +0Z ~ CN(0,0?).

Propiedad A.3. Sean 8 € Cy o € R,. Entonces X ~ CN (8, 0?) ssi [X] ~ Ny ([0], 02—212).
Propiedad A.4 (Funci6n de densidad de CA (0, 02)). Sean @ € C,o0 € R, y X ~ CN(0,7?).

Entonces la funcion de densidad de X c/r a la medida de Lebesgue en C es:

fX(m):iexp{—%(m—e)(m—e)}, zeC. (A2)

o2

Propiedad A.5 (Funcion caracteristicade CA (0, 02)). Sean@® € C, 0 € R, y X ~ CN (0, 0?).

Entonces la funcion caracteristica de X es:

2
ex(§) —oxp {inc(es) - Té€} . €cC (a3)

Propiedad A.6. Sean X 1, ..., X, v.a’s complejas independientes tales que X ; ~ CN(0;,02)

con@; cCyo; €R,, parai=1,...,p. Sean c;,d; € C,i=1,...,p. Entonces

i=1 =1 i=1

Definicién A.3 (Distribucién normal compleja multivariada). X = (X;,..., X)) se distruye
como una normal compleja p-variada si Ve = (ci,...,¢,) € CP, < X, e >=> " ¢X, =
c* X se distribuye como una normal compleja (univariada).

Propiedad A.7 (Funcion caracteristica de CN(0, H)). Sea X un vector aleatorio complejo p-
dimensional con L(X) = CN,(0,H), donde @ € C* y H € Ci*F. La funcién caracteristica
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de X estd dada por

ex(§) =ow (inclee) - £8) | geer

Propiedad A.8 (Propiedades de normal compleja multivariada). Sea X un vector aleatorio

complejo p-dimensional.

1. Siexiste ® € C?y H € C¥? tal que para todo ¢ € CP se cumple que
L(c"X)=CN(c'8,c"Hc),

entonces

L(X) = CN, (0, H).

2. SeaDe C?ydeCu Si L(X)=CN,y(0,H), donde @ € C* y H € Ci*, entonces

L(DX +d) = CN,(D6 + d, DHD").

Propiedad A.9 (Relacién con la distribucién normal real multivariada). Sea X un vector

aleatorio complejo p-dimensional. Entonces
L(X)=CN,(6,H)
si y solo si
1
£ = A, (1) 5 ).

donde @ € CPy H € C?.
Propiedad A.10 (Funcién de densidad de CN,(0, H)). Sea X un vector aleatorio complejo
p-dimensional con L(X) = CN,(0, H), donde 6 € C? y H € C?. La funcion de densidad
de probabilidad de X con respecto a la medida de Lebesgue sobre C? estd dada por

fx(z) =7 Pdet(H) " exp {—(x — 0)"H '(x —0)}, xeC"
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Propiedad A.11. Sean X, ..., X, vectores aleatorios complejos p-dimesionales independi-
entes con L(X ;) = CN,(0;, H,), donde 6; € C? y H; € C*, y sean ¢; € Cyd; € CP,

paraj =1,2,... n. Entonces

L (zn:(Cij + dj)> = (C./\/;) (Zn:(Cjej + dj), zn:CjCjHj> .

Jj=1 J=1

Propiedad A.12. Sea X un vector aleatorio complejo p-dimensional con L(X) = CN,(6, H),
donde 0 € C? y H € CY*?. Sean X, 0 y H particionados como

X, 0, H,, H
X 0, H,; Hy

donde X ;y 0; sonp; x 1y Hj; es pj X p, para j,k = 1,2,y p = p1 + pa. Entonces X,y

X5 son independientes ssi H15 = O.

Propiedad A.13. Sea X un vector aleatorio complejo p-dimensional con L(X) = CN,(0, H),
donde @ € C? y H € C?, y sean C € C™? y D € C?*?. Entonces CX y DX son inde-
pendientes ssi CH D™ = O.

Propiedad A.14 (Distribucién marginal). Sea X un vector aleatorio complejo p-dimensional

con L(X) =CN,(0,H), donde § € C° y H € CL*”. Sean X, 6 y H particionados como

X 0 H, H
X — 1 9= 1 y H-— 11 12 ’
X5 0> Hy; Hy

donde Xy 0; sonp; x 1y Hj, es pj X pi, para j,k = 1,2, y p = p1 + ps. Entonces para
7 = 1,2 se cumple que

L(X;) = CN,,(8;, Hj;).

Propiedad A.15. Sea X un vector aleatorio complejo p-dimensional con L(X) = CN,(0, H),
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donde € C* y H € CL". Sean X, 0 y H particionados como

X 0 H, H
X — 1 9= 1 y H=— 11 12 ’
X 0, Hj; Hy

donde X ;y 0 sonp; x 1y Hjj, es pj X pi, para j,k = 1,2, yp = p1 + pa. Si Hyy > O,

entonces se cumple que

L(X1— H;Hy) Xy) = CN,, (00 — Hi,Hy, 05, Hy — HiyHy) Hy)

X, -H; ,H; X, L X,.

Propiedad A.16. Sea X un vector aleatorio complejo p-dimensional con L(X) = CN,(0, H),
donde € C* y H € CL". Sean X, 0 y H particionados como

X 0 H,, H
X — 1 ’ 0 — 1 y H = 11 12 ’
XQ 02 H21 H22

donde X ;y 0 sonp; x 1y Hjj, es pj X pi, para j,k = 1,2, yp = p1 + pa. Si Hyy > O,

entonces la distribucion condicional de X | dado X 5 es

L(X1]X2) = (C'/\/pl(el + H12H§21(X2 —0,),Hy; — H12H521H21).

A.2 Simulacion de la distribuciéon normal compleja

Si w ~ CN,(p, X), entonces su funcién de densidad de probabilidad estd dada por:

fw|p,X) =a7det(E) Texp{—(w— p)'T (w—pn)}, weC?
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donde p € C? y 3 € M,,,(C) (matrices de p x p a coeficientes complejos).

(Coémo simular CN,(p, 32)?

Sea w ~ CN,(p, X) con w = Re(w) + ilm(w), p = Re(p) +ilm(pn) y X = Re(X) +

iIm(%). Entonces

Re(w) N Re(p) 1 Re(X) —Im(%)
Im(w) "\ Im) 2\ m(®)  Re®)
Re(w) N Re(p) Re(X) —Im(X%)

Entonces, si w = , = and ¥ = sigue
Im(w) Im(p) Im(¥) Re(X)
que la funcién de densidad de probabilidad de w esta dada por:

Fblji, 5) = 77|52 exp{— (w6 — 5)'S (i — fi)}.

A.3 Deduccion de distribuciones a posteriori

A.3.1 Distribucion a posteriori para el parametro de localizacion
Para j = 1,...,n, notar que
[d;]-] o [w; e, dj. by, b5, 07 [d)]
oc exp{—o 2 (w; — d;1, — b;e"® p)*(w; — d;1, — b;e' )}

. exp{—T_Q(dj — dg)(d] — do)}
2Tt 4t iy 277 —
x exp{—0c [djlplpdj — 2Re (djlp('wj — bje Ju))]} exp{—7°[d;d; — Re (djdo)]}

1Y\ — — .
= exXp {_ (% + ﬁ) djdj + 2Re (dj[lz(w] — bje“z’jp,)ad + doTQ])} .
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Se concluye que

1 1 ,
dj|‘ N(CN(v)v,v), jzl,...,n,

conV =25+ 5y =1(w; —bepu)o? +dyr 2.

A.3.2 Distribucion a posteriori para el parametro de escala

Para j = 1,...,n, notar que
[bj]-] o [w;|p, dj, by, ¢, 0°][b;]
1 . , b2
X exp {—;(wj —d;1, — b p)* (w; — d;1, — bje“z’ju)} exp {_EJ} L{0,00)(b;)
1 2w —b.e iyt (w, —di1.) —b:(w: —d.1,) e
X exp 02( P S L (w; i1p) — bj(w; i1p)"e' % )
b2
- exp {_ij} ]l[o,oo)(bj)
1 * —i¢; , % * 1,
= exp {—T‘Q (021" + 07 = 2057 (w — dj1,) — 2bj(w; — djL,)"e ¢”H))}
’ ]1[0700)(b])

Se concluye que

LA g2
bijl- ~ N (%, %) truncada desde la izquierda en cero, j=1,...,n,

coné =o%+2u'pyy; = e ipt(w; —d;1,).

A.3.3 Distribucion a posteriori para el parametro de rotacion

Para j = 1,...,n, notar que

[¢]H X [wj’/'l’a dj> bj> ¢j> 02][¢j]

X exp {—;(U’j —d;j1, — b’ p)*(w; — d;1, — bje %N)} L10,271(9;)-
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A.3.4 Distribucion a posteriori para el representante de la forma media

Notar que

n

[:U‘H X H[wj|.u‘7dj7 bja ¢ja0—2”,u‘]
j=1
x l_IleXp {—;('wj —d;1, — bje" p)*(w; — d;1, — bje ‘%u)}
‘]:
1 .
vexp 15 (1= Ho)" (1 — o)
0
1 - 2 1 *
ocexp{— (;;bj—i—k—g)u n
+2R€ 12 k_guo—{‘;Zb]e J(w]—d]]_p) s
j=1

y se concluye que
1 1
p|- ~ CAN, (Kn, KIP> .

con A = % Z?:l b? + % y ’r] = %H’O —+ 0—12 Z?:l bje*‘i’j(wj — dj]-p)-
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A.3.5 Distribucion a posteriori para el parametro de variabilidad
Notar que

[0?]] O(H[wj‘ﬂadjabj>¢j702][a2]

7j=1

—n ]_ - id; * 10
oc (0%) " exp {——Z(wj —dj1, — bje" p)* (w; — dj1, — be ¢]N>}

J=1

) (02)—(a1+1) exp {_%}
:<U2)—(a1+np+1) exp{ _ % [51+

Z<wﬂ’ —dj1, = b )" (wj — d;1, — bjei‘z’jli)} }7

j=1

y se concluye que

o?|- ~ Gamma — Inv <a1 +np, f1 + Z(wj —d;1, — bje" p)* (w; — d;1, — bjei‘z’fu)) :
=1

A.3.6 Distribucion a posteriori para hiperparametros

Notar que

P21 o ] ]ldsl*)l7

—.

<
Il
-

72 exp{—7"(d; — do)(d; — do)} (%) “e o {—%}

7_2)—(a2+n+1) exp {_% By + ZM(dj o do)] } ’
j=1

<
Il
—

I =
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Se concluye que

7%|- ~ Gamma — Inv <a2 +mn, By + Z (d; — do)(d; — do)) .

j=1

A.4 Caracterizacion de la métrica de Procrustes parcial

Notemos que
d*([n], = min — e v|?.
() = min - cev
Definamos h(a) = (g — ¢“*v)*(n — ¢'“v). Entonces
h(a) = n'n—e“n'v —e “vn+viv.

Sea *v = ve'?. Luego

en'v e vy = v (ei(a+¢)+e*““+¢>)

= 2vycos(a+ ).

Por lo tanto, basta maximizar 27y cos(« + ¢) para concluir que el o 6ptimo estd dado por

Qopt = —¢ = —arg(n*v) = arg(v™n),

de donde se concluye lo pedido.

95



A.5. CONVERGENCIA DEL PROMEDIO MUESTRAL

A.5 Convergencia del promedio muestral

Sea wy, ..., w, una muestra proveniente del modelo estadistico (2.1). Se quiere demostrar que
—Z — Ep(w;)) B0eCr, VocO, (A.5)

cuando n — oo. Introduzcamos la siguiente notacién: w; = (wyj,...,wy;), Vi =1,....n

0

donde wy; € C, VI = 1,...,p. Adicionalmente, sea w;; = Re(w;) la parte real de w;; y

wllj = I'm(wy;) la parte imaginaria de w;;. Notemos que wf, ... w} son variables aleatorias
independientes Vk = 1,0. Mas atn, wl ~ N < (wl]), 2) Asi, para demostrar (A.5) basta

con demostrar que para cualquier l = 1,...,p, kK = 0, 1 se tiene que
IR k kyy Te
- > (wf; — Bo(wf;)) 3 0€R, VO €O,
i=1

cuando n — co. En efecto, paral =1,...,py k = 0, 1 arbitrarios, definamos

n

X, ==Y (wf — Eolwf).

i=1

Para concluir, basta probar que X,, converge a cero en probabilidad. En efecto, aplicando la

desigualdad de Chebyshev se tiene que Ve > 0

Po(|Xn| >¢€) <
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Luego, basta demostrar que X,, converge en LL,. En efecto,
1 n n 2
Eo(X3) = ke <Z wy; — Eo (Z wz’?))
i=1 i=1
1 .,
= ﬁVarg Zwlj
i=1
1 & L
= Z Vare(wy;)
j=1
1 < o2
-3y
j=1
= — =0,

2n

cuando n — oo y se concluye (A.S).
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Apéndice B

Material Suplementario del Capitulo 3

B.1 Teorema de consistencia de Kolmogorov generalizado

Las definiciones de esta seccion fueron sacadas de la seccién 15 de Aliprantis & Border (2006)

y las damos para que el documento esté autocontenido.

Sean {(X;,%;) : t € T'} una familia de espacios medibles. Para todo H C T, con H # (),

se definen

Xp=[]x% vy X_u=]]X.

teH t¢ H

Para H C G C T, sea Pgy la proyeccion natural de X sobre Xp.

Definicion B.1 (Familia Kolmogorov consistente). La familia de medidas de probabilidad { .y}
se denomina Kolmogorov consistente si para todo subconjuntos finitos F'y G, con F C G C

T, la proyeccion Par : Xg — X satisface que jic o Pgp. = jip.
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B.1. TEOREMA DE CONSISTENCIA DE KOLMOGOROV GENERALIZADO

Para cada subconjunto finito /' C T, ¥r = ) 3; denota la o-dlgebra producto. En este
caso, dado A € X, un conjunto de la forma A x tgg _r esun F-cilindro. La coleccién de todos
los F'-cilindros genera una algebra de subconjuntos de X,. La o-algebra generada por dicha
dlgebra se denomina o-dlgebra producto infinita y se denota por X1 = &) X;.

teT

Una familia Kolmogorov consistente {1} posee una extension de Kolmogorov, si existe

una medida de probabilidad p sobre (X7, Yr) tal que para todo subconjunto finito F C T,

po Prp = pup.

Una familia C de subconjuntos de X posee la propiedad de la interseccion finita si para cada
sub-familia finita y no vacia de C, la interseccién de sus elementos es no vacia. Una familia C
de subconjuntos de X es una clase compacta si cada secuencia {C),} en C con la propiedad de

la interseccion finita tiene una interseccion no vacia.

Propiedad B.1 (Teorema de consistencia de Kolmogorov generalizado). Sea {(X;,%;) : t € T'}
una familia de espacios medibles y {jir} una familia de medidas de probabilidad Kolmogorov

consistente. Supongamos que para cada t € T hay una clase compacta C; C ¥, tales que
pi(A) = sup{(C): C C Ay C € C},
para cada A € Xr. Entonces hay una tinica medida de probabilidad . sobre (X1, %) que

extiende a cada g, con F C T finito.

Propiedad B.2 (Corolario del resultado anterior). Sea { X, : t € T'} una familia de espacios po-
lacos equipados con sus o-dlgebras de Borel y {jir } una familia de distribuciones Kolmogorov
consistentes. Entonces hay una vinica medida de probabilidad . sobre (X1, Y1) que extiende a

cada pp, con F' C T finito.
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B.2 Demostracion del Teorema 3.1

Sean Qf, QY € F, coni > 1, los conjuntos de eventos en los cuales los procesos estocdsticos
{0;(x) : x € X}y {Vi(zr) : * € X} tienen trayectorias continuas, respectivamente. Por
hipétesis, Vi > 1, P(QY) = P(Q)) = 1. Definamos W := ﬁ QY NQY). Notemos que W € F
y P(W) = 1. En efecto, .

P(W) = 1 — P(W°)

—1-P (G(Q}/ N Qg’)C>

i=1

>1-> P((Q nal))
=1

> 1= 30 (B (@) + P (@)

i=1

> 1.

Luego, Yw € W las funciones V;(-,w) € C(X;[0,1]) := {V : X — [0,1] : fn. continua} y
0;(-,w) € C(X;0) :={6: X - O : fn. continua}, con i > 1. Definamos N := W°. Entonces
P(N) = 0. Sean fi,..., fr € Cp(©) := {f : © — R : fn. continua y acotada}. Entonces
Vi=1,...,k,

oo
=1

JRICLHEIOEDS {w:cn,w) [T - vl<:cn,w>]} 56,0,

I<i

o)
=1

/@fj(e)Gon(w)(de) = Z {m(xo,w) [In- Vz(xo,w)]} [3(0i(xo,w)).

I<i
Notemos que las series anteriores estdn bien definidas, pues f; o 6;(-) es una funcién acotada,
Vj = 1,...,k, y los nimeros entre llaves suman 1. En el lema B.2 del apéndice B.18 se

demuestra, usando el teorema de la convergencia dominada (ver, por ejemplo, el teorema 16.4
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de Billingsley (1995) o el teorema 1.4.49 de Tao (2011)), que

tim [ 0G @) = [ HOC ), V=1
Asi, dado € > 0, IN; € N tal que Vn > N;,
[ 106 - [ 106 @@ < vi-t ok
Entonces, tomando Ny := max{/Ny,..., Ni} se concluye que G, estd en una vecindad débil

de G,,, paratodo n > Nj, c.s. y se concluye el teorema.

En la demostracion anterior falt6 considerar el conjunto Q* € F, con P(Q2*) = 1, en el cual

es vdlida la representacion stick-breaking

Gx(w)(B) = Z {Vz(%“’) H[l - V}(ZL‘,(&))]} 691(x,w)(B)7

J<i

y trabajar con W N Q*. Sin embargo, se verifica que P(WW N Q*) = 1, de manera que la omisién

de €2* no genera ningln problema en la validez del teorema 3.1.

B.3 Demostracion del Teorema 3.2

Sea

Gu(B) =) {m(x) [In- Vj(x)]} 99 (B),

i=1 j<i
conz € X'y B € B(O). Entonces para x,y € X se tiene que
Ga(B)Gy(B) = > Wi(x)Wi(y)d,(B)
i=1

£ 3 W)W y)3, (B), (B),

i#]

101



B.3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.2

con W;(z) = Vi(z)[[._;,[1 — V;(z)] parai > 2y W;(z) = Vi(x). Luego, tomando esperanza

jeil

condicional resulta que

E(Go(B)Gy(B)|Vi(x),i=1,..., Vi(y),j = 1,...)

=Y Wil@)Wi(y)GO(B) + Y Wilx)W;(y)[G°(B)].
i=1 i#j
Entonces, por propiedad de las esperanzas iteradas e independencia se tiene que
E(G.(B)Gy(B)) = Y EWi(x)Wi(y)]Go(B) + Y EIWi(x)W;(y)][Go(B)]*.
i=1 i#j

Calculemos

hE

Z E[Wi(z)W;(y)] E Vi) [Tt = V(@) Viw) [T = Vi )]

_ ZEW;U)V;(Q)] HE[(l = Vi(2)(1 = V;())]

r(z,y)[1 —m(z) —m(y) + r(zy)]" "

NE

1

(2

Nos gustaria afirmar que
L—m(z) —m(y) +r(z,y) <1 < rlz,y) <m(x)+my).

En efecto, notemos que Vw € 2\ N, con P(N) = 0, V}(z,w) < 1. Por lo tanto, V; () Vi (y)

<
Vi(y) es. y i(@)Vily) < Vi(e) es. Ast, E[Vi(2)Vi(y)] < EVi(z)] y E[Vi(z)Wi(y)] <

E[Vi(y)], y entonces

r(z,y) <
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Por tanto,

Z EW;(x)W;(y)] = Z r(z, y)[1 —m(x) —m(y) + r(z,y)]"

1
7y> (1 _ [1 _ m(x) — m(y) + T(x7y>])
B r(z,y)
m(z) +m(y) —r(z,y)

=T

8

Calculemos ahora
> EWi(x)W;(y)] =2 E[Wi(z)W;(y)]
1#£]

=2 {Z EWy (@)W ()] + Y EWa()W;(y)] + . } .

j=2 7j=3

Notemos que

j=2 j=2 I<j
=Y EMVi@) (1 =Viw) [ Ell = Vi) E[V;(y)]
j=2 1=2
=S " m(y)(mlx) - r(e,y)(1 —m(y))~?
Dado que
L=m{y) = 1 +yay .

se cumple que
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Similarmente,

y
> EWs(x)W;(y)] = (m(z) — r(z,y)(1 — m(z) — m(y) + r(z,y))*
Luego
> EWi(@)W(y)] =2 (m(z) = r(z,y)(L —m(x) — m(y) + r(z,y)""
itj i=1
1
=2000) =10 (§= (= i )
_ 2m(@) — r(a,y)
m(x) +m(y) —r(z,y)
Asi,

i (S2nte) o)

m(x) +m(y) —r(z,y)

)
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Dado que E(G,(B)) = G°(B) se tiene que

CovlGalB), Gy(B)) = <m<x> +n§<yiy : e y>) G'(B)
m(x) - m(y) - r(x, y) 0 2
* (mm Tinly) —r(a y>) &(B)]

Notemos que

r(z,x) = B[V (2)] = Var(Vi(z)) + E*[Vi ()]
— i +m?*(z) = m(x) ( 2 ) .

(14 )?(2 + ay) 2+,

Por lo tanto,

1
1+ o,

Var(G,(B)) = ( ) G°(B)(1-G°(B)),

que es una expresion conocida, pues el DDP es marginalmente (es decir, para todo x € X’) un
DP. Finalmente, por hipdtesis las funciones © — m(x) y (x,y) — r(z, y) son continuas. Luego,
por dlgebra de funciones continuas se concluye que la funcién (z,y) — Cov(G,(B), Gy (B))
es continua para todo B € B(0©). Asi, tomando y = x, se tiene que Corr(G,(B), G4, (B)) es
una funcién continua en x y ademas,

lim Corr(Gx(B), Gy (B)) = Corr(Gyy(B), G (B)) =1,

T—T0

de donde se concluye el teorema. ]
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B.4 Demostracion del Teorema 3.3

Notemos que P(6Og)? es un conjunto cerrado. En efecto, sea {P,, },>1 C P(Oy)" una sucesion,
d

con P, = {P": x € X}, tales que P" — P? cuandon — oo, Vr € X, con {P? :z € X} €

P(0)*. Dado que O es un conjunto cerrado, entonces por el teorema de Portmanteau (ver, por

ejemplo, teorema 2.1 de Billingsley, 1999) se tiene que
P%(Q) > limsup P"(0y) =1, VzeX.

Luego, {P? : x € X} € P(Oy)" y se concluye que P(Oy)”* es un subconjunto cerrado de

P(©)%, con la topologia producto de la convergencia débil de medidas de probabilidad.

Por otra parte, P(w € 2 : 6;(x,w) € ©g) = 1,Vz € X,i=1,2,...y entonces

PlweQ:0;,(r,w) €Op,i=1,2,...) =1, VrelX.

Asi
(mg Z{ HI—V( )]}50i(x,w)(-) EP(®0)> =1, VzeX.
Definamos
0, = {wEQ Z{ I -vicre >J}6ei<x,w><-> eP(@o>}.

La existencia de versiones separables de {V;(z) : € X'}, i > 1, ya fue analizada, y puede
ser verificada incluso cuando X" es un espacio métrico separable. La existencia de versiones
separables de {0;(z) : x € X'}, i > 1, puede ser verificada bajo la condicién (3.5) o aplicando
el Teorema 2, Capitulo 4, de Gikhman & Skorokhod (1969), cuando © es un espacio separable

localmente compacto!. En este caso es posible generalizar X’ a un espacio métrico separable.

'Este caso puede ser un poco restrictivo, debido a que la compacidad local en el contexto de espacio vectoriales
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Asi, la separabilidad de los procesos estocdsticos subyacentes garantiza que

Moo

TeEX

con

mszx:{wem Z{ @) [T - vit- >]}5ei<.,w><~>e7><@o>’f}.

zeX 1<t

Por lo tanto, P (w € Q : G(-,w) € P(6g)*) =1

Para concluir el teorema hay que probar que P(6,)* es el cerrado mas pequefio de Po G5! -
medida uno. En efecto, sea {P? : z € X} € P(Oy)*. Una base de {P? : x € X'} para la

topologia producto de la convergencia de débil de medidas de probabilidad estd dada por

T

H{pm e P(@y): | /@ fudPy — | fydP?

i=1 ©o

< Ei,j = 177K1} X’]D(@O)X\{xl ..... :ET}’

donde zy,...,2p0 € X; T,Ky,.... Ky € N\ {0}; fi; € C(©g) == {f : © — R :
fn. continua acotada} parai = 1,....,7, j = 1,...,K; y €,...,er € (0,00). Asi, basta

demostrar que la pre-imagen de

T
11 {Pxi € P(Oy) : ‘ /@ £i;(0)dP,,(0) — fU( AP (0)| < €1, 5 =1,... K} , (B.1)
i=1 0

tiene una P medida positiva para concluir que P(6,)* es el soporte producto débil del DDP.
Para esto, en lo que sigue se demostrard que (B.1) contiene un conjunto cuya pre-imagen tiene P
medida positiva. La construccién de a continuacién sigue los mismos pasos de la demostracion
de Barrientos et al. (2012), salvo porque en vez de trabajar con la medida de Lebesgue en RY,
se considera una medida Boreliana o-finita con soporte © arbitraria A(-). Notemos que A\ es
localmente finita, por ser o-finita, y estrictamente positiva, por tener a © como soporte. Luego,

gracias al Teorema B.1 (demostrado en el apéndice B.16) y al teorema de Portmanteau se tiene

topoldgicos Hausdorff implica dimension finita (ver corolario 2, teorema 3, capitulo I, de Weil, 1967)
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que el conjunto definido como

U( T1y v QSCT7 {AU} 60)

T
:H{P GP@() : le(Az])_in(Azj> <€0,j:1,...,mi}.

=1

estd contenido en (B.1) donde Q,, € P(6) tal que Q,, < G2 y G2 < A\, i =1,....T;
my,...,mp € N\ {0}; A;; €O, j=1,...,m;, i =1,...,T, son conjuntos medibles tales
queQxl(aAw) :OyEO > 0. Seanl/m- -~ {O,l},j = 1,...,mi,i: 1,...,T,y

T mr
— Vi,j
V11 ----- VTmT : ﬂﬂAU ’
i=1j5=1
donde A}; = Ay y A}, = Af;, con el complemento tomado con respecto a ©g. Entonces,

{Bo,,... I }v;;e{0,1} €s una particién medible de O y sigue que

T

—>m
xz(Byl,l 77777 VT,mT> - Q:Bz'(Bvl,l ~~~~~ VT,mT) < 602 =L Vi € {07 1}} )

f[ {le € 77 @0)

=1

estd contenido en U(Qy,, . .., Qu,, {Aij}, €0). Simplificando la notacién, sea

J = {l/ = (V1,17 ceey I/T,mT) : Ggi(Bul’l ..... VT,mT) > 0} .

Notar que el conjunto J no depende de 7, debido al soporte comun de los Ggi. Por otra parte,
sea M : J — {0,...,k} una biyeccion con k = |J| — 1y definamos Ey ) := B,, Vv € J.
Para:=1,...,T se define

Sy, = <w(501‘,0)7 s aw(:ci,k)) = (Ql‘z (EO)a s 7Qxl(Ek)) S Ak”

con
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B(sy,,€) = {(wo,...,wk) € AL Wy, ) — €< W < Wy, j) + 6] = O,...,k},

T
_Zm

1
cone = €y2 =1 . Notemos que

{w e Q: (G, (W)(Ey),...,Gy,(w)(E)) € B(8s;,€),i=1,...,T}
HweQ: (Gyy (W), ..., Gop(w)) € U(Quys - -+ s Quys {Ais},€0) }-

Luego, para concluir el teorema basta demostrar que
P(we Q:(Gy(w)(Eo),-..,Gs,(w)(Ey)) € B(8y,,€),i=1,...,T) > 0. (B.2)

Definamos por €2y C €2 al conjunto medible para el cual se verifican las siguientes condiciones:
(a.1) Paraj =0,...,k,

9j+1(1]1,W), R ,0j+1($T7W) S Ej.
(a.2) Parat =1,...,T,

€ €
w(xi’o) - 5 < Vvl(l'i,W) < w(xi,l)) + 5

(a3) Parat=1,....Tyj=1,... )k,

(a4) Paraz =1,...,T,

1=

1

I<j

[T [1-Vi(zi,w)]

I<k+1

i {Vj(xi,w) I - Vl(%w)]} iy

J

I<yj

[T [1=Vi(wiw)]

I<k+1

1— ij {Vj(:vi,w) [101 - W(mi’w)]} +3
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Notemos que las condiciones anteriores no son tnicas y surgen de imponer que

w(xl s) —€e< Z { $Z, H[l - V(‘Tu w)]} 59j($i,w)(ES> < w(u’%s) + €,

<y

parai =1,...,Tys=0,...,k. Asi, por ejemplo, la condicion (a.4) se obtiene de obligar que

-5 < Z { (21, w H[l—V(az’i,w)]} <5

j=k+2 I<j

paraz = 1,...,T. Se observa que si w € (), entonces
(Gyy(W)(Ep)y ..., Gy (W)(E)) € B(8y;,€), 1=1,...,T.

Sean

T
€ €
Ql = H |:w(x¢,0) — 55 W(z;,0) + 5 ;

Qjni(w) = QinVi(r,w),...,Vj(zr,w))
e ﬁ W(z;,5) — % Wz, ,5) T %
o | I D=V, )] IT [t = Vilwi, w)] |

1<j+1 1<j+1
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Qk+1(w) = Qk-i—l(‘/l(xbw% sy V;C(xva))

min I [ — Vi(zs, )] CIT [ = Vi, w)]

Entonces, por independencia de los procesos estocasticos subyacentes al DDP se tiene que

P(weQ: (Go(w)(E),. .., GCo(w)(E) € B(Say,€)si=1,...,T)

>P(we: (Vi(x,w),...,Vj(zr,w)) € Qj(w),j=1,...,k+1) X

klji (weQ:((x1,w),...,0)(zr,w)) € E ) x
j’jﬂp(w €Q: (Vi(an,w), ..., Vi(zr,w)) € [0,1]7) x
':lojH]P’ (weQ:(0j(z1,w),...,0i(zr,w)) € OF)
=P(we: (Vi(z1,w),...,Vi(zr,w)) € Qj(w),j=1,...,k+1)x

k+1
f[l (weQ:(0(x1,w),....0i(xr,w)) € E] ),

pues por construccion se verifican las igualdades

P(weQ: (Vi(z1,w),...,Vi(zr,w)) € 0,1]") =1,

]P’(w € Q: (0j(r1,w),...,0;(rr,w)) € @g) =1,
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paraj = k + 2,...,00. Luego, para demostrar (B.2) y concluir el teorema basta probar que
Pwe: (Vi(zy,w),...,Vi(zr,w)) € Qj(w),j=1,...,k+1) >0,
yqueparaj =1,... . k+1,
P(weQ: (0;(z1,w),...,0i(zr,w)) € E]T_l) > 0.

En efecto, por la condicién (ii) del teorema se tiene que (V;(z1,w), ..., V;(zr,w)) tiene soporte

completo en [0, 1]7. Definamos los eventos

Q i={weQ: (Vi(r,w),...,Vj(zr,w)) € Qj(w)}.
Por la condicién de soporte se tiene que P(£27) > 0. Similarmente,

P{we Q] : (Va(zy,w),..., Va(zr,w)) € Qa(w)} > 0,
y asi sucesivamente. Luego, se cumple que

P(weQ: (Vi(z1,w),...,Vi(zr,w)) € Qj(w),j=1,...,k+1)>0.
Finalmente, paratodo j = 1,..., k + 1,
P(weQ: (b(z1,w),...,0;(zr,w)) € Eijl) > 0,

por las condiciones (i) y (iii) del teorema, y debido a que ) # E;_; C O, para todo j =

1,...,k+ 1. Esto completa la demostracion del teorema. |
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B.5 Demostracion del Teorema 3.4

De manera andloga a la demostracion del Teorema 3.3, basta probar (B.2), esto es,

P(weQ: (Go(@)(E),. ... GCo(w)(ER) € B(sa, )i =1,....T) > 0.

En efecto, sea 2y C (2 tales que se verifican las siguientes condiciones:
(b.1) Paraj =0,...,k,

QH{(QO € Eb.

(b.2) Parai =1,...,T,

Wzs0) — = < Vi(Zi, W) < Wiay0) +

(b3) Parai=1,....Tyj=1,... k,

€
W(zij) — 3

[T [t = Vi(wi,w)]

1<j+1 1<j+1

< L9+1($iﬁd) <

(b4) Parai =1,...,T,

-

k
—

{W““”H“—W@wm}‘s

I<j

[T [t =Vi(zi,w)]

I<k+1

J

I<j

1—i{wwwnnu—w@wn

(B.3)

IT [1=Vi(wi,w)]

I<k+1

Es claro que siw € g, entonces (G, (w)(Ey), ..., Gy, (W) (E)) € B(sy,;,€),parai =1,...,T.

Asi, basta demostrar que P(£2y) > 0 para concluir el teorema. Definiendo

T
€ €
Ql = g |:w(mi,0) - éaw(mi,O) + 5 >
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paraj=1,...,k—1,

Qin(w) = Qin(Vi(zy,w),. .., Vj(rr,w))

Qk+1(w) = QkJrl(‘/l(xl’w)’ SRR Vk(xTv w))

_ ﬁ max = < Waik) ~ 3
P II [1—=Vi(zi,w)] CIT [ = Vil w)]
I<k+1 I<k+1
k

1— Z V}($i’w)n[1_‘/l($i’w)] +§ .

min e < Wik 3
H [1 - ‘/l(xu (,U)] ’ H [1 - Vi(l‘z, w)] ’

I<k+1 I<k+1

se tiene que

P(weQ: (G (w)(Ep),...,Goy(w)(Er)) € B(Sa;,€),i=1,...,T)

>P(we: (Vi(x,w),...,Vj(zr,w)) € Qj(w),j=1,...,k+1) X

k+1
[[P(weQ:bj(w) e E;_4)x
j=1

]O_o[ P(weQ: (Vi(z,w),...,Vi(zr,w)) € 0,1]7) x
j=k+2
10_0[ P(we Q:0;(w) € Oy)
j=k+2
=P(we: (Vi(z1,w),...,Vi(zr,w)) € Qj(w),j=1,...,k+1)x

kﬁlp(w e ‘9]‘((,0) S Ej_1)7
j=1
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pues por construccion se verifican las igualdades
P(weQ: (Vi(z1,w),...,Vi(zr,w)) € 0,1]7) =1,
yP(weQ:6;(w) e ©y) =1,paraj=k+2,...,00. Luego, basta demostrar que
Pwe: (Vi(zy,w),...,Vi(zr,w)) € Qj(w),j=1,...,k+1) >0,

yqueP(we Q:6;(w)e E;_y) >0paraj=1,...,k+ 1, para concluir el teorema.

En efecto, razonando como en la demostracion del teorema anterior, por la condicion (ii) del
teorema se tiene que (V;(x1,w), ..., V;(z7,w)) tiene soporte completo en [0, 1]7. Definamos

los eventos
Q= {weQ: (Vi(r,w),...,Vj(zr,w)) € Qj(w)}.
Por la condicién de soporte se tiene que P(£27) > 0. Similarmente,
P{we Q] : (Va(zy,w),..., Valzr,w)) € Q2(w)} > 0,
y asi sucesivamente. Luego, se cumple que
P(weQ: (Vi(z1,w),...,Vi(zr,w)) € Qj(w),j=1,...,k+1)>0.

Finalmente, dado que O, es el soporte topoldgico de G, por la condicién (i) del teorema, se
tiene que

Pwe:bj(w) e Ej_q)>0,

paraj =1,...,k 4+ 1, lo cual completa la demostracién del teorema. ]
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B.6 Demostracion del Teorema 3.5

Siguiendo las ideas de Pati et al. (2013), sea {P, : v € X'} € G y € > 0. Por demostrar que

]P’{w €0 ‘/X/@g(e,x)Gx(w)(dO)q(m)dx—/X/eg(Q,:B)Px(dQ)q(m)dz‘ < e} >0,

cong: © x X — [0, 1] una funcién uniformemente continua. Sin pérdida de generalidad se
puede suponer que 30; C © (compacto) tal que sup,y |g(0, )] < €, V8 € ©f. Por otro
lado, se puede demostrar gracias a la propiedad de tension de medidas de probabilidad sobre un
espacio Polaco, la continuidad de * — P,(©;) y la compacidad de X', que 30, C O (compacto)
tal que P,(03) > 1 — ¢, Vo € X. Definamos ©) = O; U ©,. Claramente dicho conjunto es

compacto y satisface las condiciones anteriores. Entonces

/X /G)g(ﬁ,x)Gm(w)(dH)—/@g(@,x)Pm(dG)) q(z)dz

S e, @) (0w, 2) - / g<e,x>Pm<d9>> o(z)dz

pues

donde 7;(z,w) = Vi(z,w) [[,,[1 = Vi(z,w)].

Sean {Aj, : k = 1,...,n} una sucesién de particiones medibles de ©, con refinamiento

creciente cuando n — oo y tales que max diam(Ay,,) — 0 cuando n — oo. Fijando 0y, €
1<k<n
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Agn. k=1,...,n, entonces por el teorema de convergencia dominada

/ <Zg Opns ) Po(Ag.) ) g(z)dz — /X /@ Og(é,x)Px(dQ)q(x)da:,

cuando n — 00, pues por (iv) sup,cy P (A;m) — 0 cuando n — oo y entonces h,(z) =
Sory g(&kn, 2)Py(Agn) — bz fe P,(df),Vz € X, por ser una suma de Riemann

con g Lebesgue integrable, y finalmente hn(x) es una funcion uniformemente acotada.

Asi, 3n, € N tal que Vn > ny,

[ ([ st0.06 000 - / g(a,m(de)) (o]

/X im(w,uJ)g( Zg O, ) Po( Ap n)) q(m)dm‘

+ /X Zg 9’““ Py(Akn) —/@ g(H,x)ch(dH)) q(x)dx‘ + €

/X Zm(m,W)g( Zg O, ) Po( Ag n)) q(gj)dx‘ + 2.

IN

IN

Considere el conjunto

0 = {w € Q:sup |m(z,w) — Pe(Ain)| < ni’ oy Sup |, (2, w) — Pe(Apyny)| < i} :

rEX 1 rEX ni

Por el lema B.1, que es demostrado en el apéndice B.17, se tiene que P(€2;) > 0. Dado que
Yoo mi(z,w) = 1cs., existe Qs C Q con P(Qy) = 1 tal que Yw € Qy N Qy, gn(z,w) =
S mi(z,w) — 1 cuando n — oo, Vo € X (claramente P(Q; N Q) > 0). La convergencia
anterior es uniforme gracias a que se verifican las hipotesis del teorema de Dini, esto es, { g, }n>1
son funciones continuas definidas en un compacto y mondtonas crecientes, que convergen a la
funcién continua idénticamente igual a 1. Gracias a el teorema de Egoroff existe {23 C 25N €Yy,

con P(Q23) > 0, tal que g, (z,w) — 1 uniformemente en z € X' y en w € Q3. Asi, In. > ny
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(independiente de x y w) tal que > > mi(r,w) <e,Vw € Q3,0 € X.

1=ne+1
Se define el conjunto
Q= N{weN:0,,11(w) €Oq,...,0, 1(w) € Op}.
Para w € (), se tiene que

[ ([ s~ [ g0.0r00 ) o]

S/ ( 1 Wk(xaw)g(ek(w)vx)_g(ék,mvx)Pz(Ak‘,nl) ) q(IL‘)de‘—}-4€,
X \k=1

pues

q(z)dx

o

<Z7T1(I w)g Zg ka, P.(Akn,)

=1

(Z mil@,w)g (6 Zg (B 7) P Ax m>> a(x)da

+/X > milx,w)g(bi(w), z)g(x)dx

1=n1+1

S/X (Z Wk($7w)g(9k(w)7x) - g(ék,nux)Px(Ak,m) ) q(m)dm

k=1

I
T

Ne

+/szxw (W), z)q(z)dz

1= n1—|—1

+/X Z mi(2, w)g(0;(w), 2)q(z)d,

i=ne+1

Ne

/sz,@w)(e( d:z:<e/ mew

i=ni+1 i=ni1+1

< 6/ q(z)dz =€,
X
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y
/ S milw,w)g(6i(w), D)a(x)ds < / S e, w)(z)da
RS X i=nct1
< e/ q(z)dx = e.
X
Por otra parte,
/ 7Tk(£7 w)g(ek(w)a I) - g(ék,ma x)Px(Ak,nl) ) q(x)dx
X \ k=1
<3 [ mule.)|abu). ) = gl 0)ala)do + .
k=1"%
En efecto,
Z 7"'k(za w)g(@k(w), 1’) - g<ék,n17 $)PI(Ak,n1>
k=1
== Z 7Tk(xa w)g(ek(w)a .’L‘) - 7Tk<x7 w)g(ék,m ) l’)
k=1
+7Tk(x7 w)g<0~k,n1 ) ZE) - g(ék,nl ) ZE)Px(AkJu)
< Z Wk(x7 w)’g(ek(c‘))? .Z‘) - g(ék,m’x)‘
k=1
+ Zg<ék,n17 x)|7rk(x,w) - Pﬂf(Ak,m”?
k=1
y

ni

Y 90k @) mi(@, w) = Po(Ap)| < ) Imn(@,0) = Po(Ag, )|

k=1 k=1

ni
€
< E — = €.
n
k=11
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Por otro lado, dada la continuidad uniforme de g(-, -) existen conjuntos By, k = 1,...,ny,

independientes de z tales que si
(01(w)y ..., 0, (W) € By X...X By,

entonces |g(0x(w), ) — g(Okn,, )| < & k=1,...,ny. Mds atin,

Azﬁk(x,w)|g(9k(w),$) —g(ék,nl, )|q dlL‘ < E/XZT('k T, w

k=1 k=1

<e /X a(z)dz = e

Luego, paraw € Q5 = QyN{w € Q: 0,(w) € By,...,0,,(w) € By, } se tiene que
| / / 9(0, )G (w)(d0) () — / / 9(0, ) Po(d6)q(x)dz| < 5e.
X Jo X JO

Finalmente, dado que P(23) > 0y {w € Q : O,,11(w) € Oq,...,0, 1(w) € O},
{weN:0(w) € By,...,0,(w) € By, } son eventos independientes de probabilidad positiva

sigue que P(£25) > 0y se concluye el teorema. |

B.7 Demostracion del Teorema 3.6

Siguiendo las ideas de Pati et al. (2013), sea { P, : x € X'} € G con soporte compacto comuin

y € > (. Por demostrar que

P {w e :sup| [ 90)G.()a0) - [ a(0)P.(a0)] < } -0,
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con g : © — [0, 1] una funcién uniformemente continua que se anula en infinito. Asf, 30, C ©
(compacto) tal que |g(0)| < €, V8 € OF. Por otro lado, se puede demostrar gracias a la propiedad
de tension de medidas de probabilidad sobre un espacio polaco, la continuidad de x — P,(01)
y la compacidad de X', que 30, C O (compacto) tal que P,(0y) > 1 — ¢, Vo € X. Definamos

By = O, U O,. Claramente dicho conjunto es compacto y satisface las condiciones anteriores.

Entonces
sup| [ 90)G.0)@0) = [ g@)P.(a0)
<sup| St l0e) - [ o) +smp [ o000
<aup| Sl o) - [ sO)R0)] ¢

pues

sup [ g(6)P,(d8) < sup P.(6) <
(€]

zeX s reX

donde m;(z,w) = Vi(x,w) [[,.,[1 — Vi(z,w)].

Sean {A, : k = 1,...,n} una sucesion de particiones medibles de ©, con refinamiento
creciente cuando n — oo y tales que maxy<y<, diam(Ay,) — 0 cuando n — co. Tomando

ék,n = arg emjxx g(0) € A, k=1,...,n, entonces por el teorema de Dini se tiene que
€ k,n

Sup‘i 9(0en) Pa(Ap) — /@ 9(O)P.(d8)] 0,

cuando 7 — 00, pues hy(z) = S r_, 9(Okn) Pe(Arn) — h(z) = fgog(H)Pw(dQ), Ve € X,

{h,} es mondtona decreciente, X’ es compacto y h(-) es una funcién continua gracias a (iii).
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Asi, dn; € N, tal que Vn > nq,

sup / 9(0)C(w) (d6) — / g<9>Px<d9>1

TeX @ e)
< ; () P (Apn
<sup Zw z,w)g Zg A e
+sup Zg Do) P Akn)—/ g(H)Px(dG)’+e

reX o
< 7 0 n A n + 2e.
—:g}gZ”w ng (Agn)| + 2¢

Considere el conjunto

Q= {w € Q:sup |m(z,w) — Pp(Ain)| < ni’ o Sup |y, (7, w) — Po(Apy )| < i} )

xEX 1 xEX ny

Por el lema B.1, que es demostrado en el apéndice B.17, se tiene que P(£2;) > 0. Dado que
Yoo mi(z,w) = 1 cs., existe 2y C Q con P(Q2) = 1 tal que Yw € Q5 N Qy, gn(z,w) :=
Yo mi(x,w) — 1 cuando n — oo, Vo € X (claramente P(€2; N €2y) > 0). La convergencia
anterior es uniforme gracias a que se verifican las hipétesis del teorema de Dini, esto es, { g, }n>1
son funciones continuas definidas en un compacto y mondtonas crecientes, que convergen a la
funcién continua idénticamente igual a 1. Gracias a el teorema de Egoroff existe {23 C 25N €Yy,
con P(Q23) > 0, tal que g, (z,w) — 1 uniformemente en x € X' y en w € Q3. Asi, In. > ny

(independiente de x y w) tal que > > mi(r,w) <e,Vw € Q3,0 € X.

1=ne+1
Se define el conjunto

Qy=03N {w €N (9m+1(w) € @0, .. ,0n€_1<W) S @0}
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Para w € (), se tiene que

sup| [ g(0)G()(a0) ~ [ al0)Pu(a0)

ni
S sup ( Wk($,W)g(¢9k(W), ]J) - g<0k,n17 I)Px(Ak,TLl) > + 467
reX =1
pues
sug‘mew Zg lel e (Akny)
S
ni
Ssup‘Zm(x w)g(Ok(w Zg ka o (Akny)
reX 1
+sup > iz, w)g(0;(w)) + sup Z mi(w,w)g(0s(w)),
z€EX i=ni1+1 IEXz ne+1
supmew ))<esupZ7rZa;w)<
TEX TeX
y

Supmew <sup27nxw

TEX i=ne+1

Por otra parte,

sup (Z (2, w) g (0 (@) = 9(Orny) P Ak ) )

TEY \ k=1

ni

<sup > mu(w, @) |g(6:(w)) — 9(6n)
reX 1
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B.7. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.6

En efecto,
Z 42, 0)9(00)) — o) Pol i)
_ 4 (,0)9 06() — 70,9 )
+7Tk_ (2, @) (Orny, ®) — 9Oy 7) Po( Ay
< Z ul,0) 906 ) — 9o,
n 2 9, 2) — Pl A,
y

ni

Zg(ék,m’ :L‘)|7Tk(l',a}) - Px(Ak,n1)| < Z |7Tk(x7w) - Pw(Ak7n1>|

k=1 k=1

ni
€
< E — = €.
n
k=11

Por otro lado, dada la continuidad uniforme de g(-) existen conjuntos By, k = 1,. ..

tales que si

(01(w), - .., 00, (w)) € By X ... X Bu,,

entonces |g(0x(w)) — ¢(0kn,)| < &k =1,...,n,. Més atin,

ni ni
sup (2, w)|9(05(w)) = 9(Ohn,)| < esup Y mi(ar,w) < e
T€EX =1 zeX =1

Luego, paraw € 25 = QuN{w € Q: 0, (w) € By,...,0,, (w) € By, } se tiene que

sup| / 4(0)Gy (w) (d) — / 9(0)P.(a8)| < 5e.

reX
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Finalmente, dado que P(23) > 0y {w € Q : O,,11(w) € Op,...,0, 1(w) € O},
{weQ:0,(w) € By,...,0,(w) € By, } son eventos independientes de probabilidad positiva,

sigue que P(£25) > 0y se concluye el teorema. |

B.8 Demostracion del Teorema 3.7

Siguiendo los argumentos de Barrientos et al. (2012),sea {P? : 2 € X} e P(O) ' y {f’: z €
X'} con
THOES / U(-,0)P)(d), xeX.
e

Notar que Vo € X se tiene que f2(-) es una funcién de densidad de probabilidad en ). En

efecto, dado x € X se tiene que

/y o)Ay (dy) = /y / b (y,0)PO(d6) Ay (dy)
_ / /y (y,0)Ap(dy) PO(d6)

— [ Py = o) = 1
e
donde la segunda igualdad se satisface gracias a que la funcién v es medible y positiva, de
manera que se tienen las hipétesis del teorema de Tonelli (ver pagina 147 de Cohn, 2013). La

tercera igualdad se tiene por (i). En todo lo que sigue, se considera la topologia producto in-

ducida por la métrica de Hellinger.

Seane > 0y z1,...,xp € X puntos arbitrarios. Para concluir el teorema basta con de-

mostrar que el modelo de mezclas inducido por el DDP asigna probabilidad positiva a un con-
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junto de la forma

H{ L ecoran: || [ vw.o)p. @) - 5w < e, 67?(6)}. B.4)

Dado que el DDP tiene soporte completo, basta construir una vecindad débil de {P? : z € X'},

tal que sus elementos satisfagan (B.4).

El cardcter de espacio Polaco de ) garantiza que la medida de probabilidad definida por f°

es tensa, para todo x € X. Asi, existe un compacto K, C V,7=1,...,T, tal que

I

Fo () Ay (dy) <
K,

ool m

y )‘)}(sz) < 00.

Parat = 1,...,T se define

ha(0) = | ¥(y,0) \y(dy).

K¢

Tg

Notar que hgl es una funcién acotada y continua. En efecto, V6 € ©,

10,(0)] < /y by, 0)Ay(dy) = 1.
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Y para 01792 € @7

11(61) = W, (6, Ul 0 (dy) = | 0y, 02)\(dy)]

=
Kg, Kg,

Pl 00N (dy) = [ 0l 02)20(dy)]

< /K 0y, 6) — (g, 62) Ay (dy)

< ( sSup |1/}(y701) - ¢(y702)|> )‘y(le)

YK,

La equicontinuidad de ¢ (y, ), Vy € K,,, y la finitud de \y(K,,), garantizan la continuidad de

i
0
hz71

Dado p > 0, similarmente, por el cardcter de espacio polaco de O, existe un compacto

T
R,, € ©,i=1,....T, tal que P} (R;) < p. Sedefine R := |J R,,. Notar que dicho
=1

1=

conjunto es cerrado y que Vi = 1,..., 7T, se tiene que

T
=1

Se define
Ry, = {0 €0 :d0,R,,) <r},

C
Tq,T

con r > (0. Notar que este conjunto es abierto y por tanto, R
T

Similarmente se define R, := J R, ,. Este conjunto es abierto y por lo tanto R{ es un conjunto
i=1

cerrado. Luego, las funciones d(-, R) y d(-, RS) son continuas y, por dlgebra de funciones

es un conjunto cerrado.

continuas, las funciones

d(0, R)

hd,(6) = ’
=00 R - aw By
parat = 1,...,T, son continuas y acotadas por 1.

Sea R, la adherencia de R, (con respecto a ©). Claramente R, es cerrado y compacto.
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Notar que para i = 1,...,7T, la familia de funciones {R, > 6 — ¥(y,0) : y € K,,} es

(uniformemente) equicontinua (por (ii)) y sup ¥(y,0) < oo, V8 € R,, dado que (-, 0) es
yGKzi
continuay K, es compacto. Luego por el teorema de Arzela-Ascoli (ver pidgina 167 de Royden

et al., 1988) se concluye que dado 7; > 0, existe una particién A, 1, ..., A4;,, de K,, y puntos

2i1 € Ain, ..., Zin, € Ain,, tales que

sup sup |Y(y,0) — ¥(zi;,0)] < m,

y€Aij 0cR,

parai=1,...,7,5=1,...,n;. Luego,parat =1,...,T'yj=1,...,n; se define

hig(0) = (24, 0).

Claramente h; ; es una funcién continua y acotada.

Se considera el conjunto

{pm cP©) /@ W (6)P,,(d6) — /@ B (0)P5 (d6)| < v

i=1

(B.5)
l:O717j0 = 17271 S]l S ni}a

para v > (. En lo que sigue se muestra que para adecuadas elecciones de v, 1, r y p, cada

elemento (P,,, ..., P,,) que satisfaga (B.5), verifica que

/y ‘ /ﬂyﬁ)Pm(d@) — fo. ) My(dy) <e,

parai=1,...,T.
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Notar que

/\/wy, (do) — f2.(y \Aydy /‘/M, (@)~ 2 (y ‘Aydy
/‘/#}y (do) — 2 (y ))\ydy,

parat =1,...,7T. Dado que

’/@hgﬂ@)ﬂi(d@) _/@hgl(e)fﬁ(dé)’ < v

/%&wﬂaww<u+/%&wﬂﬁmm<y+g
© o

entonces

pues
| o = [ / (. 0) Ay (dy) PP (d0)

/ /wy, 0 (d0) Ay (dy)
= [ 2wy,
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B.8. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.7

gracias al teorema de Tonelli. Luego,

J.

[ pworraan - gl < [ [ oo @
+ [ @)y (dy)
K,
= [ [ w0 o
o JKg,
+ / s (dy)

g

En lo que sigue se busca acotar

/KI, ‘/@@D(Q,Q)Pxi(de) _fgi(y)‘)\y(dy)
= /K ‘ /@ U(y,0) P, (df) — /@ w(y,e)Pg(de)(Ay(dy).

En efecto, notar que gracias a la desigualdad triangular

|| otw00Pua0) = 12.w)otd) < B+ Lo+ 1o
K, ' Jo

donde o
hi=3 [ [ vworaa ~ [ v op. @,
Fia - Z [ 1 vt 0ptan = [ ot 0P @0 i)
[

= [ | [ s 0rsian = [ vt oty
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Lo siguiente es acotar [; 1, I; » e I; 3 respectivamente. En efecto,

liy = f:/ | ‘/¢(y>9)Pxi(d9) _/@¢(zi,j,9)Pxi(d9)‘/\y(dy)
=3 [ | [0 v aipan o
<3 [ [ 00— ote e @

—Z L W) vt iR

+Z [ [0 s

<Z / sup [1(y,6) = ¥z, 0)] Pa () Ay (dy)

A;j OER,
+ Z [ [0+ ot 1Py

<3 sup sup [$(3,0) — (05, 0)|Po, () Ap(Ar)

j=1 YEA; j 9eR,

+Z/ /¢y, Py, (d0)\y(dy) + / /wzm, w (d0) Ay (dy)
<o)+ [ v ostinp. )

+ Z/ sup (25, 0) Py, (R) Ay(dy)

j=1 7 Aij 0€R;

< 771)\3)([(11) + P:):Z (Ei) + ( max Sup w<2137 >> P:Ez (E:))‘y(Ksz>

JE{1,-.mi} QER

< midy(Ky,) + P, (R,) + M Py, (R)My(Ky,),

donde

M, = . 0), i=1,....T.
el BV G O

Notar que la compacidad de © y continuidad de ¢ (y, -), garantizan que el maximo anterior se
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alcanza Yy € ). Se sabe que

| [ )P a0) [ (0P (b)) < v
S) S)
y entonces
[ 1P o) < v+ [ 10,(0)P2 (09)
© ©

que es equivalente a

/ h,(0) Py, (d46) < v+ / 10,(6) P (d6).

c

pues h?,Q(G) = 0, para todo § € R. Ademds,

PuE) = [ Wa0)P@0) < [ 100)P(a0)

T

para r > 0, lo suficientemente grande, pues R. C R°y h?,z(e) = 1, para todo 6 € R¢. Por otro
lado,

[ mao)p ) < PR < .

Luego,

y por lo tanto,

Ly <midy(Ka) + (v + p) + Mi(v + p)Ay(Ka))-
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con

De manera similar se tiene que

B =3 [ | [ w0 - [ v oran|yi

—Z / | [ 1900.0) = vl 0P @) o)
<3 [ [0 ot P @
—Z [, 100 oG 1P @0

+Z W) s o @)

< Z/ sup [¢(y, 0) — ¥ (2, 0)| Py (R) Ay (dy)

A j OER,
+; /A /R : [y, 0) + (25, 0)| Py, (d0) Ay (dy)

<3 sup sup [(y, 0) — Bz, 0) P (B Ap((As)

j=1 YEA; j R,

+Z/ /w, 0)PY (d) Ay (dy) +Z/ /w 0 (d9) Ay (dy)
<)+ | :: /| 0 6) () P (a6)

£ [ s vl P

j=1 i,j 9€R
< nidy(Ka,) + PL(R,) + ( max sup ¥(z;;, )) P (R)Ay(Kz,)

< nidy(Ky,) + PO(R,) + M P2 (R)Ap(Ky,)

< idy(Kz,) + p+ Miphy(Ks,),

Mi: 179, ‘:1,...,T,
Jelt 2y BT O
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al igual que antes.

Por otra parte,
La=Y [ ] [ s 0)Pad®) ~ [ 0eis,0)PE (@6) ro()
j=1 74 /O e
=3 [ ][ n@raan - [ b6)r @)
o e ©

<> [ st
j=1 7/ Ai

= V)\y(KxZ)

Por lo tanto,

|| [ o0)Ptan) = . 0)astdn) < i+ i+ i

<Nidy(Kz,) + (v + p) + Mi(v + p)Ay(Ke,)

+ Ay (Ky,) + midy(Ky,) + p + MipAy(Ky,).
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Asi,

L1 [ eworaan - gwhstan = [ | [ vw.0r.00 - gw]sa

/Kz\/w, ()~ £2.5) ro ()

<v-+ Z + 7]1)\))(le> + (I/ + p)

+ Mi(v + p)Ay(Ke,) + vy (K,

+ Ay (Ks,) + p+ MipAy(Ky,)
— 2 + v[2 + Ay(KL,) (1 + M;)]

+ 2 Ay (Ke,) 4 2p[1 + MiAy(Ky,)].

Finalmente, tomando

€
Cdmax{2 + A\p(K, )1+ M) :i=1,...,T}

€
8max{\y(K,,):i=1,...,T}’

n=mn=

€

P Smax{l + My(K,,):i=1,..., T}

/‘/W/v — 2 () P (dy) < e,

y como € > (0 es arbitrario, se concluye la demostracion del teorema.

se concluye que
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B.9 Demostracion del Teorema 3.8

La demostracién es muy similar a la del teorema 3.7, de manera que s6lo se discutira los aspec-

tos diferentes.
Sean {PY:x € X} e P(O) Yy {f°: 2 € X} con

7o) = / b(-.0)PUdY), € X,

e>0yaxy,...,zp € X puntos arbitrarios. Existen compactos K, € V,¢=1,...,T, tal que

fo () Ay (dy) <

€
K, 8

Parai = 1,...,7T se define

R, 0) = [ w(y,0)Ay(dy),

KC

T

una funcién acotada y continua.

Sea p > 0. Dado que O no es un espacio compacto, no es clara la existencia de compactos

R, €0O,i=1,...,T, talque P} (R ) < p.

Afirmacién. Existen compactos R,, € ©,7 = 1,..., T, tal que P_ (R ) < p.

Dem. de la afirmacién: dado que © es un espacio métrico separable, entonces para cada k € N

hay una sucesién Ay, Ags, . .. de bolas de radio % que cubren ©. Seai € {1,...,T}. Se elige
ny, € N lo suficientemente grande tales que P, (U,,, Axi) > 1 — 4. Se define
ro=N U A< U7
keN ’Lgnk keN ignk
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Notar que Ayg; tiene la forma

1 1 — 1 1
Ay = By (My E) X Br, (O'i7 E) = A= By (Mi, E) X Br, (giv E)

conu; € Y,o0;, € R,y By(-,-) y Br, (+,-) la bolas abiertas en ) y R_ respectivamente. De
% +, Y Dy, y +\5 y Ry p

inmediato By(u;, 1) ¥ Br, (04, 1) son compactos, y por lo tanto, A; es un conjunto compacto.
Dado que la unién finita de compactos es compacta y que la unién numerable de cerrados es

cerrada, se concluye que

N U .

keN i<nj
es un cerrado que esta contenido en un compacto, y por tanto, es un conjunto compacto. Gracias
a esto, I?,;; es un cerrado contenido en un conjunto compacto. Se concluye asi que 7, es un

conjunto compacto. Por otro lado,

keN i<ng keN i<nyg

Luego,

keN i<ny,

y se concluye la afirmacion.

T
Se define R := |J R,,. Dicho conjunto es cerrado y compacto Vi = 1,...,T,
=1

T
i=1

Se define
R, ={0 €0 :d0,R,,) <r},

!

con r > 0. Este conjunto es abierto. Similarmente se define R, := |J R,, . Este conjunto es
i=1
abierto. Claramente R C R,.
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Afirmacion. Dado que © es un espacio localmente compacto, existe un abierto V' con ad-
herencia V' compacta, talesque R C V C V CR,.

Dem. de la afirmacion: sea x € R. Dado que R, es una vecindad de z, entonces existe otra

vecindad V, de x tal que V, es compactay V, C R, (gracias al teorema 29.2, pagina 185, de
Munkres (2000)). Repitiendo este procedimiento para cada x € R se obtiene un recubrimiento
abierto de R dado por |J V,. Como R es compacto, entonces existe un sub-recubrimiento

x€ER
abierto finito

de R,conn € Nyxz; € R,i=1,...,n. Claramente,

n n
i=1 i=1
€S un conjunto compacto, que por construccion estd contenido en R,.. Asi, R C V C V CR,.

Luego, las funciones d(-, R) y d(-, V) son continuas y, por dlgebra de funciones continuas,

las funciones

d(0, R)

Ry, () = ’

#2(0) d(0,R) +d(0,V¢)’
parai = 1,...,T, son continuas y acotadas por 1.

Parai = 1,...,T, la familia de funciones {V > 0 — (y,0) : y € K,,} es (uniforme-
mente) equicontinua (por (ii)) y sup ¥(y,0) < oo, V0 € V. Por el teorema de Arzela-Ascoli,
dado n; > 0, existe una particiéflez:jl, ooy iy, de Ky ypuntos 21 € Aiq, ..o, 2, € Ainp,
tales que

sup sup [¥(y,0) — (2, 0)] < ni,
y€Ai; 0V
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parai=1,...,7,5=1,...,n;. Parai =1,... . T'yj=1,... n;sedefine
hi;(0) = ¥(2;.0),
una funcién continua y acotada.

Sea v > 0y el conjunto

H{szep ‘/ L (O)P, () — /hgﬂ(e)Pg(de)]<y

T
=1

120)17]0:17271 S]l Snz}

Notar que
/ | [ e 0P ) = i = [ | 0 00P(a0) = .00 ()

v f | | 0 0P.d9) = £, A5t

parai = 1,...,7T. Dado que

| /@’131(9”3 i (d0) — /@ W0L(0) PP (a0)| < v

entonces

[ @ < v [P <vs &
© e

Luego,

/.

[ etworraan gl < [ [ @

+ [ fo.(y)Ay(dy)
K,
< v+ E
T
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Gracias a la desigualdad triangular

[ [ 6w 0patan) - 200 () < L+ i+ s
K., ' Je

donde o
hi=3 [ | vwora = [ v op. @b,
fs - Z [ | et o - [ ot omam|sy,
€

La=30 [ | [vuorian - [ vwor @)
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Notar que

Iy = Z / | [ 08P @8) = [ 0000 Patat) ()
=3 [ | [0 v aip @ o
<3 [ [ 10— vte P
=3 [ [0t oip i)
X[ [t orr@nin)

<Z [ suplu0) = bt 1P PP

z] QEV

+j§1/f4m' /VCW(%@) + (24, 0)| Py, (dO) Ay (dy)

<)+ [ v st P @)

£ [ v 0P (T Wy )

j=1 ij 0V

C

< nidy(Kaz,) + P, (Vc) + < max  sup P (244, )> Py, (V JAv(Ke,)

< Th')\y(Kx) + Pzi (Vc) + MiPxi(Vc))‘y(Kxi)v

(3

donde

M, = . 0), i=1,....T
el BV G O

Notar que la compacidad de © y continuidad de ¢ (y, -), garantizan que el maximo anterior se

alcanza Yy € ). Se sabe que

\ /@ hio(0) Py, (d6) — /@ h?,(0) PP (df)| < v
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y entonces

[ )P o) <vv [ 10,(0)P2 (09)
S} e

que es equivalente a

/ h,(6) Py, (d6) < v+ / 10,(6) P (d6),

c

pues h,(#) = 0 para todo § € R. Ademds,
PuT) = [ 00)Pu(a0) < [ W (0)P ),
pues V' C Vey hy5(#) = 1 para todo 6 € V. Por otro lado,
[ 10128 @0) < P2 (7)< .

Luego,
Pffz(vc) <Vv+ Py

y por lo tanto,

Ly <mMKe,) + (v +p) + Mi(v + p)A(Ky,).
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De manera similar se tiene que

i = Z N RTCLACOR RICHOLATO Y
‘Z/ | [0 = v 022 @0 st
<3 [ [0 vt P @
=3 [ [0t oiramsin)
3 [ [0t orra@nsin)

<Z [ suplu,0) = bt PP )

z] QEV

+; /A /V [0(y,0) + (215, 0)] Py, (d0) \y(dy)

<)+ [ v onstan Pl as)

£ [ sup vl O PLT s )

j=1 ij 0EV®
< midy(Ky,) + PL(VE) + ( max sup (2, )> P2 (VA (Ky,)
< Ay (Ky,) + PL(VE) + M P2 (V) Ap(Ky,)
< idy(Ky,) + p + MipAy(Ky,),

con

Mi: 1797 .:17"'7T7
jeax | maxy(zi,6), i

al igual que antes.
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Por otra parte,

ha= 3 [ | [ vt 0Pt~ [ vt P20 st
_Z / | / P,,(d6) / L (0) P2 (d6) A dy)
< Z / sl

= VAy(KZz)

Por lo tanto,

/K ) /@ Uy, 0) Py, (d0) — f,.() | Ay(dy) < Lix + Lo+ Iis

+ VA (Ky,) + nidy(Ke,) + p+ MipAy(Ky,).

K3

Asi,

LI [ vworo—spsa = [ ][ cwor.@ - gwpsa)

/Kz\/w, () — £2.5) ry ()

+ Mi(v + p)Ay(Kz,) + vAy(Ky,)

+ 0iAyp(K3,) + p + MipAy(Ky,)

[

= S U2+ M (I (1 + M)

+ 2771')‘)7([{9%) + 2:0[1 + MZ)‘y(szﬂ
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Finalmente, tomando

€
YT dmax{2 + Ap(Ko )L+ My) :i=1,..., T}

i

€
= 8max{\y(K,,):i=1,...,T}

n; =

€
© 8max{l+ MM\y(K,,):i=1,...,T}

p

se tiene que

L1 vt orr.e) - 2o <

y como € > () es arbitrario, se concluye la demostracion del teorema. [ |

B.10 Demostracion del Teorema 3.9

Sean {PY :z € X} € P(©)%, 00 > 0,6 >0y xy,...,27 € X. Hay que demostrar que el

conjunto dado por

(o) [| [ 0000012 00) = [ wta..00 P20 ot <

P, € P(©),0> O},

tiene probabilidad estrictamente positiva. Notar que

][ ot 0.0Pta8) ~ [ (0.0,00)P% @) sty
Y © €]
S/y /@¢(y7070)Pxi(d9)_/@¢(y79700)Px¢(d9)))‘y(dy)

145
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Asi, para concluir que

/y ‘ /@ V(y,0,0) P, (df) — /@ U(y, e,ao)Pg(de)‘Ay(dy) <e,

basta demostrar que

/y‘/ew(yﬁ,a)ljxi(d@)—/@@D(y,@,ao)Pxi(de)‘)\y(dy) < %7 (B.6)

/y’/G)iﬂ(y,@,oo)Pxi(d@)—/ew(y,e,ao)Pfi(dQ)‘)\y(dy) < % (B.7)

En relacién al primer término, se tiene que

L1 vtwo.0pa@o) — [ w000 P @) ryta)
— [ | [ 10.6.0) = (0.0, 001 a0 ()

Yy (C]
< [ [ 106.0) ~ 010,00 P (@) )

</ (s 1000.0.0) = (0.0 ) P (Ot

0cO

< (supsup (y.6,0) - w<y,e,ao>|) M),

y€)y 0co

Gracias al supuesto (ii) y, a la compacidad de ) y O, se tiene que la familia de funciones
{0 = Y(y,0,0) : (y,0) € Y x O} es uniformemente equicontinua para todo ¢ en una vecindad
compacta de (. Asi, dado § > 0, existe un compacto V,, conteniendo a oy en su interior tal
que

sup supsup [¢(y, 0, 0) = ¢(y, 0, 00)| < 9.
0€Vy, yeY 0€O

€

Dado que Ay()) < oo (por ser Ay una medida finita), tomando § = Do) € concluye

(B.6).
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El supuesto (ii) y la compacidad de ) permiten concluir que la familia de funciones {0 —

W(y,0,00) : y € YV} es uniformemente equicontinua. Dado que sup ¢(y,0,09) < o0, se
yey

deduce por el teorema de Arzela-Ascoli que existe una particion Ay, ..., A, de ) y puntos

21 € Ay, ..., 2, € Ay, tales que

sup sup [¢(y, 0, 00) — ¥ (y;,0,00)| <,

yEAj 0cO
paraj =1,...,nyn > 0 por determinar.
Se definen las funciones h;(0) = ¥(y;,0,00), j = 1,...,n. Claramente dichas funciones
son continuas y acotadas. Esto permite construir vecindades Vpgl, ceey VpgT (con respecto a la
topologia débil de medidas de probabilidad) de Pg?l, ceey PQE’T respectivamente. En efecto, sean

Vig = {Pxi € PO): )/@hj(Q)Pmi(dG)—/ehj(H)P:g(dG) <y,j:1,...,n},

parai=1,...,T, con v > ( por determinar.

Por otra parte, notar que para: = 1,...,7 se tiene

||| 006,00 @0) ~ [ 0(0.6.00 P2 @) \sldy) < s + B+ T
y'Joe S}

donde .
= 32 ] oo Patat) = [ .0, 0002 00t
L= Z I | vt tsonpaian [ vt 0.0025 @0 ot
€

ho= 3 [ | [ vt 000000~ [ o10.0.00) P a0) o).
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Acotando cada término por separado se tiene que

ha= S [ | [ ot 00) ) — [ 00,000 00 o )
<3 [ [ 10— pm i@

sz / (s 100016, = 0005, 0,0)] ) P (@)

0cO

yEAj 0cO

< Z <Sup sup [¢(y, 0, 00) — ¢(yj=9700)!> Ay(4;)
j=1

< Zﬂ/\y(Aj) = nAy(Y).

Similarmente,

La=30 [ | [ vt 0.00PAa0) ~ [ 000000 P2 @0) psla)
<3 [, J vt = vl P )

sz . (s 1008, = (050,001 ) P2 (@) c)

0cO

< Z (Sup sup [¢(y, 0, 09) — df(!/jaeaao)!) Ay(4;)

‘=1 \ved; veo

< Zn/\y(Aj) =n\y(Y).
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B.10. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.9

Por otra parte,
ha= Y [ | [ vt 0.0 a0~ [ w0000 a8 ot
- Z / | / (6P, (d6) — / s (0)PL,(d6) |y (dy)

<3 | wastan) - v3 M) =)

Entonces,

1] 006,00 P @0) ~ [ wtu.0.00)P5 @) psldy) < 205(9) + 259,
y'Joe S}

Imponiendo que

se deduce (B.7).

Por lo tanto, para todo
(le, e ,PxT,O') S VP& X ... X VPJ?T X VUO,
se verifica que

/y‘/@?/}(y,Q,a)Pxi(dH) —/Q@g(y’ g’go)p;(dg) Ay(dy) < e.

Debido a que el DDP tiene soporte débil completo, entonces cada Vpo tiene probabilidad

positiva. Lo mismo ocurre con V,,, gracias a que 7, tiene soporte completo en R, . Asi,
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Vpgg1 X ... X VpgT x V,, tiene probabilidad positiva. Todo lo anterior, mds la arbitrariedad de

e > 0, permiten concluir que el soporte de Hellinger del proceso

{/ew("e"’(w))Fx(w)(d@) ‘x € X} :

estd dado por

I1 {/@w(»@,o—)&(d@) . P, € P(©),0 > o} .

B.11 Demostracion del Teorema 3.10

Sean {P? : x € X} € P(©)%, 00 > 0,¢ >0y xy,...,o0 € X. Hay que demostrar que el

conjunto dado por

{(le, ooy Ppyo) tsup ‘ /@zﬁ(y,@,a)Pxi(dG) — /@w(y,e,ao)Pg(dH) < €,

yey

P, € P(©),0 > O},

tiene probabilidad estrictamente positiva. Notar que

[ 006,012 08~ [ bt0.6.00) P2 (@0)
© ©

<| [ vtw0.00Pua0) = [ vt.0.0)P5 )
| [ ot0.00P8 a0) = [ ot.0.00) P2 a0)]

Gracias al supuesto (ii) y la compacidad de ) x © se obtiene que la familia de funciones
{oc = ¢¥(y,0,0) : (y,0) € Y x O} es uniformemente equicontinua para todo o en una vecindad

compacta de 0. Asi, dado § > 0, existe un compacto V,, C R, conteniendo a o en su interior
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tal que
sup supsup |¢(y,0,0) —¥(y,0,00)| < 6.
0E€Vs, yEY 0O
Entonces,
sup | [ w(u.0.0)P2(d0) ~ [ w(.6.00) P2 (d0)
yeV,0€Vs, ' JO ’ ) '

< < sup sup sup W(fl/a 67 U) - w(Z/a 97 UO>|> Pyg(@>

o€Vy, yeY 0€0

< 0.

La propiedad (ii) y la compacidad de ) x V,, implican que la familia de funciones {6 —

U(y,0,0) : (y,0) € Y x V,,} es uniformemente equicontinua. Dado que  sup < 00,

(y,0)€Yx Vs
se deduce por el teorema de Arzela-Ascoli que existe una particion A;,..., A, de Y x V,, y
puntos (y1,01) € A1, ..., (yn,0n) € A, tales que
sup sup 7?(% 97 0) - w(yja 67 Uj) <,
(y,0)€A; 0€O

paraj =1,...,nyn > 0 por determinar.

Se definen las funciones h;(6) = 1 (y;,0,0;), j = 1,...,n. Claramente dichas funciones
son continuas y acotadas. Esto permite construir vecindades Vpﬂ(c)l, ceey VPo?T (con respecto a la
topologia débil de medidas de probabilidad) de Pxo17 ceey PJ?T respectivamente. En efecto, sean

Vpg = {Pxi € P(O): )/@hj(G)Pxi(dQ) —/Ghj(e)P;(de) <u,j= 1n}

7

parai =1,...,T, con v > ( por determinar.

Tomar P,, € Vpo,i = 1,...,T, (y,0) € Y x V,,. Sin pérdida de generalidad se puede
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suponer que (y, o) € A; paraalgin j € {1,...,n}. Luego,

[ 00.0.0)P.00) ~ [ 00,00 P2 @)

© S)

<| [ ow.0.0P.(@0) - [ wluy.0.09) P a0)
© (S

| [ 000,03 Putd0) = [ (35,0, a9)

| [ ot 0.0 Putan) = [ ot.0.00P a0,

donde
| [ 000,012 08) ~ [ 000;.0,0,) P2 a8)
e e
< ( sup sup |¢(y,0,0) —(y;,0,0;) ) P,,(©)
(y,0)€A; 0€O
<.
Similarmente,

’/eiﬁ(y,@,o)Pg(dH)—/ew(ijeaaj)Pﬁi(dQ)‘

) P (@)

< ( sup sup w(yv 07 0_) - ,lvb(yj? 97 Uj)
(y,0)EA; 0€6

<.
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Ademas,

‘/@ﬁ](yja@aaﬂpmi(d@)—/Gw(yj,O,aj)Pgi(dQ)‘
| [ mor.@) - [ nor )
<.

De lo anterior se concluye que

\/@w(y,e,o—)mde) _/@1/’(3/79,0)132(%)‘ <MW+,

paratodo (y,0) € Y x V, y Py, € Vpo ,i=1,...,T. Asf,

sup ’/(9¢(y,9,J)Pxi(d0)—/@1/)(?;,9,0)192(0[6’)‘ <o+

yey,aEVaO

Finalmente, para todo o € V,, se tiene que

sup| [ 0(0.6.0)P. (@8) ~ [ 000,00 P2 (a0)| <5+ 24
B Q) '

yey

Tomando

se concluye que

sup| /@ U (y, 6,0) P (d6) — /@ b(y, 0, 00) P (d0)| < e,

yeY

paratodoo € V,  y Py, € Vpo,i=1,...,n.
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Finalmente, dado que tanto 7, como el DDP tienen soporte completo y € > 0 es arbitrario,

se concluye que Vpgl X ... X VpgT x V,, tiene probabilidad positiva y por lo tanto el soporte

{/¢ 0, 0(w)) Fu(w)(d6) : a:EX},

producto IL>° del proceso

estd dado por el conjunto

{/w ,0,0)P,(df) : P, 673(@)0>0}

zeX

B.12 Demostracion del Teorema 3.11

Sean {PV : x € X} € P(©)Y, 090 > 0,¢ >0y x,...,vr € X. Hay que demostrar que el

conjunto dado por
{(Peys..., Pop,o): f(-, Py, 0) € KL(f(-, PY ,00),€), Py, € P(O),0 € R, },
tiene probabilidad estrictamente positiva, donde

f(y. P, / Oy, 0,0) P, (d0),

L(fo, €) { /fo ln( 5>>>)\y(dy)<e}.
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Sea

W(;:{(le,...,PxT, sup)/¢y,ea . (df) — /wy,anPO(dQ) <4,

yey

P, € P(O),0¢€ R+},

con § > 0 por determinar.

Gracias al supuesto (iii) se tiene que

| w0002 09) >0,
®

paratodoy € Y,t =1,...,T. Luego, por compacidad de ) se tiene que

Coi 1= 1nf/1/1y,9 00) Py (df) > 0,

yey

parat =1,...,T.

Notar que si (P,,, ..., P.,.,0) € W;s, entonces

inf/¢y,90 (df) >1nf/¢y,900 (d@)—é L i=1,...,T,

yey yey

parad < ¢ :=min {%%*, ... 2T]
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Luego, parai = 1,...,7, se tiene que
fy. Py, 00) f(y. Py, 00)
fly, P, o ln< ‘ Ay(dy) < sup | =227~ — 1
/ ’ f(y7sz’ ) y( ) yELV f(y7Pzz7 )
sup ‘f(y,Pxi,cfo) - fly, waa)‘
_yEY
N f Py,
inf f(y, Pr, 0)
26
< .
Co,i

Definiendo ¢, := €c; y tomando § < min{c;, co} se concluye que

PO
/ F(y. P2 00) In ("’;((3“; 1 P o) O)))/\y(dy) <

Ws C{(Pay,.-., Puy,0): (-, Py, 0) € KL(f(-, Py, 00),€), Py, € P(O),0 € Ry},

y por el teorema 3.10 se concluye que W5 tiene probabilidad estrictamente positiva, y por lo

tanto, también
{(Psr,- s Pop,o): f(-, Pry,0) € KL(f(+, Py, 00),€), P, € P(©),0 € Ry}
Dada la arbitrariedad de € > 0, se concluye que el soporte producto KL del proceso

{/@W"H’U(W))FI(W)(dQ) ‘x € X} :

estd dado por el conjunto

{/w ,0,0)P,(d) - PGP(@)0>O}

reX

156



B.13. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.12

B.13 Demostracion del Teorema 3.12

Sean {PY: 2z € X} € G4 y € > 0. Dado que la funcién (y, 8) — 1(y, ) es acotada, entonces
existe una constante positiva C' > 1 tal que ¢ (y,0) < C paratodoy € Yy 6 € O. Se define

*

€ = g Entonces €* < €.

Notar que la familia de funciones {© > 0 — 1(y,0) : y € Y} es uniformemente continua
(por continuidad de (y, ) — ¥(y,0)) y sup,ey ¥(y, ) < oo, paratodo 6 € © (por compacidad
de ))). Luego, por el teorema de Arzeld-Ascoli, dado €* > 0, existe una particion A,..., A,

de Y ypuntosy; € Ay,...,y, € A, tal que

sup sup [¢(y, 0) — ¥(y;, 0)] < €.

yeA; 6€O

Notar que

supsup| [ 6(3.0)G.w)(@0) ~ [ v(0.0)P2(as)

zeX yey

<max {supsup | [ 6 0Ga()@0) ~ [ wtwoyra)]ii=1.. ).

reX yEAl-

Entonces

{w € Q : sup sup ‘ /@w(y, 0)G (w)(d6) — /@zﬂ(y,&)Pﬁ(d@)’ <e i= 1n}

reX yGAi

zeX yey

c{weasupsup| [ v 0G.w)a) - [ v 0P <<}

157
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Luego basta demostrar que

P{w € Q : sup sup ( /Qw(y,Q)G’x(w)(dé’) . /@zp(y,a)Pg(de) <e Q= 1n} > 0.

reX yEAZ'

Notar que

| 000G @) = [ i(00)P2(a0)

<| [ o006 @1@0) = [ v 0)Ga(w)a0)

| [ o006 0@0) = [ vt 0)P2a)
+| [ vt 0) P20y = [ wtv.0)P2ta0)|.

Por lo tanto,

sup sup‘/ib(y,Q)G )(d) /¢ y,0 Po(de)‘

TEX yeA;

<supsup | [ 000, 0Go()(@9) ~ [ vl 0)G () (a8)

TEX yeA;

+sup| [ 000G @)(a0) — [ v 0)P2a0)
wsupsup | [ ol 0)P29) ~ [ (0 0)P200)|

TeX yGAZ’

Del teorema 3.6 se desprende que

{wEQ sup)/wyl, (d@)—/@zﬁ(yiﬁ)Pg(dﬁ) < €, i—l,...,n} > 0,

reX

ya que la funcion 6 — v (y;, 0) pertenece a Cy(O), parai = 1,...,n. Se denomina ) C  al

conjunto de probabilidad positiva anterior.
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Por otra parte, paratodoi =1,....,n
sup sup ‘ / U(y, 0)PY(dh) — / w(yi,H)Pa?(dH < sup sup/ [0 (y, 0) — b (y:, 0)| P2(d).
zeX yeA; [e) (€} rEX yeA;

Notar que

sup sup/ Y (y, 0) — ¥ (y;, )\Po(d9)<sup/esup (., 0) — ¢ (ys, )| Py (dO)

TEX yeA; TEX YyEA;

< (sup sup 60:0) — v(00) ) (sp P2(@) )

yeA; 0O TEX

*

<€

< €.

Luego, paratodo: =1,...,n

supsup | [ 0(.0)P20) = [ vl 0)P2ao)| <

reX yeA;

Falta analizar el término

supsup | [ (0)Gul)d0) ~ [ (. 0)G )00

<'sup sup ZW] z, w)[Y(y, 05(w)) — (i, 0;(w))]-

TEX yeA;

Dado que » 77, mj(7,w) = 1 cs., existe Qo C Q con P(Q) = 1 tal que para todo
w € Qo NQy, hy(r,w) = 37 mj(z,w) — 1 cuando n — oo, para todo z € X. La
convergencia anterior es uniforme gracias al teorema de Dini, pues {h, },n €s una sucesion
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monotona creciente de funciones continuas sobre un compacto convergiendo a una funcién
continua. Adicionalmente, gracias al teorema de Egoroff existe (23 C Qg N Qy con P(Q3) > 0
tal que h,(x,w) — 1 uniformemente en x € X y en w € Q3. Asi, existe n; € N tal que

> e Tj(T,w) < €, paratodow € Qzy v € X.

Se define
Q4 = Qg N {LU e 91(&)),. .. ,Gm(w) S @}

Notar que P(£24) > 0 por independencia. Ademds, para todo w € 2, se cumple que

sup sup Z% z,W)[P(y, 0;(w)) = ¥(yi, 0;(w))]

TEX yeA;

ni

<supsup > (1, w) [y, 65 (@) — (s, ()

reX yeAi »71

+ sup sup Z mi(x, w)(y, 0;(w))

TeEX yeA; j—

+ sup Z (2, W)Y (y, 6;(w))
rGXj —

ni

<supZ7r] z,w) sup |Y(y, 0 ( ) — ¢(?Ji»9j(w>)|

xEX yeA;

+oup i (s0p 60,0 ) o)

r€eEX . yEAi

+C'sup Z mj(x,w)

xeX] 141

<"+ Ce" +Ce" =€ + 20" < 3e,

paratodo: =1,...,n.
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Luego, para todo w € (), se tiene que

supsup‘/zﬂy, )(df) — /@Zzy, Po(de)‘<5e i=1,...,n,
TEX yeA;
= sup sup ‘ / W(y, 0 )(df) — /¢ (y,0 PO(dG)‘ < Be,
TeEX ye)y
y se concluye la demostracion del teorema. ]

B.14 Demostracion del Teorema 3.13

Sean {P?:x € X} € G% y e > 0. Por el teorema 3.12 existe 5 C €2 con P(€) > 0 tal que

paratodoy € V,r € X, w €

|f(ylz, Ge(w)) — fOylz)] < e

Suponiendo que f°(y|z) — e > 0 (esto se logra tomando € > 0, lo suficientemente pequefio)

se concluye que

fO(ylz) fOylz) foylz)
Plyle) +e = Fle,Ga@)) ~ Plyle) — ¢

que es equivalente a

0
1 L Fol) 1 _

siempre y cuando f°(y|x) > 0.
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Notar que

supsup f°(y|z) = supsup / b(y,0)P°(d6)

reX ye)y zeX yey

<sup [ (supvts.0)) P2(at)

TeX yey

< Csup P)(©) = C,

TEX

donde C' > 1 es, tal que ¥(y,0) < C, paratodoy € Y, 0 € O. Asi,

supsup f(y|z) < oo.
TeX yey

En lo que sigue se supone que

inf inf f° .
inf inf f(ylz) > 0

Esto se logra, por ejemplo, si ¢(y,0) > 6 > 0, paratodoy € ), 6 € ©. En efecto,

inf inf f°(y|x) = inf inf /ew(y,H)Pg?(dH)

reX ye)y TeX yey

> inf inf 0) | P°(db
>t [ (;gyw@, >) 0(d)
> g inf PY(©) =6 > 0.

reX

Luego, existen &1, &, > 0, tales que

51 < fo(y‘x) < 527
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paratodo y € )V, x € X. De lo anterior se concluye que

G o o) fyle)

Ml = e = Fol) +e = Tl Gol@))

Similarmente, suponiendo que & — € > 0 (lo cual es cierto para € > 0, lo suficientemente

pequeiio) se cumple que

Plyle) Pl &

Pk, Gol@)) = Poll) —¢ = & —e )

Por lo tanto, existen M;(e) > 0y M(e) < oo tales que

M) < fOylx)

= T Gty = M

paratodoy € Y, x € X. Notar que M (€) es decreciente en € y Ms(e) es creciente en €. Dado
que In(+) es uniformemente continua y acotada en el intervalo [M(€), My(€)], y estrictamente

monotona, entonces para todo €* > 0, existe € > 0, tal que

Pluen: cup [ 10l () 0 << |

S {w € Qs supsup | F(yle, Golw) — F(yla)] < } - 0.

reX ye)y
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En efecto,

fOlylz)

_ S _ Flylp)
flylz, Go(w))

f(y\:v,Gx(w))) < In(My(e))
0 fo(y|$)
= /yf vlo)In (f(y|w, Gx<w>>> Avldy)
< (M (w)) / £ (1) Ay (dy) = In(Ma(w))

:gsﬁtelg/fo ylz) ln( J|t0<y|x() ))) Ay (dy)

< My(w) = In (

<In(Ms(e)) = €".

Asi, para € > 0, basta tomar € = %. Notar que In(M3(€)) > 0, pues ¢ 5 -> 1.

En el escenario que

inf inf f%(y|z) = 0,

TeEX yey

tomar & > 0 (por definir) y considerar

00y lp) max{ f%(y|x),d}
fylz) [, max{fO(ylz), 6} Ay (dy)

Entonces,

in g £k >0,
y

Flyle) < LP(ylx),
con

- / max{ f(y]x), 5} Ap(dy).
Yy

Siguiendo las ideas de la demostracion del teorema 2 de Petrone & Wasserman (2002) se tiene
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que
KL(f(yla), f (yl, Galw)))
<(L+1)In(L)
L | KL(F(yl2), F(yl. Gulw)) + EL(P (), flyla, Go(w)))] -
Luego,
KL(PWle), fyle, Galw))) < € = KL(f(yla), f(yle, Galw))) < ¢,
con

¢ = (L+1)In(L) + L[¢ + V€.

Dado que L > 1, se tiene que In(L) > 0y entonces €’ > 0.

Finalmente, se concluye que para todo €” > 0, existen 0 > 0, ¢ > 0 tal que

P {w € Q:sup KL(f'(ylz), f(y|z, G.(w))) < e"}

zeX

>p {w € Q- sup KL(F(lx). f(ylr. Culw)) < } -0,

TeEX

y se concluye el teorema.
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B.15 Demostracion del Teorema 3.14
Sean {PY : z € X} € G% y € > 0. Definiendo

Pylz) = / (y.0)PO(d6)

mo(y, z) == q(z) f*(y|z),

m (y,x) := q(x) f(yle, G. (W),

entonces

K L(mg, m®) / / mo(y, ln( w)((yy”“z) Ay(dy)dsz

/ Vf (ylz) ln( ; "””w ))\y(dy)] dx

0
Ssup/f (ylz) ln( S ’ ) Ay(dy).

zeX fylz, Go(w))

Por el teorema 3.13 se concluye que

O<]P’{weQ:ig£/yfo (%) )\y(dy><6}

<P{w e Q: KL(mg,m“) < €}.

Finalmente, por un teorema de Schwartz (1965) se concluye la demostracion del teorema. H
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B.16 Demostracion del Teorema B.1

Teorema B.1. Sea (©,d) un espacio métrico polaco, © C © un conjunto cerrado y P(0©) el
espacio de todas las medidas de probabilidad sobre el espacio medible (©,B(0©)), con B(O)
la o-dlgebra de los Borelianos asociada a la topologia traza subyacente. Sea \ una medida
Boreliana localmente finita estrictamente positiva definida sobre el espacio medible (0, B(0)),

con B(©) la o-dlgebra de los Borelianos respectiva. Sea Fy € P(0O) tal que supp(Fy) = O y
Fy < \. Para Py € P(O), definamos

U(Po,fl,...,fk,e):{PGP(@):‘/efi(e)dP(Q)—/@fi(e)dPo(Q)‘ <e,i:1,...,k},

donde ¢ > 0, k € N\ {0}y f; € C(©), ¢ = 1,..., k. Entonces 3Q € P(O) tal que
QEU(POafla"‘vfk7€)yQ<<FO-

DEMOSTRACION: Dado que © es un conjunto cerrado en O, entonces (©,d) es un espacio
métrico polaco donde d es la restriccion de la métrica d al espacio O (ver capitulo 3 deAliprantis
& Border (2006)). Luego, gracias al teorema 6.3 de Parthasarathy (1967) se tiene que el con-
junto de medidas de probabilidad cuyos soportes son subconjuntos finitos de un subconjunto

denso de O, es denso en P(O). Asi, dado € > 0 existe Q* € P(O) de la forma
N
Q) =) Wby, (-),
j=1
con N € N\ {0},
N
(Wi,...,Wy) € Ay := {(wl,...,wN) cw; > 0,1 = 1,...,N7Zwi = 1},
j=1

ybq,...,0n € O, tales que

[NRINe

| [ soao) - [ seino) <
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Sea

B;(0,r) = {9 € ©:d(6,0) < r}.

Es posible determinar o > 0 tal que

Bg(ejlvé)mBE(HJQa(s) =®, vjl 7&].27

€ € . .
fil0) = o5 < £il0) < fil0)) + o, YO € Bx(0;,0)N 0, j=1,....N,i=1,... .k

En efecto, basta escoger 6 = min{dy, Js, d3} donde J; garantiza la separacién de las bolas
B3(61,61),...,Bj(0n,01), 65 surge de la continuidad de fi, ..., fi y 03 asegura que las bolas
B3(01,93), ..., B(0n, ds) tienen una medida finita con respecto a \ (gracias a su propiedad de

finitud local). Para lo que sigue, definamos

q(0) := i (ﬁ) ﬂBg(ej,a)me((‘)),

Co.
o \Co;

con ¢g, 5 = AN(B3(0;,0) N ©). Notemos que estos niimeros estdn bien definidos gracias a que
B5(0;,0) € B (é), Vj=1,...,N,y X es una medida localmente finita estrictamente positiva.

Por construccién sigue que

/@ G(O)A(d) =

Asi, para
Q(4) = / aO)Nd), A e B©),

se tiene que ) € P(O©) y @ < A. De lo anterior y la monotonia de la integral se tiene que

W fi(0;) = W (fz‘(ej) 2N) < W; fi(6; / fi(® do)
+(07,6)NO
< W) = W5 (100)) = 557) -
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Luego,
W
wisio) = [ sOuon@)] < 3 < 5
y entonces
N
| [ 101a@®) ~ [ £ o) <3| = [, SO @0)
€
< 5.

Por lo tanto,

| [ 500 - [ 1 Mb)ﬂ/ﬁ@@@—/ﬁ@@%ﬂ

+‘/fz Q' (0) = [ H(O)aR0)

y se deduce que @ € U(FPy, fi1,. .., fx,€)-

Notemos que B(©) C B(6O), pues © es cerrado en O. Dado que supp(Fg) = O y X es

una medida estrictamente positiva, entonces VB € B(0©) tal que Fy(B) = 0, se cumple que

A(B) = 0. Como @ < A, se concluye que Q(B) = 0, y por lo tanto, Q) < Fp.

B.17 Demostracion del Lema B.1

Lema B.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, X C RY un conjunto compacto, © un

espacio Polacoy {m;(x) : i = 1,2,...} definido como

mi(2) = Vile,w) [0 - Vy(a,w)),

J<i

169



B.17. DEMOSTRACION DEL LEMA B.1

tal que
(a) V; € C(X,R) :={V : X — R : fun. continua}, c.s., Vi € N\ {0}.

(b) Para toda funcion continua g : X — [0, 1],

P{w € Q:sup |Vi(z,w) — g(x)| < 6} > 0,

rzeX

paratodoi =1,2,...y€ > 0.

Entonces

P {w € Q:sup|m(z,w) — F.(A)| < e,...,sup|m(x,w) — F.(Ag)| < ek} > 0,
reX

zeX

para una particion medible {A; :i=1,...,k} de ©, ¢, >0y {F, :x € X} € P(0)" 1al que

x — F,(B) es una funcion continua, VB € B(O).

DEMOSTRACION: Gracias a la compacidad de X se tiene que la aplicaciéon x — F,(B) es
uniformemente continua, para todo B € B(©). Luego, sin pérdida de generalidad, podemos
tomar una particion {A; :i=1,...,k} de © talque 0 < F,(A;) < 1,7 =1,...,k, para todo

x € X. Por demostrar que

P {w € Q:sup|m(x,w) — F.(A)| < er,...,sup|m(z,w) — F.(Ag)| < ek} > 0.

zeX rzeX
Construyamos funciones g; : X — [0,1],7 = 1,..., k, tales que
g1(x) = Fo(Ay),

gi(x) [J(1 = g;(2)) = Fu(A), 2<i<k—1,

J<t

Notemos que g1, . .., gx estan bien definidas y son funciones continuas. Mas adn, Im(g;) C
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(0,1) paratodoi = 1,...,k — 1y se puede demostrar que

Por hipotesis acerca de los V;’s se tiene que

P {w € Q:sup|Vi(z,w) — g1(z)] < €],...,sup|Vi(z,w) — 1| < 6;;} > 0,

TEX zeX
para €7, ...,€; > 0. En lo que sigue se demuestra que para determinada eleccion de €] > 0,
1=1,..., k, se verifica que

{o i) - n@l < sl -1 <q|
reX rzeX

(B.8)
c {w € Q' suplm(r,w) — Ey(A)] < 61, sup |me(z.0) — Fa(Ay)| < }

- reX reX

lo cual demuestra el lema B.1. En efecto, siguiendo el argumento de Pati et al. (2013), definamos

las funciones
fl : [07 1]k — R+9

ﬁ: (plv"‘apk) — fl(ﬁ):plv

yparai =2, ...k,

fi . [0, 1]k — R+,

p=(pr,--pk) — filD) =pi ‘];['(1—pj).

Notemos que parai = 2, ...,k se tiene que

Sup | fi(p()) — filq(z))] < (i —1) sup Ipi(x) — qi()]

+ 3 sup | 5(7)) — ()]

j<i zeX
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Luego, tomando

plz) = (Vi(z), ..., Va(2)),

q(x) = (91(x), -, gra(2), 1),

se concluye la existenciade €f > 0,7 = 1,..., k, tales que se satisfaga (B.8), y se concluye la

demostracion del lema. [ |

B.18 Demostracion del Lema B.2

Lema B.2. Bajo las condiciones del teorema 3.1 se tiene que

n—0o0

fim | 10)Ge, (@)@0) = | HOC @), Vi=1...k

DEMOSTRACION: Las integrales anteriores se pueden escribir, Vj = 1,. .., k, como

o0
=1

/efj(9)Gzn (w)(df) = Z {m(:cn,w) [In- Vz(me)]} fi(0i(zn, w)),

<t

y
/ F5(0) Gy (w)(d6) =Y {W(xo,w) [In- Vz(xo,w)]} fi(0i(o, w)).
© i=1 I<i
Dadoquew € Wy j =1,..., ksonarbitrarios, dichas variables no serdn escritas explicitamente

en lo sigue. Definamos las funciones h,,,h : N\ {0} — R como

hn(i) = (Vz(%w) [In- Vz(%ﬁd)]) [i(0i(n, W),

1<

h(i) := (Vi(l’mw) I - Vi(foaw)]> [i(0i(zo,w)),

1<
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Vi € N\ {0}. Dotemos al conjunto N \ {0} de la o-algebra potencia F (esto es, el conjunto
potencia de N\ {0}) y la medida cuenta puntos m(-). Asi, (N \ {0}, F,m) es un espacio
de medida y las funciones h,,h son F-medibles. Por dlgebra y composicién de funciones
continuas se tiene que

lim o (i) = h(i), ¥i> 1.
n—

Gracias a que

i {Vi(x,w)H[l —V}(x,w)]} =1, VeeX weW,

I<i

y f1, ..., fr son funciones acotadas, entonces h,,, h son funciones m-integrables. Asi, podemos

construir la funcién g : N\ {0} — R, tal que

1\
g(i) == <§> M;, Vi>1,

donde M; > 0 es una constante finita que acota uniformemente a | f;|. Se observa que

Zg(z) = 2M; < oo,

i>1

y que |h,(1)] < g(7), Vi,n € N\ {0}. Luego, por el teorema de convergencia dominada, se

tiene que

lim hp(uw)ym(du) = lim A, (u)m(du
[ Tt = [ (wym(du)

- / h(u)m(du).
N\{0}
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Dadoque w € W'y j =1,...,k son arbitrarios, se concluye que

T}L”QOZ{ (n, ) [T11 = Vilan, )]}fj( i(Zn,w))

I<i

Z{ (2o, w H[l—V(xo,w)}}fg( i(wo,w)),

I<i

y se concluye el lema.
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