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Resumen

”Lo mejor de ser estadistico es que
podemos jugar en cualquier jardin”.

John W. Tukey

Una de las cualidades de la Estadistica es su amplia gama de aplicaciones en di-
versas areas del conocimiento, tales como, biologia, agronomia, economia, educacion,
etc, razon por la cual es necesario disponer de herramientas que permitan explicar
los fenémenos provenientes de cada una estas areas.

Cuando el objetivo se centra en estudiar y/o determinar la incidencia de una o mas
variables sobre otra, recurrimos a los modelos de regresiéon. A menudo y segin sea
el caso se deben utilizar modelos de mezclas, debido a que ellos proporcionan mayor
flexibilidad, es decir, permiten explicar de mejor manera la relacion existente entre
las variables estudiadas.

En este trabajo se presenta una descripcion de los modelos de mezclas, el estu-
dio de los métodos de estimacion de los parametros, especificamente el método de
maxima verosimilitud (MV), tanto para la maximizacién directa de la funcién de log-
verosimilitud del modelo de mezcla (log-verosimilitud observada), como para la maxi-
mizacién de la funcién de log-verosimilitud de los datos completos; para ésta ultima
se propone el uso del algoritmo EM.

El presente trabajo se centra en la aplicacion de los modelos de mezclas a datos
de conteo, especificamente se describen los modelos: Binomial Negativo, obtenido de
la mezcla Poisson-Gamma; Waring, el cual surgue de la mezcla Beta-Geométrica y el
modelo Waring Generalizado, resultado de la mezcla Beta-Binomial Negativa. Para
estos modelos se presentan los métodos de estimacion, medidas de calidad del ajuste

y herramientas de analisis de influencia, tanto global como local.
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Por ultimo cabe sefalar que toda la implementacion computacional fue desarro-

llada a través del software libre R proyect.
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Abstract

"The best thing about being a statistician,
is that you get to play in everyone’s backyard”.

John W. Tukey

One of the aspects of Statistics is its wide range of applications on different areas
of knowledge such as Biology, Agronomy, Economy and Education. It is for this reason
that it is necessary to dispose of tools that allow us to explain the phenomena arising
on each of these areas.

When the aim is centered on to study or determine the incidence of one or more
variables over others, we resort to regression models. Frequently, and in accordance
to the case, we must use mixture models, as they provide more flexibility, i.e. they
allow us to capture the behavior of the data in a better way.

Whenever the aim is to study or determine the incidence of one or more variables
over others we resort to regression models. Frequently it ought to use mixture mo-
dels, this is because they provide more flexibility, that is, they allow to explain the
relationship between the studied variables in a better way.

In this work we present a description of mixture models and the study of para-
meter estimation methods. Specifically, we study the maximum likelihood estimation
method (ML) for maximization of the loglikelihood of the mixture model (observed
loglikelihood), as well as for the maximization of the loglikelihood for the complete
data. For the later it is proposed to use the EM algorithm.

This work is focused on the application of mixture models to counting data. Spe-
cifically, we describe the following models: Negative-Binomial obtained from the mix-
ture of Poisson Gamma; Waring, which arises from the mixture of Beta-Geometric

and the generalized Waring model as a result of the mixture of a Beta-Negative-



XV

Binomial. For these models we present methods of parameter estimation, goodness
of fit and tools for influence analysis as well as global and local for each model.
Finally, we remark that all the computational implementation was developed th-

rough the open software R proyect.



Capitulo 1

Introduccion

En las dltimas décadas la discusién acerca de qué modelo es mas apropiado pa-
ra describir un conjunto de datos ya no esta centrada en las factibilidades técnicas
y/o computacionales, sino mas bien en capturar lo mejor posible la esencia de dichos
datos, con tal propésito son variados los modelos que se pueden encontrar en la lite-
ratura que presentan mayor flexibilidad que los usuales, una clase de tales modelos
se denominan modelos de mezcla.

Everitt and Hand (1981), Titterington et al. (1985) y McLachlan and Basford
(1987), definen y discuten extensamente los modelos de mezcla, los cuales asumen
que la distribucién de la variable respuesta es generada por la mezcla de dos o mas
distribuciones. Este tipo de modelos ha sido utilizado ampliamente en muchas areas
del conocimiento dada su flexibilidad, convirtiéndolos en una herramienta estadisti-
ca muy versatil, que permite obtener un mejor ajuste de los datos de un determinado
fenémeno, principalmente en presencia de heterogeneidad.

En los modelos de mezcla se define una nueva componente, la cual recibe el nom-
bre de variable latente o variable de datos faltantes, precisamente porque representa
el conocimiento de los individuos y/o sujetos en estudio que no se puede medir, trans-
formandola en el centro de los modelos de mezcla, por tal razon, la variable latente

en muchas aplicaciones esta relacionada con un parametro del modelo, es decir, en



un modelo de mezcla el parametro ¢ puede ser tratado como una variable aleatoria y
tomar el lugar de la variable latente, y como tal tiene una distribucion, f(,|0), donde
0 € Q) corresponde al vector de parametros asociados a dicha distribucién. Lo ante-
riormente expuesto se justifica debido a que pensar que una determinada poblacién
y/o0 individuos son homogéneos es muy restrictivo y como tal se puede suponer que el
parametro ¢ es una variable aleatoria cuya distribucién dependera de la heteroge-
neidad presente en el fenémeno a modelar.

Karlis (2005) denomina a estos modelos de mezcla como modelos de sobredisper-
sién, porque permiten que la varianza sea mayor que la media, contrario a lo que
ocurre en el modelo original.

En términos matematicos, un modelo de mezcla esta dado por,

P(y]0) = / P(ylo) f(]8)dep. (L1

donde f(¢|0) corresponde a la distribucién de la variable latente (los datos faltantes)
y es denominada distribucién mezclante o latente, P(y|p) representa al kernel de la
mezcla y 6 es el vector de parametros a estimar.

El modelo (1.1) puede ser expresado como,

e ~ flpl0)

Desde (1.1), es claro que la forma mas natural de obtener la distribucién de la

y“P ~ P(y\cp) }:>y NP(yIO) (1.2)

mezcla es marginalizar la distribucion conjunta del modelo de mezcla, sin embargo,
estos calculos podrian en ocasiones resultar muy tediosos y complicados.

Dentro de esta clase de modelos destacan los modelos de mezcla para datos de
conteo, los cuales corresponden a aquella herramienta estadistica que permite preci-
samente analizar fenémenos donde la variable respuesta toma valores en {0, 1,2, ...}.
Para Hilbe (2011), los modelos cuya respuesta son conteos corresponden a un sub-

conjunto de modelos de regresion con respuesta discreta, adicionalmente seiiala que



el objetivo de los modelos de conteo es explicar el nimero de ocurrencia o de conteo
en cada evento. Menciona ademas que los modelos de datos de conteo se caracterizan
por ser generalmente intrinsicamente heterocedasticos, por presentar asimetria a la
derecha y por tener una varianza que se incrementa con la media de la distribucién.
La segunda caracteristica se debe principalmente a la presencia abundante de ceros.

En la literatura existen muchas aplicaciones que consideran este tipo de modelos

para representar fenémenos en diversas areas, por ejemplo:

= En salud: el nimero de muertes por una determinada enfermedad por zona
geografica, el namero de periodos menstruales hasta conseguir el embarazo, el

numero de visitas al médico durante un ano, etc.

= En educacién: el nimero de alumnos que aprueba una asignatura, el nimero
de computadores disponibles en un colegio, el nimero de citas bibliograficas de

un articulo cientifico, etc.

Para describir datos de conteo existe una variedad de modelos, donde destaca
el modelo de regresién Poisson, en el cual la media y la varianza coinciden, condi-
cion que dificilmente pueden cumplir un amplio namero de aplicaciones con datos
reales. Una alternativa a estos modelos, cuando la varianza supera a la media, es
decir, que permiten la sobredispersion, son los modelos de mezcla Poisson. Dentro de
este enfoque destaca el modelo de mezcla Poisson-Gamma, mas conocido como mo-
delo de regresion Binomial Negativo, denotado en ocasiones por NB2, Cameron and
Trivedi (1986). Para Hilbe (2011) una caracteristica destacable de esta parametriza-
ciéon es que permite explicar la heterocedasticidad que presenta el modelo Poisson.
El modelo Binomial Negativo ha sido discutido ampliamente en la literatura, por
ejemplo, Lawless (1987) asigna a la variable offset de un modelo Poisson una distri-

bucién mezclante Gamma, de esta manera obtiene un modelo de regresién Binomial



Negativo. Lord (2006) utiliza datos de accidentes automovilisticos para exhibir so-
bredispersion, y con ello justificar el uso del modelo de mezcla Poisson Gamma por
sobre el modelo Poisson, para lo cual examina el efecto en la estimacién del parame-
tro de dispersion cuando el tamafio muestral es pequeno. Burrell (1990) discute lo
apropiado del modelo mezcla Poisson Gamma para explicar la circulacion de libros,
particularmente en las bibliotecas de la Universidad de Saskatchewan, Canada y de
la Universidad de Sussex, Inglaterra. Van de Ven and Weber (1995) sefialan lo ade-
cuado de este modelo cuando el modelo Poisson presenta sobredispersion, para lo cual
consideran que la sobredispersion presente es una variable aleatoria con distribucién
Gamma y proponen que la media de la distribuciéon Poisson y la varianza de la dis-
tribucion Gamma sean modeladas usando modelos log-lineales; para la estimacion
de los parametros utilizan el método de maxima verosimilitud. E1 modelo también
fue estudiado por Lee and Nelder (1996) y Chen and Ahn (1996), quienes utilizan el
método de maxima verosimilitud para la estimacién de los parametros; sin embar-
go, dado el costo computacional que ésto puede conllevar, también proponen el uso
del método de quasi-verosimilitud. Autores como McNeney and Petkau (1994) tam-
bién utilizan dicho método y lo aplican con el propésito de estudiar la relacion entre
la contaminacion del aire y la salud. Jowaheer (2003) introduce la quasiverosimili-
tud generalizada para analizar un conjunto de datos, asume que los efectos aleato-
rios distribuyen Gamma. Siguiendo con métodos alternativos de estimacion, Karlis
(2001) propone el algoritmo EM para obtener los estimadores maximo verosimil del
modelo de regresiéon mezcla Poisson, especificamente para el modelo de regresion Bi-
nomial Negativo y el modelo de regresion Poisson Gaussiana Inversa; los resultados
son aplicados a datos reales concernientes a crimenes de Grecia. En cuanto al anali-
sis de influencia del modelo Binomial Negativo, son variados los aportes realizados,

tanto por aquellos autores que consideran la funcion de log-verosimilitud observada,



como por quienes trabajan con la funcién de log-verosimilitud completa; obtenida del
modelo de mezcla Poisson-Gamma. Asi por ejemplo, Zhu et al. (2001) generalizan el
enfoque de Cook (1977), tomando como base la esperanza condicional de la funcién de
log-verosimilitud de los datos completos en el algoritmo EM, obtienen algunas medi-
das de eliminacién de caso y lo aplican al modelo de regresion lineal censurado. Zhu
and Lee (2001) complementan el trabajo anterior derivando las medidas de influen-
cia local para dicho modelo y lo ilustran, entre otros, mediante datos de penetracién
de aerosol, donde suponen que el efecto aleatorio sigue una distribucién normal, y
posteriormente lo extienden a modelos lineales mixtos generalizados. Svetliza (2003)
discute la aplicacion de influencia local y analisis residual a través de la deviance
residual, particularmente del modelo Binomial Negativo no lineal. Por tltimo, Xie
and Wei (2008) realizan un analisis de influencia basado en el algoritmo EM para el
modelo de regresion Poisson Gaussiana Inversa. Por otro lado, Li (2010) estudia la
parte de inferencia de un modelo semiparamétrico con respuesta Binomial Negativa.
Garay et al. (2011) estudian los métodos de estimacion y las medidas de influencia pa-
ra el modelo de regresion Binomial Negativo Zero Inflado. Hideto (2015), en su tesis
de magister, estudia las medidas de influencia local para el modelo semiparamétrico
Binomial Negativo.

En la misma linea, un modelo muy utilizado para describir datos de conteo es
el modelo Geométrico, el cual ha sido estudiado recurrentemente en aplicaciones de
fecundidad, por ejemplo, Weinberg and Gladen (1986) asumieron que el numero de
ciclos menstruales necesarios hasta lograr la concepcion, tiene distribucién Geométri-
ca con parametro p, sefialando que en esta situacién de la vida diaria este parametro
no necesariamente es constante, es decir, varia de individuo en individuo, y con ello
sugieren que el modelo de regresion Geométrico no es apropiado en presencia de he-

terogeneidad. Luego, asumen que el parametro p, 0 < p < 1, sigue una distribucion



Beta, generando de esta forma la distribucién de mezcla Beta-Geométrica, conoci-
da mas tarde como distribucion Waring, Irwin (1975). En este contexto, p tiene una
interpretaciéon muy clara, dado que representa la probabilidad de que ocurra la con-
cepcion para cualquier pareja escogida al azar; esta idea fue preconcebida por Henry
(1957). Este modelo fue estudiado también con anterioridad por Miller (1961), quien
propone que el nimero de vehiculos en una cola (de trafico) sigue una distribucién
Geométrica, pero que la tasa de adelantamiento tiene una distribucion Beta. Pielou
(1962) utiliza esta distribucién para analizar el comportamiento de algunas especies
de plantas, donde el parametro p representa la proporcion de segregacion entre las es-
pecies. Posteriormente, Ridout and Morgan (1991) extienden el trabajo de Weinberg
and Gladen (1986) y utilizan dicho modelo para separar a la muestra en mujeres
fumadoras y no fumadoras, y segin si usaban o no la pildora anticonceptiva; el prin-
cipal objetivo fue reportar los valores esperados y concluir que las mujeres que fuman
reducen su fertilidad. Esta conclusion es concordante con lo obtenido por Baird and
Wilcox (1985), quienes realizaron un estudio epidemiolégico con tal objetivo. Debido a
que el modelo Waring posee un parametro mas que el modelo Geométrico, es necesa-
rio analizar si éste es significativo; con tal propésito, Paul (2005) propone un test que
permite justificar el uso de una u otra distribucién, conjuntamente con otras medidas
de bondad de ajuste, dicho test esta basado en el estadistico de razén de verosimi-
litud. Recientemente, Singh et al. (2014) obtienen los estimadores de momentos, de
maxima verosimilitud y los estimadores bajo el punto de vista bayesiano, realizan
una comparacion de éstos, para lo cual presentan dos aplicaciones, la primera de ella
a datos provenientes del Gobierno de India, relativo a las estadisticas de salud, y el
segundo para un conjunto de datos simulados; ambas aplicaciones relacionadas a los
estudios de fecundidad.

Otro modelo que surge con el propésito de modelar datos de conteo es el mode-



lo Waring Generalizado, que debe el adjetivo de Generalizado, al hecho de que co-
rresponde a una mezcla de un modelo Beta-Binomial Negativo, tomando en cuenta
que un modelo Binomial Negativo tiene como caso particular el modelo Geométrico.
La distribucion Waring Generalizada tiene su origen en trabajos de Edward Waring
(1736-1798), quien fue el autor del conocido problema matematico denominado el pro-
blema de Waring. Waring afirmé que todo nimero natural puede expresarse como la
suma de no mas de 4 cuadrados, 9 cubos, 19 cuartas potencias y en general n poten-
cias k-ésimas positivas, la demostracion fue presentada por David Hilbert en 1909,
Hilbe (2011). Newbold (1927) fue el primero en describir la distribuciéon Waring Ge-
neralizada. Mas tarde, Irwin (1968) le dio su representacioén actual, y considera una
distribucién que proporciona un modelo que permite que la varianza se pueda dividir
en tres componentes, la aplica a la teoria de accidentes, en la cual esos tres elemen-
tos tienen una clara definicion; el primero de ellos recoge la varianza debido al azar,
explicando que ella representa toda la variabilidad que no puede ser, precisamente,
explicada por las covariables introducidas en el modelo, mientras que las otras dos
estan relacionadas con las cualidades internas del individuo y las debidas al medio.
En resumen, se puede decir que la distribucién Waring Generalizada permite expre-

sar la variabilidad de las observaciones en tres componentes:

= aleatoria

» diferencias internas entre los individuos

= y la presencia de otros factores externos que no son incluidos como covariables

en el modelo.

Irwin (1968) prueba que la distribucién Binomial Negativa es un caso limite de

la distribucién Waring Generalizada. Xekalaki (1983b) realiza una discusién acerca



del uso de la distribucion Waring Generalizada, llamandola distribucion Waring Ge-
neralizada Univariada (UGWD), y la aplica en teoria de accidentes poniendo énfasis
en las componentes de las varianza y su identificacion. También aplica esta distri-
bucién a los datos presentados por Irwin (1968) y los compara con las distribuciones
relacionadas a contagios, en las que se asume que los individuos de una poblacién
estan expuestos a cierto riesgo de accidentes. A lo largo de los afios esta distribucién
ha recibido varios nombres, tales como, distribucion Hipergeométrica Generalizada
de Tipo B3 (0 GHgB3), debido a su relacién con las funciones hipergeométricas gaus-
sianas. Johnson et al. (2005) mencionan que esta distribucion también ha recibido el
nombre de Markov-Pélya Inversa; sin embargo el nombre mas natural que recibe es
el de distribucién Beta-Binomial Negativa. Las propiedades de la distribucién Waring
Generalizada Univariada han sido desarrolladas principalmente por contribuciones
de Irwin (1968), Irwin (1975), Xekalaki (1983a), Xekalaki (1983b). Esta distribucién
ha sido utilizada en lexicologia, Tesitelova (1967), para analizar el numero de autores
de articulos cientificos. Ajiferuke (1991) compara la distribucion Waring con otras 15
distribuciones discretas y utiliza un test de bondad de ajuste para elegir la que mejor
describa a los datos, concluyendo que la mejor corresponde a la distribucién Poisson-
Gamma Inversa. Levene et al. (2002) estudian la evolucién del nimero de links en la
red informatica mundial (www). Handcock et al. (2003) y Handcock and Jones (2004)
la utilizan en estudios de comportamiento humano. Rodriguez-Avi et al. (2007) pro-
ponen su uso para estudiar datos provenientes del area del deporte, especificamente
para modelar el nimero de tarjetas amarillas que recibieron los futbolitas, a excep-
cion de los arqueros, durante la temporada 2001/2002 y 2002/2003 de la liga de futbol
espanola, donde es clara la descomposicién de la varianza en sus tres componentes,
la debida al azar propio del juego, la debida a las cualidades y caracteristicas de cada

individuo y las debidas a factores externos; ademas realizan una segunda aplicacion



que tiene relacion con describir el nimero de hoteles por municipio en una regién
de Andalucia, Espaiia, entre 1998 y 2003. Rodriguez-Avi et al. (2009) desarrollan un
modelo de regresion para datos de conteo basada en la distribucién Waring Generali-
zada y lo ilustran con datos provenientes del fitbol, donde la variable de respuesta es
el numero de goles convertidos por cada jugador; para la estimacion de los parame-
tros del modelo desarrollan un paquete en R denominado GWRM. Recientemente,
Rodriguez-Avi and Olmo-Jiménez (2015) sefialan que dicho modelo es una opcién pa-
ra modelar datos que poseen sobredispersion, haciendo notar que el modelo proviene
de una mezcla basada en la distribuciéon Poisson. Harris et al. (2014) la consideran
una extension de la distribuciéon Binomial Negativa y destacan la ventaja del modelo
Waring Generalizado por sobre el primero, debido a que permite separar la hetero-
geneidad no observada de los factores o caracteristicas internas de cada individuo de
los factores externos. Ariza-Lépez and Rodriguez-Avi (2015) utilizan el modelo de re-
gresion Waring Generalizado para modelar datos provenientes de zonas geograficas
y lo comparan con el modelo Poisson y Binomial Negativo, concluyen que el modelo
de regresion Waring Generalizado es una herramienta poderosa dada su cualidad de
dividir la varianza, pues proporciona informacion adicional y mejores predicciones.
Peng et al. (2014) también sefialan su importancia, al permitir separar la varian-
za, por sobre otros modelos mas tradicionales como el Binomial Negativo; comparan

dichos modelos utilizando datos provenientes de accidentes de transito.
1.1. Definicion de objetivos

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar técnicas de influencia global
y local, para los modelos de regresion Waring y Waring Generalizado, obtenidos a
partir de mezcla de distribuciones.

Con el propésito anterior, los objetivos especificos se pueden resumir de la siguien-
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te manera:

1.2.

Definir de manera general los modelos de mezcla.

Estudiar algunas propiedades probabilisticas de las distribuciones propuestas
en este trabajo. En particular, el calculo de los momentos a partir de la Funcién

Generadora de Momentos (FGM).

Obtener las expresiones para el Analisis de Influencia, tanto global, como local

de cada modelo propuesto.

Implementar los algoritmos de estimacion de parametros, tales como, Newton

Rapshon, Minimos cuadrados reponderados iterativos (IRLS), algoritmo EM.

Implementar las expresiones de Analisis de Influencia para cada modelo inclui-

do en el trabajo.

Contribuciones

Los modelos de mezcla permiten analizar una gran variedad de fenémenos, la

literatura al respecto es muy extensa, este trabajo colabora en esta linea dado, que

tal como se aprecia en los objetivos propuestos, se desarrollan topicos que hasta ahora

no habian sido cubiertos, destacando:

Obtencion de las expresiones de influencia global y local de cada modelo en la
tesis, y su respectiva implementacion en R. En particular, para el modelo de
regresion Binomial Negativa, a través del uso de la funcion de log-verosimilitud
completa; para el modelo de regresion Waring, tanto a partir del enfoque de
la funcién log-verosimilitud completa, como de la funcién de log-verosimilitud
observada, y por ultimo a través de la funciéon de log-verosimilitud observada,

para el modelo de regresion Waring Generalizado.
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= Implementacion del algoritmo EM para el modelo de regresion Waring, en el

software libre R.

= Obtencién de las Funciones Generadoras de Momentos, para la distribucién de
mezcla Beta-Geométrica: Waring y Beta-Binomial Negativa: Waring Generali-

zada.

1.3. Estructura de la Tesis

Este trabajo se encuentra organizado en 6 capitulos, de la siguiente forma. En el
Capitulo 2 se presenta un conjunto de preliminares, en los cuales se entrega un deta-
lle de los modelos de mezcla de datos de conteo incluidos en esta tesis, sus principales
propiedades, los métodos requeridos para la estimacion de sus parametros. Adicio-
nalmente, son presentadas algunas medidas que analizan la calidad del ajuste de un
modelo, terminando el capitulo con la exposiciéon de las herramientas de andlisis de
influencia, tanto global como local. En el Capitulo 3, se presenta el desarrollo del al-
goritmo EM y la obtencion de las medidas de influencia a partir de la @-funcién para
el modelo de mezcla Poisson-Gamma: Binomial Negativo. En el Capitulo 4, se presen-
tan los estimadores maximo verosimil obtenidos a partir de la maximizacion directa
de la funcion de log-verosimilitud observada y a través del uso del algoritmo EM para
el modelo de mezcla Beta-Geométrico: Waring y su respectivo analisis de influencia.
En el Capitulo 5, se presenta el modelo de mezcla Beta-Binomial Negativo: Waring
Generalizado, para el cual los estimadores maximo verosimil (EMV) son obtenidos
maximizando la funcién de log-verosimilitud observada y el analisis de influencia es
realizado a partir de este enfoque.

Los Capitulos 3, 4 y 5 contienen su respectiva aplicacién a datos reales, adicional-

mente, el Capitulo 3 incluye simulaciones. Por tltimo, en el Capitulo 6 son expuestas



12

las principales conclusiones del trabajo y futuras lineas de investigacion.
En los Apéndices se detallan algunos calculos algebraicos desarrollados durante

la elaboracién de este trabajo.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presenta un conjunto de preliminares, en los cuales se deta-
llan los modelos de mezcla incluidos en este trabajo y sus principales propiedades.
Ademas, se presenta una descripcion del método de estimacion a utilizar, finalizando
el capitulo con una descripciéon de las herramientas de analisis de influencia, tanto

global como local.

2.1. Modelo de mezcla Poisson-Gamma: Binomial Negati-
vo

El modelo de regresion Poisson asume que cada observacion y;, i = 1,...,n, tiene

funcién de probabilidad dada por,

tid)Yi —ti\;

;!
donde \; > 0y t; > 0 corresponde a una variable offset, la cual esta asociada con area,
tiempo de duracién, etc., en que el evento de conteo se produce, Hilbe (2011).

Adicionalmente, asumiendo que la variable ¢; ~ Gamma(~,d), con 7,6 > 0, la que
denota una distribucién Gamma cuya funcién de densidad esta dada por,

—1 _s¢.
tZ e 0ti§Y

f(tily,6) = T ti >0,

13
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donde I'(-) representa la funcién Gamma, Karlis (2001). En relacién a (1.1), en este
enfoque la variable ¢; representa la variable latente del modelo de mezcla y como tal
su densidad sera la distribucion mezclante.

Entonces, la distribucién mezcla Poisson-Gamma, que da origen a la distribucion

Binomial Negativa se puede escribir, segin (1.2), como,

{ yilti, \i ~ Poisson(t;\;) (2.2)

t; ~ Gamma(v,J),

cuya funcion de probabilidad esta dada por,

Clyi+y)( 0 [ X \”
P(yi|Aiyy,0) = R 1.0 2.
Wil 0) == vy \ngs) \n+o vi € {01} 23

Del modelo (2.1) se tiene que,
E(yilti, i) = Var(yilti, i) = tiXi,

y por lo tanto,

1
E(y;) = %)\i y Var(y;) = )\z% (1 + )\i5> .

Dado que (2.3) presenta problemas de identificabilidad, Karlis (2005) asume que,
E(t;) =1, 1o que implica que 7 = §. Con ello,
22
E(yi) =Xi y Var(y;)) =\ + 71,
donde ~ indica la presencia de sobredispersion, es decir, la distribucion mezclante
Gamma modela la sobredispersion de los conteos Poisson; cuando v — oo, la distribu-
cién Binomial Negativa (BN) tiende a una distribucion Poisson.
Sean y1,y2, ..., yn variables aleatorias independientes, donde y; ~ BN(t;\;, ), se
puede asumir que existe una relacion entre el parametro )\; con las covariables del

modelo a través del predictor lineal dada por,

g(\) =ni = x! 3,
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donde B = (Bo, 31, ..., Bx)’ es el vector de pardmetros desconocidos de la regresion
de longitud (k + 1), tal que, 8 € R*+1) y x!" representa la i-ésima fila de la matriz
de disefio X (k + 1 < n), cuyos elementos se asumen fijos y conocidos. Por dltimo,
g(-) corresponde a una funcion monétona y diferenciable denominada funcion enlace.
En este trabajo se usa la funcién enlace log, es decir, g(\) = log(\), debido a que
corresponde a la funcién de enlace mas utilizada para el modelo Binomial Negativo,

aunque no la candnica, luego,

)\i:exp{ﬁo—i—ﬁlxil+...+ﬂkmik}, 7 = 1,...,n.

Sea 8 = (B7,~)7 el vector ¢-dimensional de parametros desconocidos del modelo,
por lo tanto, a partir de (2.3) la funcién de log-verosimilitud puede ser escrita como,
n
1(0) = > {logT'(y;+7)+7log y+y; log \i—log y;!~log T'(7)—7 log (Ai+)—yi log (Ai+7)}.
. 2.4)
Note que en el modelo Binomial Negativo ¢ = k + 2.

Por otro lado, al definir el modelo Binomial Negativo como mezcla Poisson-Gamma
se debe definir un vector de datos observados, y, = {vi, ¢ = 1,...,n} y un conjunto
de datos faltantes, denotados por y,,; en la mezcla propuesta este rol lo cumple la
secuencia t = {t;, i = 1,...,n} de variables offset. Luego, sea y, = (y,,t) el conjunto
de datos completo, por lo tanto, la funcién de log-verosimilitud de los datos completos
puede ser escrita como,

lc(0|yc) = Z{—ti i+ log Ait+yi lOg ti—F(’y—l) 10g ti—log yi!—’y ti+y 10g 7—10g F(’y)}
=1

(2.5)
Note que, al reescribir (2.2), asumiendo que E(t;) = 1, se tiene que,
yi\ti, )\z' ~ POiSSOIl(ti)\Z')
{ ti ~ Gammal(y, 7). (2.6)



16

Luego, la distribucién conjunta de (y;, ¢;) serd, f(y;|t;)fi(t;), con lo cual si y; tiene
esperanza finita, entonces E(y;) = E(E(y;|t;)), por la ley de esperanza iterada. Si-
guiendo esta idea, Escobar and Villa (2006), afirman que si y; tiene Funcién Genera-
dora de Momentos (FGM) igual a M, (t*), entonces, M, (t*) = E(e" %) = E(M,,;,(t*)),
donde M, (t*), corresponde a la FGM de y;|t;, y por lo tanto, su esperanza es calcu-
lada respecto a f1(¢;).

Escobar and Villa (2006), presentan ademas dos importantes resultados que per-

miten obtener la FGM en modelos de mezcla:
= Suponga que existe, t; > 0, tal que, —t; < t* < t1, entonces,

My, 1, (") = C1(t")exp{C2(t*)t:},

donde C;(t*) y Ca(t*), son funciones finitas de t* que no dependen de ¢;.

= Suponga que la FGM, M, (-) existe, y que M;, (C2(t*)) es finita para t* € (—t1,t1),

entonces la FGM de y; estara dada por,

My, (t*) = C1(t*) My, (Co(t%)), —t1 <t* < ty.

Aplicando estos resultados a (2.6) se obtiene,
My, (t") = E(exp(t*yi))
=E(My,,,(t")), como y;|t; ~ Poisson(t;\;) = M, (t*) = exp{ti\i(e!” — 1)}
= E(exp{t:i(e!” —1)}).
Luego, como C1(t*) = 1y Ca(t*) = \(e!” — 1) y tomando el primer resultado, se
tiene que,

My, () = C1()exp(Ch(t*)t:).

Por lo tanto, utilizando el segundo resultado,

My, () = C1(t7) My, (Ca(t7)),
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*

t -
donde M, (t*) = <1 - > , t* <, pues t; ~ Gammay(y, ).
v

Entonces,

My, (t*) = <1 = W‘”) o ('V)V, 2.7)

gl Y+ A = Ael”
que corresponde a la FGM de una distribucion Binomial Negativa, a partir de la cual
es posible obtener los momentos de dicha distribucién, es decir, E(y;), E(y?), etc. En
particular con los dos primeros se obtiene la media y la varianza de la distribucién,
dado que,
M, (1Y)

E(yF) = TR evaluado en t* = 0,

corresponde al k—ésimo momento.
Por otro lado, Barreto-Souza and Simas (2015) definen una clase de distribuciones
de mezcla Poisson, la que denominan MP, que de acuerdo con (1.2) se puede escribir

como,

{ yilti, \i ~ Poisson(t;\;) (2.8)

ti  ~ EF(y),
donde EF representa a cualquier distribucién con soporte continuo, cuya funcién
de densidad pertenece a la familia exponencial, dada por Nelder and Wedderburn

(1972),

f(t) = exp{7(t& — b(w0)) + c(t, )}, (2.9)

donde b(-) es una funcién diferenciable tres veces y &, es tal que V/(&) = 1y c(-,-) es
una funcion conocida. A partir de estas condiciones se tiene que: E(t;) = b/(§) =1y
Var(t;) = v~ 1b"(&). De acuerdo con (2.9), Barreto-Souza and Simas (2015) presentan
una expresion general para la obtencion de la FGM para la distribucion MP, (2.8),
dada por,

M(t*) = exp{—7[b(&) — b(&o + Ay~ (" — 1))]}. (2.10)
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La expresion (2.10) es facil de obtener a partir de los resultados dados por Escobar
and Villa (2006). Especificamente para el modelo representado en la expresion (2.6),
que corresponde a un caso particular de la distribuciéon MP, se tiene que, & = 1, lo
que implica que b(&y) = 0, b' (&) = b"(&) = 1y que b(& + Ay~ (el — 1)) = —log(1 —

Ay~ 1(e!” — 1)), con lo cual se obtiene la expresién (2.7).
2.2. Modelo de mezcla Beta-Geométrico: Waring

Los modelos de regresion Waring con parametros oy 5 > 0 son usados para mo-
delar variables discretas, y;, que asumen valores enteros no negativos, y cuya funcién
de probabilidades ha sido presentada por diversos autores, quienes utilizan distintas
parametrizaciones. En este trabajo se utilizara la propuesta por Singh et al. (2014),
la cual fue usada previamente por Crouchley and Dassios (1998), pero en el contexto

de datos censurados. Luego, la funciéon de probabilidad esta dada por,

_al(a+ B)(y; + B) ,
P(yila, B) = O ETETEE)L yi € {0,1,2,...}. (2.11)

Singh et al. (2014) senialan ademas que (2.11) es una parametrizacién de la fun-
cién de probabilidad propuesta originalmente por Weinberg and Gladen (1986).
Note que el modelo (2.11) no incluye covariables. La media y la varianza de la

variable y; ~ Waring(«, ) estan dadas respectivamente por,

p
Z‘: :E Z’:i) 1’
pi=n=E(y)=——, a>

af(a+p—1)
(a—2)(a—1)%’

El modelo (2.11) en términos de mezcla de distribuciones se puede escribir como,

(2.12)

Var(y;) = a> 2.

yilpi ~ Geo(p;)
U T Bt 219

donde Geo(p;) representa una distribucion geométrica con funcion de probabilidad,

P(yilpi) = pi(1 —ps)¥, yi € {0,1,2,...},
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con 0 < p; < 1, y cuya funcién de densidad esta dada de acuerdo con Crouchley and
Dassios (1998) por,

P(Oé +/8) a—1

Wpi (1—pi)5_1, a, 8> 0.

f(pila, B) =
Proposicion 1: La FGM de la distribucién Waring(«, 5) esta dada por,

o Dla+p) 1 p*(1—p)Pt
W) = et o 1 o (214

A partir de (2.14) es posible obtener la media y varianza de la distribucion Waring,
dadas en (2.12), para demostracién, ver Apéndice A.

En este trabajo se propone una reparametrizaciéon para (2.11) introduciendo una
estructura de regresion, es decir, p # p; V i, luego la funcién de probabilidades (2.11)

reparametrizada en términos de y; y ¢ es,

il + i) (yi + pig2)

P(yi|pi, o) = .y {0,1,2,...},
(el 9) L(pid2)(ys + 1 + pid2 + 1) { }
2¢ p+1 . .
donde ¢; = o—1 y ¢2 = ot con u; > 0y ¢ > 1. A partir de lo anterior se puede

escribir, y; ~ Waring(u;, ¢), cuya media y varianza son,

E(y)=pi y Var(y) = o(u; + ps) = oV (1),

donde V' (p;) = pi(p; + 1) corresponde a la funciéon de varianza, de este modo, p; es la
media de la variable de respuesta y ¢ puede ser interpretado como un parametro de
dispersion, es decir, para un valor fijo de yu;, entre mayor es el valor de ¢ mayor es la
varianza de ;.

La Figura 2.1 muestra el comportamiento de la funcién de probabilidades de
la distribucion Waring para diferentes valores del parametro y manteniendo fijo el
parametro ¢; se observa que a medida que ;. aumenta, la cola de la distribucién es

mas pesada, este patron se repite para los distintos valores del parametro ¢.
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Figura 2.1: Funcion de probabilidad de la distribucién Waring para algunos valores
del parametro 1, manteniendo fijo ¢.

La Figura 2.2 muestra el comportamiento de la funcién de probabilidades de la
distribucién Waring cuando se mantiene fijo el parametro p; se observa que a medi-
da que ¢ disminuye las colas se hacen mas pesadas, la disminucién del valor de la
probabilidad es mas drastico a medida que u es mas grande.

La Figura 2.3 (izquierda), muestra la funcion de probabilidades para la distri-
bucién Geométrica con parametro p = 1/5, en que p = 1/(1 + u); comparada con la
distribuciéon Waring (1 = 4, ¢), se observa que a medida que ¢ — 1, la curva ajusta
mejor a la distribuciéon Geométrica. Analogamente, para la parte derecha de la figu-
ra, donde p = 1/11. En ambos lados de la figura se puede apreciar que la distribucién
Geométrica es un caso particular de la distribucién Waring, cuando ¢ — 1.

Sean y1, 49, ..., y, variables aleatorias independientes, donde y; ~ Waring(u;, ¢),
se puede establecer al igual que el caso del modelo Binomial Negativo una relacién

que involucra a las variables explicativas, con la media de la variable respuesta en el
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Figura 2.2: Funcion de probabilidad de la distribucién Waring para algunos valores
del parametro ¢, manteniendo fijo .
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Figura 2.3: Funcién de probabilidad para la distribucién Geométrica versus la distri-
buciéon Waring.

modelo,
g(iul):szB:T/Zv L= 1,...,TL,
a partir de la cual, estableciendo como funcién enlace a log, se tiene que, u; = exp{x! 3}.

La funcién de log-verosimilitud basada en una muestra de n observaciones inde-

pendientes esta dada por,
1=100)=> L, o), (2.15)
i=1

donde 8 = (37, ¢)" es el vector de parametros de longitud ¢, y la contribucién de la
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i-ésima observacion a la funcién de log-verosimilitud del modelo es,

li(pi, @) = log ¢1+1log I'(¢1+pig2) +1log T'(yi+pid2) —log T'(uipa) —log I'(yi+ 1+ pig2+1),
(2.16)

parai=1,...,n. En este caso, u; = g~ !(x! 3), es una funcién de 3, el vector de parame-
tros de la regresion, cuya forma de estimacion sera descrita en el capitulo siguiente.

Analogamente a la expresion (2.5), la funcion de log-verosimilitud del conjunto de

datos completos y. = (y,,¥,,) para el modelo de mezcla Beta-Geométrica se puede

expresar como,

10]y,) =Y _{¢11og pit(pigat+yi—1) log (1—p;)+ log T(¢1+pid2) — log T(¢1)— log T'(p1i2) },
i=1
(2.17)
donde y; corresponde a los datos observados y p; a los datos faltantes; luego el vector

de datos faltantes es, y,, = (p1,p2, -..)-

2.2.1. Modelo de mezcla Beta-Binomial Negativo: Waring Generali-
zado

Los modelos de regresion Waring Generalizados son usados para modelar varia-
bles discretas, y;, y su funcién de probabilidades de acuerdo con Rodriguez-Avi et al.

(2009), esta dada por,

F@i +p)L(k+p)  (9)y(K)y, i,;’ yi € {0,1,...}, (2.18)

P iﬁ’ia ) =
Wil0i0 52 2) = BT @i+ 1+ ) (01 + 5+ Py 4

y es denotada por WG(¥;, &, p), con ¥;, , p > 0, donde (a)s corresponde al simbolo

de Pochhmer definido por,
(a) Tla+p8) [ ala+l)---(a+p-1), sif=1,2,..
7 T 1, si g =0.

El modelo dado en (2.18) en términos de mezcla de distribuciones puede escribirse

como,
1

1+,

yilvi ~ BN(¥;,p;), conp;=
v; ~ Betall(p, k).

)
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En esta mezcla la funcion de probabilidad de la distribucion Binomial Negativa,

BN(%;, p;) es,

Ty +9) (1 \"/ v \¥ Tyi+9) 4 A
P i\Vi) = = (1 — iyza % 0717"' )
(y |U ) yZ'F(ﬂZ) <1 + UZ‘> 1+ (Y yz'l“(q%) pi ( N ) Yi € { }

la cual proviene de una mezcla Poisson-Gamma obtenida como,

{yip\i ~ Poisson();) (2.19)

Ai ~ Gamma(¥;,v;),
donde la distribucién Gamma tiene funcién de densidad dada por,

/\’?’i_lexp _)\i [
Fuldi,v) = ———5 A /v
UZ-ZF(’lgi)

, N> 0.

Por su parte, la distribucién Betall es conocida como distribuciéon Beta Invertida

y su funcién de densidad puede ser escrita como,

. _ F(’{_Fp) rk—1 \—(k+p) .
f(vi|k, p) = F(K;)F(p)vi (14 v;) , v >0, kK, p>0,

donde la media y la varianza de v; ~ Betall(p, k) son, respectivamente,

k(k+p—1)

(p—1)2%(p—2) p>2

E(v;) = %, p>1, y Var(v;) =

Rodriguez-Avi et al. (2009) proponen el uso de la funcién enlace log, justifican su
utilizacion por analogia con los modelos de regresion clasicos y por simplicidad, por
lo tanto, se establece la relacién, y; = exp{x!3}. Luego, la media de una variable

aleatoria distribuida Waring Generalizada (WG) esta dada por,

’191'/{

E(y;) = E(E(yi|vi)) = E(V;v;) = PR p>1,

con p > 1 para que la media no sea infinita. Finalmente, utilizando la funcién enlace,
se tiene que,

E(y:) = j1; = R g, = tale = D) (2.20)
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por lo tanto, para garantizar que « > 0y que p > 1, Rodriguez-Avi et al. (2009)
definen,

k = exp{ro}, p=1+exp{po}, con kKpypy € R.

Siguiendo la misma idea se obtiene la varianza, dado que la particularidad de esta

distribucion es que permite identificar las tres componentes de la varianza,
Var(yi) = E(Var(yi|vi)) + Var(E(yi|vi))
= E(9;v;(1 +v;)) + Var(9;v;)
= E(Wv;) + E(907) + Var(9;v;)
Uik Vik(k + 1) 92k(k+p—1)

=1 (p=1D(p—-2)  (p—1)2(p—2)
k41 +/<a+p—1p,i

(2.21)

~—~ P — 2 P — 2 K
azar e N —— ——

factores externos  factores internos

con ¥;,k > 0y p > 2, esta ultima condicién para garantizar que la varianza no sea
infinita.

La expresion (2.21), puede ser reescrita como,
L,
Var(yi) = pi+—pi ),

cont=(k+p—1)/(p—2).
Proposicion 2: La Funcién Generadora de Momentos (FGM) para la distribucién

Waring Generalizada, en que y ~ WG(%, s, p), esta dada por,

_ F(H+p) > k—1 —(Kk+p) 1 v
Mylt) = FE ) /0 o 1) ) () (2.22)

A partir de (2.22) se puede obtener la media y varianza de la distribucion Waring
Generalizada, las que coinciden con (2.20) y (2.21), respectivamente, para demostra-
cién y mayores detalles, ver Apéndice A.

Rodriguez-Avi et al. (2009) discuten acerca de los problemas de identificabilidad

del modelo cuando no existe informacién adicional, es decir, cuando el modelo no con-
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sidera la inclusion de covariables, debido a que ésto provoca que los parametros ¥; = ¢
y k sean intercambiables, con lo cual no se podria distinguir entre las componentes
de la varianza relacionadas con los factores internos y/o externos (propios de la si-
tuacioén, individuos y medio). Para solucionar este problema, Irwin (1968) propone
que sea el experto quien determine qué componente corresponde a cada division de la
varianza, debido al conocimiento que €l tiene del fenémeno. Xekalaki (1984) propone
una soluciéon menos subjetiva, para ello divide el periodo de observaciéon en dos inter-
valos, no superpuestos, y desarrolla un modelo bivariado, asi en cada subperiodo la
componente debido a factores internos no cambia.

La Figura 2.4, muestra el comportamiento de la funcién de probabilidades de la
distribucion WG, para distintos valores del parametro ¥, manteniendo fijos los res-
tantes parametros; se observa que a medida que ¥ aumenta, la cola de la distribucién
se hace mas pesada hacia la derecha, y cuando x aumenta junto con ¢ y p se man-
tiene fijo, la masa de la distribucién se desplaza con mayor rapidez hacia la derecha.
Ademas, se puede advertir que cuando x — 1, la distribucién coincide con la pre-
sentada en la Figura 2.1, es decir, cuando x — 1, se obtiene la distribucién Waring.
Luego, la distribucién Waring es un caso particular de la distribuciéon WG; estas rela-
ciones seran estudiadas con mayor detalle en la siguiente secciéon. Note que la escala
de los graficos es distinta, dado que las probabilidades disminuyen a medida que
aumenta.

Aligual que lo observado en la Figura 2.4, la Figura 2.5 muestra el comportamien-
to de la funcién de probabilidades de la distribucién WG; aumentando los parametros
¥y k, para distintos valores del parametro p, se observa que entre menor sean los dos
primeros parametros y mas grande p, la masa de la distribucién esta mas cercana a
cero. En la Figura 2.6 se observa un comportamiento similar al descrito previamente.

Por 1dltimo, en la Figura 2.7, se observa que para valores grandes de p, la distribu-
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Figura 2.4: Funcién de probabilidad de la distribuciéon Waring Generalizada para
algunos valores del parametro ¢, manteniendo fijos x y p.
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Figura 2.5: Funcién de probabilidad de la distribucién Waring Generalizada para
algunos valores del parametro p, manteniendo fijos ¥ y k.

cion WG coincide con la distribucion Binomial Negativa, razon por la cual se afirma
que esta ultima es un caso limite de la distribuciéon WG cuando p — oc.

Finalmente, para y; ~ WG(%;,k,p), i = 1,...,n, se puede escribir su funcién de
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Figura 2.6: Funcién de probabilidad de la distribuciéon Waring Generalizada para
algunos valores del parametro p, manteniendo fijos ¥y x .
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Figura 2.7: Funcién de probabilidad para las distribuciones Binomial Negativa y Wa-
ring Generalizada.

log-verosimilitud basada en una muestra de n variables aleatorias independientes,

con vector de parametros 6 = (87, «, p)7, de longitud ¢ = k + 3, como,

n

[=100) =)l 5, p), (2.23)

i=1
donde la contribucién de la i-ésima observacion a esta cantidad esta dada por,

li(pis 5, p) =log T'(9; + p) +1og T'(k + p) + log ((¥:)y,) + log((x),,) — log T'(p)
(2.24)
—log I'(¥; + k + p) — log ((¥; + & + p)y,) — log y;!.
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2.3. Relacion entre modelos

En un modelo de regresion de Poisson, 1a heterogeneidad presente es explicada por
cantidades y caracteristicas observables de los individuos, debido a que la media es
funcién de las covariables del modelo; sin embargo, cuando esta variabilidad excede
la condicién basica de un modelo Poisson (media = varianza), se esta en presencia de
sobredispersion y con ello se supone que la tasa de ocurrencia sigue un distribucién
Gamma y el resultado es un modelo de regresion Binomial Negativo. Luego, se ha
creado una nueva fuente de variabilidad diferente a la atribuida al azar (aleatorio)
y a las covariables, la cual esta relacionada con los factores y caracteristicas de cada
individuo.

Siguiendo la idea y extendiendo el modelo Binomial Negativo, surge el modelo
Waring Generalizado que distingue tres fuentes de variacion: azar (inherente de un
fenémeno aleatorio), la debida a factores externos y a factores internos.

A partir de 2.21, note que:

1. Para cumplir con el supuesto basico de un modelo Poisson,

o :>/£+1_>0 kK+p—1
T T2 Y Ty

azar

Var(y;) —0 .py k— o0

2. En un modelo Binomial Negativo,

2

Var(y;) = wi + %
azar ~
factores internos
Para que esto ocurra,
k+1 k+p—1 1
—0 Yy = —— 7+ — — .p— 00,
p—2 Klp—2) K

Entonces, es claro, que un modelo Poisson y Binomial Negativo son casos limites
de un modelo Waring Generalizado, en que un modelo Poisson es a su vez un caso

particular de un modelo Binomial Negativo.
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Por otro lado, en la Figura 2.8 se observa que la distribucién Waring es un caso

particular de la distribucion WG, cuando x — 1, a partir de lo cual se obtiene que,

Ve P o) P -
Va’r(yl)—p_ (MZ+MZ):>p_2 ¢7P ¢1~

2
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Figura 2.8: Funcién de probabilidad para la distribucion Waring y Waring Generali-
zada.

Finalmente, si ¢ —+ 1 < p — oo, se obtiene la distribucion Geométrica, corres-
pondiente a un caso particular de la distribucion Waring. Note que la distribucién
Geométrica surge también como un caso particular de la distribucién Binomial Ne-

. . 1
gativa, cuando v — 1, dado que si, y; ~ Geo(p;), donde p; = T entonces,
i

1_ .
Var(y;) = Tp = i1+ u2).

i
La Figura 2.9 muestra un resumen de las relaciones establecidas entre las distri-

buciones presentadas en este trabajo.
2.4. Estimacion en los Modelos de Mezcla

El planteamiento y/o obtencion de modelos mas flexibles y por ende mas cercanos
a la realidad de los datos, conlleva un aumento del namero de parametros a estimar,
y con ello a un problema computacional mas complejo.

En este trabajo se obtienen los estimadores maximo verosimil de los parametros
a través de la maximizacion directa de la funcién de log-verosimilitud de los datos

observados o de la funcion de log-verosimilitud de los datos completos.
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Figura 2.9: Relacion entre los modelos.

2.4.1. Método de Maxima Verosimilitud para modelos de mezcla: ve-
rosimilitud observada

La estimacion de maxima verosimilitud consiste, en primer lugar en encontrar la
funcién de distribuciéon conjunta de las observaciones, asumiendo la independencia
de éstas. A partir de la expresion (1.1), suponiendo que se dispone de una muestra
aleatoria de tamano n, donde los valores observados son fijos y los parametros pue-
den variar libremente, las funciones de verosimilitud y log-verosimilitud se pueden

escribir respectivamente como,

1) =] / " Plyilod) f(00)dg. (2.25)
=1

1=18) =Y log /0 Plyiloi) f(116)dsss. (2.26)
=1
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A partir de (2.26) se puede concluir que la dificultad para obtener las estimaciones
de los parametros del modelo esta directamente relacionada con la integral involu-
crada, si dicha integral no tiene solucién explicita se deben usar métodos numeéricos,
complicando el proceso de estimacion de los parametros. Por otro lado, si es posible
llevar a cabo el proceso de integracion se puede trabajar directamente con la funcién
de verosimilitud resultante de la mezcla, es decir, P(y;|0) tiene una forma explicita,

en cuyo caso las expresiones (2.25) y (2.26) se reducen a,

n

L(6) =] ] P(uil6).

i=1

1=1(6) =" logP(yl6).

i=1

Note que para los tres modelos presentados en este trabajo la integral involucrada
en (2.26) tiene solucién explicita.

Bajo determinadas condiciones de regularidad, ver Casella and Berger (2002), los
candidatos a estimador maximo verosimil (EMV) de 6 se encuentran resolviendo el
sistema de ecuaciones,

ol(0)

Ug — aT — 07 (2.27)

donde U,y se denomina funcién score.

En muchos casos, las ecuaciones involucradas en (2.27) no son lineales, lo que
conlleva a que no se pueda obtener una soluciéon explicita, por lo se requiere del
uso de métodos numéricos para determinar dichas soluciones. Entre las alternati-
vas disponibles para estimar los parametros destacan los métodos iterativos, tales
como algoritmo de Newton-Raphson, Fisher Scoring, Minimos cuadrados repondera-
dos iterativos (IRLS) y el algoritmo EM.

En cuanto a los errores estandar asintéticos del EMV de 6, éstos se pueden ob-

tener directamente de la matriz de informacion de Fisher esperada, Ko = E(—Iy) =
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E(UgU}), donde Iy es la matriz de informacién de Fisher observada.

Sin embargo, en ocasiones el calculo de esta matriz involucra funciones y/o ex-
presiones no lineales para las cuales no es posible obtener expresiones analiticas, en
dichos casos una opcién es aproximar la matriz de varianzas covarianzas con (—Iy) .
En este trabajo se usaran independientemente de acuerdo a la que sea mas razonable

desde el punto de vista del calculo.

2.4.2. Método de Maxima Verosimilitud para modelos de mezcla: ve-
rosimilitud completa

A continuacion se describe un método alternativo de estimacién, el cual puede
simplificar el calculo de los estimadores maximo verosimil, denominado algoritmo
EM, del inglés Expectation Maximization.

El algoritmo EM es un método iterativo, desarrollado por Dempster et al. (1977),
que permite estimar los parametros de un modelo por medio de maxima verosimilitud
en presencia de informacion faltante o no observada.

Intuitivamente este algoritmo se puede resumir como:
1) Sustituir los valores no observados por valores estimados.
i1) Con lo obtenido en i) estimar los valores de los parametros del modelo.

iii) e Repetir el paso i) usando lo obtenido en ii) asumiendo que ellos corresponden
a los verdaderos valores.
e Repetir el paso ii) usando los valores estimados como valores observados. Ite-

rar hasta obtener la convergencia.

A partir de lo anterior, el conjunto de datos completos y., estda dado por y, =
(¥0,¥,,), donde y, contiene la informacién observada (incompleta) y y,, los datos fal-

tantes. El algoritmo EM considera una primera aproximacion o valor inicial de los
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valores de los parametros, 6(°), y debido a su naturaleza iterativa cuenta con dos

etapas:

= Paso E (Esperanza): Se define la @-funcién como,
Q(616"™) = E{l.(0]y.)lyo, 0"}, (2.28)

donde 0™ corresponde al estimador del vector de parametros en la m-ésima
iteracion, m = 0,1,2,... y l.(-) corresponde a la funcion de log-verosimilitud de
los datos completos, la cual se puede escribir como,
n
1e(0]y.) = log] [ P(vicl6)
i=1

= log] [P (violyim. 0) f (yim|6)
i=1

- Z lic(elyic)v
i=1

donde lic(6|yic) = 10g(P(yio|yim, 0) f(yim|0)) = 1og(P(yiolYim, 0)) + log(f(yim|0))
corresponde a la contribucion de la i-ésima observacion a la funcion de log-

verosimilitud completa.

» Paso M (Maximizacién): Consiste en encontrar el valor de 8™t ¢ © que

maximice la cantidad Q(0|6™), es decir,
0" = ArgMax Q(6]0™),
6

de modo que, Q(8V|6(™)) > Q(O™|6™), VO e O, a partir de lo cual se
establece el criterio de convergencia para el proceso iterativo. Los pasos E y M

son repetidos alternadamente hasta que se alcance dicho criterio.

El algoritmo EM debe su nombre al hecho que estda basado en un procedimiento

que maximiza la esperanza de la funcion log-verosimilitud de los datos completos.
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2.4.2.1. Estimacion de los Errores Estandar en el Contexto EM

Una opcién para calcular los errores estandar asintéticos de 6 es a partir de la
funcién de log-verosimilitud de los datos completos, McLachlan and Krishnan (1997),

donde la funcién de densidad de los datos completos se puede escribir como,

P(y.[0) = P(yo|¥m: 0)P(y,00),

o equivalentemente,

P(y.|0) = P(y,,ly0,0)P(yo|0). (2.29)

Luego, la funciéon de log-verosimilitud de los datos completos a partir de (2.29)

esta dada por,

lc(e‘yc) = lymlym (0) + l(0)7
= U8) = 1(6ly.) — Iy v, (6). (2.30)

Diferenciando dos veces a (2.30) con respecto a 0 se tiene que,

82 lym |y0 <0)

, 2.31
5006" (2.31)

Io(yo) = Tg(¥o) —

donde

021(0)
0006"
los datos incompletos (observados).

» To(yy) = es denominada matriz de informacién observada (hessiano) de

0%l (0ly.)

50607 es la matriz de informacién observada (hessino) de los datos

= Ih(yo) =

completos.

Tomando esperanza en ambos lados de (2.31), con respecto a la distribucién con-

dicional de los datos faltantes dado los valores observados, se tiene,

Io(yo) = Kp(yo) — Kg'(¥0); (2.32)
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donde Ky(y,) corresponde a la matriz de informacién de Fisher esperada de los datos

incompletos (observados), y Ky'(y,) es denominada matriz de informacion pérdida, y

8%, 1. (8)
Ky (yo) = —E (y’”y‘J\yU> :

esta dada por,

50007

Por ultimo, tomando esperanza en (2.32), con respecto a los datos observados se
tiene que,

Ko = K — E(KJ'|6). (2.33)

Luego, los errores estandar asintéticos de 8 se pueden obtener a partir de la ma-
triz K;l evaluada en el EMV de 6. Por otro lado, si las esperanzas involucradas
en (2.33) son dificiles de obtener, se puede obtener una aproximacion de los errores

estandar asintéticos utilizando (—Iy)~!, evaluada en el EMV de 6.
2.5. Bondad del ajuste y seleccion del modelo

Una vez ajustado el modelo, es importante realizar un andlisis acerca de la bondad
del ajuste del modelo estimado. Un método utilizado ampliamente con dicho propésito
es el analisis de residuos.

En este trabajo se utilizan los residuos de Pearson, dados por,

Y 1
r—=—F— t1=1,...,,

—

Var(yi)

donde ji; = exp{m;frﬁ}. En el grafico de r; versus ; se espera no observar patrones, y en
el correspondiente grafico indice de 7, si |r;| > 3 se puede asumir que la observacién i
es discrepante. Luego, si los residuos estan concentrados entorno al cero, se considera
que el modelo es adecuado para el conjunto de datos.

Es comun que los residuos no tengan distribucién normal estandar, lo cual se

puede concluir a partir de un grafico denominado Cuantil-Cuantil, o simplemente
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qggplot, que consiste en comparar los cuantiles teéricos con los cuantiles muestrales.
Debido a ésto y dada la importancia de analizar lo adecuado de un modelo, Barreto-
Souza and Simas (2015) sugieren construir los residuos envelope. La idea a grandes

rasgos consiste en:

= Simular varios conjuntos de datos utilizando los parametros estimados (del mo-

delo de interés).
= Realizar el respectivo ajuste para cada uno de estos conjuntos.
= Obtener los residuos de Pearson.

= Calcular los cuantiles tedricos a partir de los residuos minimos y maximos por

individuo, ordenados de manera creciente.
= Graficar las bandas generadas por dichos valores.

Para mayores detalles ver, Barreto-Souza and Simas (2015).

Luego, si el modelo es adecuado, se espera que los cuantiles de los r; estén conte-
nidos en las bandas construidas, Atkinson (1985).

Dado que la variable de respuesta considerada en este trabajo corresponde a con-
teos, otro método util para analizar lo adecuado de un modelo para describir un de-
terminado conjunto de datos es la prueba de bondad de ajuste, la cual mide la dis-
crepancia entre la frecuencia observada (O;) y la frecuencia esperada o tedrica (E;);
de acuerdo con ésto, la hipétesis nula sera, Hy : los datos siguen la distribucién de

interés. El estadistico de prueba asociado esta dado por,

k1 2
2\ (0i — Ei)
=D
1=1
donde k; corresponde al numero de clases construidas, tal que, £; = nP(y;|0) > 5.

El estadistico x? sigue asintéticamente una distribucién chi-cuadrado con ki — g — 1
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grados de libertad, con ¢ el namero de parametros estimados. La hipétesis nula es
rechazada si x2 > x?__ (k1 —q—1).

En cuanto a la seleccién del modelo, los criterios usuales para seleccionar entre
varios modelos plausibles para un conjunto de datos, estan precisamente relaciona-
dos con la informacién disponible una vez que se han ajustados dichos modelos a
comparar, destacandose el criterio de informacion de Akaike, AIC, dado por Akaike
(1974),

AIC = —21(8) + 2q,

con ¢ el niumero de parametros estimados. Este criterio de seleccion consiste en es-
coger el modelo que presente menor AIC. Otra alternativa es escoger aquel modelo

cuya funcion de log-verosimilitud sea mayor.
2.6. Analisis de Influencia

Otro punto fundamental en el analisis de un modelo es la deteccion de observa-
ciones influyentes, ya que éstas, si es que existen, pueden afectar las conclusiones
extraidas de los resultados del modelo ajustado. En esta seccion se evalta dicha in-
fluencia estudiando el conjunto de datos sin una determinada observacién, o introdu-
ciendo pequenas perturbaciones, ya sea en el modelo y/o en los datos. Se presentan
dichas herramientas, tanto para el ambito de la funcién de log-verosimilitud obser-

vada, como también para la @-funcioén.

2.6.1. Influencia global: log-verosimilitud observada

Dada la importancia que tienen los estimadores de los parametros de un modelo
en el analisis de regresion, es comun estudiar el cambio que se puede producir en
dichos estimadores al eliminar un caso o un subconjunto de ellos del conjunto de

datos. Sean [(0) = [(6]y) y [(6]yy;), la funcién de log-verosimilitud de todo el conjunto
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y del conjunto de datos sin la i-ésima observacion, respectivamente, donde [i] denota
la eliminacién del caso i.

Con el propésito de evaluar la influencia de la i—ésima observacién, la idea basi-
ca es utilizar una medida que permita comparar la distancia entre el estimador de
maéaxima verosimilitud obtenido luego de eliminar un subconjunto de observaciones,
é[i] y el correspondiente estimador sin eliminar observaciones, 8. En este trabajo se
consideran la distancia de Cook generalizada (GD;) y la distancia de verosimilitud

(DV5).

1.- Distancia de Cook generalizada

Zhao and Lee (1998) utilizan un estadistico para analizar la distancia entre 8 y
9[i] denominado distancia de Cook generalizada, dicha distancia es denotada por
GD;, y esta basada en los estimadores maximo verosimiles de 0, y es calculada
mediante la siguiente expresion,

6—-0)"25"'(6-6))

GD; = , Vi=1,..,n,
q

donde Yy corresponde a la matriz de covarianzas asintética estimada de 6 y
g el namero de parametros del modelo. Una eleccién posible para esta matriz
es (—1(0))"! = (~Ig)" !, evaluada en 6, dado que corresponde a un estimador

consistente de g, luego,

(60— 0)T{-T5}(6—6y)

GD,; = . , Vi=1,..,n, (2.34)
210
donde I; = L(;‘e—é' Para estimar el vector de parametros 6|;) se maximiza
0000 "~

la funcién [[;(0) para i = 1,...,n, sin embargo, este procedimiento puede resul-
tar computacionalmente muy intenso, especialmente si n es grande. Pregibon
(1981), sugiere usar la aproximacién a un paso, é[li} de é[i], dada por,

~(1) T
6 =0+ {-T5}""};(6), (2.35)
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ol olj;)(0) 1(0)

donde [ () = 50

|9 » ¥ la matriz l[ ] (0)‘0:9 es reemplazada por I, debido a
Sustituyendo (2.35) en (2.34) se obtiene la aproximaciéon a un paso de GD;,

(U (0) {5} 72 (1}3(8))
q (2.36)

~ (I(0)) " {~Tp} "(1(9))

Luego, los puntos que tienen valores grandes de GD,EU

apV) =

se espera que presenten

un gran impacto sobre las estimaciones de los parametros del modelo.

Distancia de verosimilitud

La distancia de verosimilitud corresponde a otra medida para analizar la dis-

tancia entre 6 y 9[1-], y se define como,
DV; = 2{1(0) — (OM)} i=1,..,n. (2.37)

Al igual que (2.34), el calculo de (2.37) puede resultar computacionalmente muy
intenso, por lo tanto, es util considerar la aproximacién a un paso dada en (2.35),
con lo cual se obtiene la distancia de verosimilitud a un paso DVi(l) . Cuando los
contornos de la funcion de log-verosimilitud tienen forma eliptica, DV; puede

ser aproximada usando expansién de Taylor de [(6};) alrededor de 0, es decir,

DV; ~ 2{1(8) — 1(0) — : :
(2.38)

~ (0 — 0 {1536 — 6py)).
Utilizando la aproximaciéon a un paso de é[i] dada en (2.35) y dado que Z[i] (é) ~

I, la expresion (2.38) puede ser reescrita como,

DV, & (i(0)T {~15) " (1(8)). (2.39)

2
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Puede apreciarse que la expresion (2.39) es proporcional a la distancia de Cook
generalizada aproximada a un paso. En este trabajo segiin sea el caso y/o lo
exhaustivo del calculo computacional se usan indistintamente la estimaciéon de

los parametros sin una observacion con o sin la aproximacién a un paso.

2.6.2. Influencia local: log-verosimilitud observada

En esta seccién se presenta una metodologia para evaluar el cambio generado
en los estimadores de maxima verosimilitud al realizar pequefias perturbaciones, las
cuales pueden ser aplicadas al vector de respuesta (si este es continuo), a las varia-
bles explicativas o introduciendo ponderacion de casos. Este método recibe el nombre
de influencia local, fue propuesto por Cook (1986) y difiere del método de influencia
global, de eliminacién de casos, pues en todo momento se trabaja con el conjunto de
datos con todas las observaciones, con lo cual es posible estudiar los cambios sobre
los EMYV, con respecto a perturbaciones en los supuestos del modelo y/o en los datos
sin eliminar casos.

Sea w = (w1,ws,...,w,)T un vector de longitud n de perturbaciones variando en
una region abierta (2 C R”, denominado espacio de perturbaciones. Se define un mo-
delo estadistico perturbado, M = {P(y,0,w) : w € Q}, tal que P(y, 8,w) corresponde
a la funcién de densidad conjunta de la variable aleatoria y, donde cada elemento
del vector de respuesta tiene funcion de densidad dada en (1.1) perturbada por w.
Adicionalmente, se define /(0|w) = logP(y, 8, w) como la funcién de log-verosimilitud
de los datos perturbada por w, y se asume que existe un vector nulo wy € €, tal
que, [(8) = 1(0|wy), V 0. Sean 6 y la 8, los estimadores maximo verosimil bajo la fun-
cion de log-verosimilitud original /(0) y perturbada I(0|w), respectivamente. Con el
préposito de comparar a 6 y 6,, cuando w varia en el espacio de perturbaciones, Cook

(1986) propone el uso del desplazamiento de verosimilitudes, definido precisamente
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como la diferencia entre /(0) y [(0|w), evaluadas en sus respectivos EMYV,
DV (w) = 2{1(8) — 1(6.,)}, (2.40)

donde 1(8) = 1(8]wo) ¥ (8.) = 1(B,,|wp). Note que DV (w) >0V w e Qy DV (wy) =0,y
6., denota el EMV bajo el modelo M.
El grafico de DV (w) proporciona informacién relevante respecto a la influencia

del esquema de perturbacion, y se define como,

°@=( prtw) )

cuando w varia en ).
Sea Cp(0) la curvatura normal de la superficie a(w), en wy, en la direccién del

vector unitario h (||h|| = 1). Cook (1986) muestra que,

Cn(0) = 2lhTAT(~TIp) ' Ah],

0?1(0|w)
000wT ’
wy. Valores grandes de C},(0) indican sensibilidad al esquema de perturbacién en

donde Iy, es evaluadaen 6 = 6 y A = es evaluadaen @ = 0 y en w =
la direccion h. C,(0) es denominada influencia local sobre la estimacién de 0, del
esquema de perturbacion respectivo en la direcciéon h.

Sea h,,,; la direccién de maxima curvatura normal, luego, Cinoz = 24z, donde
Amaz €s el mayor valor propio de la matriz B = AT(—Ip)"'A y h,,.. es el corres-
pondiente vector propio, el cual muestra como perturbar el modelo postulado para
obtener los mayores cambios locales en el desplazamiento de verosimilitudes. Asi,
por ejemplo, si la i-ésima componente del vector h,,,, es relativamente grande, im-
plica que modificaciones del peso w; puede generar cambios relevantes en las conclu-
siones de un analisis. Otra direccion de interés es el i-ésimo vector unitario de R",

que corresponde a perturbar sélo el peso i-ésimo, es decir, w; # wp; para algin i, en
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cuyo caso se obtiene h = h;, bajo este escenario la curvatura normal esta dada por
C; = 2|Bjy;|, donde B;; corresponde al i-ésimo elemento de la diagonal de la matriz
B, para i = 1,...,n, Galea (2013). Graficos indices de C;, h,,,, son elementos impor-
tantes del método de influencia local. En este trabajo se utilizara como criterio para
detectar posibles observaciones influyentes C; > C' +2ds(C) o C; > C +3ds(C), donde

i=1

C = lZ:CZ y ds(C) corresponde a la desviacién estandar de los elementos del vector
n
C=(Cy,..,C)7.

Debido a que Cy(0) no es invariante bajo cambio de escala, Poon and Poon (1999),
redefinen la curvatura local por Cy(6) = Cn(6)

- tr(2B)
matriz. Una propiedad interesante de esta nueva curvatura es que para cualquier

, donde ¢r representa la traza de la

vector unitario h, se tiene que 0 < Cy(#) < 1. El principal uso de esta redefinicién

es que permite comparar curvaturas de diferentes modelos. De Bastiani et al. (2015)
2| By
tr(2B)’

elemento 1 y los restantes 0. Zhu and Lee (2001) consideran que una observacion

a la curvatura local en la direccién unitaria con i-ésimo

denotan a C} =

_ _ 1<
es potencialmente influyente si C > C* + 2ds(C*), donde C* = —ZCf y ds(C*)
n
i=1
corresponde a la desviacién estandar de los elementos del vector C* = (C¥, ..., C)T.

2.6.2.1. Algunos Tipos de Perturbaciones

En general, se entiende por perturbacién a cualquier cambio, ya sea en los supues-
tos del modelo postulado o en los datos; el objetivo es evaluar algiin cambio sustancial
en los resultados del analisis estadistico a través de esquemas de perturbacion. Entre
los mas comunes se encuentran, ponderacién de casos, perturbacion de la respuesta

y perturbacion de los predictores.

1.- Ponderacion de casos

Con este esquema se desea evaluar si el estimador maximo verosimil de 0 se ve

afectado cuando las observaciones tienen distintas ponderaciones en el modelo.
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Entonces, la funcion de log-verosimilitud del modelo perturbado estara dado
por,
n
1(Blw) = > wili(8),
i=1
donde w; > 0, i = 1,...,n, representa una ponderacion fija para el i-ésimo caso.

Es facil ver que cuando w = wq = (1,1,...,1)7, el modelo perturbado se reduce

al modelo original, es decir, [(0) = [(8|wy).

Perturbacion de la variable de Respuesta

Este tipo de perturbacion se puede realizar de dos maneras,
Yiw =Yi + Wi 0 Yiw =Yi Xwj, 1 =1,...,n,

denominadas perturbaciones aditivas y multiplicativas, respectivamente.

Note que, dada la naturaleza discreta de la variable de respuesta de este traba-

jo, este tipo de perturbacion no es adecuado.

Perturbacion de los predictores

Este tipo de perturbacion también se puede realizar de dos maneras, tanto adi-

tiva como multiplicativa,

Tijrw = Tijr + Wi, 0 Tijre = Tijx X Wi,

*

para ¢ = 1,...,n, y j* de acuerdo a la cantidad de variables predictoras, las

7 . _ T
cuales estdn relacionadas con p;, = exp{x; ,3}.

Note que para algin esquema de perturbacion, la densidad del modelo pertur-

bado, M, esta dado por,

n

P(y,0,w) = HP(yi,G,wi), para i=1,...,n.
i=1
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2.6.3. Eleccion del mejor esquema de perturbacion

A partir del trabajo de Cook (1986), basado en la curvatura normal para evaluar
la influencia local de pequefias perturbaciones de un modelo estadistico, Zhu et al.
(2007) y Chen et al. (2009) discuten la seleccion de esquemas de perturbacién apro-
piados. La propuesta de Zhu et al. (2007) esta basada en la matriz de informacién de

Fisher esperada, con respecto al vector de perturbacién, dada por,

2 w

OwiowT

donde E, denota la esperanza con respecto a la densidad del modelo perturbado,
P(y,0,w),y Ug(w) corresponde a la funcién score del modelo perturbado.

Los elementos de la diagonal principal de la matriz G(w) indican la cantidad de
perturbacion introducida por la i-ésima componente del vector w, mientras que los
elementos fuera de ella corresponden a las covarianzas de la funcién score con res-
pecto a las componentes de w, es decir, representan la asociacién lineal entre dife-
rentes componentes de w. Por otra parte, cuando G(w) no es definida positiva para
algun esquema de perturbacién, implica que algunas componentes del vector de per-
turbaciones son redundantes, ésto debido a que las filas de la matriz G(w) no son
linealmente independientes, lo cual debe ser solucionado. Basado en ésto Zhu et al.
(2007) indican que una perturbacién es adecuada para un modelo estadistico si satis-

face las condiciones siguientes:
» G(w) es definida positiva en una vecindad de wy.

= Los elementos fuera de la diagonal principal de G(w), evaluada en w(, deben

ser lo mas pequenos posible.

Luego, una perturbacién w es considerada adecuada si al evaluar la matriz de
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informacion de Fisher esperada en wg se obtiene que,
G(OJO) = CIn,

donde ¢ = E,(dlogP(y;, 0, w;)/0w;)? > 0 evaluada en w = wy, lo que garantiza que los
elementos de w son asintéticamente independientes. Ademas, si la matriz
G(wp) = Diag(G11(wo), .., Gnn(wo)), es siempre posible escoger un nuevo esquema de

perturbacion &, definido por,
@ = wp + ¢ Y2G(wp) ' (w — w), (2.41)

tal que, G(w) evaluado en wy sea igual a cI,,.

Lema: Si G(w) # cI,,, entonces G;(w) evaluado en wy es igual a cI,,, con G(-) y
Gi(+), la matriz de informacién de Fisher de w y @, respectivamente.

Dem: Sea & = g(w), donde g es una funcién 1 a 1 de manera que su inversa exista,
tal que h(w) = w.

Por definicién,

G1(0) = E(Ug(@)Up (@), (2.42)
donde Up(w) = m(;lw) ; utilizando regla de la cadena se obtiene,
-\ Oh(w) 0l(8|w)
Uol@) =55 00

Por lo tanto, se puede escribir, la expresion (2.42) evaluada en w = h(@) como,

- Oh(w) 01(6|h(w)) OL(8]h(@))T Oh(@)\  Oh(w) - Oh(@)
Gilw)=E < 0w on@)  onw@) 0w > = o GU@) =57
Por otro lado, a partir de (2.41) se tiene que,
hM©) = w = wo + ¢/2G(wo) "2 (@ — wp).
Luego, h(wy) = wo = G(h(wp)) = G(wo) ¥ 82(5) = ¢'/2G(wg) 172,
G1(@o) = [¢"*G(wo)*|G(wo)[c"*G(wo)/*)"
(2.43)

= ¢G(wo) /*G(w)G" (wo) "'/,
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Como G(w) es la matriz de informacion de Fisher esperada para w, y como tal, es
simétrica y definida positiva, utilizando la descomposiciéon de Cholesky se tiene que

G(w) = G(w)/2G" (w)!/2, 1a cual al ser sustituida y evaluada en wg en (2.43), lleva a,
G1(@0) = cG(wo) ?G(wo)*(G(wo) V2 G(wo) VAT =cL,,.

Zhu et al. (2007) presentan variados ejemplos destinados a discutir y encontrar,
bajo diversos escenarios, la perturbacién mas adecuada. Giménez and Galea (2013)
analizan tres esquemas de perturbacion propios del modelo de calibracién compa-
rativa: ponderacién de caso, perturbaciéon aditiva del instrumento de referencia y
perturbacion aditiva del instrumento alternativo; muestran que el primero de estos
esquemas cumple con (2.6.3), sin necesidad de elegir nuevo esquema @, mientras que

el segundo y tercer tipo de perturbacién requiere de esta nueva eleccion.

2.6.4. Influencia global: Q-funcion

Por otro lado, si la estimacion de los parametros es realizada mediante la maximi-
zacion de la @-funcidn, el analisis de influencia sera realizado a partir de dicha fun-
cién. Sean [(0]y.) y [(6]y,;)), la funcién de log-verosimilitud del vector de parametros
g dimensional, 6, para los datos completos y para los datos completos sin la i—ésima
observacion, respectivamente, donde [i] denota la eliminacion del caso .

Luego, la funcién Q(-) para el conjunto de datos sin la i—ésima observacion es-

tara dada por,
Q;(016) = E{1(6]y.4;)) Yoy 0},

cuyo maximo sera denotado por 9[1}, i=1,...,ny 0 corresponde al estimador de maxi-
ma verosimilitud de 8, utilizando los datos completos.
Zhu et al. (2001) proponen el uso de una version alternativa de la distancia de

Cook generalizada dada en (2.34) a partir de la @-funcién, en cuyo caso la distancia
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entre 0 y é[i} esta dada por,

(60~ 0" {~Q(816)}(6 — 6;y)
q

GD; =

Realizando la aproximacion a un paso OAEZ-I}) de é[i} propuesta por Pregibon (1981),

se obtiene,

01 = 6+1{-Q(010)}'Q;(016), (2.44)

0Qy; (616 S
M Y Q[i](9\9)|9:g del algoritmo de estimacion es reem-

donde Q[l](9|@) = 90 oo

plazada por Q(9|9).
Realizando la sustitucién correspondiente, se obtiene la aproximacién a un paso

de GD; en el contexto EM,

i = (2.45)

Luego, los puntos que tienen valores grandes de GDZ(I) presentan un gran impacto
sobre las estimaciones de los parametros del modelo.
Analogamente, Zhu et al. (2001) proponen un resultado homélogo a la distancia

de verosimilitud (DV;), basado en la @-funcién,
QD; = 2{Q(8]6) — Q(0/3/0)};
por (2.44) se obtiene la aproximacion de QD; a un paso:
1 _ 1A Sy
QDY = 2{Q(816) — (81} 19)}. (2.46)

Note que la obtencién de las correspondientes medidas de influencia local en el
contexto del algoritmo EM, consisten en sustituir /(8|w) por [.(0|w,y.) y definir al

modelo estadistico perturbado M como,

M= {P(ycagaw):w € Q}7
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donde P(y,,0,w) corresponde a la funcién de densidad conjunta de los datos comple-
tos perturbados por w.

Zhu et al. (2001) demuestran que bajo ciertas condiciones de regularidad, exis-
te una relacion entre GDl(-l) en el enfoque de la log-verosimilitud completa y la @-

distancia aproximada a un paso, QDEI), concluyendo que; GDZO) ~ QDEI).
2.6.5. Influencia local: @-funcion

Sea w el vector de perturbaciones, iy(0|w,y,) ¥ l.(0|w,y.) la funcién de log- vero-
similitud de los datos observados y la funcién log-verosimilitud de los datos comple-
tos perturbados por w, respectivamente, donde 8 corresponde al vector de parame-
tros ¢ dimensional desconocido. Se asume que existe un vector nulo wy € 2 tal que
1o(8]y,) = lo(8|wo, ¥y) ¥ 1(0]y,) = 1.(0|wo,y.) para todo 0. Sean 6 y 8., los estimadores
maximo verosimil bajo las log-verosimilitudes original y perturbada, respectivamen-
te, que maximizan a Q(619) = E(L.(6y.)|y,.0) y a Q(6]w.0) = E(l(8]w.y.)I¥,.6),
basadas en el algoritmo EM. De acuerdo al método descrito en la Seccién 2.6.2, la
idea es comparar 0 y ., cuando w varia en §2; estimaciones similares indican que la
perturbacion realizada tiene poco efecto sobre los estimadores, mientras que, si las
estimaciones son muy diferentes, hay claros indicios que el proceso de estimacién es
altamente sensible a tal perturbacién. Para medir esta distancia, Cook(1986) propu-
so el desplazamiento de verosimilitudes definido en (2.40); siguiendo esta idea, Zhu
et al. (2001) y Zhu and Lee (2001) proponen el desplazamiento de la @-funcién, la

cual mide la diferencia entre 6 y 6,,, definida como,
Jo(w) = 2(Q(818) — Q(8.,|6)],

donde Q(010) = Q(8]wo, 6) y Q(6.,]68) = Q(B.|wo,8). Note que, fo(w) >0V w € Qy

que flwo) = 0.
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Un gréfico de fg(w) versus w, contiene informacién esencial respecto a la influen-
cia del esquema de perturbacion; siguiendo el esquema planteado por Cook (1986),
Zhu and Lee (2001) consideran el grafico definido como: a(w) = (w”, fo(w))’.

Luego, Cg(0) denota la curvatura normal de la superficie a(w), en wy, en la
direccién del vector unitario h (]|h|| = 1). Asi también, extienden la definicién de

curvatura normal al Ambito de la @-funcidn, la cual queda expresada por,

Con(0) = 2h"Q,, hl,

8°Q(016) _9’Q(6,wlh)

donde Qwo = Ago{—Q(Glé)}_lAwo, Q(9|é) = Wb:é yau = W‘gzéyw:wo-



Capitulo 3

Modelo de Regresion
Poisson-Gamma: Binomial
Negativo

En la literatura se presenta una gran variedad de modelos para describir datos de
conteo, dentro de los cuales destaca el modelo de regresion Poisson, el cual se carac-
teriza por la condicién de que la media y la varianza coinciden, la que dificilmente se
cumple en aplicaciones con datos reales. Una variante a estos modelos, son aquellos
que permiten la existencia de sobredispersion, es decir, que la varianza supere a la
media, dichos modelos reciben el nombre de modelos de regresiéon Poisson Mixtos o
modelos de mezcla Poisson. Entre los que destaca el modelo de regresion Binomial
Negativo, discutido ampliamente en la literatura. Lord (2006) utiliza datos de acci-
dentes automovilisticos para exhibir sobredispersion, con los cuales justifica el uso del
modelo de mezcla Poisson-Gamma y examina el efecto en la estimacién del parame-
tro de dispersion cuando el tamafio muestral es pequeno. Burrell (1990) discute lo
apropiado del modelo mezcla Poisson Gamma para explicar la circulacion de libros,
en las bibliotecas de la Universidad de Saskatchewan, Canada y de la Universidad
de Sussex, Inglaterra. Jowaheer (2003) introduce la quasiverosimilitud generalizada

para analizar un conjunto de datos, asume que los efectos aleatorios se distribuyen

50
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Gamma. Karlis (2001) obtiene los EMV de los parametros de los modelos Poisson-
Gamma y Poisson-Gaussiano Inverso utilizando el algoritmo EM, los resultados son
aplicados a datos reales concernientes a crimenes de Grecia. En cuanto al andalisis de
influencia el aporte realizados por diversos autores es extenso, entre ellos destaca el
trabajo de Zhu et al. (2001) quienes generalizan el enfoque de Cook (1977) tomando
como base la esperanza condicional de la funcién de log-verosimilitud de los datos
completos en el algoritmo EM, obtienen algunas medidas de eliminacion de caso y lo
aplican al modelo de regresion lineal censurado. Zhu and Lee (2001) complementan
el trabajo anterior derivando las medidas de influencia local y lo ilustran, entre otros,
mediante datos de penetracion de aerosol, donde suponen que el efecto aleatorio si-
gue una distribucién normal, y posteriormente lo extienden a modelos lineales mixtos
generalizados. Svetliza (2003) discute la aplicacion de influencia local y analisis resi-
dual a través de la deviance residual al modelo Binomial Negativo no lineal. Xie and
Wei (2008) realizan un analisis de influencia basado en el algoritmo EM para el mo-
delo de regresion Poisson Gaussiana Inversa. Por ultimo, Barreto-Souza and Simas
(2015) introducen una clase mas general de modelos de regresion mezcla Poisson, a
la que denominan MP. Como su nombre lo indica, esta clase de modelos esta basada
en una mezcla de la distribucion Poisson y una distribucién que pertenece a la fa-
milia exponencial. Para la estimacién de los parametros utilizan el algoritmo EM, y
basados en dicho algoritmo, obtienen las medidas de diagnéstico, tanto de influencia
global como local. Ilustran estos resultados a un conjunto de datos reales, donde la
variable de respuesta corresponde al nimero de ausencias a clases de 314 alumnos,
y las variables explicativas son: el sexo, el puntaje estandarizado obtenido en ma-
tematicas y una variable dicotémica que indica el tipo de programa escolar al que
pertenece el alumno. En particular, analizan estos datos bajo el modelo de regresién

Binomial Negativo, el cual pertenece a la clase de modelos MP. Para el ajuste del
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modelo introducen una estructura de regresion a la media y al parametro de disper-
sion. En cuanto a la influencia local consideran los esquemas de ponderacién de caso,
perturbacion aditiva de las variables explicativas y perturbacién de la variable no
observada (datos faltantes). Sin embargo, en ningdn momento hacen referencia a la
eleccién adecuada del esquema de perturbacién, lo cual es considerado un aspecto
relevante en esta tesis, discutido en la Seccién 2.6.3.

En este capitulo se presentan las medidas de influencia para el modelo de regre-
sion Binomial Negativo, como mezcla Poisson-Gamma. Se utiliza el algoritmo EM,
basado en la esperanza condicional de la funcién log-verosimilitud de los datos com-
pletos; tanto como método de estimacion de los parametros y como punto de partida
para derivar algunas medidas de influencia del modelo, tales como, eliminacién de
caso y analisis de influencia local. Con el propésito de ilustrar los resultados se pre-

sentan simulaciones y aplicaciones a datos reales.
3.1. Estimacion en el modelo Poisson-Gamma

Para obtener la estimacion maximo verosimil de @ se utiliza una combinacion del
método de minimos cuadrados reponderados (IRLS) y el algoritmo EM. El algoritmo
IRLS, segin Nelder and Wedderburn (1972) es utilizado para estimar el vector de
medias de un modelo, cuando dicho modelo pertenece a la clase de los modelos linea-
les generalizados y dado que el modelo Poisson pertenece a dicha familia es posible
su uso. Asi el valor de los parametros una vez realizadas las m iteraciones sera ac-
tualizado en,

5(m+1) _ [XTA(m)X}_lXTA(m)Z(m), (3.1)

donde z es un vector, denominado variable dependiente ajustada (o modificada), dado
por,

z=n+APV 2y —p),
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con V una matriz diagonal, cuyos elementos corresponden a la funcion varianza del
modelo, y A una matriz diagonal denominada matriz de pesos, que cambia en cada

paso del proceso iterativo al igual que el vector z, y cuyos elementos estan dados por,

1 3ui>2
A = . 3.2
Vi) <5m 3.2)

Por su parte, el algoritmo EM, se puede resumir para este modelo como,

= Paso E: Calcular la @-funcion de acuerdo con la expresion (2.28) para el modelo
de mezcla Poisson-Gamma. De acuerdo a ella y a (2.5), es necesario calcular la

esperanza de la variable offset y su logaritmo:

e Por lemma de Sapatinas (1995) con » = 1, se tiene de manera general de
acuerdo con (1.2) que,

Py + 1a,

, 3.3
P(y)ay—H (8.3)

donde P corresponde a la distribucion resultante de la mezcla. Aplicando

(8.3) al modelo Poisson-Gamma se obtiene,

yi + ™
A 4 ()

E(tl‘yan(m)) = = €4,
dado que en el modelo Binomial Negativo a, = y!.
e Y, como t; ~ Gammal(vy, ) implica que t;|y,, \i ~ Gamma(y; +, \i +7), por

lo tanto se tiene que,

E(log tilyp,0™) = v(yi +1™) —log (A" ++™) = s,

i
parai=1,...,n, donde ¢(-) denota la funcion digamma.

Sustituyendo los pseudovalores e; y s; en (2.5) se obtiene la @-funcién,

Q(010"™) = > "{—e; \i++yi log \i+yi si+(y—1) s,—log yi!—7 ei+ log y—log I'(7)}.
=1

(3.4)
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= Paso M: Encontrar el valor de 6§ que maximiza la @-funcién dada en (3.4).

e Actualizar los estimadores 3™, relativos al modelo Poisson, usando los
seudovalores e; como valores de la variable offset (¢;). Para la estimacion
de 3 en este trabajo se utilizé el método IRLS dado en (3.1), donde X repre-
senta la matriz de disefio del modelo y los elementos de la matriz diagonal
A, cuyos elementos son calculados a partir de la expresion (3.2) y estan
dados por,

A = pi,
donde p; = t;\; = t;exp{x! 3}, mientras que los elementos del vector z
Yi — M

seran: z; = n; + = + log(t;), con 7; = log(t;) + exp{x; 3}.

Hi

e Actualizar (" utilizando el algoritmo de Newton-Raphson (Hilbe (2011)),

donde,
Q(816)  I*(E(l.(0 .0 ,
L@ = T 5 - CEELRINE (- 1), e

Con lo cual,

~my ¥("™) —logyt™ —54+E-1
_’Y 1 9

P (ym)) —

(m+1)

Y
,y(m)

donde /() denota la funcién trigamma.
Una vez que se satisface el criterio de convergencia, se detienen las iteraciones

y se regresa al paso E.

Para la obtencion de los errores estandar asintéticos de 8, dado que es conocido
que la mezcla Poisson-Gamma da origen a una distribucién Binomial Negativa, se
utilizara directamente la matriz de informacién observada, donde () esta dada por

(2.4), luego, los elementos de Iy son:
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5°1(6) Z (v + i)
PR = 0B0B; A (7 + M2 ik

i=1

. 1 2 v+ Y
II i - :
;( @) =)+ = e )

n

)\z
- Iﬁ’Y 8,8 a,y Z

=1

JIU

Tomando esperanza a cada término de la matriz Iy se obtiene:

/ / 1 2 i
« K, =-EI,)=-E [Z (w (yi+7) = (7)+;_ CES YR (';/yj;\/i)2>],

donde Y es una matriz diagonal cuyos elementos estan dados por

As N Debido
a que K3, = 0, 8 y v son ortogonales, luego la matriz Ky es diagonal por bloque;
por lo tanto, para determinar los errores estandar asintéticos de 3 se utilizara Kgé
Ahora bien, dada la dificultad para determinar E(¢'(y; + 7)), se usara (—L,,)~! para
obtener el correspondiente error estandar asintético de v. Note que una manera de
resolver dicha dificultad es utilizar el método de Monte Carlo, el cual consiste, a
grandes rasgos, en simular una muestra aleatoria de tamano n (grande) proveniente
de la distribucién de y;, utilizando los EMV de 0 ya encontrados. Es decir, seay =
(Y1, ...,yn)’ una muestra aleatoria de tamafio n, dado que ¢/(-) es una funcién medible

y E(y) < oo, se tiene por Ley de los Grandes Numeros que,

a.s E(y),

entonces,
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K., puede ser calculado (aproximadamente) ademas a través de la definicién de es-

peranza, en cuyo caso,

1 2 Y+ Vi
ZE( (yi +7) — ¢(’Y)+;_ (v + N\) + (7+)\i)2>

n | oo (3.7)

_ 1, ¥ o l_ 2 vty ok
= ; y;o(w(yﬂrv) YO+ (’Y+>\i)+(’7+)\i)2>P(Yl )|

donde P(Y; = y) = P(y;|\i,y) corresponde a la probabilidad paracaday’ € {0,1,...},
calculadas a partir de la distribuciéon Binomial Negativa dada en (2.3), asumiendo que
E(t;) =1.

3.2. Diagnoéstico de Influencia para el modelo Binomial
Negativo

En esta seccién se presentan las expresiones que permiten detectar potenciales
observaciones influyentes, tanto del punto de vista global como local para el modelo

Binomial Negativo a través de la @-funcion.

3.2.1. Influencia global

Para el modelo de regresion Binomial Negativo, como mezcla Poisson-Gamma da-
do en (2.3), bajo el supuesto que E(t;) = 1, condicién impuesta por Karlis (2001) para
evitar problemas de identificabilidad, se tiene que la primera derivada de la funcién

Qy; (0\9) con respecto a v y 3, evaluado en 6, estan dadas respectivamente por,

1(616)

#_—z 1) ~log 7 = 5; +¢; ~ 1),
JFi

0Q;(010) e,

[(%T =D (s = emy) = Xy (v — €y,

J#i
donde eﬁ.] = €[] © A[;) es un vector de longitud (n — 1), con © denotando el producto de

Hadamard.
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Mientras que las derivadas correspondientes respecto a v de la funcién Q(6|6)

estan dadas por (3.5) y (3.6) y las derivadas cruzadas por,

9°Q(610)
ovoBT

Adicionalmente, el vector score y la matriz hessiana para (3 obtenidos a partir de
la @-funcién son,

_ 8Q<9‘é) _ 6E<lc(0’yc>‘YOvé> — XT

Us(@ = "2 o (y—e),

donde e* = e ® A, es un vector de longitud n y,

opoBT opopT

donde J; corresponde a una matriz diagonal de dimensién n x n, cuyos elementos son

*
€

i =1,...,n. Luego,
R ( -X7J,X 0

Q(616) = o’ . <¢,(7) B %> > ; evaluada en 6 = 6.

Note que, Q(é\é) corresponde a la matriz hessiana de 0 en el contexto del algorit-
mo EM.

Sustituyendo estas expresiones en (2.44) se obtiene la relacion entre los parame-
tros estimados de los datos completos y los datos sin el i-ésimo caso del modelo de
regresion Binomial Negativo con respecto a v y a 3 a un paso, las que estan dadas

respectivamente por,
1) AN A .
=i {n (Ve -2 e -lgi—ste 1) 69

1) - _ .
By =B+ X 3X) Xy, —efp)- (3.9)
Para este modelo se pueden evaluar las observaciones influyentes a través de la

distancia de Cook generalizada a un paso de acuerdo con (2.45) para vy 3,

60 ) = {n (v -1) } (T -logr == D)y
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GDM(B) = (v — efy) "Xy (XTI X) X, (v — efy)-

Ambas expresiones estan evaluadas en el estimador maximo verosimil de 6. Lue-

go, la distancia de Cook generalizada total quedara expresada como,
¢pM = GDM () + GDM(B), evaluada en 6 = 6.

Para calcular la @-distancia a un paso dada en (2.46) para el modelo Binomial
Negativo se deben considerar las estimaciones de los parametros a un paso sin la

1-ésima observacion, dadas por (3.8) y (3.9).

3.2.2. Influencia local

A continuacién se presentan las expresiones que permitiran analizar los cambios
sobre EMV al aplicar pequenas perturbaciones, en particular a los predictores del

modelo mezcla Poisson-Gamma. De dicho modelo se tiene que,

fWic) = f(yisti) = Plyilts, o) f (i),
S———
Poisson Gamma
Luego, la densidad conjunta bajo el modelo perturbado M, se puede escribir como,

n

Fye) =TT fwie: 6,0, (3.10)

=1

donde f(yic, 0, w;) tienen la misma forma funcional Vi = 1,...,n. A partir de (3.10) la

funcion de log-verosimilitud de los datos completos estara dada por,

ZC(0’w7yc) = Zlogf(ywv 01 wl)

=1

= [logP(yiu|ti, B) + logf (t:|y)].

i=1

(3.11)

De acuerdo con (3.11) la funcién de log-verosimilitud del modelo completo bajo el

esquema de perturbacion aditiva del predictor estara dada por,

le(Blw,y,) =Y {—ti N + yi loghi, + yi log t; + (y — 1) log t;— 19
i=1 (3.12)

log y;! — v ti +~vlog v —log I'(7)}),



59

donde )\, = exp{x} 3} = exp{x! 3 + w;if;}, con j* representando al j*-ésimo predic-
tor perturbado y haciendo w = wq = (0,0,...,0)” el modelo perturbado se reduce al
modelo original, es decir, I.(0]y.) = [.(0|wo,y,).

Al perturbar de manera aditiva a un predictor se tiene que la matriz A,,, tiene la

forma,

T

T
Ay = ( i > : (3.13)
v gxn

donde T? = 0 corresponde a un vector de longitud n; mientras que Tg es una matriz
de dimensiones (p + 1) x n, cuyo i-ésimo elemento con respecto al pardmetro 5;, con

j=0,...,pesta dado por,

- { —€i NiwTij By J# 7%
“ —€i iy (Tije + wi)Bjr — eidiv + i, J=7"

parai=1,...,ny todas las expresiones son evaluadas en = 0 y w = wy.

De acuerdo con lo expuesto la Secciéon 2.6.3, un esquema de perturbacion es ade-
cuado si G(wg) = cl,, a continuacion se analiza si para el modelo de mezcla Poisson-
Gamma la perturbacién aditiva de uno de los predictores es adecuada.

A partir de (3.12), se tiene que,

alc(elwa yc)
8(,07;
0%1.(0|w,y.)
(%)12
0%1.(0|w,y.)
&ui&wr

= —ti\iwf; +yiBj,
= —tidiwfB}?,

=0 T#ET

Entonces los elementos de la matriz G son,

0?l.(0|w,y. . .
. _ 8lc(e‘w7yc) alc(elwayc) _ .
Gir(w) =E < 9o O =0, i,

dado que t; ~ Gammal(~, 7). Por lo tanto, la matriz de informacién de Fisher esperada
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con respecto a w bajo este esquema de perturbacion es,

My O - 0
0 Mo -+ O
Gw =62 . |
0 0 Anw
y evaluada en wy se tiene que,
G(wo) = B;°Diag(), ..., An) = ;°Diag(A) # cl,,. (3.14)

conc = ﬁ;@ >0y A= (A1, ..., \n)T, por lo cual es necesario elegir una nueva perturba-

cién (parametrizacion) w, definida por,
@ = wo + ¢ Y2G(wo) 2 (w — wo).
Reemplazando (3.14),
@ = wo + (B3.)7/*(87.Diag(X)"/*(w — wo);

como wy = 07, se obtiene & = Diag(\)'/?w — w = Diag(\) /2.

Por lo tanto, en el modelo perturbado (3.11) se debe definir z;;+, = x;;+ + )\;1/ 2&)1-.

Repitiendo para verificar que este esquema de perturbacion es adecuado se tiene,

Olo(0|w,y,) ~1/2 y—1/2
T om =—tiNioN; B FuiBiA T
82lc(elw7yc) —1 %2
87@1,2 = — ti)\id))‘i '
Pl(6lw,y.) ,
0000, =0 S

Recalculando la matriz de informacion de Fisher esperada,
G1 (@) = B hia); " = Gi(@g) = BT, = c,, (3.15)

con ¢ = 33% > 0.

En general, se puede escribir la perturbacién aditiva de un predictor como,

Aiww = exp{X] B + SiwiB3} };
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en adelante, a partir de dicha expresion se analizara lo adecuado de la perturbacién
aditiva para un modelo.

En particular, segin lo obtenido en (3.15), S; = (\;)~'/2? para un modelo de mezcla
Poisson-Gamma: Binomial Negativo, el esquema de perturbacién aditiva del predic-
tor es adecuado.

Redefiniendo la @-funcién perturbada utilizando, \;,, = exp{x} B8 + (\;)~"/ *wiffs}s
se obtiene,

n
Q(8lw,0™) = Z{—ei i +yi log Niw+yi si+(y—1) si—log y;!—~ e;+7vlog y—log I'(7) }.
i=1

Luego, los elementos de la matriz 737, dada en (3.13), necesaria para calcular la
matriz A,,, estan dados por,

—5]'*61')\@%]')\;1/2 + %5;’*(61')\@ - yi)xij)\;S/Q JF T

TBi; =

1 _ _ o
—BjreiNiuTijA; V2 §ﬁj*(€i)\iw — Yi)Tij A, 82 (€idiv — Yi) A, 1/2 yJ=7J"-

3.3. Aplicacion

En esta seccidon se presenta la ilustracion de la metodologia expuesta en las sec-
ciones precedentes. En primer lugar, se realiza un estudio de simulaciéon que tiene
como finalidad mostrar la importancia para el analisis de influencia local, la correcta
eleccion del esquema de perturbacién y con ello el vector que permitira realizarla.

Ademas, se analizan dos conjuntos de datos reales, disponibles en la literatura.

3.3.1. Simulacion

Con el propésito de comparar el vector de perturbaciéon w con @ bajo el esque-
ma aditivo de perturbacién del predictor, donde & corresponde al vector de pertur-
baciéon mas adecuado de acuerdo con lo expuesto en la Seccion 3.2.2; y verificar la

importancia y eficiencia que la elecciéon de dicho vector tiene para la deteccién de
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potenciales observaciones influyentes, se realizé la simulacion de 500 conjuntos de
datos de longitud 100, con parametros 8 = (5y = 3,81 = —3,v = 2)T, y covariable
x ~ Uniforme(0, 2), fija para cada conjunto. A cada conjunto de datos se le agregé una
observacion atipica, correspondiente a la nimero 30 (elegida de forma arbitraria), a
la cual se le sumoé ¢ veces la desviacién estandar de la correspondiente covariable,
donde ¢ = {0.5,1,1.5,2,2.5,3,4,5,6}. La finalidad de este estudio de simulacién es
comparar el namero de veces que dicha observacion es detectada como posible caso
influyente, segin el esquema de perturbacion aditiva del predictor, bajo los vectores
w y @, los resultados se encuentran en la Tabla 3.1. Adicionalmente, se contabilizé la
cantidad de veces que la observacién 30 era considerada potencialmente influyente
de acuerdo a la @-distancia (analisis de influencia global), resultados que también

son incluidos en la Tabla siguiente.

vector | Medida | 0.5 1 1.5 2 2.5 3 4 5 6
w hmaz] | 0.0 | 00 | 04 | 22 | 38 | 6.8 | 120 | 18.0 | 21.8
C; 1.6 6.0 9.2 | 13.6 | 16.6 | 20.2 | 28.0 | 35.2 41.8
w |hmaz] 0.2 | 10.8 | 47.0 | 78.8 | 93.4 | 96.0 | 97.2 | 100.0 | 100.0
C; 02 | 7.8 | 41.6 | 74.6 | 91.6 | 96.2 | 96.6 | 99.8 | 100.0
QD; 20.2 | 55.0 | 76.6 | 87.4 | 90.2 | 92.6 | 96.0 | 96.0 96.0

Tabla 3.1: Porcentaje de deteccion observacion 30 bajo w y @, QD;.

A partir de la Tabla 3.1 se puede ver que bajo el vector de perturbacién w la ob-
servacion 30 fue detectada un porcentaje muy pequeno de veces, mientras que bajo
el vector perturbacion @ el porcentaje de deteccion es considerablemente mayor, co-
mo era de esperar dado que @ corresponde al vector de perturbaciones mas adecuado
como se mostro anteriormente. Para llevar acabo ésto se establecié que la observa-
cién seria considerada potencialmente influyente si: |hmaz,| > [Dmaz| + 3ds(|honaz|),

C; > C +3ds(C)y QD; > QD; +3ds(QD;), V i = 1,...,n en cada muestra generada.

La Figura 3.1 muestra la dispersion de dos de estos conjuntos de datos, 1 (a) y 451
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(b) (elegidos de manera arbitraria, de entre los 500 conjuntos de datos simulados); en
ellos se observa que para un valor ( = 4, la observacion 30 esta alejada del compor-
tamiento de las restantes observaciones (en ambos conjuntos de datos), por lo tanto,
se espera que ella sea detectada como posible caso influyente, con ambos vectores de

perturbacion.

(@ (b)

25
25
|

30 .«

Variable respuesta
15
l
Variable respuesta
15

30 .

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

Variable predictora Variable predictora

Figura 3.1: Graficos de dispersion conjunto 1 (a) y conjunto 451 (b).

En la Figura 3.2(a) y (c) se presentan los graficos indice, correspondiente a la
direccién unitaria |h,,q.|, bajo el vector de perturbaciones w y @, respectivamente; se
observa que en (a) la observacién 30 no es detectada como potencial valor influyente,
pero si la observacion 74, que corresponde a aquella que toma mayor valor en la
variable respuesta, mientras que en (c) si es detectada la observacion 30, como era
de esperar, destacando de manera considerable por sobre las restantes observaciones.
Asi también, en la Figura 3.2(b) y (d) se muestran los graficos indice de la curvatura
local total, C;, considerando los dos vectores de perturbacion (w y @), nuevamente el
patrén de deteccion de la observacion 30 es el mismo.

La Figura 3.3(a)-(c) muestra los graficos correspondientes de |h,,,,| y curvatura
local total, C; (b)-(d), bajo el vector de perturbaciéon w y &, respectivamente, para el
conjunto de datos 451; de las figuras (a) y (b) se puede concluir la observaciéon 30 no

es detectada como posible caso influyente, sin embargo, y como se esperaba el vector
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Figura 3.2: Valores de |h,,,.| (a) y curvatura local total, C; (b) bajo el vector de per-
turbacion w y @ (c), (d) para el conjunto de datos 1.
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Figura 3.3: Valores de |h,,,,| y curvatura local total, C;, bajo el vector de perturbacion
w (a)-(b) y & (c)-(d) para el conjunto de datos 451.

La Tabla 3.2 muestra las estimaciones respectivas por conjunto de datos con y sin
la observacion 30, ademas de la razén de cambio (RC) en las estimaciones, que en

general esta dada por,

0; — 6,1

RC; = % 100, Vj, (3.16)

J
donde éj( 1) denota el EMV cuando se elimina un subconjunto de datos.

Adicionalmente, a lo presentado en la Tabla 3.2, se estudié la significancia de los
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Conjunto | Parametro Estimacion Estimacion RC
con caso 30 sin caso 30
1 Bo 2.0964 (0.2297) 3.0361 (0.1869) | 44.82%
51 —1.4591 (0.2487) | —3.1700 (0.2820) | 117.26 %
~y 0.7333 (0.2196) 2.6749 (0.8607) | 264.78 %
l —193.0602 —148.6691
451 Bo 2.8750 (0.1836) 2.9999 (0.1919) 4.34%
B1 —2.5247 (0.2381) | —2.7542 (0.2562) | 9.09 %
vy 2.2853 (0.7070) | 2.2901 (0.6976) | 0.21%
l —175.7843 —167.7108

Tabla 3.2: Resumen del ajuste del modelo Binomial Negativo para los conjuntos de
datOS 1 y 451, con y Sin la Observacién 30. Las desviaciones estdndar estdn expresadas entre paréntesis.

parametros y ésta nunca cambio, pese a ésto se puede observar como en el conjunto de
datos 1 la razon de cambio de las estimaciones es muy grande, ademas este conjunto
presenta un aumento considerable en la funcion de log-verosimilitud al extraer la
observacion 30, ésto hace pensar que la observaciéon 30 si provoca alguna influencia
en los EMV de los parametros, a pesar que la significancia de éstos nunca cambio.
En el conjunto de datos 451, los cambios son menores al 10 % al extraer el caso 30
y llevarian a concluir que la observaciéon 30 no es influyente, a pesar de haber sido
detectada de manera grafica como una potencial observacion influyente.

La Figura 3.4(a) muestra el comportamiento de los residuos de Pearson para el
conjunto de datos 1, se puede ver que el residuo de la observaciéon 30 sobresale de los
restantes. Cuando dicha observacion es extraida del conjunto de datos (Figura 3.4(b))
se puede ver que los residuos estan en un 99 % dentro del criterio usual |r;| < 3.

Situacion analoga a la anterior se puede observar en la Figura 3.5.

Finalmente, en la Figura 3.6 (a), se puede observar que para el conjunto 1 existen
notorias diferencias en las curvas ajustadas, permitiendo afirmar que la curva ajus-
tada sin la observacion 30 describe mejor el fenémeno de interés, sin embargo, para
el conjunto 451 (b), esa diferencia es practicamente nula.

A partir de este estudio de simulacién se puede concluir que:



66

@) (b)

g 30 « ]
| B
n _| . : .
&) .
_ _ — — ® . .
[Te) T‘ : N “’. W PR et .."“...“'”..
o |
L R
T T T T T T ! T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
indice indice

Figura 3.4: Residuos de Pearson para el conjunto de datos 1 con la observacién 30
(izquierda) y sin ella (derecha).
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Figura 3.5: Residuos de Pearson para el conjunto de datos 451 con la observaciéon 30
(a) y sin ella (b).
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Figura 3.6: Ajuste de los datos con y sin la observacion 30 para el conjunto de datos 1
(a) y para el conjunto de datos 152 (b).

= La eleccién del esquema de perturbacion debe ser riguroso, pues permite iden-

tificar de mejor manera posibles observaciones influyentes.

= El esquema de perturbacion bajo & detecté sin problemas a la observacion 30, la

cual debe ser analizada, y su influencia estudiada en ambos conjuntos de datos.

= De la Tabla 3.2 se puede afirmar que si bien la observaciéon 30 no provoca cam-
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bios en la significancia de los parametros, en el caso particular del primer con-
junto de datos, al extraer dicha observacion el ajuste de las restantes observa-
ciones mejor6 considerablemente. Esto no sucede en el conjunto de datos 451,
dado que de acuerdo con la Figura 3.1(b) la observacion 30 sigue la forma natu-

ral (evolucién) del resto de las observaciones.

3.3.2. Aplicacion a datos reales: Cangrejos herradura

Los datos corresponden a una muestra de 173 cangrejos hembras del tipo he-
rradura, cientificamente conocidos como Limulus polyphemus, cada cangrejo herra-
dura tenia un cangrejo macho en su nido, la base de datos se encuentra disponible
en Agresti (1996), pag. 127, Tabla 4.3 . La variable de respuesta y; corresponde al
numero de machos, llamados individuos satélites, que vivian cerca de ella y la perse-
guian, se desea estudiar si el ancho del caparazén de la hembra (width) expresada en
centimetros, puede explicar el nimero de machos a su alrededor o cangrejos "satéli-
tes”.

La Figura 3.7 muestra el comportamiento de la variable respuesta con respecto a

la variable explicativa width, en ella se observa la presencia de al menos 4 observa-

ciones (48, 101, 165 y 167) que estan mas alejadas de la nube de puntos.
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Figura 3.7: Grafico de dispersion del ancho del caparazon width de los cangrejos ver-
sus el numero de cangrejos satélites.

Dado que la variable de respuesta corresponde a datos de conteo, se propone el uso

34
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del modelo Poisson y el modelo Binomial Negativo. La Tabla 3.3 muestra el resumen
del ajuste de los modelos, en la cual se puede ver la estimacién de los parametros
para el modelo Binomial Negativo a través del algoritmo EM. Para la estimacion de
los errores estandar asintéticos se utilizé (—Ig)~!, debido a que los pardmetros son
ortogonales; sin embargo, también se calculé K;l, de acuerdo con (3.7), ambas eva-
luadas en @ = 6, en cuyo caso el error estandar asintético de 4 es 0.1512. En cuanto al
ajuste de los modelos, se puede observar que el modelo Binomial Negativo presenta
mayor log-verosimilitud (/), menor AIC y AIC. (AIC corregido), con respecto al mo-
delo Poisson. Adicionalmente, dado que en el modelo Poisson se debe cumplir que la
media y la varianza sean iguales, se evalué el test de multiplicadores de Lagrange

para probar dicha condicién, Hilbe (2011), dado por,
n n 2
(St 30
i=1 i=1
2> 37
i=1

donde la hipétesis nula indica que el modelo Poisson no presenta sobredispersion, es

LM =

~x*(1),

decir, Hy : v~ = 0, el rechazo de H, implica que el modelo de Poisson no es adecua-
do para describir los datos. Para el conjunto de datos estudiado, el valor calculado
es LM, = 413.3694, con un valor-p asociado << 0.05, dando claros indicios de sobre-
dispersion en los datos, lo cual apoya la elecciéon del modelo de regresion Binomial
Negativo como el mas adecuado para esta aplicacion, lo que puede justificar que el
modelo Poisson presenta menor [ y mayor AIC.

Adicionalmente, se ajusté el modelo usando la maximizacién directa de la log-
verosimilitud de los datos observados, a través del uso de la funcién glm.nb disponible
en el software R, este tipo de estimacion arrojé, como era de esperar, valores muy
préximos a los presentados en la Tabla 3.3.

En la Figura 3.8 se observa el comportamiento de las estimaciones de los parame-
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Modelo 7] ds
Poisson -3.3048 | 0.5422
0.1640 | 0.0200
Binomial -4.05629 | 1.1714 | 3 | -375.6455 | 757.2910 | 757.4330
Negativo(EM) | 0.1921 | 0.0441
0.9046 | 0.1612

l AIC AIC,
-461.5881 | 927.1762 | 927.2468

DN [

Tabla 3.3: Resumen del ajuste de los modelos Poisson y Binomial Negativo.

tros al eliminar el i-ésimo caso. Se puede afirmar que cuando se elimina la observa-
cion 167, la estimacion de 3 difiere del comportamiento de la nube de puntos, dicha
observacion también destaca en el grafico que muestra las estimaciones del parame-
tro v, pero en menor grado, asi como también se puede destacar una pequeia dife-

rencia de la observacion 48.
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Figura 3.8: Estimaciones de los parametros del modelo de mezcla Poisson-Gamma a
través del algoritmo EM, sin la observacion i-ésima.

Por otro lado, la Figura 3.9 muestra el comportamiento de los residuos de Pear-
son (izquierda) y de los residuos Desvio (derecha), definidos como, 7” = signo(y; —
f:)v/D;, i=1,...,n, donde D; representa la contribucién de la i-ésima observacién a
la deviance, posible de calcular dado que el modelo BN pertenece a la familia de mo-
delos lineales generalizados. En dicha figura se puede ver que sélo las observaciones

48 y 167 son mayores que 3 en el primer grafico, mientras que en el segundo de ellos

ninguna observacion supera dicho valor.
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Figura 3.9: Residuos de Pearson (izquierda) y residuos Desvio (derecha).

La Figura 3.10 muestra los resultados obtenidos del analisis de influencia global
para el modelo BN a partir del enfoque de la @-funcién, dichas figuras corresponden a
la distancia de Cook generalizada aproximada a un paso para 4y B, respectivamente;
en ambas figuras destaca la posible influencia de las observaciones 48 y 167 en la
estimacion de los parametros, aunque en el segundo de éstos la observacién 48 no

difiere tanto.
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Figura 3.10: Distancia de Cook generalizada a un paso para 4 y 3 respectivamente.

~

La Figura 3.11 muestra la distancia de Cook generalizada a un paso para 6,
GD(I) = GD( )( ) + GD( )(ﬁ) i = 1,...,n, en ella se observa nuevamente la posi-
ble influencia de las observaciones 48 y 167, sobresaliendo la segunda de ellas. Adi-
cionalmente, se observa que ambas sobrepasan la linea de corte, GDZ(U > ap™ +

_ 1
3ds(GDW), donde GD(I) = EZGDZQ) y ds corresponde a la desviacion estandar del
i=1
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vector GD). Se omitié el grafico relativo a la @-distancia aproximada a 1 paso, de-
bido a que dichos valores son iguales a los anteriores. Note que las lineas de corte

sefialadas seran utilizadas en adelante para todo el documento.
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Figura 3.11: Distancia de Cookln;:neralizada a un paso para 0.

En el ambito de la influencia local se realiz6 el esquema de perturbacién del pre-
dictor, de manera aditiva. La Figura 3.12 muestra, en su parte izquierda, la direccién
de maxima curvatura local en valor absoluto, |h;,..|, en ella se observa que bajo este
esquema de perturbacion, en la direccion del vector w, las observaciones 48, 165y 167
son las que mas afectan al EMV de 8; dado que ellas sobrepasan la linea de corte, es
decir, |hy,qz,| > h+3ds(|hya.|), donde h = ;i\hmwl y ds es la correspondiente des-
viacién estandar del vector h,,... Note que IZ; 1potencial influencia de la observaciéon
48 es de menor grado. Una conclusion semejante se puede obtener de la parte derecha
de la figura, la que muestra la curvatura local total en la direccion de maxima cur-
vatura, C;, en que la linea de corte respectiva esta dada por: C; > C + 3ds(C), donde
C = izn:Cl y ds la desviacién estandar de los elementos del vector C' = (C1,Cs,...) 7.

Sini:einbargo, tal y como se mostré en la seccién anterior, este esquema debe ser
reparametrizado por el vector de perturbaciones @. Lo obtenido se encuentra en la

Figura 3.13, en ella se puede observar que las observaciones que presentan una po-

sible mayor influencia en la estimacién de los parametros son también la 48 y 167.
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Figura 3.12: Direccion de maxima curvatura, (|h,,.|), y curvatura local total (C;),
para el esquema de perturbacion aditiva del predictor, bajo w.

167 » - 167 »
)
®
@ ] =
° 48 @ .
. <)
T R AR D Rt A L Q|
g g n * * L] . o 8 48 o
< LI * P -
. L ) . s X ® """ttt ®eeeee
< . . s . . . S | - o . .
S} - . s ° © . ° . : ¢ . . *
.'] ., '- D * 1 » *
o | Nee '-P -‘.“woo‘*‘.“ﬁ*é"w‘*?' § m u“O“’M‘dfMﬁ"‘&&“fﬂ
IS 3
I (=]
0 50 100 150 0 50 100 150
indice indice

Figura 3.13: Direccién de maxima curvatura , (|h,,..|), y curvatura local total (C;),
para el esquema de perturbacién aditiva del predictor, bajo &.

La Figura 3.14, muestra una comparacién de las curvaturas locales, usando C
la primera de ellas bajo el esquema de perturbacién dado por el vector w, que como se
discuti6 en (3.14) no genera una perturbacion adecuada, y la segunda bajo el vector
w, donde se puede apreciar que existen diferencias en la deteccién de posibles obser-
vaciones influyentes; sin embargo, en ambos esquemas las observaciones 48, 165 y
167 siguen destacando.

Dado que las observaciones 48, 165 y 167 parecen ser las potencialmente mas
influyentes bajo este esquema de perturbacion, se concluye esta aplicacion calculando
las razones de cambio correspondientes, con el propésito de ver cudl es el efecto que
tiene sobre los EMV eliminar una o méas observaciones. La Tabla 3.4 presenta los

resultados obtenidos para los tres parametros involucrados en esta aplicacion.
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Figura 3.14: Curvaturas locales para el esquema de perturbacion aditiva del predictor
bajo los vectores w (izquierda) y & (derecha).

Obs.Eliminada 50 [31 ’3/ RCl RCQ RCg
Ninguna -4.0529 0.1921 0.9046 - - -
48 -4.1594 0.1951 0.9391 2.6293 1.6819 3.8150
165 -4.1868 0.1972 0.8910 3.3052  2.6876 1.4987
167 -4.56118 0.2085 0.9345 11.3231 8.5269 3.3122
48,165 -4.2913 0.2002 0.9245 5.8834  4.2277 2.1993
48,167 -4.6295 0.2119 0.9755 14.2270 10.3019 7.8395
165,167 -4.6741 0.2147 0.9208 15.3284 11.7784 1.7957
48,165,167 -4.7902 0.2181 0.9606 18.1937 13.5213 6.1963

Tabla 3.4: Razon de cambio en los EMV al eliminar un subconjunto de observaciones
en el modelo Poisson-Gamma.

En la Tabla 3.4 se puede ver que los mayores cambios relativos en las estimacio-
nes de 3 son aquellas en que se ha eliminado la observacion 167. Para complementar
ésto, se obtuvo el valor de la funciéon de log-verosimilitud Binomial Negativa resul-
tante de la mezcla en cada caso de eliminacién, la cual fue mayor en presencia de
todas las observaciones, y por ultimo se estudié la significancia de los parametros, la
cual nunca cambi6 bajo ningin esquema de eliminacion. Lo anterior permite concluir
que este conjunto de datos no presenta observaciones influyentes, contrariamente a
la conclusion que se podia desprender de sélo considerar los graficos; es decir, a pe-
sar de que la observacién 167 destaca durante todo el analisis como un posible valor
influyente sobre la estimacion de los parametros, ésta no resulté ser tal, pues la sig-

nificancia del parametro asociado al ancho del caparazon nunca cambié. Las razones
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para ésto pueden ser variadas, la primera, el modelo propuesto, si bien es mejor que
el modelo Poisson, no es adecuado para describir el fenémeno; conjuntamente, se pue-
de deber a que no se han considerado otras variables explicativas. Sin embargo, es
destacable que la inclusién de esta observacion provoque cambios tan importantes en
la estimacién de los parametros. Note ademds que esta aplicacién pone nuevamente
en manifiesto la importancia de la eleccion adecuada del vector de perturbacién, por

lo cual de ahora en adelante s6lo se procedera directamente a su obtencion.

3.3.3. Aplicacion a datos reales: Visitas al médico

Los datos corresponden al nimero de visitas al médico, NVIS, de 1755 mujeres
Alemanas de entre 25 y 64 afios, durante 1987, explicada por el ingreso familiar ex-
presado en marcos dividida por 10, ING, la edad en afos de las pacientes, ED, y sus
afios de educacion, EDUC. Los datos se encuentran disponibles en la libreria COUNT,
del paquete del mismo nombre del software R, y denominada rwm&yr, ella proporcio-
na informacion de 6127 pacientes Alemanes de entre 25 y 64 anos de edad, durante
los afios 1984-1988, algunos de estos pacientes presentan informaciéon durante todos
los afios y otros sélo en algunos de estos afios, por lo cual la base tiene en total 19609
datos. Sin embargo, con el propésito de ejemplificar la metodologia, se seleccioné a
los pacientes del sexo femenino que tuvieran informacion durante el afio 1987. La
Figura 3.15 muestra el comportamiento de la variable respuesta por individuo, en
ella se observa el alto nimero de mujeres que no acudi6 al médico durante ese ano y
como la frecuencia disminuye a medida que el nimero de visitas aumenta. Note que
existen dos pacientes que acudieron al médico, 82 y 90 veces durante el afio 1987,
respectivamente, cantidades muy altas en relacion a las restantes, dichas pacientes
corresponden a las nimero 37 y 291.

La Figura 3.16 muestra el comportamiento del nimero de visitas al médico, con
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Figura 3.15: Histograma del niumero de visitas al médico de 1755 mujeres alemanas
durante 1987.

respecto a cada una de las covariables mencionadas. En el primero (a) de ellos se ve
que existen tres observaciones alejadas de la nube de puntos, dos de ellas, la 37 y
291, corresponden a observaciones con alto namero de visitas al médico y bajo ingre-
so familiar, mientras que la tercera observacion, 285, corresponde a una mujer que
presenta alto ingreso familiar y alto nimero de visitas. Analogamente, en el segundo
(b) y tercer grafico (c) se ve que las mujeres que presentan mayor nimero de visi-
tas han pasado los 50 afos de edad y tienen 9 afios de educaciéon. Luego, es posible
concluir que los pacientes 37 y 291 presentan un alto nimero de visitas al médico
durante 1987, tienen bajos ingresos per-capita, superan los 50 anos y sélo acudieron

a educacion formal durante 9 anos.

(a) (b) (c)

80
1
80
1
80
1

40

Namero de visitas
40

Namero de visitas
Namero de visitas

0 5 10 15 20 30 40 50 60 8 10 12 14 16 18

Figura 3.16: Diagrama de dispersion del numero de visitas al médico versus Ingreso
(a), Edad (b) y Aiios de estudio (c).
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La Figura 3.17 muestra la distancia de Cook generalizada a un paso para 6, en ella

destaca la observacion 285, es decir, al eliminarla del conjunto del datos se produce

la mayor variacién en la estimacién de los parametros.

GD;
| | | |
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|

® 285
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Figura 3.17: Grafico indice de las distancia de Cook generalizada a un paso para .

En la Figura 3.18 se puede ver que la observacion que presenta una mayor influen-

cia sobre los EMYV, bajo el esquema de perturbacién aditiva de la covariable ingresos

es la 285.
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Figura 3.18: Direccién de maxima curvatura, (|h,,,|), y curvatura local total, C;, para
el esquema de perturbacion aditiva de la variable ingreso.

De las Figuras 3.19 y 3.20 se puede concluir que la observacion 285 es la que pre-

senta mayor influencia sobre los EMV, tanto bajo el esquema de perturbacion aditiva

de la variable ED, como EDUC, sin embargo, en el primer caso destacan también las

observaciones 102 y 201, mientras que en el segundo, las pacientes 102 y 291.

La Tabla 3.5 muestra las estimaciones obtenidas al ajustar el modelo de regresion

Binomial Negativo con todas las observaciones y al eliminar las potenciales observa-
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Figura 3.19: Direccién de maxima curvatura, (|h,,..|), y curvatura local total, C;, para
el esquema de perturbacion aditiva de la variable edad.
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Figura 3.20: Direccién de maxima curvatura, (|h,,..|), y curvatura local total, C;, para
el esquema de perturbacion aditiva de la variable afios de estudio.

ciones influyentes, 37, 285 y 291, y la combinacion de ellas.

Obs.Eliminada Bo B s Bs 4 l

Ninguna 1.4154*  —0.0355 0.0099* —0.0355* 0.5840* —4267.953
37 1.4142*  —0.0359 0.0098* —0.0353 0.5917* —4273.024
285 1.4379* —0.0639* 0.0099* —0.0296 0.5865* —4289.466
291 1.4164* —0.0309 0.0088* —0.0335 0.5913* —4275.595
37y 285 1.3986* —0.0650* 0.0096* —0.0253 0.5944* —4271.864
37y 291 1.3765*  —0.0314 0.0085* —0.0293 0.5945* —4259.220
285y 291 1.4381* —0.0577* 0.0088* —0.0279 0.5936* —4269.885

37,285y 291 1.3979*  —0.0587* 0.0085* —0.0236 0.6020* —4257.538

Tabla 3.5: Resumen del ajuste para el modelo de regresion Binomial Negativo de los
datos de visitas médicas, eliminando potenciales observaciones influyentes. * seala que el

parametro es significativo al 5 %.

A partir de la Tabla 3.5 se puede afirmar que la funciéon de log-verosimilitud es
mayor al eliminar las tres observaciones, también es la que presenta mayores razo-

nes de cambio simultaneas, 1.24 %, 65.35 %, 14.14 %, 33.52 % y 3.08 %, respectivamen-
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te; mientras que, al eliminar sélo las observaciones 37 y 285, se genera la mayor RC
individual del parametro relacionado a la variable ING, 83.10 %. Note que al eliminar
las tres observaciones también cambi6 la significancia de los parametros, dado que al
considerar todo el conjunto de datos el parametro correspondiente a la variable ING
resulto no significativo, mientras que los restantes si lo son (indicado con un * en la
Tabla 3.5); esta conclusiéon cambia al eliminar el conjunto de observaciones mencio-
nadas, donde 3; se vuelve significativo, pero el parametro asociado EDUC (83) deja
de serlo. Adicionalmente, se puede ver que este cambio sucede siempre cuando en la
eliminacion se considera a la observacion 285. Cabe sefialar que también se analizé la
eliminacion de la observacion 102, debido a que ésta destacé en los graficos relativos
a |hy,42|, cuando la perturbacion es realizada con respecto a la variable ED y EDUC, y
también en el grafico de curvatura local; sin embargo, su eliminacién no provocé cam-
bios en la significancia de los parametros; lo mismo fue realizado con la observacion
201, para la cual se obtuvo una conclusién semejante. Es de destacar que estas dos
observaciones corresponden a pacientes con 58 y 51 visitas al médico durante 1987,

respectivamente; sin embargo, a nivel de covariables no destacan.

3.3.4. Conclusion

A partir de los resultados obtenidos desde el estudio de simulacién y de las apli-
caciones de datos reales presentadas, puede concluirse que tanto los métodos de in-
fluencia global como los de influencia local son efectivos para detectar potenciales ob-
servaciones influyentes sobre la estimacion de los parametros, o al menos para fijar la
atencion del investigador en dichas observaciones, cambien o no éstas la significancia
de los parametros asociados a las covariables introducidas en el modelo.

Finalmente, dado que estas observaciones potencialmente influyentes pueden ge-

nerar efectivamente modificaciones sobre las estimaciones de los parametros, permi-
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tiendo o no una mejora en el ajuste, su detecciéon puede ayudar a la toma de deci-
siones y/o a la obtenciéon de conclusiones que permiten entender mejor el fenémeno
de interés. Por lo tanto, la eleccién del esquema de perturbacion adecuado es fun-
damental, debido a que permite que la deteccién de esas potenciales observaciones
influyentes sea la apropiada.

En particular en la aplicacion de visitas al médico, se debe prestar una atencion
especial a la observacion 285, pues ella provoca grandes cambios en la estimacion de
los parametros del modelo (altas razones de cambio), y por sobre todo, genera un cam-
bio en la significancia del parametro asociado a la variable ING. Sin embargo, a partir
de la Tabla 3.5, se observa que al eliminar esta observacion por si sola del conjunto de
datos, el valor de la funcién de log-verosimilitud disminuye, contrariamente a lo que
sucede si la observacion 285 es extraida del conjunto de datos de manera simultanea
con la observacion 37 y 291. Cabe senalar, que en ausencia de las tres observacio-
nes mencionadas, ya sea extraidas individualmente o como combinacion de ellas, el
parametro asociado a la variable EDUC no es significativo. Para complementar el
analisis sobre la posible influencia de la observacion 285, se sugiere la utilizaciéon de

métodos robustos de estimacion, los cuales escapan del objetivo de este trabajo.



Capitulo 4

Modelo de Regresion
Beta-Geométrico: Waring

En diversas aplicaciones estadisticas es comun que la variable de respuesta co-
rresponda a conteo. Variadas son las posibilidades de modelos que pueden describir
el comportamiento de este tipo de datos, uno de ellos corresponde a la distribucién
Geométrica, el cual ha sido ampliamente estudiado en aplicacion de fecundidad. El
trabajo pionero en esta linea es el de Weinberg and Gladen (1986), quienes consi-
deraron que el numero de ciclos menstruales necesarios hasta lograr la concepcion,
seguia una distribuciéon geométrica de parametro p, donde queda de manifiesto que
este parametro no necesariamente es constante, pues varia de pareja en pareja que
desea concebir, y con ello sugieren que el modelo de regresion Geométrico no es apro-
piado en presencia de heterogeneidad. Asumen que el parametro 0 < p < 1 sigue una
distribucién Beta, generando de esta forma la distribucion de mezcla Beta-Geométri-
ca, conocida mas tarde como distribucién Waring. En esta misma linea, Ridout and
Morgan (1991), utilizan dicho modelo para separar a la muestra en mujeres fumado-
ras y no fumadoras, y si usaban o no la pildora anticonceptiva; el principal objetivo
fue reportar los valores esperados y concluir que las mujeres que fuman reducen su

fertilidad, conclusién concordante con el estudio de Baird and Wilcox (1985), quienes

80
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realizaron un analisis epidemiolégico con tal objetivo. Paul (2005) propone un test de
bondad de ajuste que permite justificar el uso de la distribucion Waring por sobre la
distribucién geométrica o viceversa, conjuntamente con otras medidas de bondad de
ajuste; dicho test esta basado en el estadistico de razén de verosimilitud.

En este capitulo se discute un modelo de regresion donde la variable de respues-
ta corresponde a datos de conteo que siguen una distribucién Waring; se presenta
una nueva parametrizaciéon de ella, la cual depende de la media y de un parame-
tro de dispersion. Este modelo de regresion es comparado con el modelo de regresion
geomeétrico.

Este capitulo se centra en la obtenciéon de la estimacion maxima verosimil de los
parametros del modelo de regresion Waring, a través de la maximizacion directa de
la funcién de log-verosimilitud resultante de la mezcla Beta-Geométrica, para lo cual
se usaron las funciones n1lmy opt im disponibles en el software R. También, se reali-
za la estimacion de los parametros usando la maximizacion de la @-funcién definida
en (2.28) utilizando el algoritmo EM. Adicionalmente, se presentan las medidas de
influencia global y local para este modelo, usando los dos enfoques mencionados, di-
chas medidas son aplicadas a un subconjunto de datos reales presentados por Hilbe
(2011) y ya analizados en el capitulo anterior, denominado visitas al médico. Algunos

detalles especificos son entregados en los Anexos del documento.

4.1. Estimacion en el modelo Beta-Geométrico

4.1.1. Maximizacion directa de la funcion de log-verosimilitud Wa-
ring

Este enfoque tiene como objetivo maximizar la expresion (2.15). Luego, la funcién

score obtenida de diferenciar (2.15) con respecto al vector de parametros desconocidos
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0= (,BT, #)T, respectivamente, esta dada por,
UT
Up = B
o ( Us )’

U = 92X ' dy(a — b), (4.1)

donde

con a y b vectores de longitud n cuyos elementos estan dados respectivamente por,

a; = Y(P1 + pid2) — V(yi + ¢1 + pid2 + 1), by = Y(ig2) — Y(yi + pid2), y J2 una matriz
1

g (1)

diagonal, con elementos, Jo; = , © = 1,...,n. Ver Apéndice B, para mayores
detalles.

Analogamente, derivando la log-verosimilitud con respecto a ¢,

o) 1 1 it W
e Y R e Rt B

La matriz de informaciéon de Fisher observada esta dada por,

G < Top 1oy > , (4.3)
Lig Log
donde
Igs = O°U6) _ 2X"Diag(!"")X + ¢.X" Diag(R)X, (4.4)
0B0B"
y los elementos de los vectores R y R* estan dados respectivamente por,
1 1
SRZ': ai—bi 7,9%: = a;‘—bf — 5,
( )g%uﬁ ( )QKMJQ

con a;j = Y'(d1 + pid2) — V' (yi + d1 + pid2 + 1), by = ' (pid2) — V' (yi + pid2) y ¥'(¢)

corresponde a la funcién trigamma,

L8 Ue)

Luego,
-2
IB¢ = ((b — 1>2XTJ37 (45)
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con J3 un vector de longitud n, cuyos elementos estan dados por,

* N — by 1
Jgi = [(az — bz) + ¢2(ai (1 + Ml) bl MZ)}gl(,Ui)’
_PUBG) (L L e D L
foo = "o —2 <_¢2+(¢—1)2+4<¢—1> B 4.6)

LM gy b, )
(¢—1)*" (¢>—1)

Para mayores detalles, Ver Apéndice B. Note que a partir de estas expresiones
se puede obtener la matriz de informacién de Fisher esperada. Para determinar los
errores estandar asintéticos de los EMV se puede usar (—Ip)~' o K,', para la esti-
macién de los parametros se propone el uso de métodos numéricos, particularmente

el uso de las funciones n1m o opt im disponibles en el software R.

4.1.2. Maximizacion de la funcion de log-verosimilitud completa: Al-
goritmo EM

Una opcién para obtener la estimacion de 0 es utilizar el algoritmo EM. En efecto

desde (2.17) se tiene que,

Q(6l6™™) Z{¢1 (og pilyo, 0°) + (g2 +yi —1) Bllog (1 = p)lyo,0™)

+ log (1 + pig2) — log T'(¢1) — log T'(pih2)}-

Los pasos del algoritmo EM son:

= Paso E: Dado que, p; ~ Beta(¢1, i¢2), entonces, p;|y,, 6 ~ Beta(é1+1, yi+pip2),
luego utilizando las propiedades de la distribucion Beta, Johnson et al. (1970),

se obtiene que,

E(log pilyo, 07) = d(\™ +1) = (yit ™ T 4™ 1) = €5, i =1,...,m. (4.8)

Analogamente,

E(log (1— )|y, 0"™) = ¢(ys + "™ 65™) — (i + 1™ 5™ + 0™ +1) = 1, (4.9)
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parai = 1,...,n. Sustituyendo (4.8) y (4.9) en (4.7) se tiene,

Q616 Z{dn ei + (nid2 +yi — 1) si + log I'(¢1 + pig2) — log I'(¢1) (4.10)

- log F(Mz¢2)}'

Paso M: Se debe actualizar 8™ maximizando Q(0|6™), es decir,

6"+ — ArgMax Q(0|6™).
o

Luego, se actualiza 0™ utilizando los seudovalores e; y s;, donde los parametros
0 son estimados a través del algoritmo de Newton Rapshon, donde la funcién

score esta dada por,

_0Q(016) _ ( UZ(Q)
v@ =557 - (Ue ) “1v
con
Us(Q) = anZ"’) — 6:X"R,

donde R, es un vector de longitud n, cuyos elementos estan dados por,
Rli = (Si + ¢(¢1 + M2¢2) - 7/’(/12(152))#17 1= 17 s,y

0Q(616) -2

U@ =55 =12

F17

n

donde F; = Z[ei + pisi + (P + pid2) (1 + i) — P(d1) — Y (pi2) i)
i=1
Mientras que la matriz de segundas derivadas esta dada por,

o 0°Q016) [ 155(Q) 1s6(Q)
Q(0)|0) = 90007 ( I¢B(Q) Ipo (@) )’ (12

donde
0*Q(016)

“poaT ~ X DiagR)X + X' RX, (4.13)

Ips(@) =
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con Ry una matriz diagonal de elementos, Ro; = (¢/(¢1 + i) — ' (id2)) iy y
Diag(R,) representa la matriz diagonal cuyos elementos son precisamente las

componentes del vector R;.

2Q(6)60
Iy (Q) = 3252”
= G Gy S 6 e 60) ]
4 4
= - 1>3F1 e 1>4F2’
(4.14)
con Fy = Z[W((bl + pid2) (1 + i) — ' (¢1) — o' (i) 3.
=1
Y’
_0Q(616) 2 or T
Tao(@) = —5555 = “Go X Bt &X R, (4.15)

donde los elementos del vector Rs son, Rs; = (¢/(p1 + pid2) (14 i) — ' (pich2) i) i
i=1,...n.

Sustituyendo en (4.12) las expresiones (4.13), (4.14) y (4.15), se tiene,

R ( ¢ X" Diag(R1)X + ¢, X" R,X —ﬁXTRl + ¢2X" R3 ) @16

G RN

evaluada en 0 = 0.

Luego, (4.11) y (4.16) son utilizados en el algoritmo de Newton-Raphson para
obtener las estimaciones del vector de parametros #. Cuando se ha alcanzado la

convergencia, se retorna al paso E.

Note que al igualar Uy(Q) a cero no se obtiene una expresion explicita para la
estimacion de los parametros, razén por la cual se opto6 por utilizar el método descrito.
Para obtener los errores asintéticos de los EMV de 0 se utilizara la matriz (—Ip) !,

con Iy dada en (4.3).
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4.2. Analisis de Influencia

En esta seccién son presentadas las expresiones que permitiran detectar posibles
observaciones influyentes en la estimacion de los parametros del modelo de regresion

Waring, utilizando (2.15) y (4.10), respectivamente.

4.2.1. Influencia global

El objetivo de esta herramienta es detectar qué ocurre con la estimacién de los
parametros al eliminar un subconjunto de observaciones. A continuacion se exponen

las expresiones que permitiran concluir al respecto.

4.2.1.1. Distancia de Cook generalizada

a) Utilizando la funcion de log-verosimilitud observada. Para obtener la dis-
tancia de Cook generalizada (G D;) se debe disponer de la primera derivada de la
funcion de log-verosimilitud con respecto a 6 sin la i-ésima observacion, i[i} (0]6),
y la segunda derivada, pero con todas las observaciones, Iy, ambas evaluadas

en 0. Las expresiones correspondientes son,

l1(0)
gﬁ - ¢2X[Ti]J2[i] (ay — bp),
y
Oy (0) 1 1 1 o
e P e R v A o

i#]j
Por lo tanto,
T
D2 X (@) — by)

, 4.17)
0=06

I (0) = .

1 B ﬂj}
o o-1 "V(o-17 (6 — 1)

que es un vector de longitud ¢, mientras que Iy corresponde a la matriz hessiana

(Fisher observada) cuyos elementos estan dados por (4.4), (4.5) y (4.6).



87

Sustituyendo las expresiones (4.17) y la matriz Iy en (2.35), se obtienen las
aproximaciones a un paso de é[i], las que permiten calcular la distancia de Cook

generalizada a un paso tal y como lo indica (2.36).

b) Utilizando la funcién de log-verosimilitud completa. En este enfoque se

tiene,
0Q;(06)
op

donde Ry; es un vector de longitud (n — 1), cuyos elementos estan dados por,

Rijj = (sj + (1 + pjd2) — ¥(ujd2))py, con 'V j # 4,

T
= ¢2X[i] R[i] )

0Qy; (010 —2
[fl?fb - (¢ —1)2 > e+ misi + (61 + o) (1 + 1) — v(d1) — (pgde) ;).
i#j
Luego,
¢2X[7;]R[i]
Q;(616) = ’

ﬁZ[ej +pjsi + (o1 + pid2) (1 + pg) — ¥(P1) — P(pid2)isl | o
i
’ (4.18)

es un vector de longitud g¢.

Las expresiones (4.18) y (4.16) permiten obtener las estimaciones a un paso de 6
como en (2.44), y con ello la distancia de Cook generalizada a 1 paso en el contexto

del algoritmo EM, dada en (2.45).

4.2.1.2. Distancia de verosimilitud

Analogamente a lo anterior, se calcula la distancia de verosimilitudes (DV;) y la

Q-distancia (Q D;) dadas por (2.37) y (2.46), respectivamente.

4.2.2. Influencia local

En esta seccion se presentan las expresiones a utilizar en el analisis de influencia

local para el modelo Waring, utilizando la perturbacién aditiva adecuada del predic-
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tor.

4.2.2.1. Utilizando la funcion de log-verosimilitud observada

Bajo el esquema de perturbacion aditiva del predictor se tiene que,
n
(Olw) = Zli(0|wi), donde si;, = exp{x'3 + Siw;fB;}, la cual corresponde a la per-
i=1
turbacion aditiva del j*-ésimo predictor. En primer lugar, se determina S;, para que

la perturbacion sea adecuada, recordando que una perturbacién es adecuada si la

matriz de informacion de Fisher esperada evaluada en w es igual a cI,,, luego,

l(0|w) B o ‘ .
ow; ¢26j (Qiw — bicw) picw Sty
2

W = $28%[¢2(af, — bi, )i + (Biw — biw)]hiwS] (4.19)

0%1(6|w) _

Owdw 4.20
8wi8wr 07 ! 7é " ( )

donde a;, = Y(d1 + piwd2) — V(Y + d1 + piwd2 + 1), biy = Y(piwd2) — V(yi + piwd2),
af, = (1 + piwd2) — V' (yi + 01+ piwd2 + 1) y by, = ' (iwd2) — V' (i + piwd2)-
Tomando esperanza en (4.19) y (4.20) se obtiene, respectivamente,

0?1(0|w)
8%2

d1(8]w) 91(6]w)

Oow; Owy

Gir(w)=E ( ) =0,i#T. (4.22)

Al evaluar (4.21) y (4.22) en wy, sigue que la matriz G(w) es diagonal; pero

G(w) # cl,,, es decir, cada elemento de la diagonal principal de G(w) esta dado por,
Gii(w) = =B [p2E(a) — b} )ui + E(a; — bi)|piS7.
Luego, para que la perturbacién sea adecuada se debe cumplir que,

Si = [(—¢2E(a; — b} )u; — E(a; — b)) 72,
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con a; y b;, los correspondientes valores de a;, y b;,, evaluados en w, definidos en la
Seccion 4.1.1.

Para determinar los elementos de la matriz A se define,
piw = exp{x] B+ |(—¢2E(a} — b)) — E(a; — b)) i~ *wi;}.

Para este esquema de perturbacion los elementos de la matriz A son,

2 a bluS 202 g N b e LS
Tdh- - (¢ IR 1)2 Bj [azw bzw]ﬂzwsz ((b IR 1)2 Bj [aiw(l + :U’zw) biwuzw]ﬂzwsz

+ $287% @i — biw] i SipSiwi + ¢85 [ies — Dico] pico i

donde S, = %iz esta dado por,

_ 1 3 2 * * '_3
S =~ 55 (o gyeblai — b — da g B(al bl o
y (—p2E(a; — b)) — E(a; — b)) ;
|(—p2E(af —b; )i — E(a; —by)) |’

E(a; — bi)) i

=1,...,n.

Para el cédlculo de esta expresion se utiliz6 el resultado g| flx)] = /(@) (z), Bartle

O |/ ()]

and Sherbert (2000). Luego, bajo determinadas condiciones de regularidad que per-

miten intercambiar la derivada con la suma, se tiene que,

0@ =b) _ 0 5™ (o b Pl = )

oo 002,
= — —— a;kl—i_ (3 b T Z + 71’
1) *_0( (1 + pi) — b i) ZO D¢
Y= vi=
OP(Y; =y} 1 *
con (aqsy) = — <¢ +a; (1 + p;) — biﬂi) PY; =y;). Y,
OE(a —b}) 0 =, . .. *
=0
((25 _ 1)2 = (] l ; _0 a¢ i

donde aj* = " (1 + pid2) — " (yf + d1 + piga + 1), b;" = " (id2) — V" (yi + piga) y
" (-) corresponde a la funcién poligamma. Note ademas que a;, b;, al y b; se evalian

en y’, cuando estdn involucradas en el célculo de esperanzas.
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Por dltimo, también se tiene que,

o0

E(a; —bj) = Y _(aj —=b))P(Y; = y}).
y;=0
Analogamente, se calcula 7. En primer lugar para j = j*,

TBij = ¢2(aiw - biw):uiwsi + ¢2/B;< [¢2(a;w - b:w)uiw + (aiw - biw)]ﬂiwsi (xij + Sz‘ﬁjwiﬁ; + Slwl)

+ ¢2/6; (aiw - biw)ﬂiwsiﬂja

_ 05 109 miar by — s b — 2 Ea —bo
S5, = g == 557 |{ ~0g5 (a0 Bl — 0aBa; By = 5Bl —bi)

— bV — Bl — b ] x (—O2E@7 = bDpi — E(ai —bi))pi
OB = Bl bl 1 B =B Ba— Bl

OB(@:=b) _ 0 S~ (0 b)p(vi =)

0B 9B =,
=¢o > (aj = b))z P(Yi = yi) + Y (a —bz‘)(aﬂy)’
=0 y; =0 ’
con (W(}gﬁz%) = ¢papixij(a; — b)) P(Y; = ). Por otro lado,
j
OE(a* —b}) 0 «— .
— o =57 2@ — b)) P(Yi=y;
95, 95, %;( JP(Y; = y7)
=60 3 "~ B PO = i) + 3 (o — ) L0,
y;=0 vi=0 ’
Y, E(a; —b}) = Y _ (aj — b)) P(Y; = y}).
y; =0

Repitiendo para j # j*,
75, = 0287 [6a(al, — b i + (Biw — bi)|HiwSi(zi; + Sig,wiB) + 6285 (i — bi)iwSis;

Note que todas las expresiones anteriores deben se evaluadas en el EMV de 6 y en

w=wg=(0,...,0)T.
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4.2.2.2. Utilizando la funcion de log-verosimilitud completa

Bajo la perturbacion aditiva del predictor, la funciéon de log-verosimilitud de los

datos completos se puede escribir como,

n

[(8]y.) =) _{log pi + yi log (1 = pi) + log D'(1 + pid2) + (¢1 — 1) log p;
i=1

+(pip2 — 1) log (1 — p;) — log I'(¢1) — log I'(pig2)},
1 .
donde p;, = T con i, = exp{x'3 + SiwiB;}, para i = 1,..,n. Primero se
Hiw
determina a S; para que la perturbacion propuesta sea adecuada. En efecto se tiene

que,

8l6(0|w7yc) Hiw * *

——— =—(yu+1 P4 PRI
S i+ ) (T ) S5 +uisif;

0120w, y,) Hic 2 o2

c el — (41 — £ 3% 4.23

8(,01»2 (y + ) ((1 4 Miw)2) Sz B] ’ ( )

82lc<0‘wyc) .

78wi8wr =0,1#T.

Tomando esperanza a los ultimos dos términos en (4.23), se obtiene, respectiva-

mente,

0?1(0|w,y,) 2+ i Piw 2 %2
Guilw) =~ E< 6%2 > B <1 +Miw> (1 +Miw)25’i Bj ’

OUOlw,y,) ol(Olw.y.)\ _
Ow; ow, -

Gir(w) :E(

Al evaluar cada elemento en wq se obtiene,

_ A*27): 24w ) 2+ py 9
G(UJO) = Bj Diag <W51, ey msn % cL,.

Por lo tanto, para que la perturbacién sea adecuada se toma a,

2 o\ L2
S; = <(1—:r,u1)3> , parait=1,....n.
Hi

Reescribiendo 1, se tiene,

2+ \
- T LI o g%
Hiw = €XP {Xz B+ <(1 T Mi)?)) wifj o -
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Por lo tanto, los elementos de la matriz A estan dados por, 74, = 0, i =1,...,n,

mientras que 7, para j = j* se tiene que,

(yi +1)

= — =5 iw[B; Si(ij + Sig,wiB; + Siwi) + B85 Sip; (1 + piw +yi) + i (1 + priww + i) -

"By = (1 + piw)
Y para j # j%,

TBi; = —(1< n MJ)Q piw| B85 Si(i5 + Sig;wiB;) + B85 Sip; (1 + priw)] + B5yiSig, -

Note que en este contexto, S;5, esta dado por,

98 1.4 <_2N%xij — Spii

% = a5, (T+p)!

—=5; Vi=1,... i =0,..., k.
85] 21 >7 7 ’ y 1, ] 07 )

Todas las expresiones deben ser evaluadas en el EMV de 8 y en w =

0,...,0)T.

4.3. Aplicacion

woy =

En esta seccién se presenta una aplicacién del modelo discutido y las herramien-

tas de diagnéstico presentadas en la seccién anterior, para un conjunto de datos

reales. En primer lugar se muestra la estimacién de los parametros, por un lado a

través de la maximizacion directa de la funcién de log-verosimilitud observada, y por

otro de la funcién de log-verosimilitud completa por medio del algoritmo EM. Final-

mente, se realiza un analisis de influencia global y local a estos datos para estudiar

la presencia de datos influyentes en el estimador maximo verosimil.

4.3.1. Visitas al médico

Los datos corresponden a los ya presentados y estudiados en el capitulo anterior,

donde la variable de respuesta es el nimero de visitas al médico, NVIS, de 1755

mujeres en Alemania durante 1987, y las covariables a introducir en el modelo son:
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el ingreso familiar per-capita expresado en marcos dividido en 10, ING, la edad en
anos de las pacientes ED y sus afnos de educaciéon EDUC.

En la Figura 3.16 se observo el comportamiento de la variable respuesta con res-
pecto a cada una de las covariables, a partir de la cual se concluyé que existen tres
observaciones alejadas de la nube de puntos, dos ellas, 37 y 291, corresponden a ob-
servaciones con alto nimero de visitas al médico y bajo ingreso familiar, mientras
que la tercera observacion 285 corresponde a una mujer que presenta alto ingreso
familiar y alto nimero de visitas. Se puede senialar ademas que las pacientes 37 y
291, son mujeres mayores a 50 anos con sélo 9 aios de educacion.

La Tabla 4.1 muestra las estimaciones obtenidas al ajustar el modelo de regresion
Geométrico y Waring, respectivamente. En ella se observa que, a pesar de que las
estimaciones de los parametros no son muy distintas en ambos modelos, el valor de la
funcion de log-verosimilitud aumenta, mientras que el AIC se reduce en el modelo de
regresion Waring, dando indicios que el modelo de regresion Waring es mas adecuado
que el modelo de regresion Geométrico para describir el comportamiento de estos
datos. Adicionalmente, al realizar el test de razén de verosimilitud sobre los modelos
a comparar se obtiene un valor de LR, = 166.0824, con un valor —p asociado < 0.05, en
que el estadistico correspondiente a la prueba sigue una distribucién x? con un grado
de libertad, dado que el modelo Geométrico estd anidado en el modelo Waring. Esto
apoya la conclusion anterior. En el contexto del problema, cobra relevancia entonces
que la probabilidad, p, de que cada una de estas mujeres acuda al médico, cambie de
individuo en individuo, como es natural pensar, justificando asi el uso de la regresion
Waring. Note que los parametros 51 y 3, asociados a ING y EDUC, respectivamente,
no son significativos.

En la Tabla 4.1 no se incluyeron las estimaciones obtenidas a través del algoritmo

EM, dado que éstas coinciden con lo obtenido a través de la maximizacién directa
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Modelo Estimacion
Geométrico | Sy = 1.4142(0.3017) l = —4345.632
81 = —0.0364 (0.0246) | AIC = 8699.263

By = 0.0099 (0.0035)
B3 = —0.0352 (0.0198)
Waring Bo = 1.1092 (0.2662 ) l = —4265.269
B = —0.0258 (0.0216) | AIC =  8540.538
By = 0.0130 (0.0031)
B3 = —0.0225 (0.0174)
= 2.3701(0.3552)
LR, = 2(lyaring — lgeo) = 166.0824, valor-p< 0.05
LR~x*(1)

Tabla 4.1: Resumen de los ajustes del modelo de regresion Geométrico y Waring, para
los datos de visitas al médico.

de la funcién de log-verosimilitud observada. Para el calculo de los errores estandar
asintoéticos se utiliz6 la matriz de informacion de Fisher esperada, K;l.

En la Figura 4.1 se presentan las simulaciones del envelope para los residuos
de Pearson, tanto para el modelo de regresion Geométrico (izquierda), como para el
modelo de regresion Waring (derecha), se observa que éste ultimo muestra un mejor
ajuste, conclusién concordante con lo expuesto anteriormente, en el sentido de que el
modelo de regresiéon Waring es mas adecuado para describir estos datos que el modelo

de regresion Geométrico.

Residuos de Pearson
Residuos de Pearson
5 10 15 20 25

0
L

Cuantiles Tedricos Cuantiles Tedricos

Figura 4.1: Envelope de los residuos de Pearson para el ajuste del modelo Geométrico
(izquierda) y Waring (derecha).

La Figura 4.2 muestra el comportamiento de las medidas de influencia global, los
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resultados al calcular la distancia de verosimilitud (DV;), senala a la observacion 285
como la que presenta una mayor influencia sobre el EMV de 0, con un valor aproxi-
mado de 450, por encima del resto de los valores y sobre la linea de corte propuesta

en este trabajo. La misma conclusion se obtiene del grafico de la distancia de Cook

generalizada (GD;).
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Figura 4.2: Grafico indice de las distancias de verosimilitud y de Cook generalizada
para 6.

En cuanto al analisis de influencia local, la Figura 4.3 considera el esquema de
perturbacion aditiva del predictor de la variable ING, si bien en el grafico de |h,q,|
ninguna observacion destaca por sobre el resto, se puede ver que los casos 37 y 291 son
levemente superiores que los demas, comportamiento que se mantiene en el grafico
relativo a la curvatura local; mismo patrén presentan las observaciones 102 y 201.
Similar comportamiento se puede observa cuando se perturban de manera aditiva
las variables ED y EDUC, por lo cual no se incluyen dichos graficos en este trabajo.

Finalmente, se puede notar que los casos més sensibles, tanto del punto de vista
de la influencia global, como de la local, fueron las observaciones 37, 101, 201, 285
y 291. La Tabla 4.2 muestra los resultados del analisis al eliminar algunos subcon-
juntos de datos, note que no fueron incluidas todas las combinaciones posibles dadas
por estas cinco observaciones, debido a su extension (31 combinaciones). Por lo tan-

to, fueron incluidas sélo aquellas combinaciones cuya funcién de log-verosimilitud re-
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Figura 4.3: Grafico indice de |h,,,,| y curvatura local total, C;, para el esquema de
perturbacion aditiva del predictor Ingresos.

sulté mayor que la respectiva log-verosimilitud al considerar todos los datos, pero que
por sobre todo, provocan un cambio en la significancia de los parametros. Se puede
observar que todos los cambios de significancia del parametro asociado a la variable
Ingresos (1), son producto de la eliminacién de combinaciones que incluyen a la ob-
servacion 285, cabe sefalar ademas que dicha observacion corresponde a la tinica que
provoco cambio al ser eliminados subconjuntos de tamano 1. Note ademas que es el
unico subconjunto en el cual se logra rechazar la hipétesis nula, Hy : ; = 0, con un
nivel de significancia del 5 %, las restantes combinaciones rechazan dicha hipétesis a
un nivel de significancia del 10 % (ésto es indicado con un * en la Tabla 4.2). Parale-
lamente, se puede concluir que la significancia del parametro asociado a la variable
Educacién de la paciente nunca cambid.

La Tabla 4.2, también incluye las razones de cambio de los EMV, se puede ob-
servar que precisamente al ser eliminada la observacion 285 del conjunto de datos,
la RC del parametro asociado a la variable ING presenta un mayor cambio; los res-
tantes subconjuntos también presentan una RC superior al 50 % (en relacion a esta
variable), pero dado que dichas combinaciones no arrojaron cambios en la significan-
cia cuando no contenian a la observacion 285, se puede concluir que es precisamente

la eliminacién conjunta de la paciente 285 la que provoca tales resultados. Por lo tan-
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Observacion RC
Eliminada l Bo 51 B 53 1) Significancia
Ninguna -4265.3 - - - - - B significativo
285 -4258.7 | 13.76 | 65.44 | 9.04 | 17.79 | 0.21 | (34, - significativos
37,285 -4248.2 | 3.62 | 54.74 | 1.66 | 0.24 | 6.25 | (37, B2 significativos
102,285 -4249.0 | 0.32 | 54.69 | 1.33 | 11.98 | 5.27 | [}, 2 significativos
201,285 -4249.3 | 3.03 | 59.60 | 3.09 | 22.00 | 4.97 | 37, B2 significativos
285,291 -4264.5 | 1.07 | 55.50 | 2.97 | 16.01 | 5.74 | S5}, 52 significativos
37,285,291 -4237.7 | 0.17 | 58.24 | 4.01 | 21.18 | 9.88 | 37, (B2 significativos
37,102,201,285 -4228.8 | 5.86 | 55.62 | 3.61 | 24.97 | 12.37 | j3f, 2 significativos
37,102,201,285,291 | -4218.2 | 6.08 | 49.47 | 0.70 | 27.13 | 15.94 | 37, B2 significativos

Tabla 4.2: Razon de cambio de los EMV al eliminar un subconjunto de observaciones
en el modelo Waring.

to, se puede concluir que la observacion que presenta una potencial influencia, es la
285 por si sola, debido a que produce cambios en la inferencia, principalmente, en la
significancia del parametro asociado a la variable ING.

Por otro lado, ya que el parametro asociado a la variable EDUC nunca cambié su
significancia, fue extraida del modelo y se repitié el analisis anterior, para las varia-
bles ING y ED, las conclusiones sobre la influencia de 285 se conservan, dado que
cada vez que dicha observacion es extraida del conjunto de datos la significancia del
parametro asociado a la variable ING cambia, y nuevamente, el nivel de significan-
cia para la hipdtesis nula es un 5% en el caso de la eliminacién individual de 285, y
un 10% en el caso de las restantes combinaciones que incluyen la eliminacién de la

observacion 285.

4.3.1.1. Influencia global y local en el enfoque del algoritmo EM

En esta seccidon, se presentan los resultados del analisis de influencia desde el
enfoque del algoritmo EM, aplicado al ejemplo de visitas al médico.
La Figura 4.4 muestra el comportamiento de la @-distancia a un paso para 6, en

ella se observa claramente que la observacion 285 es la que presenta mayor influencia
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en la estimacion de los parametros.

© 285
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Figura 4.4: Grafico indice para la @-distancia un paso para 6.

La Figura 4.5 permite observar como las observaciones 37 y 291 son las que mayor
influencia presentan en los EMV de los parametros, bajo el esquema de perturbacion
aditiva de la variable Ingresos, tanto en el grafico de |h,,,.|, como para el grafico de
curvatura local total. Los correspondientes graficos para las variables ED y EDUC no

fueron incluidos, dado que presentan un comportamiento similar.
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Figura 4.5: Grafico indice para |h,,,;| y curvatura local total, C;, bajo el esquema de
perturbacion aditiva del predictor Ingresos.

La Tabla 4.3 muestra la razéon de cambio (RC) de los EMV, para el ajuste de la
mezcla Beta-Geométrico, utilizando para dicha estimacion el algoritmo EM, al ser
eliminadas las posibles observaciones influyentes detectadas en los graficos previos
(37, 285 y 291) y sus combinaciones. A partir de dicha tabla se puede concluir que el
parametro (3, en todos los casos resulté ser significativo y el parametro 83 siempre
se mantuvo no significativo para el modelo; sin embargo, el parametro 5, cambié su

significancia cuando estaba involucrada la eliminacién de la observacion 285, mismo
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comportamiento que se observo en la Tabla 4.2.

Observaciéon RC
Eliminada Bo 51 B 53 10) Significancia
Ninguna - - - - - B2 significativo
37 1.21 | 155 | 0.77 | 444 | 4.34 B significativo
285 1.13 | 60.85 | 0.00 | 14.22 | 1.79 | 1, (3 significativos
291 0.15| 6.20 | 3.08 | 1.78 | 4.13 B significativo

37,285 0.06 | 63.95 | 1.54 | 19.11 | 6.07 | /7, P2 significativos

37,291 1.34 | 4.26 | 3.85 | 6.22 | 8.32 P2 significativo

285,291 0.99 | 55.04 | 3.08 | 16.00 | 5.74 | /7, B2 significativos
37,285,291 | 0.17 | 57.75 | 3.85 | 20.89 | 9.88 | §;, B2 significativos

Tabla 4.3: Razon de cambio de los EMV al eliminar un subconjunto de observaciones
en el modelo Beta-Geométrico.

Andalogamente, se puede observar en la Tabla 4.3, que las razones de cambio de los
EMYV con respecto a 3; son mayores cuando del conjunto de datos ha sido eliminado
un subconjunto que contiene a la observacion 285. Ademas, cuando dicha observacion
es eliminada, provoca un cambio en la significancia del parametro 31, es decir, cuando
esta observacion esta incluida en el conjunto de datos la hipétesis Hy : 51 = 0 no es
rechazada, sin embargo, cuando es eliminada, y la hipétesis es nuevamente contras-
tada, ésta es rechazada con un nivel de significancia del 5%. En los restantes casos
que incluyen la eliminacion de la observacion 285, también existe un cambio en la
significancia del parametro, pero con un nivel de significancia del 10 %.

Nuevamente, cabe destacar que se repitié el analisis sélo con las variables ING y
ED, dado que el parametro 3 nunca resulté significativo; las conclusiones son analo-
gas a lo presentado en la Tabla 4.3, por lo tanto, la variable EDUC puede ser extraida

del modelo.

4.3.2. Conclusion

A partir de las Tablas 4.2 y 4.3 se puede afirmar que la observaciéon 285 provoca

cambios en los EMV de los parametros, es decir, tanto el uso de la funcién de log-
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verosimilitud observada como el de la funcién log-verosimilitud completa detectaron
a dicha observacion como un caso potencialmente influyente, la cual corresponde a
una mujer con altos Ingresos, de 42 afios de Edad y con sélo 9 afios de Educacion.

Se puede afirmar que, para esta aplicacion, se justifica la utilizacién del modelo
Waring, por sobre el modelo Geométrico, dado que es natural que la probabilidad
asociada a acudir al médico de cualquier persona es propia del individuo. Por lo tanto,
es logico pensar que ésta varie de sujeto a sujeto, y como tal dicha probabilidad puede
tener una distribucion asociada, en este caso Beta.

En cuanto a la aplicacion misma, y dado que ambos enfoques detectan a la obser-
vacion 285 como una potencial observacién influyente, es recomendable estudiar su

naturaleza.



Capitulo 5

Modelo de Regresion
Beta-Binomial Negativo: Waring
Generalizado

El modelo Waring Generalizado (WGQG) es utilizado para modelar datos de conteo,
debe su adjetivo de Generalizado a que se obtiene de la mezcla de un modelo Beta con
un modelo Binomial Negativo, tomando en cuenta el hecho que un modelo Geométrico
es un caso limite (particular) del modelo Binomial Negativo. La distribucion Waring
Generalizada debe su nombre a Edward Waring (1736-1798). Fue descrita inicial-
mente por Newbold (1927), sin embargo, fue Irwin (1968) quien dio a conocer su re-
presentacion actual, destacando que su particularidad es que permite que la varianza
se pueda dividir en tres componentes, ejemplifica lo anterior con un conjunto de datos
relativo al riesgo de sufrir accidentes, donde la primera componente recoge la varian-
za debida al azar, mientras que las otras dos estan relacionados con las cualidades
internas del individuo y las debidas al medio. La distribucién Waring Generalizada
permite descomponer la variabilidad de las observaciones en tres componentes: las
netamente relacionadas con el azar (aleatorias), las debidas a las diferencias internas
entre los individuos y la relacionada con la presencia de otros factores externos, que

no son incluidos como covariables en el modelo.

101
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Adicionalmente, Irwin (1968) prueba que un caso limite de la distribuciéon Waring
Generalizada es la distribucion Binomial Negativa. Mas adelante, Xekalaki (1983b)
la bautiza como distribucién Waring Generalizada Univariada (UGWD), y la aplica
en el contexto del riesgo de sufrir accidentes. Poniendo énfasis en las componentes
de las varianza y su identificacion, este autor aplica esta distribucion a los datos
presentados por Irwin (1968) y los compara con las distribuciones de contagio, don-
de se asume que los individuos de una poblacién estan expuestos a cierto riesgo de
accidentes.

A partir de entonces son variados los analisis que se han presentado para dicha
distribucién, todos ellos coinciden en que la ventaja radica en la posibilidad de poder
descomponer la varianza, de manera tal de obtener mas informacién del comporta-
miento de los datos. Asi mismo destacan que es un modelo mas general, que tiene
como casos particulares al modelo Binomial Negativo, Waring y el modelo de Poisson,
y como tal es una excelente alternativa para analizar datos que poseen heterogenei-

dad.
5.1. Estimacion en el modelo Waring Generalizado

Para la estimacion de los parametros del modelo WG se usé la funcion GWRM. fit
disponible en el paquete GWRM-version 1.1 o la funcién gw en la versién 2.1.0.2 de
dicho paquete, desarrollado por Rodriguez-Avi et al. (2009), el que hace uso, entre
otras, de las funciones nlmy optim.

A continuacion se presentan los elementos que componen la funcién score y la
matriz de informacion de Fisher observada o hessiano, necesarios para maximizar la
funcion de log-verosimilitud del modelo, donde la contribucion de la i-ésima observa-
cién esta dada por (2.24).

En primer lugar, la funcién score obtenida de diferenciar (2.23) con respecto al
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vector de parametros desconocido, 8 = (BT, x,p)! esta dada por,
T
Us
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De manera analoga, se calcula la matriz de informacion de Fisher observada, dada

Igg Ip. I,
IB = IK,@ Im; Iﬁp )

Ipﬁ Ipn Ipp

-1

por,

m—Z[ Ot i+ ez 0+ )+ 4 ) — W)~ 00+ k) (204 1)

2
Z |:'U;le + (5 +p) =¥ (p) + [ (Vi + p) = (9i + 5 + p + i) <2% " 1)}
_(p—

) X" Diag(Z] ® u*)X + p;ﬁlXTDiag(Zl o wX,

- —1 —1
I, = —(p e 2k XTZ@/P—%XTZ@u—pTXTw’(«9+n+p+y)®u,

—1 1 —1
Is, = %XTZ{®u2+EXTZ1u+pTXT(¢’(19+p)—1/1/(19+/€+p+y)®u),

V; i ¥ i Y
L, = Z [KQMZL' - %Zu + ' (5 +p) — ;W(ﬁi +p) =" (i + 5+ p+yi) <H -—+ 1>}
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con Z1; = ' (Vi + p) + ¢/ (Ui + yi) = ' (0i) = ' (Vi + 5+ p+y;) y u> = p © p, donde ©
representa el producto Hadamard.
Utilizando estas expresiones se obtiene la matriz de Fisher esperada y los errores

estandar asintoéticos de los EMV.
5.2. Analisis de Influencia

En esta seccién se presentan las expresiones, tanto para influencia global, como
para influencia local, que permitiran detectar posibles observaciones influyentes en

la estimacién de los parametros del modelo de regresion WG.

5.2.1. Influencia global

Debido a que esta herramienta permite detectar qué observacion o subconjunto de
ellas provoca mayores cambios en la estimacion de los parametros cuando han sido
eliminadas del proceso de estimacion, a continuacién se presentan las expresiones

relativas a influencia global para el modelo WG.

5.2.1.1. Distancia de Cook generalizada

De acuerdo con (2.36), la distancia de Cook generalizada a un paso requiere el
calculo de la matriz de informaciéon de Fisher observada, Ig, evaluada en 8 = @, cuyos
elementos fueron presentados en la seccion anterior, y de la funcién score sin la i-

ésima observacién [;)(6), con componentes dadas por,

[é)},i):;{_K]Z1j+¢(n+p)+1/1(/<c+yj)—w(n)—¢(§j+,€+p+yj)]7
ol (0 .
g;):Z[lgzlj+¢(li+p)—@D(p)-}-@b(ﬁj—l—p)—77[)(29]-4_,{4_[)_,_%)}’
i#]
y

0l (6) _p—1y

T
(i) 2101 © M-
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Luego,

i[i](é) _ | ou(016)

5.2.1.2. Distancia de verosimilitud

Para complementar la distancia de Cook generalizada a un paso, también se pre-

senta la distancia de verosimilitudes a un paso (DV}), dada por,
1 4 4(1) .
DV =2{l(0) —1(0;)}, i=1,..,n,

donde l(éfil])) corresponde a la funcién de log-verosimilitud sin la i-ésima observacion,

evaluada en é[%), calculada a partir de (2.35).
5.2.2. Influencia local

En esta seccidén se obtienen las expresiones que permiten estudiar la influencia
de determinados esquemas de perturbacién en la estimaciéon de maxima verosimili-
tud de los parametros del modelo. En particular, para el modelo de regresion WG se
presenta la perturbacion aditiva de un predictor.

La funcién de log-verosimilitud del modelo WG bajo este esquema de perturbacion
esta dado por,

[(8lw) = {log T'(Wius + p) +log I'(k + p) +log (Viw)y,) + log((k)y,) — log T'(p)
i=1
—log T'(Viw + Kk + p) — log ((Yiw + K + p)y,) — log y;!}
= Zn:{log T + p) + log T'(k + p) + log T'(Yiw + vi) + logl'(k + y;) — log T'(p)
i=1

—log I'(¥;,) — logl'(k) —log I'(Wiw, + K + p + v;) — log y;!'},
4.1)

-1 .
donde ¥9;, = uiwu, con i, = exp{XiTB + Siw,-,B;}, y j* representa al predictor
K

perturbado.
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En primer lugar, se determina el vector de perturbacion adecuado bajo este es-
quema, es decir, tal que G(w() = cI,,. En efecto a partir de (4.1) se tiene,

(6
Ol(Bw) =87 Z1iwViwSi,
wi
2

0
0%1(0|w .
a(wi) :6]'2[211@1917@ + Zliw]ﬁliwsi

821(0|w)
8wi8wr

donde Z1;, = ¥(Vi + p) + (Vi + 4i) — Y (Vi) =V (Vi + K+ p+ui) ¥

:07 /L # T?

Zi, =V (Vi + p) + V' (Viws + yi) = V' (Vi) =" (Wi + 6+ p+ui), i =1,...,n.
Entonces, los elementos de la matriz G estan dados por,
Gii(w) = — ;2 [E(Z13,) i + E(Z140)]91i057,

L [(0l(B|lw) DI(B|w)\ .
Gi(w)=E ( 5o o ) =0,i#r.

Evaluando a (4.2) en wq, la matriz de informacién de Fisher esperada con respecto

(4.2)

a w, bajo este esquema de perturbacién es,
~[E(Z11)01 + E(Z11)]015¢ 0

G(wo) :B;Q : :
0 o —[E(Z],)0n + E(Z1,)]0,S2

# cl,.
Por lo tanto, para que la perturbacion sea adecuada, se define S; como,

, T (4.3)

Si = | — [E(Z})0; + E(Z1)]0:| Y2, i = 1, ...
Luego, para la perturbacion aditiva de una de las variables predictoras, donde

piw = exp{x! B + Siwif3;}, con S; definido en (4.3), la matriz A, tiene la forma,

-
Ay, =1 T ,
T gxn

donde 71y 'rf corresponden a vectores de longitud n cuyo i-ésimo elemento esta dado

D NI HLN

respectivamente por,
Toi =877 | = Zhiw— + Zrilics | SintwiSi + B} Z1iVicoSie — B Zis— 5
J K J J K

_B;wl(ﬂiw +K+p+ yz)ﬁzwszy



107

donde
0S;

Sin = ok

1 0
== §S?&| — [E(Z1)9} + E(Z1:9:)]]
:1(5.)3 OE(Zy;) 3 3E(Zli)
2\t Ok Ok
y —[E(Z1,)0; + E(Z1,0,)]
| — [E(Z{,)97 + E(Z1:)]]

Luego, bajo ciertas condiciones de regularidad es posible intercambiar la suma

J7 — 2B(Z1;)-*

U

por la derivada, con lo cual se tiene que,

0
87E le - Z le — yz
y *=0
_Z[Zh (9 +ﬁ+p+yz)} Yi=vy) ZZ“ —y2)7
Y; 7=0 yl =0
donde
9P Yi=vi) = | Zii—— + ¥(s + p) + ¥k + i) = ¥(k) =i + 6+ p+u) | P(Yi=y5).
Analogamente, se obtiene 88E (Z1,),
K
8
8 Z le - yz
yZ =0
o - " ) = yz)
Z Wi+ &+ p+y)| PYi=1y; +ZZM
y;=0 y;=0

con Z; = ¢"(0; + p) + " (i + wi) — " (i) =" (Wi + K+ p+wi), i =1,.n, 5 ()
denota la funcién poligamma.
Repetiendo para p se tiene,
*27 7/ 2 * * ﬁiw
Tpi =B85 12110V + Z1iwiw] SipwiSi + B} Z1iwViwSip + B; ZlinSi

+ 6; [wl(ﬁiw + p) - ¢/(ﬁiw +K+p+ y:)]'ﬂzwsu

donde
05; 1 .0
Sip = ap = 25233 — [E(Z1)9; + E(Z1,0)]]
OE(Zy;) i | OE(Zui) i
- g3 | X\ T/ 92 1\ Hi . N
_257, ap 191 +E(le) + ap 192+E(le)/{
[E(le)ﬁ2 +E(Z11791)]

= B0 + E(Zao)]|
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con
8E
Z Zl’L - yz
yz ;=0
o [ M ) \ —yz)
=Y |AE @i+ ) = @i+ p )| PO =y )+ Y 2, 22 =0,
yi= y;=0
donde

2 P =) = [0 0001+ ) = 601+ ) + VA4 ) — 00| PV =)

OE(Z1,)

Del mismo modo, se obtiene 5 ,
I

8

Z le _yz

yl—O
1 i " " * _yz)
Z lei—i_qb 19 + ) Q)D (792+’€+p+yz) _yz +ZZM :
y;=0

Note ademas que usando definicién de esperanza se tiene que,

le Z le — yz y E le Z le = yz
y;=0

Por ultimo, los elementos de 75,, estan dados, en primer lugar para j = j* por,

aZliw 8?9zw
ViwSi + B Z1iw—F 5
95, + B 21 93,
=Z1iwViwSi + ﬁ lewﬁ 'I’LJS + BJ lew(fﬂm + Szﬁ wlﬁ] +5; W@)'ﬁzws + 6] lew'lgzwszﬁ ’

donde

T8y, =710 %0 S; + ﬁj* Si + ﬁ;Zliwﬁiniﬁj

0S; 3 /N a2
3. = =—3 — [E(Z},)97 + E(Z1;9;
8E( ) 20;(p — 1) OE(Z1;)
) 1i/ 92 .
252 95, ——97 + E(Zy;) Ty + 95, Vi + E(Z1;)0245

—E(2,)9; + E(Z1:9,)]
= B0 + E(Zao)]|
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con
OE(Z1;) 0 &
— N ZuP(Yi=y
96;  9B; ,ZO P =)
Y=
(205 4+ 0 i+ p) = /(s + 1+ p+ 3] PG =)
y;=0
+ZZh } Y) i1 nyi=0..k,
y;=0
Y,

OE(Z
86] 8Bj ZZM _yz)

_Z [Z”“’er”ﬁ +p) ="+ k+p+yl)| P(Yi=y))
yl—O

+ZZM fyl), i=1,.nyj=0,..k
Finalmente, para j # j*
TBij :ﬁ;Zizwﬂzzwxl]SZ + /B;Zliw(mij + Siﬁjwiﬂj + Slwl)ﬁ,wS, + 6;'<Z1iw79iw8iﬁj-

Todas las expresiones anteriores deben ser evaluadas en el EMV de 6 y en w =

wp = (0, ...,O)T.
5.3. Aplicacion

En esta secciéon se ilustran los resultados presentados a dos conjuntos de datos

reales, el primero de ellos relativo a las visitas al médico y el segundo relacionado con

el futbol.
5.3.1. Aplicacion a datos reales, visitas al médico

Los datos corresponden a los ya presentados y estudiados en los capitulos anterio-

res, donde la variable de respuesta es el nimero de visitas al médico, NVIS, de 1755
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mujeres en Alemania durante 1987, y las covariables a introducir en el modelo son:
ING, ED y EDUC.

La Tabla 5.1 muestra las estimaciones obtenidas al ajustar el modelo de regresion
WG, en ella se observa que los parametros asociados a las variables ING y EDUC no
son significativos, contrario a lo que pasa con el parametro relativo a la variable ED.
También, se presentan los errores estandar asintéticos, los que fueron calculados a
partir de la matriz de Fisher esperada, K;', evaluada en 6 = §. También se presenta
el valor de la funcién de log-verosimilitud evaluada en los EMV. Al compararla con
lo obtenido para el modelo BN en la Tabla 3.5, se puede observar una diferencia
de alrededor 10 puntos en favor del modelo de regresion WG, con lo cual este ultimo
modelo es mas adecuado que el modelo BN para describir los datos, misma conclusion

que se obtiene cuando es comparado con el modelo Waring en la Tabla 4.1.

Parametro (7] ds
5o 1.2102 | 0.2758
51 —0.0300 | 0.0225
Bo 0.0117 | 0.0032
B3 —0.0263 | 0.0180
K 0.7110 | 0.0521
P 5.9608 | 1.5890

[=—4257.091 AIC=8526.182

Tabla 5.1: Resumen del ajuste del modelo de regresion Waring Generalizado, para los
datos de visitas médicas.

En la Figura 5.1 se presentan las simulaciones envelope para los residuos de Pear-
son, tanto para el modelo BN (izquierda), como para el modelo WG (derecha). Dado
que el segundo de estos graficos muestra un mejor ajuste, es razonable elegir al mo-
delo WG por sobre el modelo BN, conclusiéon que apoya lo previamente expuesto.

La Figura 5.2 muestra el comportamiento de la distancia de verosimilitud y la
distancia de Cook generalizada para 6, en ambas se puede apreciar que la observacién

285 es la que presenta una potencial influencia en la estimacion de los parametros.
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Figura 5.1: Envelope de los residuos de Pearson para el ajuste del modelo Binomial
Negativo (izquierda) y Waring Generalizado (derecha).
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Figura 5.2: Grséﬁco indice de la distancia de verosimilitud y distancia de Cook gene-
ralizada para 6.

La Figura 5.3 muestra que bajo el esquema de perturbacion aditiva del predictor
ED, la observacién 291, en la direccién |h,,,,|, presenta un potencial efecto en el EMV
de 6. Conclusion similar se obtiene del grafico relativo a la curvatura local total, C;.
Los graficos relativos a las variables ING y EDUC, no fueron incluidos en este trabajo,
dadas sus similitudes con lo descrito para la variable ED.

A partir de lo obtenido del analisis de influencia global y local, las potenciales
observaciones influyentes en los EMV de los parametros del modelo WG son las pa-
cientes 285 y 291. La Tabla 5.2 muestra los resultados del analisis al eliminar los
subconjuntos de datos que se pueden formar con estas dos observaciones. Se puede
observar que cuando se elimina un subconjunto que incluye a la observacién 285 se

produce un cambio en la significancia de 5; y precisamente al quitar dicha observa-
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Figura 5.3: Grafico indice de |h,,,,| y curvatura local total, C;, bajo el esquema de
perturbacion aditiva del predictor Edad. C; multiplicado por 10~°

cién se produce un cambio mayor en la estimacion de dicho parametro, ésto se ve

reflejado en el valor de la razén de cambio (RC). Note que la conclusion acerca de la

no significancia del parametro 53 nunca cambié (al 5 %), es decir, 33 siempre se man-

tuvo no significativo; por lo tanto la variable fue extraida del modelo, y se repitio el

analisis anterior para las variables ING y ED; las conclusiones sobre la influencia de

285 se conservan, es decir, al extraer esta observacion del conjunto de datos la signi-

ficancia de la variable ING cambia. Lo anterior nos lleva a concluir que la variable

EDUC puede ser extraida del modelo.

Observacion RC
Eliminada l 5o Jost Ba B3 3 P Significancia
Ninguna -4257.1 - - - - - - B39 significativo
285 -4250.2 | 1.68 | 69.71 | 0.22 | 15.86 | 0.31 | 3.47 | 31, 32 significativos
291 -4246.0 | 0.74 | 7.38 | 556 | 1.50 | 1.02 | 10.78 B significativo
285,291 -4239.1 | 2.44 | 62.70 | 5.79 | 17.51 | 1.24 | 14.56 | (3, 3, significativos

Tabla 5.2: Raz6n de cambio de los EMV al eliminar un subconjunto de observaciones
en el modelo WG.

5.3.1.1. Conclusion de la aplicacion visitas al médico

De acuerdo con lo obtenido de la Tabla 5.2, se puede afirmar que la observacion

285 provoca cambios en los EMV y por tanto se le puede considerar una observaciéon

potencialmente influyente en la estimacion de los parametros.
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En cuanto a la comparacion de los modelos WG con el modelo BN, se optara por
el primero, dado que aumenta, aunque levemente, el valor de la log-verosimilitud, y
ademas, recordando que el segundo es un caso particular del primero cuando p — cc.
Conjuntamente, el valor del estadistico de razon de verosimilitud es 21.724, con un
valor-p asociado <<0.05, con un grado de libertad, con lo cual se concluye que el
modelo WG es mejor que un modelo BN para describir estos datos.

En la Tabla 5.3 se observa que existen diferencias entre los coeficientes estimados
de 0 y sus respectivos errores estandar asintéticos, particularmente en el modelo BN
los parametros 3, y B3 son significativos, mientras que en el modelo Waring Genera-

lizado, sé6lo resulta ser significativo el parametro (5.

Modelo 0 ds l
Binomial Bo= 1.4154 | 0.2641 | —4267.9
Negativo | $1 = —0.0355 | 0.0215
By = 0.0099 | 0.0031
B3 = —0.0355 | 0.0173
4= 0.5840 | 0.0253

Waring By = 1.2102 | 0.2758 | —4257.1
Generalizado | 3; = —0.0300 | 0.0225
By = 0.0117 | 0.0032
B3 = —0.0263 | 0.0180

A= 0.7110 | 0.0521
p= 5.9608 | 1.5890

Tabla 5.3: Resumen de los ajustes de los modelos Binomial Negativo y Waring Gene-
ralizado.

Note que el parametro ~, que representa la heterogeneidad en el modelo BN, es
dividido en dos fuentes de sobredispersién en el modelo WG, x y p. Dado que la princi-
pal caracteristica del modelo de regresion WG es que permite dicha descomposicion,
la Tabla 5.4 muestra las componentes de la varianza para el conjunto de datos ana-
lizados, y ademas contempla las razones de varianza dadas por Rodriguez-Avi et al.

(2009) como:
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-2
n Aleatoria: ity ) .
(et p— D+ pi)
1
s Factores Externos: r(k+ 1) .
(k+p—1)(k+ wi)
s Factores Internos: Hi .
K=+
Fuente de variacion Varianza Proporcion de varianza
0.4965
Aleatori ; _—
eatoro Ha 0.7110 + 115
0.2145
Fact Ext 0.43201; _
actores Externos i 07110 1 11
Hi
Fact Int 2.0140u2 —
actores Internos % 07110 1 11
2
Total 1.4320 ( i 1
ot (“Z * 0.7110)

Tabla 5.4: Varianza y proporciéon de varianza por componente para el conjunto de
datos visitas al médico.

La Figura 5.4 muestra la relacion entre las razones de las tres componentes de
varianza y el valor esperado del nimero de visitas al médico por cada individuo, de
acuerdo las expresiones presentadas en la Tabla 5.4. En dicha figura se observa que
la mayor proporcién de varianza se debe a los factores internos de cada paciente, es
decir, la variabilidad de individuo a individuo depende mayormente de los factores
inherentes precisamente de cada persona, entre los cuales se pueden considerar, si
la paciente presenta alguna enfermedad que necesita constante control médico, es
una persona hipocondriaca, etc., las que no fueron introducidas como covariables en
el modelo. Por otro lado, a pesar que las dos restantes componentes explican muy
poco de la variacion total, es interesante entender qué factores pueden explicar dicho
fenémeno, por ejemplo, dentro de los factores externos se puede mencionar la exis-

tencia de un plan de salud que requeria que las personas se hicieran un chequeo,
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entre otros. Cabe sefialar también que, a medida que el valor esperado aumenta, la

proporcion de varianza asociada a los factores internos aumenta levemente.

1.0

« aleatorio
A f.externos
+ f.internos

0.6

0.4

0.2

;v a8 A

Fraccién de varianza por componente

T T T T T T T T
2.0 25 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 55

NUmero de visitas

Figura 5.4: Relacion entre las fracciones de componente de varianza y numero de
visitas al médico.

Finalmente, con el propésito de comparar los tres modelos presentados en este
trabajo, la Figura 5.5 muestra las simulaciones envelope para los residuos de Pear-
son, para el modelo Waring (izquierda), para el modelo BN (centro) y para el modelo
WG (derecha). En ellas se observa que los residuos estan dentro de las bandas de
confianza, tanto para el modelo Waring como para el modelo WG (siendo mejor el
primero de éstos), no asi para el modelo BN. Por otro lado, los valores de la funcién
de log-verosimilitud entre los tres modelos son muy cercanas, sin embargo, un poco
mayor la del modelo WG, eso adicionado a que este modelo permite la descomposicion
de la varianza en tres componentes, lo convierten en un modelo mas atractivo, desde

el punto de vista de la comprension e interpretacién de los resultados.

5.3.2. Aplicacion a datos reales, fuatbol

La variable de respuesta, y;, corresponde al namero de goles convertidos por 1224
futbolistas de la primera divisién de la Liga Espanola. Los datos fueron analizados

previamente por Rodriguez-Avi et al. (2009) y se encuentran disponibles en el paquete
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Figura 5.5: Envelope de los residuos de Pearson para el ajuste del modelo Waring
(izquierda), Binomial Negativo (centro) y Waring Generalizada (derecha).

GWRM de R. En dicho trabajo, se propone el modelo de regresion Waring Generaliza-
do, destacan que su principal cualidad es que permite analizar y obtener informacién
mas precisa acerca de la variabilidad observada, especificamente sefialan que este
modelo es util cuando se puede justificar y/o se tiene claridad acerca de quiénes son
los factores que pertenecen a la componente externa o a la interna, es decir, es posible
separar dichos factores.

La informacion utilizada en este trabajo proviene de la revista deportiva MARCA,
en particular se consideraron las temporadas 2000/2001 y 2006/2007. Como variables

explicativas se incluyen:

= clasif: el puesto de clasificacion del equipo respectivo por jugador, variable que

toma valores entre 1y 20.

= position: la posicién en el campo de juego, defensa, delantero y mediocampista,
donde claramente se deja afuera a los arqueros. Esta variable es considerada

categorica.

= log(played): el logaritmo del nimero de partidos jugados por cada deportista, el

cual es ingresado adicionalmente al modelo como una variable offset.
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De acuerdo a lo anterior, la media del modelo estara dada por,

i = played x eXp{xlT,B} = exp{xZT,@ + log(played)}

Es necesario sefialar que si un jugador en particular jugé ambas temporadas, sélo
se le contabiliza aquella donde convirtié mas goles.

La Figura 5.6 muestra el nimero de goles convertidos durante las temporadas
consideradas de acuerdo a la posicién de los futbolistas en la cancha, en ella se ob-
servan varios puntos atipicos, entre ellos destacan las observaciones: 729, correspon-
diente a un defensa que convirtié 8 goles en 27 partidos jugados; 344, delantero que
convirtié 29 goles en 38 partidos (en que 38 es el maximo de partidos jugados) y por
altimo la observacion 19, la cual corresponde a un mediocampista que convirtié 24

goles jugando 35 partidos.

. 344

. 19

n° de goles
15
|

. 729

T T T
defensa delantero mediocampista

Figura 5.6: Grafico de caja nimero de goles segin posicion del futbolista en el campo
de juego.

En la Tabla 5.5 se presenta la informacion resumida por variable, de acuerdo a la
posiciéon del futbolista en la cancha, en que la media global (sin importar la posicién)
del nimero de goles convertidos es 2.21 con una desviacion estandar de 3.71 goles.

En la Tabla 5.6 se observa la comparacion entre los modelos Waring Generalizado,
Binomial Negativo, Waring y Geométrico. En adelante no se considera el modelo Wa-
ring, pues de su ajuste se obtuvo un valor estimado para ¢ préximo a 1 (¢ = 1.000041),

con una desviacion estandar de 0.2740, luego al contrastar la hipétesis nula Hy : ¢ = 1,
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Posicién Variable Minimo Mediana Media Maximo ds
defensa(n=410) clasif 1.00 12.00 11.87 20.00 6.11
played 1.00 22.00 20.78 37.00 11.74

goals 0.00 0.00 0.85 8.00 1.32

delantero(n=281) clasif 1.00 13.00 12.35 20.00 5.63
played 1.00 22.00 20.32  38.00 12.11

goals 0.00 2.00 4.78 29.00 5.81

mediocampo(n=533)  clasif 1.00 13.00 12.02 20.00 5.76
played 1.00 23.00 20.74 38.00 12.19

goals 0.00 1.00 1.90 24.00 2.73

Tabla 5.5: Analisis descriptivo de las variables de acuerdo a la posicién del jugador
en la cancha.

el valor del estadistico asociado es aproximadamente 0, en cuyo caso el valor-p de la
prueba es &~ 0.5. Por lo tanto, no existe evidencia en contra de la hipétesis nula, y da-
do que si ¢ — 1 se obtiene el modelo Geométrico, como un caso particular del modelo
Waring, se optara por el primero, que corresponde al modelo con menos parametros.
Conclusion concordante con la obtenida al aplicar el test de razén de verosimilitud,
donde LR. = 0.092, con valor-p= 0.9866 > 0.05. También se desprende que el modelo
que presenta menor AIC y mayor funcién de log-verosimilitud es el modelo WG. En
particular, al aplicar el test de razon de verosimilitud (L R) entre el modelo WG y BN
se obtiene que el estadistico en cuestion es igual a 7.462, con valor-p= 0.0063 < 0.05,
por lo tanto se rechaza la hipétesis nula, lo que implica que el modelo WG es mejor

que el modelo BN para describir los datos en considerados.

Modelo n° de parametros l AIC
Waring Generalizado 7 -1819.833 3653.667
Binomial Negativo 6 -1823.564 3659.129
Waring 6 -1871.179 3754.357
Geométrico 5 -1871.133 3752.267

Tabla 5.6: Resumen de los ajustes del modelo Waring Generalizado, Binomial Nega-
tivo, Waring y Geométrico.

La Tabla 5.7 muestra los resultados obtenidos del ajuste del modelo WG a los
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datos, se observa que todas las covariables incluidas en el modelo son significativas,

pues el valor-p para cada contraste individual, Hy : 5; = 0, es mucho menor a 0.05.

parametro 0 ds z—valor l AIC

Bo -5.7030 | 0.2979 | -19.2455 | -1819.833 | 3653.667
b1 -0.0277 | 0.0052 | -5.3477

B2 1.7259 | 0.0856 | 20.3221

B3 0.7713 | 0.0826 9.2779

B4 0.8555 | 0.0836 | 10.3383

K 4.5283 | 1.1773

p 19.1885 | 4.9501

Tabla 5.7: Resumen de los ajustes del modelo Waring Generalizado para los datos de
fabtol.

La Tabla 5.8 muestra el numero de goles observados y el nimero de goles espera-
dos obtenidos al ajustar los modelos Waring Generalizado (E;(a)), Binomial Negativo

(E;(b)) y Geométrico (F;(c)), respectivamente.

Y OZ Ei (a) Ez‘ (b) Ei (C) Yy Oz Ei (a) Ei (b) Ei (C)

0 550 544.6889 536.6097 614.7931 | 15 6 3.6243 3.5198 3.8204
1 205 206.7991 217.8767 200.0766 | 16 2 29786 2.9074  3.2398
2 143  132.9946 134.8052 112.4232 | 17 4 24582 24140 2.7650
3 80  89.4972  89.3137  72.2837 | 18 1 2.0358 2.0130 2.3734
4 56  61.8855  61.2349  49.7048 | 19 3 1.6909 1.6845 2.0479
) 39  43.8468  43.1476  35.6971 | 20 2 14081 1.4137 1.7754
6 32 31.7919  31.1537  26.4646 | 21 0 1.1751 1.1893 1.5459
7 18 23.5550 229961  20.1144 | 22 2 09827 1.0023 1.3513
8 21 17.7997  17.3152 15.6023 | 23 1 0.8232 0.8461 1.1854
9 20 13.6883  13.2713 123113 | 24 4 0.6907 0.7152 1.0434
10 9 10.6878  10.3333 9.8579 | 25 0 0.5804 0.6052 0.9211
11 12 8.4536 8.1580 7.9946 | 26 0 0.4884 0.5125 0.8154
12 5) 6.7592 6.5189 6.5562 | 27 0 0.4116 0.4344 0.7236
13 4 5.4532 5.2637 5.4299 | 28 0 03472 0.3684 0.6437
14 4 4.4322 4.2882 4.5368 | 29 1 19718 2.0881 5.9017

Tabla 5.8: Tabla de frecuencias observadas (O;) y esperadas (F;) para el modelo Wa-
ring Generalizado, Binomial Negativo y Geométrico.
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Juntando las filas, para que se cumpla n * p; > 5, con p; = P(y;|0).

550 544.6889 536.6097 614.7931 20 13.6883 13.2713 12.3113
205 206.7991 217.8767 200.0766 9 10.6878 10.3333  9.8579
143 1329946 134.8052 112.4232 12 8.4536  8.1580  7.9946
80  89.4972  89.3137  72.2837 13 16.6445 16.0708 16.5229
56  61.8855  61.2349  49.7048 3.6243  3.5198  3.8204
39  43.8468  43.1476  35.6972 5.4368  5.3214  6.0049
32 31.7919  31.1537  26.4646 6.3099  6.3005  7.7427
18 23.5550 22,9961  20.1144 6.296  6.5723 12.5857
21 177997  17.3152  15.6023

6
6
6
8

Tabla 5.9: Tabla de frecuencias observadas (O;) y esperadas (F;) para el modelo Wa-
ring Generalizado, Binomial Negativo y Geométrico.

Los valores de los estadisticos de Pearson a partir de 1a Tabla 5.9 son: y2 = 12.3690,
con 9 g.1, con valor-p= 0.1933, para el modelo WG, x? = 13.4417, con 10 g.1, con valor-
p=0.2000, para el modelo BN y x? = 31.3810, con 11 g.1, con valor-p=0.0010 para el
modelo Geométrico. De acuerdo con ésto, resultan apropiados los modelos WG y BN;
sin embargo, de acuerdo con el test de razén de verosimilitud, el modelo WG es mas
adecuado para describir a estos datos.

En la Figura 5.7, se pueden apreciar los valores observados versus los valores
esperados de cada modelo presentados en la Tabla 5.9, en ella se observa como los co-
rrespondientes al modelo Waring Generalizado ajustan de mejor manera a los valores

observados que los restantes modelos.

500
Il

« Waring Generalizada
= Binomial Negativa
A Geométrica

1

frecuencia
300
Il

0 100
| Il Il

n° de goles
Figura 5.7: Numero observado de goles (O;) y nimero esperado de goles (F;) por mo-
delo ajustado.
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La Figura 5.8 muestra los residuos de Pearson para el modelo WG, definidos a

O; — Ei(a)
Ei(a)

observa que todos los valores estan comprendidos dentro de las bandas -3 y 3 de

partir del estadistico de Pearson como, SR; = , 1 =1,..,17, en ella se

manera aleatoria.

indice
Figura 5.8: Residuos de Pearson para el ajuste del modelo Waring Generalizado.
En la Figura (5.9) se presentan las simulaciones envelope para los residuos de
Pearson, tanto para el modelo BN, como para el modelo GW, donde se observa que
ambos modelos ajustan bien; sin embargo el modelo WG tiene una leve ventaja, con-
clusién que apoya la decisiéon previa de que este modelo es mejor para describir a

estos datos.

| | I

10 15 20 25

Residuos de Pearson
1
Residuos de Pearson
20
1

5
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0
L

Cuantiles Tedricos Cuantiles Tedricos

Figura 5.9: Envelope de los residuos de Pearson para el ajuste del modelo Binomial
Negativo (izquierda) y Waring Generalizado (derecha).

Desde el punto de vista de la influencia global, se observa a partir de la Figura
5.10 que las potenciales observaciones influyentes son: 19, 125, 794, 804 y 979, donde

el jugador 19 corresponde a un mediocampista que convirtié 24 goles en 35 partidos,
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en que la media de goles convertidos en dicha posicién alcanza s6lo 1.90 goles. Los
jugadores 125, 804 y 979 son delanteros que jugaron un alto nimero de partidos,
38, 36 y 34 respectivamente, pero sélo convirtieron 1, 1 y 0 goles, donde la media es
de 4.78 goles. Mientras que el jugador 794 corresponde a un defensa que convirtié 5

goles en 15 partidos, en que la media de goles de este grupo es de s6lo 0.85 goles.

. 794 . 794
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Figura 5.10: Gréfico indice distancia generalizada de Cook y de verosimilitud para 6.
La Figura 5.11 muestra el comportamiento de las observaciones bajo el esquema
de ponderacién de casos, a partir de ella se puede concluir que nuevamente los juga-

dores 19, 125, 794, 804 y 979 son lo que presentan una posible influencia en los EMV

de los parametros.
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Figura 5.11: Grafico indice de |h,,,;| y curvatura local total, C;, para el esquema de
ponderacién de casos. C; multiplicado por 10713,
En cuanto al esquema de perturbacién aditivo de la variable log(played), se ob-

serva en la Figura 5.12 que el jugador 344 presenta una posible influencia en los

EMYV del modelo, dicho jugador corresponde a un delantero que jugé 38 partidos y
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convirtié 29 goles.
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Figura 5.12: Grafico indice de |h,,,;| y curvatura local total, C;, para el esquema de
perturbacion aditiva de la varible log(played).

De acuerdo a lo anterior, se consider6 la eliminacién de estas observaciones y
de sus combinaciones del conjunto de datos; sin embargo, nunca hubo cambio en la
significancia de los parametros. Los principales cambios relativos en las estimaciones,
siempre estuvieron relacionadas al parametro x, no a los parametros involucrados en
la media.

Adicionalmente, se calcularon las razones de cambio al eliminar a las potenciales
observaciones influyentes del conjunto de datos, tanto de forma individual como la
combinaciones de ellas. El mayor cambio de « se produjo cuando se eliminé la ob-
servacion 125 (16.5803 %), mientras que el mayor cambio de p se produjo cuando se
eliminé la observacién 794 (19.6194 %), cuando se analiz6 la eliminacién de ambas
observaciones, las respectivas razones de cambio disminuyeron considerablemente a
0.0721 % y 9.5292 %, respectivamente. Dado que la eliminaciéon de estos subconjun-
tos de observaciones no arroj6é cambios en la significancia de los parametros no son
presentados en este trabajo.

En la Tabla 5.10 se presenta la descomposicion de la varianza y sus correspon-
dientes proporciones para este conjunto de datos.

En la Tabla 5.11 se encuentra la descomposicién de la varianza en proporciones



Fuente de variacion Varianza Proporcion de varianza
3.4263
Aleatori ' 4.5283 + i
eatorio Hi 4.5283 + 1,
1.1020
Factores Ext 0.3216p 17993 + 0.
actores Externos Hi 4.5283 + p;
i
Factores Int 0.2919p7 15283 + 1
actores Internos My 4.5283 + 1,
u2
Total 1.3216 ( 15 + 22 1
ota (”Z i 4.5283)
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Tabla 5.10: Varianza y proporciéon de varianza por componente para el conjunto de
datos del futbol.

para las observaciones que fueron consideradas potencialmente influyentes, 19, 125,

344, 794, 804 y 979, coincidentemente las observaciones 125, 344 y 804 son las que

presentan un mayor valor de la componente factores internos, es decir, la mayor con-

tribucion a la varianza lo ejercen las cualidades propias del individuo, se observa

ademas, que ésta es mayor a medida que el nimero de partidos jugados aumenta.

clasif played position Aleatorio F. Externos F. Internos
19 4 35 mediocampista 0.37 0.12 0.51
125 8 38 delantero 0.20 0.06 0.74
344 3 38 delantero 0.18 0.06 0.76
794 17 15 defensa 0.71 0.23 0.07
804 7 36 delantero 0.21 0.07 0.72
979 12 34 delantero 0.25 0.08 0.67

Tabla 5.11: Resumen descomposicion de la varianza para las observaciones 19, 125,
344,794, 804 y 979.

Finalmente, en la Figura 5.13 se muestra la proporcion de varianza atribuida a

las covariables incluidas en el modelo, a los factores externos y a lo factores internos,

de manera general y de acuerdo a la posicién del jugador en la cancha. A partir de

ella se puede concluir que:

= Sin importar la posicién del jugador la proporcion de varianza atribuida a la



125

aleatoriedad del juego y los factores externos decrece a medida que el nime-

ro de goles aumenta, con lo cual aumenta la proporcién relativa a los factores

internos.

= Al comparar la proporciéon de aleatoriedad, se observa que ésta es mayor en los

defensas, seguido por los mediocampistas y finalmente los delanteros.

= Apoyando lo presentado en la Tabla 5.11, se puede ver que los delanteros pre-

sentan una mayor proporcion de la varianza relativa a los factores internos,

luego los mediocampistas y por tltimo los defensas.
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Figura 5.13: Grafico de la razén de varianza para el conjunto de datos del futbol.

5.3.2.1. Conclusion

A partir de estos datos fue posible analizar la descomposicién de la varianza para

cada individuo, ventaja principal del modelo Waring Generalizado, que considera los

factores que no se pueden medir u observar, pero que se sabe influyen en la respuesta.

Por ejemplo, para los factores internos es sabido que, ademas de la posicion de jugador
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en la cancha, su habilidad para convertir goles es un factor relevante; otro factor que
no se puede medir, pero que se cree puede ser importante al momento de jugar es el
estado de la cancha y la habilidad para el juego del equipo contrario (factores externos
al individuo).

En el ambito del analisis de influencia, si bien las observaciones detectadas no
generaron cambios en la significancia de los EMV, se observé que la mayor proporcion
de varianza estd relacionada con los factores internos del jugador y que ésta era
mayor en los delanteros, la cual era precisamente, la posicién de la mayoria de la
observaciones detectadas.

Finalmente, con esta aplicacion se queria mostrar el efecto de descomponer la
varianza y qué sentido tiene aquello, asi como la relacién con las covariables involu-

cradas.



Capitulo 6

Conclusiones y Trabajos Futuros

El objetivo central de esta tesis fue obtener expresiones de influencia global y local
para el modelo de mezcla Waring y Waring Generalizado. Con tal propésito se pre-
sent6 una descripcion de cada modelo a estudiar, incluido el modelo Poisson-Gamma
(Binomial Negativo). Se obtuvo la funcién generadora de momentos para cada modelo
usado en este trabajo. Se establecieron las relaciones entre dichos modelos, notando
que algunos correspondian a casos particulares de otros, destacando que el modelo
mas general es el modelo Waring Generalizado de parametros (9;, s, p), de manera tal
que, si k — 1, se obtiene el modelo Waring(y;, ¢). Mientras que si p — oo se recupera
el modelo Binomial Negativo (u;, ). Por otro lado, si v — 1 en un modelo BN, se obtie-
ne como caso particular el modelo Geométrico (p;), el cual también se puede obtener
cuando el parametro ¢ — 1 en el modelo Waring.

En particular, en el Capitulo 1 se analizé el modelo BN, el cual proviene de la
mezcla Poisson-Gamma, donde el modelo Poisson es utilizado para modelar datos
de conteo en que la tasa de ocurrencia es igual para todos los individuos; luego, en
presencia de heterogeneidad en los datos, la que no puede ser explicada por las ca-
racteristicas observables e incluidas en el modelo provocan que dicho modelo no sea
adecuado. Cuando ésto ocurre es necesario modelar la heterogeneidad, en caso que

la variabilidad sea mayor que la media (sobredispersion) una manera de solucionarlo
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es asumir que la tasa de ocurrencia tiene distribucién Gamma. Con ello se ha creado
una nueva fuente de variacion, diferente a la que puede ser explicada por las cova-
riables observadas e introducidas en el modelo. Luego, es 16gico tratar de explicar a
qué se debe esta nueva fuente de variacion, Irwin (1968) y Xekalaki (1983b), dan res-
puesta a ésto introduciendo el modelo WG, dicho modelo considera las tres fuentes de
variacion mencionadas en este trabajo, la primera explicada por las covariables (azar
propio del fenémeno), los factores internos y los factores externos, estas dos dltimas
fuentes corresponden a la subdivision de la fuente adicional creada para el modelo
BN. En el modelo WG los factores internos corresponden a aquellos inherentes a ca-
da individuo, mientras que los factores externos tienen relacién con la exposicién del
individuo a cierto fenémeno, pero que no dependen de él.

En cuanto a la estimacién de maxima verosimilitud de los parametros se optd y se
utilizaron algoritmos, tales como, Newton-Rapshon, IRLS y algoritmo EM, los cuales
se implementaron en el software libre R. Para el modelo de regresién Binomial Nega-
tivo y Waring, la estimacién de los parametros se obtuvo maximizando la funcién de
log-verosimilitud completa, a través del algoritmo EM. Mientras que, para la obten-
cion de las estimaciones a través de la maximizacién de la funcién log-verosimilitud
observada para el modelo Waring, se modific6 la funcién propuesta por Rodriguez-Avi
et al. (2009), GWRM.fit, para el modelo de regresion Waring Generalizada.

En esta tesis se presentan expresiones de influencia global y local para cada uno
de los modelos presentados. Particularmente, en el enfoque local, se discute la impor-
tancia de obtener un esquema de perturbacion adecuado, es decir, que la matriz de in-
formacion de Fisher esperada en el modelo perturbado, evaluada en w, sea diagonal,
es decir, G(wy) = clI,,. La metodologia desarrollada en este trabajo fue implementada
en el software libre R.

La aplicacion transversal de este trabajo se denominé visitas al médico, se con-
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sideraron 3 variables explicativas, Ingreso per-capita, dividido en 10, expresado en
marcos, la Edad y los aflos de Educacién, mientras que la variable de respuesta es
el numero de visitas al médico durante el afio 1987. Se observé que las medidas de
influencia coinciden con sefialar a la paciente 285 como potencial observacién influ-
yente. En particular, los modelos Waring y WG generan cambios en la significancia
de la variable Ingresos cuando esta observacion es extraida del conjunto de datos.
En cuanto a las medidas de ajuste, comparativamente con el modelo BN y Waring, el
modelo WG presenta mayor valor de la funcién de log-verosimilitud.

Adicionalmente a todo lo desarrollado en este trabajo, quedan abiertas las posibi-

lidades de complementar la comparacion de estos modelos con:

= Repetir la aplicacion del niimero de visitas al médico, considerando covariables
dicotomicas, tales como, si la paciente trabaja o no, si tiene o no hijos, etc., dado
que en particular en el modelo de regresiéon Waring Generalizado se genera una
divisién en tres fuentes de variacién, permitiendo con ésto obtener el porcentaje

de variacion respectiva a cada fuente.

= Obtener e implementar el algoritmo EM y, a partir de este enfoque obtener las

expresiones de las herramientas de influencia global y local para el modelo WG.

= Obtener la versiéon Waring Zero Inflado y Waring Generalizado Zero Inflado y
comparlo con el modelo Binomial Negativo Zero Inflado y Poisson Zero Infla-
do, dada la alta frecuencia observada que alcanza la variable respuesta cuando

toma el valor 0.



Apéndice A

Funcion Generadora de
Momentos

Funcion Generadora de Momentos de la distribuciéon Wa-
ring

En este seccion se demuestra la Proposicion 1 y a partir de ella se obtienen la
media y varianza de la distribucién Waring.

Dem. Proposicion 1: La funcién generadora de momentos (FGM) de la distribu-

ciéon Waring por definicién esta dada por,

M, (") = E(e") = 3 "V P(yla, B),
y=0

donde P(y|a, B) corresponde a la funcion de probabilidad de la distribucién Waring,

que es obtenida de la mezcla dada en (2.13), es decir,

_ [ yLla+p8) . -
P(ya,ﬁ)—/o p(1—p) NOROK Y(1—p)”tdp,
con lo cual,
% _Zoo ot ! B yLla+8) o _\B-1
My(t )_ ot Y 0 p(]' p) F(a)F(ﬁ)p (]' p) dpa
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de donde,
* . = * ! P(a + /8) a— -
M, (t) = gggoyz;)et y/o O LA
! . - * F(a + ,8) _ _
_ t o o—1 _ \6-1
= /0 nlggoyzzge P =) E P )
Dado que,

F(a + B) pafl
INCYINE)

es posible definir una sucesion creciente, tal que,

e Vp(1 - p)Y (1-p)t >0,

I'a+ p)

Wpail(l - p)Bﬂ’

Ap =Y e Vp(1 —p)
y=0

con lo cual se tiene que, 0 < A, < A1, por lo tanto, por teorema de convergencia

monoétona,

F(a + /3) pa—l(l _ p)’B_ldp.

Luego,

lo anterior, debido a que,

My, (") = 1—(1].%]9)@15*’ ya que y|p ~ Geo(p).
Finalmente,
o Tla+p) [ p*(1-p)~!
M) = Far(3) T G Ay

A partir de (A.1) es posible obtener la media y varianza de la distribucién Waring,



dadas en (2.12). Note que,

Yo pr(1-p)P-
b, 01— (1—p)

**dp
ettO

Por lo tanto, a1

Luego,

_T(e+p)
- T()T(B) Jo 8t*1—(1—p)et*

9 p*(1—p)!
*p)et*
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es integrable.

t*=0

oz _ \B8-1
(1-p) (A.2)

B

Q

Analogamente, se puede

-1

9* p*(1—p)’!

21 — (1 — pet” 1t*=0 es integrable, y por

mostrar que

lo tanto que el segundo momento esta dado por,



0> M, (t)
8t*2 }t*:(]
/1 82 pa(l—p)ﬁfl

0 8t*2 1— (1 _p)et* ‘t*:O

E(y*) =

dp

"pr(1—p)Pe” (1 — (1 —p)e!)? + 2p™(1 — p)P (1 — (1 — p)e’)e”

133

/0 (1—=(1—pet")
/1 pt2(1 = p)P + 2p° (1 — p)Pt!
0
I

dp

H Sl Hg A

p4

—~
Q
~—
=
~~
=
—_ O — | — |~

(P21 —p)? +2p°73(1 — p))dp

e
L
=
=

T(a + ) a— D3+ 1)pH(1 —p)’dp

~Beta(a—1,5+1)

_ Tla+p) [T(alﬂ“(fﬂrl)/l I'(a+8)
o I'(

p* 3 (1 —p)PHdp

2T (o — 2)T(B + 2) /1 L(a+B)
(o + B) o I'(la=2)I'(8+2)

~Beta(a—2,+2)

B 2(8+1)8
T it De-2

A partir de, (A.2) y (A.3), se obtiene la varianza de la distribucién,
Var(y) = E(y*) — E*(y)
B 2(8+1)8 B2

T a-1 (a—1)(a=2) (a—1)2
_ af(a+pB—-1)
(@ =1)*(a—2)’

donde (A.2) y (A.4) coincide con (2.12).

‘t*zodp

(A.3)

(A.4)
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Funcion Generadora de Momentos de la distribucion Wa-
ring Generalizada

En esta seccion se demuestra la Proposicion 2 y a partir de ella se obtienen la
media y varianza de la distribucion Waring Generalizada.
Dem. Proposicion 2: Por definiciéon la Funcién Generadora de Momentos (FGM)

para esta distribucién, en que y ~ WG(9, k, p), estara dada por,

My (t*) = E(e"Y) =Y "V P(yl9, 5, p),
y=0

donde P(y|¥, k, p) corresponde a la funcién de probabilidad de la distribucién Waring

Generalizada, resultante de la mezcla dada en (2.19), es decir,

) B © T(y +9) 1 v v Y T(k+ p) o1 V)~ do
P(yl|v, ’p)_/o y!IT () <1+U> <1+v> I'(k)(p) (1+v) i

con lo cual, la FGM estara dada por,

Z " / yH? <1iv>ﬁ<1iv>y£((:);(g))vn1(1+U)wp)d“’

con

—JEEOZet* / ijﬁ? <1iv>ﬂ<1iu>yE((:);(Z))“H(l+“)_(H+p)d”
:/0 JEEOZ s yr&?) <1iv>ﬂ <1iv>y5((:);(2))“”_1(1+“)_(H+p)d“
- [t 3 e

Ly +7) 1\ v \YT(+p) . _ [
t*y k—1 (ktp) >
pues, M = e mINC) (1 v) T 5 F(/{)F(p)v (1+v) > 0. Ademas,

definiendo la sucesion, A, = ZMl, se tiene que, 0 < A,, < A,41; por lo tanto, por

y=0
teorema de convergencia mondétona,

0= [T () () gy s
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pues,

1

0
1
My, (1) = (M_Wg> , ya que ylv ~ BN(¢,p), conp =

1+v

Finalmente,

o= DlEtp) [% e e (Y
My(t ) - F(H)F(p) /0 v (1+U) P 1+U—U€t* dU. Ii (A5)

A partir de (A.5) se puede obtener la media y varianza de la distribucion Waring

Sea,

=V

Generalizada.
9
2* o1+ U)—(“+P) (1>

o
/0 1+v—wve”

| (n+0) 1 et
— K= 1 —\K 919 - e d
/0 v (4 ) (1 +v —U@”) (1+ v — vet")2t7=0 v

= / U (14 v) ")y
0

:§HH+UHP—D/w I'(k+ p)
L'k + p) o (k+1)I'(p—1)

~Betall(k+1,p—1)

V(1 + )" dy

P(s+ DI (p— 1)
L(k+p)

o - 1 v
Por lo tanto, ——v"~*(1 +v) (K+p) —

ot 1+ v — vet” o €S integrable.

Entonces,
OM,(t*)
ot*

F(/{z—i—p) 0 0 1 —(Kk+p) 1 v
TN a " _ A.6
TwTp) Jy o6t 0TV o) A8

E(y) =

t*=0
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2

9
De la misma manera se puede mostrar que wv”” (1+wv)~(=tp) (ﬁ)

es integrable, y por lo tanto que el segundo momento esta dado por,

t*=0

_ 0PM,(t)
T o2
CT(k+p) .1 — (ke 1 V-2 v2e?t
= A E | o) 19 -1 — -
/0 F(/i)].“(,o)v (1+v) ( ) 14+ v —wvet” (1+v—wvet")t
9 1 U Twet” (14 v — vel™)2 4+ 2(1 4+ v — vel Jv2e2t”
1+v—wvet” (1+v—wvet")*

E(y)

t*=0

t*:OdU

*T(k+p) —(k+p) (192, 2 2
= T (1 ) R (9202 4 9o + Yo do
[ ogrey s w )

e g DB DD =2) [ Tletn) o iy
= PO STO Tr g T a9

~Betall(k+2,0—2)

F(K + P) F(E - 1)F(p — 1) > F(ﬁ + p) 'UH v _(N-i- ) U
I'(k)C(p) T'(k+ p) /0 T(k+ )0(p—1) (1+v) P d

~Betall(k+1,p—1)

+9

(92 +9)(k + 1)k n UK
(p=1(p-2)  p-1

(A.7)
Utilizando (A.6) y (A.7), se obtiene la varianza de la distribucion,
Var(y) = E(y*) — E*(y)
(P +9)(k+ Dk Uk 92k 2
(p=1(p-2)  p=1 (p—1) (A.8)

Uk N Uk(k + 1) V(K +p—1)
Cp=1 (p=Dp-2) (p-1)%*p—2)

donde (A.6) y (A.8) coincide con (2.20) y (2.21), respectivamente.




Apéndice B

Funcion score y matriz hessiana:
Modelo Waring

En esta seccién se obtiene la funcién score y la matriz de informacién de Fisher

para el vector de parametros 0 = (37, $)” del modelo Waring.

Funcion score

A partir de la ecuacion (2.15) se obtiene que,

0l(8) _ IU(B,¢) Zn:lz i, ) Dpi O

, YV J. (B.1)
o8, 08 &= om omop 7
Note que Oni _ - , luego, derivando la ecuacion (2.16) con respecto a ;.
o g ()
Li(pi, @) o
N = ¢2(a1 bl)a (B.2)
1
donde a; = ¥ (¢1 + pid2) = (yi + d1 + pid2 +1), by = Y(pig2) — Y (yi + pid2) y Si = 70
y ¥ (-) corresponde a la funcién digamma dada por, (z) = alogl“( ), z > 0.
z
Sustituyendo la ecuacion (B.2) en (B.1), se obtiene,
ol(0 8l

0B, 6/3] >
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La ecuacion (B.3) escrita en forma matricial estara dada por,

_ 9ue)

Us= "5

= X" Jz(a —b), (B.4)

donde, J, = diag ( - ! !

s > Note que la ecuacion (B.4) coincide con (4.1).
9 ()" g (pn)

Andalogamente, se obtiene la funcién score para ¢, obteniéndose lo expresado en
(4.2).
Matrix hessiana

Luego, a partir de (B.1), se puede obtener la segunda derivada de I(8) con respecto

apg,

0%10) _ Z (az m,sb)@m) Ops i
0310, O Owi  Om; ) o 0B; 7

S (Lhlpe0) O Ol 6) O O Op
i=1 Opi  On; Oui  Ow; On; ) Om; K0

Como, E <8(;(0)> = 0, se tiene que,
1223

0210)\ d%1;( m,) om\>
i (_%ka@) - ZE ( >(8m) ik

= _¢2 ZE $zkxzy7

donde, d; = a; — b}, con a] = ¢'(d1 + pid2) — V' (yi + é1 + pid2 + 1),
by = V' (nip2) — ' (yi + pido) y ¥'(-) corresponde a la funcién trigamma. En forma
matricial,

Kgp = —¢3X MX,

donde, m; = E(d;)

g ()%
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A partir de (B.4) se obtiene la segunda derivada de la log-verosimilitud con res-

pecto a ¢, la que puede escribirse como,

O -2 K~
000B; (¢ —1)? ;(az ~b)

1% N, opmi+1 o M 1
g 20 ( (¢ —1)2 <¢—1>2> g ()

v i=1

Luego,

[ 5(B.9)
Koo =E <_ 9098 )

Finalmente, la segunda derivada de (4.2) con respecto a ¢ esta dada por,

3W®_7LCJ 1 (pi+1)° o it . b)
5006 ~ 2\ "@ TG G et T i o)

Por lo tanto,

B 21(0)
Kow=E <_ 0609 > ‘

Obteniéndose los elementos de la matriz de Informacién de Fisher esperada para

0 dada en la ecuacion (4.3)
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