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Introducciéon

En 1993, Ekehahl y Serre exhibieron en [ES93| varios ejemplos de curvas
sobre C de géneros hasta 1297 en que su variedad jacobiana es completamente
reducible, o sea, es is6gena a un producto de curvas elipticas. También plan-
tearon la pregunta:

. Para qué géneros podemos encontrar una curva de tal género tal que su
variedad jacobiana sea completamente reducible?

Desde entonces, el tema de variedades jacobianas completamente reducibles ha
generado un gran interés y en particular, ha sido fructifero utilizar acciones de
grupos en variedades abelianas para estudiar y encontrar variedades jacobianas
completamente reducibles.

En |[LRO04] Lange y Rencillas encontraron que, si G es un grupo actuando en
una variedad abeliana A, entonces la descomposicion del algebra de grupo Q|G|
en subélgebras simples induce una descomposicion de la variedad abeliana A
en subvariedades de (posiblemente) menor dimension, y luego descomponen
variedades jacobianas usando este método.

En [Pau08], [Paul3| y [PR16| las autoras descomponen variedades jaco-
bianas usando acciones de grupos y logran encontrar curvas con variedades
jacobianas completamente reducibles de géneros en que no habian ejemplos
conocidos. Otros trabajos usando acciones de grupos son [Roj07], [CRO6] y
[CGARO6].

En [Aufl7], Auffarth demostr6 que si G es un grupo actuando en una
variedad abeliana A con representacion analitica irreducible, fijando el origen
y tal que A/G ~ P, entonces A es is6geno al auto producto de curvas elipticas.
Por lo que es natural preguntarse si caracterizando los posibles cocientes de
variedades abelianas suaves e isomorfos a P se podré obtener nuevos ejemplos
de variedades jacobianas completamente reducibles. Ademés, Auffarth exhibio
dos ejemplos de cocientes suaves de variedades abelianas por acciones de grupos
finitos que fijan el origen y donde su representacion analitica es irreducible.
En ambos ejemplos, la variedad abeliana era isomorfa al auto producto de una



curva eliptica y el cociente era isomorfo a P, por lo que si uno quiere clasificar
las variedades abelianas con acciones de grupos tal que el cociente sea suave,
nacen las siguientes preguntas:

= ;Existen més casos de grupos actuando en una variedad abeliana de
forma irreducible y fijando el origen tal que el cociente sea suave?

= Si existen mas casos posibles, ;Los cocientes son todos isomorfos a P"?

= Y si G es un grupo que actia en una variedad abeliana A de manera
irreducible, fijando el origen y tal que A/G ~ P™, jes A isomorfo al auto
producto de una curva eliptica?

Auffarth y Lucchini Arteche trabajaron estas preguntas en [ALAT§|, donde de-
mostraron que para variedades abelianas de dimensién mayor a 2 con accién
de un grupo finito G que fija el origen se tiene que, cuando la representa-
cion analitica de G es irreducible, los dos ejemplos encontrados en [Aufl7] son
los tinicos casos posibles. Asi, aunque no encontraron nuevos ejemplos de va-
riedades jacobianas totalmente reducibles, obtuvieron una clasificacion de las
variedades abelianas de dimension mayor a 2 con una accién de un grupo que
fija el 0, con representacion analitica irreducible y tal que el cociente sea suave.

Por otro lado, si uno tiene una acciéon de un grupo G en una variedad
abeliana A, entonces obtenemos una accion de G en Ty(A) ~ C" que preserva
el reticulado A que define a A. En [TYS82], Tokunaga y Yoshida clasificaron
los grupos de reflexiones complejas cristalograficos de dimension 2, que no
son més que extensiones de un grupo de reflexiones complejas finito G por
un reticulado A G-invariante en C?, y luego calcularon su variedad cociente
C?/(G = A) respectiva, que es equivalente a calcular el cociente de la superficie
abeliana C?/A por el grupo G. Los autores encontraron que, aparte de los dos
ejemplos exhibidos en [Aufl7|, existe un caso excepcional més de un grupo
actuando en una superficie abeliana fijando el origen, con representaciéon ana-
litica irreducible y tal que el cociente sea suave e isomorfo a P2, Sin embargo,
este trabajo no cubre todos los posibles reticulados G-invariantes y por ende,
no considera todas las acciones posibles de grupos en una superficie abeliana.
Ademas, notando la clasificacion de estos mismos grupos hecha por Popov en
[Pop82| también se puede notar que existen acciones de grupos que no fueron
estudiadas.

La idea de esta tesis es dar una clasificacion completa de todos los cocientes
suaves de superficies abelianas por grupos finitos que fijan el origen usando
técnicas similares a [ALA1S|, y asi terminar la clasificacién empezada por mis
tutores. Logramos obtener el siguiente teorema:



Teorema 1. Sea A una superficie abeliana y sea G un grupo finito de au-
tomorfismos de A que fijan el origen. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) A/G es suave y la representacion analitica de G es irreducible.
(2) A/G ~ P2

(3) Existen curvas elipticas F tal que A ~ E? y (A, G) satisface exactamente
uno de los siguientes casos:

(a) G ~ C? x Sy donde C es un subgrupo ciclico no trivial de los
automorfismos de E que fijan el origen; Aqui la accién de C? es por
coordenadas mientras que S, permuta las coordenadas.

(b) G ~ S5 y actta en
A~ {(xy,m9,73) € E® : 2y + 19 + 25 = 0},

por permutaciones.
(¢c) £ =C/Z[i] y G es un subgrupo de orden 16 de GLy(Z[i]) generado

por:
-1 144 —7 1—1 -1 0
0 1 "\ 0 ) P\i—1 1 ’
actuando en A ~ E? de forma obvia.

Note que el tercer caso posible es el mismo encontrado en [TY82].

Remark 1. Si la accion del grupo G en la superficie abeliana A no fija el
origen pero el cociente si es suave, se tiene que A/G no es necesariamente
isomorfo a P2, y una familia que sirve de ejemplo para mostrar este hecho son
las superficies bielipticas. Una superficie se denota bieliptica si es isomorfa al
cociente suave (E x F')/G, donde E y F son curvas elipticas y G es un grupo
finito de traslaciones de F actuando en F de tal forma que F//G ~ P!. Por la
clasificacion de Enriques de superficies complejas algebraicas (que uno puede
revisar en [Bea96]) las superficies bielipticas no son isomorfas a P2

Remark 2. Si la representacion analitica de G no es irreducible tenemos que
existen 2 casos posibles: cuando la dimensién de los puntos fijos dim(A%) es 0,
y cuando es 1. En el primer caso, por el Teorema [ALAIS| Teo. 2.7] tenemos
que A ~ E; X Ey con E; y Ey curvas elipticas y A/G ~ P! x P!, mientras
que en el segundo caso por la Proposicion [ALATS| Prop. 2.9] tenemos que A
es isogeno al producto de curvas elipticas F, X Ej, G solo actia en Fy con
E,/G ~ P!y por ende A/G es una superficie bieliptica.
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La tesis esta estructurada de la siguiente forma: El primer capitulo da
una introduccion sencilla sobre los prerrequisitos del tema, mientras que en el
segundo capitulo se explica de forma maéas detallada como seré la demostracion
del Teoremall]y ademés se demuestra la direccion (2) = (1). En el Capitulo 3
se dan ejemplos de cocientes suaves de superficies abelianas y se demuestran
dos de los tres casos de la direccion (3) = (2). El Capitulo 4 esté dedicado
completamente a la direccion (1) = (3) y finalmente, el Capitulo 5 se trata
del ultimo caso que falta de la direccion (3) = (2).



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Variedades abelianas

En este capitulo introduciremos de manera breve la nociéon de variedad
abeliana, junto con algunas propiedades que usaremos de ellas. La mayoria de
la teorfa y definiciones usadas en este capitulo aparecen en la monografia “In-
troduccion a las Variedades Abelianas y grupos Kleinianos” de Rubi Rodriguez
y Rubén Hidalgo [HRO5].

Definiciéon 1.1. Un toro complejo T de dimensiéon g es el grupo cociente
T =V/L donde V es un espacio vectorial complejo de dimension g y L es un
reticulado en V' de rango 2g. La estructura compleja es la heredada a través
del morfismo cociente V- — V/L.

Ejemplo 1.2. Sean 2; y 2o dos vectores en C linealmente independientes y
consideremos L = {mz; + nzy | m,n € Z}. Entonces T'= C/L es un toro
complejo de dimension 1, es decir una superficie de Riemann. Més general
ain, toda superficie de Riemann de genero 1 es un toro complejo.

Definicion 1.3. Sean 77 = Vi /Ly y Ty, = V5 /Lo dos toros complejos.

(1) Un homomorfismo de 77 a Ty es una funciéon analitica f : T3 — Ty
compatible con la estructura de grupo.

(11) Para zy € T se define la traslacion por z; como la funcién analitica
t,, : T — T dada por t,,(z) = z + zo.

Proposicion 1.4. Sean Ty y Ty como antes, y sea h : Ty — Ty una funcion
analitica. Entonces:



(1) Existe un inico homomorfismo f : Ty — Ty tal que:

h = th(O) © fa
o sea, h(z) = f(z) + h(0) para todo z € Ty.

(11) Eziste una unica funcion C-lineal F' : Vi — Va con F(Ly) C Lo que
induce el homomorfismo f.

Con la suma punto a punto, el conjunto de homomorfismos de 177 a T,
forman un grupo abeliano, denotado por Hom(73, 7). La proposicién anterior
nos da un homomorfismo inyectivo:

pa : Hom(Ty, Ty) — Home(V4, V2)

dado por p,(f) = F. Se llama a p,(f) la representacion analitica de f. Note
que esto es equivalente a ver la accion de f en el plano tangente Ty(A) de A
en el origen.

Por otro lado, la restriccion Fy, : L1 — Lo de F' al reticulado L; es Z-
lineal y determina completamente a F'y f. Asi, nuevamente obtenemos un
homomorfismo inyectivo:

pr : Hom(7T1,T3) — Homy(Ly, Lo)
dado por p,(f) = F|r. Se llama a p,(f) la representacion racional de f.

Remark 1.5. Si f € End(7) fija un punto = € T, podemos definir de forma
analoga a la construccion anterior (considerando x en vez de 0) su representa-
cién analitica en el plano tangente 7, (A) de A en x como p, ,.(f) € End(7},(A)).

Ejemplo 1.6. Para todo toro T' = V/L y para todo entero n se tiene el
endomorfismo ny : T'— T inducido por F': V — V dado por F(z) = nz.

Definicion 1.7. Sea T' = V/L un toro. Un subconjunto S C T se dice subtoro
complejo si existe un subespacio vectorial W de V' y un reticulado M en W

talque M =WnNLyS=W/M.

Proposicion 1.8. Sea f : Ty — T, un homomorfismo de toros complejos.
Entonces:

(1) imf es un subtoro complejo de Ty.

(11) ker f es un subgrupo compacto de Ty. La componente conexa (ker f)° que
contiene al 0 es un subtoro de T.



Definiciéon 1.9. Una isogenia de un toro complejo 7 a un toro complejo 75
es un un homomorfismo 7} — T; sobreyectivo y con ntucleo finito. Note que un
morfismo T} — T5 es una isogenia si y solo si es sobreyectivo y dim Vi = dim V5.

Note que la representacion analitica de una isogenia es un isomorfismo de
espacios vectoriales. Para una isogenia f se define el grado de f, grf, como la
cardinalidad del nticleo y se define el exponente de f, ey, como el exponente
del grupo ker f: el menor natural n € N tal que nx = 0 para todo = € ker f.

Proposicién 1.10. Sea f : Ty — T, una isogenia y denotemos por e = ey su
exponente. Entonces existe una unica isogenia g : Ty — Ty tal que go f = ep,

yfog=en.

Proposicion 1.11. Sea V' un espacio vectorial complejo. FExiste una biyeccion
entre:

1. Las formas E reales, bilineales y antisimétricas en V que satisfacen E(iv,iw) =
E(v,w) para todo v,w € V.

2. Las formas Hermitianas H en V.
Demostracion. Si tenemos E como en 1., se define H como
H(v,w) = E(iv,w) + 1E(v,w),
y dada H, podemos definir £ como

E = S(H).

Con esto ya podemos definir una variedad abeliana:

Definicién 1.12. Un toro 7" = V/L es una variedad abeliana si existe una
forma hermitiana H en V no degenerada tal que SH(Lx L) C Z. H se dice una
polarizacion de T y el par (T, H) se llama una variedad abeliana polarizada.
Una variedad abeliana de dimension 2 se dice superficie abeliana.

Una variedad abeliana también puede ser definida con una forma real,
bilineal y antisimetrica.

Note que si tenemos un grupo finito GG actuando en una variedad abeliana,
siempre podemos considerar una polarizaciéon G-invariante:
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Proposicion 1.13. Sea A una superficie abeliana y sea G un grupo finito
actuando en A. Luego, siempre existe una polarizacion G-invariante en A.

Demostracion. Sea H una polarizacion de A, entonces

H(v,w) :ZH(g-U,g~w)

geG
serd una polarizaciéon G-invariante de A. O]

El siguiente teorema nos da informacion sobre las estructuras de las sub-
variedades abelianas:

Teorema 1.14. (Reducibilidad de Poincaré). Sea (T, H) una variedad abeliana
y sea S un subtoro de T'. Entonces existe un subtoro R de T tal que T = S+ R
y SN R es finito.

Si S = W/M con W subespacio vectorial de V' y M C W N L, entonces el
subespacio vectorial que define a R es el complemento ortogonal de W bajo
H.

R se llama la subvariedad abeliana complementaria de S con respecto a H.

Definicién 1.15. Una variedad abeliana se dice simple si las inicas subvarie-
dades abelianas son ella misma y el cero.

El préximo teorema nos da informacion sobre la descomposicion completa,
en variedades abelianas simples:

Teorema 1.16. (Reducibilidad completa de Poincaré). Dada una variedad abe-
liana A, existe una isogenia A — Af* x --- x A, donde cada A; es una
variedad abeliana simple. Mds ain, los A; y n; son unicos modulo isogenia y
permutaciones.

1.2. Grupos de reflexiones complejas finitos

Sea A una superficie abeliana y sea G un grupo finito actuando en A de
forma irreducible y fijando el 0. Esta seccion esta destinada a caracterizar los
posibles grupos G que pueden actuar en A tal que A/G sea suave.

Definicion 1.17. Sea V un espacio vectorial. Una pseudoreflerion es un ele-
mento de GL(V') de orden finito que fija un subespacio vectorial de codimen-
sion 1.
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Definicion 1.18. Un grupo de reflexiones complejas es un grupo generado
por pseudoreflexiones.

El siguiente Teorema de Chevalley [Cheb5| aplicado a superficies abelianas
nos caracteriza los posibles grupos GG que podrian actuar en una superficie
abeliana A tal que el cociente A/G sea suave:

Teorema 1.19. (Chevalley) Sea G un grupo finito actuando en una superficie
abeliana A, sea A/G la variedad cociente de A por G y seam: A — A/G la
proyeccion. Luego son equivalentes:

(a) AJG es suave en w(z) € A/G.

(b) La representacion analitica de Stabg(z) en T,(A), denotada por p, . (Stabge(z)),
es un grupo de reflexiones complejas.

Particularmente, una pseudoreflexién en nuestro contexto es un elemento
que fija un divisor puntualmente tal que el divisor pase por x. Note que esto
nos dice que p, . (Stabg(x)) esta bien definido.

En 1954, los grupos de reflexiones complejas finitos fueron clasificados por
Shephard y Todd en [ST54]. Para el caso de dimension 2, ellos encontraron
que si G es un grupo de reflexiones complejas finito, entonces G es isomorfo a

uno de 19 posibles grupos esporédicos, o es isomorfo al producto semidirecto
G(m,p) = H(m,p) x Sy, donde

H = H(m,p) = {(¢n, () | a1 +az =0 (mod p)} C pp,
con (,,, una raiz primitiva m-ésima de 1, m > 2, p | m, la accion de Sy en H

es la obvia y la accién de G en C? esta dada como sigue: H acttia en C? por
coordenadas mientras que S, permuta las coordenadas. E]

1Si uno ve la clasificacién hecha en [ST54] uno puede notar que Sz actuando de manera
estandar en un espacio vectorial de dimensiéon 2 es uno de los grupos posibles, pero el grupo
(G(3,3) es isomorfo a S3 actuando de esta forma, por lo que si esta siendo considerado.
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Capitulo 2

Estrategia de la Demostracion

En este capitulo daremos una breve explicaciéon de como esta estructurada
la demostracion del teorema principal en la tesis, y una breve idea de como se
demostrara cada implicacion.

La mayor parte de esta tesis, que es el Capitulo [} se trata de demostrar la
direccion (1) = (3) de nuestro teorema principal. Para esto, sea G actuando
en una variedad abeliana A fijando el 0. Por lo visto en el capitulo anterior,
sabemos que G es isomorfo a uno de 19 grupos esporadicos, o es isomorfo a
un grupo de la forma

G<m7p) = H<m7p) A 527
donde

H:H(m,p):{( fﬁl,cgf) | a;+az =0 (HlOdp)}C/J?n,

con (,, una raiz primitiva m-ésima de 1, m > 2y p | m. Los casos esporédicos
no seran tratados en ésta tesis, pues ya fueron tratados en [ALA1S, Thm. 3.11]
obteniendo que la acciéon de ningtin grupo esporédico da un cociente suave, por
lo que el Capitulo {4 se basaréd completamente en el estudio de los grupos de la
forma G(m, p).

Lo primero que haremos en el Capitulo 4] serd acotar los posibles (m, p) €
N? tal que G(m, p) realmente actiie sobre una superficie abeliana, y con esto
obtendremos una lista finita de casos que tendremos que analizar. Luego, la
estrategia de la demostracion serd construirnos una isogenia G-equivariante
entre nuestra superficie abeliana A y una superficie abeliana conocida donde
sepamos como es la accion de G. Usando el Teorema de Chevalley, en los casos
en que A/G no sea suave, exhibiremos un elemento tal que su estabilizador
no esté generado por pseudoreflexiones, mientras que en los casos en que A/G
si sea suave, demostraremos que es isomorfo a uno de los 3 casos de nuestro
teorema principal.
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En el Capitulo |3| probaremos dos de los tres casos de la implicacion (3) =
(2) de nuestro teorema principal usando resultados sobre superficies de Rie-
mann, mientras que el Gltimo caso lo probaremos en el capitulo [5[ usando un
resultado de Pardini demostrado en [Par91] que caracteriza los G-cubrimientos
de P? con su lugar de ramificacion.

Finalmente, la direccion (2) = (1) la demostraremos inmediatamente.

Proposicion 2.1. Sea A una superficie abeliana y sea G un grupo finito ac-
tuando en A que fija el 0 tal que A/G ~ P2. Luego A/G es suave y la repre-
sentacion analitica de G es irreducible.

Demostracion. Como P? es suave, entonces claramente A/G también lo es y
ademas gracias al Teorema de Chevalley se tiene que la representacion ana-
litica de G es un grupo de reflexiones complejas finito. Asumamos que la
representacion analitica de G no es irreducible, luego existen G; y G5 subgru-
pos finitos, V; y V5 espacios vectoriales de dimension 1 tal que G = G x G,
To(A) = Vi@ Vs, G; acttia en V; linealmente y si i # j entonces G; acttia en V;
de forma trivial. Por el Lema [ALAIS8, Lem. 2.6] tenemos que los V; inducen
subvariedades abelianas A; G-estables de A tal que G; acttia trivialmente en
A;sii# jyademés A;/G ~ A;/G; ~ P! como veremos en el ejemplo .

Sea A% los puntos fijos de A por todos los elementos de Gy asumamos que
dim(A%) = 0, por el Teorema [ALATS, Thm. 2.7] tenemos que

IP)2 EA/GZAl/Gl XAQ/GQZ]PI X]Pl.

Pero P! x P! no es isomorfo a IP?, y una forma de verlo es que todo morfismo
P? — P! es constante, mientras que claramente la proyeccién en la primera
coordenada P! x P! — P! no lo es. En efecto, si ¢ : P — P! es un morfismo
no constante, entonces su imagen es irreducible y de dimensiéon mayor a 0, por
lo que es densa en P!. Ahora, en P!, podemos tomar elementos a y b con a # b
y ver sus preimagenes a través de f. Obtenemos asi 2 curvas en P? que no se
intersectan lo que no puede suceder por el Teorema de Bézout.

Ahora si dim(A%) = 1, denote por Ay la componente conexa de A% que
contiene al 0 y Py su subvariedad abeliana complementaria con respecto a una
polarizacion G-invariante. Note que tanto Ay como Pg son curvas elipticas. Por
la Proposicion [ALAIS, Prop. 2.9] tenemos que existe una fibracion A/G —
Ap/(Ao N Pg) con fibras isomorfas a Py /G, donde Ay/(Ag N Pg) es una curva
eliptica (pues la accion de Ay N Pg en A es por traslaciones) y Pg/G ~ P!
por el Ejemplo [3.2]

Pero esto no es posible pues todo morfismo de P? a una curva eliptica E
es constante, pues todo morfismo de P! a E lo es. Esto pues si 7 : P! — E es

14



un morfismo no constante de P! a una curva eliptica F, entonces deg(w) > 0
y por la formula de Riemann-Hurwitz se tiene que:

29(P') — 2 = deg(m)(29(E) - 2) + R,

pero g(E) =1y g(P') =0, por lo que R = —2 lo cual no es posible. Asi, todo
morfismo 7 : P! — E es constante y como P? tiene un cubrimiento por P! con
intersecciones no vacias, se tiene que todo morfismo P2 — E es constante. [J
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Capitulo 3
Ejemplos

En esta seccion analizaremos tres ejemplos de grupos actuando en el auto
producto de curvas elipticas de tal forma que el cociente sea isomorfo a P™ para
algiin n € N. Todos los ejemplos usan resultados de superficies de Riemann y
una excelente referencia para quien quiera estudiar sobre este tema es el libro
[Mir95].

Estos ejemplos serdn fundamentales para luego caracterizar los posibles
cocientes suaves. En lo que sigue, E es una curva eliptica y C' es un subgrupo
no trivial de Aut(F) que fija el 0. Recordemos que esto nos dice que C' es un
grupo ciclico de orden 2, 3, 4 0 6 por [Mir95, Prop. 1.12, Cap.3].

Los ejemplos 2 y 3 fueron exhibidos en [Aufl7].

3.1. (' actuando en F

Consideremos C' actuando en FE fijando el 0. Como todo elemento de C' es
una pseudoreflexion, tenemos que E/C' es suave, y como F es compacto, E/C
lo sera. Calculemos su genero g(E/C) para poder caracterizar realmente que
es el cociente.

Recordemos que el género g(E) de la curva eliptica E es 1. Por la formula
de Riemann-Hurwitz se tiene que:

29(E) — 2 = deg(m)(29(E/C) = 2) + R,

donde R es la ramificacion de la proyeccion 7 : £ — E/C. Como 7 es no
constante tenemos que deg(mw) > 0, y como existen elementos de C' no nulos
que fijan elementos de E tenemos que R > 0. Por ende:

0 = deg(m)(29(E/C) —2) + R > deg(m)(29(E/C) — 2).
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Asi, como deg() > 0, el tnico caso posible es que g(E/C) = 0y como P! es
la tinica superficie de Riemann compacta y suave de género 0 se concluye que

E/C ~TP.

3.2. (C"x S, actuando en E"

Consideremos G = C™ x.S,, actuando en E" de la siguiente forma: C™ actta
por coordenadas mientras que S5, permuta las coordenadas. Entonces:

E"/G ~ (E/C)"/S, ~ (P))"/S, ~ Sym"(P') ~ P".

Donde el tltimo isomorfismo esté en [Sha74, Ex. 2, Sec. 4, Chap. IX]. El co-
ciente E/C ~ P! fue calculado en el ejemplo anterior. Por lo tanto, el cociente
es suave y E"/G ~ P".

3.3. 5,41 actuando en E"
Consideremos la variedad abeliana:
A={(zo,...,20) EE" g+ 4+, =0en E} ~ B,

con S,+1 actuando de manera usual. Recordando que los divisores en £ son
sumas formales enteras de puntos de F, tenemos que:

A/Sp1 ~{wo+ -+ 2, € Sym" N E) i xg+---+2,=0en E}
~{D € Div(E): D > 0,deg(D) =n+1y A(D) =0}

donde A es la funcion de Abel A : Div(E) — E que lleva un divisor ) a;[z;]
en la suma Z?:o a;x; € E. Por el Teorema de Abel para curvas elipticas [Mir95,
Thm. 2.8, Cap.5| tenemos que lo anterior serd isomorfo a:

A/Spir =~ {D € Div(E) : D > 0,D ~yn (n + 1)[0]}
~ |(n+ 1)[0]] ~P"
donde |(n + 1)[0]] es el sistema lineal asociado al divisor (n + 1)[0] € Div(FE).
Note que los Ejemplos y son los casos (b) y (c¢) del item (3) de

nuestro Teorema (1| y por ende, hemos probado 2 casos de los 3 de la direccion
(3) = (2).
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Capitulo 4

Cocientes por Grupos de
Reflexiones Complejas Finitos

Sea A una superficie abeliana y sea G un grupo de automorfismos de A
que fijan el origen, tal que la variedad cociente A/G sea suave. Por la seccion
sabemos que G es isomorfo a un grupo de la familia infinita G(m, p), o es
uno de los 19 posibles casos esporadicos, que como mencionamos en el capitulo
ya fueron tratados en [ALA18| obteniendo que la acciéon de ningtan grupo
esporadico da un cociente suave, y por ende no seran tratados en esta tesis.
Asi, asumiremos que G = G(m, p).

La idea de este capitulo sera describir cual de estos grupos G(m, p) realmen-
te actiian en una superficie abeliana de forma irreducible y tal que la variedad
cociente A/G sea suave. Lo primero que necesitamos es acotar la cantidad de
grupos posibles que debemos analizar, y el lema siguiente nos da exactamente
esa informacion:

Lema 4.1. Sea G = G(m,p) actuando en una superficie abeliana A. Luego
m € {2,3,4,6}.

Demostracion. Sea E la imagen de C(e; 4 e3) en A bajo la proyeccion usual.
Demostraremos que es una curva eliptica. Consideremos los elementos p; =
(G &3Y), p2 = (¢4 Gn) v 0 = (12) en G. Claramente im(1 + o) = C(e; + e3)
y por ende E = (1+0)(A) es una curva eliptica. El elemento p; + p; € End(A)
induce un automorfismo en E por multiplicacion en cada coordenada por ((,,+
¢,}) € R. Como los tnicos automorfismos reales de las curvas elipticas son

multiplicaciones por niimeros enteros, tenemos que (¢, +¢,,') € Z, lo que solo
sucede cuando m € {2,3,4,6}. O

Habiendo probado ya este resultado, podemos ver que hay una lista finita
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de casos a ser analizados, esto es:

(m,p) €{(2,1),(2,2),(3,1),(3,3), (4, 1), (4,2), (4,4), (6,1),(6,2), (6,3), (6,6)}.

El caso (2,2) no lo consideraremos pues la representacion analitica de G(2,2)
no es irreducible.

Por otro lado, claramente los grupos G(4,4) y G(2, 1) son isomorfos entre
ellos al ser ambos isomorfos al dihedral D,. Ademés, sus acciones son equiva-
lentes, pues por un teorema de teoria de representaciones, sabemos que la suma
de los cuadrados de los grados de las representaciones irreducibles es igual al
orden del grupo, por lo que como siempre existe la representacion trivial, la
representacion irreducible de grado 2 del dihedral D4 debe ser tinica médulo
cambio de base. También existe un isomorfismo excepcional entre los grupos
de reflexion compleja G(3,3) y S actuando de forma estandar y el argumento
es el mismo que antes, y finalmente también existe un isomorfismo entre el
grupo G(6,6) y o x G(3,3).

Ahora consideremos una nueva superficie abeliana B equipada con una
isogenia G-equivariante hacia A, que llamaremos G-isogenia desde ahora. Sea
A4 el reticulado en C? tal que A = C?/A4. Sea Ag C A4 un subreticulado G-
invariante de rango maximo, y sea B := C?/Ap la superficie abeliana inducida,
junto con la G-isogenia

m: B — A,

cuya representacion analitica es la identidad. Note que esto implica que o € G
es una pseudoreflexion de B si y solo si es una pseudoreflexiéon de A. Sea
A = ker(m), como 7 es G-equivariante, G actiia en A y por ende podemos
considerar el grupo A x GG. Este grupo actia en B en la forma obvia: A actua
por translaciones y GG por automorfismos. En particular, podemos notar que
el cociente B/(A x G) es isomorfo a A/G.

Definicion 4.2. Sea 7 : B — A una G-isogenia entre superficies abelianas y
sea ¢ una pseudoreflexion de GG de orden r. Para A definimos:

Dya:=im(l+o+--+0"1),
E, 4 :=1im(1 — o),
F,4:=D,NE,.
Haremos lo mismo para B. Note que por definicion, 7 envia E, p a E; 4y Dy

a D, 4, por lo que envia Fj, g a F,, 4. Si estamos trabajando en una superficie
abeliana fija, omitiremos el “A” (resp. “B”).

Demostremos un resultado que nos permite caracterizar las pseudoreflexio-
nes en A X G perteneciente a [ALATS].
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Lema 4.3. Sea 0 € A x G una pseudoreflexion. Tenemos que o = (t,T) con
7 € G una pseudoreflexion yt € ANE; g.

Demostracion. Seat € Ayseat € G tal que o = (t,7) € AxG. Notemos que
(t,7) actua de la forma (t,7)(x) = 7(z) +t. Como o es una pseudoreflexion
debe fijar una curva eliptica E, o sea, Vz € E tenemos que o(z) = 7(x)+t = z,
que es equivalente a que z € (1—7)71(¢). Pero como (1—7) € End(B), tenemos
que E es una traslacion de ker(1 — 7)°, que es un divisor si y s6lo si 7 es una
pseudoreflexion y t € (1 — 7)(B) = E, 5. O

4.1. El caso G(m,m)

Para el caso G(3,3) usaremos la demostracion hecha en la secciéon 3.1 de
[ALATS|, mientras que para el caso G(6,6) utilizaremos la misma técnica. En
lo que sigue, sea H una polarizacion G-invariante en A (existe gracias a la
Proposicion y para ¢ una pseudoreflexion de orden r, consideremos D,,
E, y F, definidas en la pagina [19|

El siguiente lema junto a su demostracion pertenece a [ALAIS| Lem. 2.1]:

Lema 4.4. Tenemos lo siguiente:

1. D, es la componente conexa de ker(l — o) que contiene al 0 y E, es
la subvariedad abeliana complementaria de D, con respecto a H. En
particular, D, y E, son curvas elipticas.

2. o actia en E, y por ende r € {2,3,4,6}.
3. F, =D, N E, consiste de puntos de 2-torsion para r = 2.
Demostracion. Para (1), teniendo en cuenta que:
(1+o+c*+---+o"H1l—-0)=1-0"=0,

obtenemos que im(1 + o0+ 0%+ -+ 0"') = D, C ker(1 — o).
Ahora bien, D, contiene al 0 y es irreducible al ser la imagen de un irreducible,
y si z € ker(1 — o), entonces

re=1+c0()+ -+ N o)=1+0c+---+0" ) (x) € D,.

Por lo que, notando que los puntos de r-torsiéon son discretos, tenemos que
la dimension de ker(1 — o) y D, es la misma, y por ser D, irreducible, D,
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corresponde a la componente conexa del 0.
Ahora bien, como H es G-invariante, en Ty(A) ocurre que:

r—1 r—1

t
<Zai> H(I, —0o) = H(Zai)([n —0) =0,
i=0 i=0
por lo que los espacios vectoriales que inducen a D, y E, son ortogonales, o
sea, las variedades abelianas son complementarias. Particularmente, D, v E,
son curvas elipticas.

Asumamos que r = 2. Como D, C ker(l — o) y analogamente F, C
ker(1 + o), tenemos que para x € F, = D, N E, se tiene que o(z) = x y por
ende:

2t =v—o(x)+x+o(x)=(1—-0)(z)+ (1+0)(x) =0,

por lo que D, N E, consiste de puntos de 2-torsion para r = 2. O

4.1.1 El caso G = (G(3,3): La representacion estandar de
Ss.

Sea S35 actuando en una superficie abeliana A de tal forma que su accién en
To(A) es la estandar. Sea o = (12), E = E, inducido por la linea L, C Ty(A)
y definamos el reticulado:

Ap = Z T(Ly N Ay).
7'653

Esto nos da un subreticulado G-invariante de A 4, y por ende obtenemos una
isogenia G-equivariante m : B — A con nucleo A. Aplicando esta construccion
a nuestro Ejemplo podemos ver que obtenemos el reticulado completo y
por ende corresponde al mismo ejemplo. Asi, podemos ver B como:

B = {(331,.%‘2,1‘3) | T1+ To + X3 = O} ~ E2,
con Sz actuando de manera natural.

Proposicion 4.5. Sea 7 : B — A la G-isogenia recién construida. Luego
A estd contenido en los puntos fijos de todas las transposiciones, o sea, sus
elementos son de la forma (x,z,z) con 3z = 0.

Demostracion. Usando las notaciones del Lema [£.4] por construccion del reti-
culado se tiene que 7|g, , es inyectivo. Ademas,

Fo‘,B = EU,B[Q] = {(l’,z,O) | LS E[2]} = E[2]7
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y por ende, como la funcién | E,p ©s inyectiva tenemos que la funcion 7|ps,p :
F, g — F, 4 es biyectiva, ya que por el Lematenemos que F, 4 C E, 4[2] >~
E[2] y asi ambos conjuntos tienen el mismo cardinal.

Ahora, como 7|g, , es inyectivo, tenemos que elementos de la forma (z, —x, 0)
(e imagenes bajos permutaciones) no pueden pertenecer a A. Ademaés, se tiene
que E, 5y D, p generan B, asi que para +y € Aconz € E, 5,y € D, p
se tiene que 7(Z + y) = 7(z) + 7(y) = 0, por lo que 7(Z) = —7(y) € Dya
y asi m(z) € F, 4. Como 7|p,p : Fyp — F,a es sobreyectiva, tenemos que
r€E,pNm Y (F,a)=F,p, osea, T = (x,z,0) con z € E[2].

Ahora, los elementos de D, g son de la forma (y,y, —2y) con y € E, por lo
que los elementos de A son de la forma (y, y, —2y)+(z, x,0) = (z+y, z+y, —2y)
con y € E,z € F[2]. Asi, como A es un grupo aditivo G-estable podemos
construirnos en A el elemento

Zi= (v 4y, ~2y0+y) — (2y,2+y,z+y) = (z+ 3y, —z — 3y,0).

Pero como 7| E,5 ' Eop — Es es inyectiva, la tnica forma de que z perte-
nezca a A es que x + 3y = 0. Asi, los elementos de A son de la forma (z, z, 2)
con z € F y por como esta construido B tendremos que 3z = 0. O

Antes de poder demostrar que el cociente no puede ser suave si A es no
trivial, necesitamos el siguiente lema demostrado en [ALA1S, Lem. 2.8]:

Lema 4.6. Sea G un grupo de reflexion compleja finito actuando de manera
irreducible en C". Entonces, existe un elemento 7 € G tal que (1 — 7) es
sobreyectivo.

Proposicion 4.7. Si Sz actia en A de tal forma que su representacion ana-
litica es la estandar y A/G es suave, entonces A ~ E? y S3 actiia como en el

Ejemplo [3.3

Demostracion. Sea m : B — A la G-isogenia definida arriba. Tenemos que
probar que A = {0}. Sea t = (¢,t,t) € A un elemento no trivial y sea o0 € G
un elemento tal que (1 — o) es sobreyectivo (podemos escoger un tal elemento
por el Lema . Luego, existe un elemento z € B tal que z — o(z) =t y asi
el estabilizador de z contiene al elemento (t,0) € A x G.

Note que AN E, 5 = {0} para toda pseudoreflexién de o € G. Asi, por
el Lema [4.3] las tnicas pseudoreflexiones en A x G son las trasposiciones en
G = S, y por ende Stabg(z) no puede ser generado por pseudoreflexiones. Asi,
si A # {0}, A/G no puede ser suave por el Teorema de Chevalley-Shephard-
Todd. O]
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4.1.2 El caso G = G(6,6)

Note que G(6,6) es isomorfo al producto directo G(3,3) x {£1}. Como la
accion de S3 y ps = {£1} conmutan, seguiremos la estrategia usada en el caso
anterior, notando que los reticulados son naturalmente po-invariantes.

Proposicion 4.8. Sea G(6,6) = S3 X po actuando en una superficie abeliana
A de tal forma que su accion en Ty(A) es la estandar de Ss y la accion de ps
es la obvia. Luego A/G no puede ser suave.

Demostracion. Sea o = (12) y sea:

Ap =Y 7(Ls N Ax).

TES3

el mismo reticulado de la construccién anterior. Como claramente todos los
reticulados son po-invariantes, nuevamente obtenemos una G-isogenia 7 : B —
A donde B es de la forma:

B = {(xl,xQ,l'?)) € E3 ‘ £L'1—|—$2—|—;L'3 :O},

y S5y pe actian de forma natural. Por la Proposicion [4.5] A consiste de ele-
mentos de la forma (z,z,z) € E? tal que 3z = 0. En particular, A es isomorfo
a un subgrupo de E[3] y por ende de orden 1, 3 0 9.

Asuma que A es trivial, eso es, que A = B. Luego la accién de G = S3 X o
en B ~ E? induce una accién de py en B/S3 ~ P? (Recuerde que la accién de
Ss en B es la del ejemplo . Solo necesitamos probar entonces que cualquier
cociente de P? por una accién no trivial del grupo g, no es suave.

Sea M una matriz de orden 2 en PGL(3, C). Queremos demostrar que existe
un levantamiento de M en GL(3,C) de orden 2. Sea M algtin levantamiento
de M , luego M? = ald. Si consideramos N = \/LEM , entonces N también es

un levantamiento de M y cumple que N2 = Id.
Asi, tenemos 2 casos posibles (modulo diagonalizar y permutar los valores
propios) de matrices en GL(3,C) que nos dan una acciéon no trivial en P

1 1 0 O
; N=10 -1 0
0

M=120
0 0 -1

S = O
— o O

Note que ambas matrices tienen la misma imagen en PGL(3,C) y por ende
sus acciones en P? son iguales. Asi, como M fija a la recta [0 : 1 : a] y al punto
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[1:0:0], pero no fija un divisor que pase por el punto [1 : 0 : 0], no es una
pseudoreflexion en [1: 0 : 0] y por ende el cociente no es suave.

Asuma ahora que A tiene orden 3 y sea t = (t,t,t) € A un elemento no
trivial (por lo que t € E[3] y A = {0, (¢,¢,t),(—t,—t,—t)}. Sea z € E[3] un
elemento no trivial distinto de £t y considere & = (z,z + t,x — t). Luego
podemos ver que el elemento (¢, (123)) € A x G fija T y que ningun elemento
de G lo fija, por lo que toda pseudoreflexion que fije a = debe estar afuera de
G. Sea (8, 0) tal pseudoreflexion, con § = (s,s,s) € A.

Usando el Lema [4.3] podemos ver que o € {—(12), —(23),—(13)}, donde
—7 denota (1,—1) € S5 X us = G. Ahora, para ¢ = —(12) tendremos que
(5,0) fijard a T si y solo si s = 2x +t # =+t lo que contradice que § € A.
Para 0 = —(23) tendremos que (8, 0) fijard a Z si solo si s = 2z + 2t # +t
lo que tampoco es posible, y finalmente para o = —(13) tendremos que (5, 0)
fijard a T si y solo si s = 2x # +t que tampoco puede suceder. Asi, podemos
concluir que no existe pseudoreflexion de la forma (5, o) que fije a Z por lo que
Stabawg (%) no esta generado por pseudoreflexiones y por ende A/G no puede
ser suave.

Asuma finalmente que A tiene orden 9. Afirmamos que en este caso el par
(A, G) es isomorfo al par (B, G). Esto nos reducira al caso con A trivial, que
ya fue trabajado. Para probar esto, fijemos la base {(1,0,—1),(0,1,—1)} de
To(B) = Ty(A) C C3. Luego la representacion analitica de G esté dada por los
siguientes valores en sus generadores:

= (7 0). men=(30 ) = ().

Ahora, con esta base y este A, la representacion analitica de B — A esta dada

por la siguiente matriz:
-1 -2
M= ( L ) |

En efecto, esta matriz corresponde al morfismo que envia (z,y, —z —y) € B C
E3 a(—x—2y,2r+y, —v+y) € A C E®y por ende su niicleo es precisamente los
elementos de la forma (x, z,z) € E[3]*> C B, o sea, A. En orden de probar que
los pares (A,G) y (B, G) son isomorfos es suficiente mostrar que la imagen
de esta representacion de G bajo conjugacion por M es G nuevamente. Un
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calculo directo nos da que:

12
1 =2\ /-1 O 3 3
Mpa((1,~1)) (2 1 ) (0 —1> (—_2 —_1>
3 3
1 0
- < 0 _1) _pa(_l )
12
_ 1 =2\ /0 1 3 3
Mpa((1, -1))M™" = ( 2 1 ) (1 0) (—_2 —_1>
3 3
0 -1
- ( 1 0 ) - pa(_l pa((l 2))7
12
_ 1 =2 -1 -1 3 3
Mpa((L, =1))M —(2 1)(1 0><—_2 —_1>
3 3
-1 -1
Y estos claramente generan el mismo grupo G. [

4.2. El caso G(m,p), con m>2y p<m.

Ahora estudiaremos el caso en que G = G(m,p) con m > 2y p < m actia
en una superficie abeliana A. Recordemos que G = H x Sy, donde H C 2,
actiia por coordenadas mientras que Sy permuta las coordenadas. Sea Ej la
imagen de Cej, en A bajo la proyeccion. Demostraremos que es una curva
eliptica. Consideremos los elementos p = (¢?,1) (Distinto de 1 = (1,1) pues
p<m)yo=(12)en G, luego tenemos que im((1 — p)o*~!) = Ce;. Esto nos
dice que Ej, = im((1 — p)o*~1)(A) es una curva eliptica.

Sea A4 el reticulado de A en C2. Luego Ce, N A4 corresponde al reticulado
de E; en C = Ce. Podemos definir el siguiente subreticulado G-estable de
AAZ

AB = (Cel N AA) © ((Ceg N AA)
Esto nos define una G-isogenia m : B — A donde B = C?*/Ap. Ademas,
tenemos que B ~ Ey x By ~ E? y 7| g, €s inyectiva. Sea A el niicleo de . Como

en los casos anteriores, estudiaremos los posibles cocientes A/G estudiando los
posibles cocientes B/(A x G), y para esto estudiaremos A.
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Lema 4.9. Si G actia en A como arriba y m # 2, entonces las curvas elipticas
E}. tienen automorfismos no triviales.

Demostracion. El elemento ((, (') induce un automorfismo de orden m en
Ey. Asi, si m # 2, E tiene automorfismos no triviales. O

Remark 4.10. Note que para cada caso del lema anterior E es una curva
eliptica especifica y ademas se tiene que:

= Sim = 2,4, entonces A tiene 3 elementos no triviales (s-invariantes y si
m = 4 entonces solo uno de estos elementos de 2-torsion es (y-invariante.

= Sim = 3,6, entonces A tiene 2 elementos no triviales (3-invariantes y si
m = 6 entonces estos mismos dos elementos de 3-torsién cumplen que

Cﬁt = —1.

Ahora bien, necesitamos saber sobre la estructura de A para poder carac-
terizarlo y analizarlo, y el siguiente lema nos da informacioén sobre eso:

Lema 4.11. Sea A # {0}. Las coordenadas de los elementos de A son (P, -
muvariantes, por lo que particularmente tenemos que:

» Las coordenadas son de 2-torsion si (m,p) € {(2,1),(4,1), (4,2),(6,3)}.
» Las coordenadas son de 3-torsion si (m,p) € {(3,1),(6,2)}.
» A es triwvial si (m,p) = (6,1).

Demostracion. Sea t = (t1,t2) € A y consideremos el elemento 7 = (¢%,, 1).
Luego:

(1 =7)(t) = ((1 = ), 0).
Como (z,0) ¢ A para todo x € FE con x # 0 por construccion, debe ocurrir

que t; es (P -invariante. La afirmacion de la torsion se sigue inmediatamente.
m

Aparte de saber como debe ser A, también necesitamos saber como seran
las pseudoreflexiones en A x (. Para eso usaremos el Lema [4.3] sobre pseudo-
reflexiones para A x G. Definamos los elementos:

p = (Cm»grjzl) € H CG;
o:=(12) €S, CG;
T:=(C,1)e HCQG.

Luego, hay 2 tipos de pseudoreflexiones en G:
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(I) Conjugados de p?o para 0 < a < o
(IT) Conjugados de potencias de T;

Y las curvas elipticas en B correspondientes son:

Epo ={(z,—Cuz) | v € E};
E.={(z,0) | x € E}.

Recordando ahora que los elementos de la forma (z,0) no estan en A por
construccion de la isogenia 7 : B — A, usando el Lema [4.3] tenemos que:

Lema 4.12. Toda pseudorefiexion de A x G que no estd en G es un conjugado
de (t,p%0), donde 0 <a < 2, t = (t,—(t) € A yt es (h,-invariante.

Llamaremos a este tipo de pseudoreflexion de tipo (III).

Finalmente, el siguiente lema lo utilizaremos para construirnos un elemento
tal que su estabilizador no sea generado por pseudoreflexiones.

Lema 4.13. Sea I' la imagen de A bajo la proyeccion B — E = E;. Entonces
para (x,y) € B = E? se tiene que:

1. Si las orbitas de x e y bajo la accion de pi,, sobre E son distintas y
de orden m, entonces ningiun elemento no trivial de G pertenecerd a

Stabaxg(z, ).

2. Si las orbitas de x e y bajo la accion de I' X u,, sobre E son distintas,
entonces Stabaxa(z,y) C A x H.

Demostracion. Para demostrar el item 1., notemos que como las 6rbitas de x
e y son distintas bajo la accion de pu,,, el elemento (z,y) no puede ser fijado si
se permutan sus coordenadas. Ademas, como solo el elemento 1 € p, fija a x
e y pues sus orbitas tienen orden m, se tiene que solo el elemento (1,1) € u?,
fija al elemento (z,y). Para 2., como las orbitas de z e y son distintas bajo la
accion de I' ¥ p,,, entonces no existe elemento de A x H que nos lleve x en y.
Asi, un elemento afuera de A x H no podréa fijar a (x,y). n

Ahora podemos empezar un estudio caso por caso de los A posibles. Re-
cordemos que nuestra herramienta principal serd el Teorema de Chevalley-
Shephard-Todd que nos dice que A/G ~ B/(A x G) es suave si y solo si los
estabilizadores en A x G de cada punto en B esta generado por pseudorefle-
xiones.
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4.2.1 El caso G =G(2,1)

Por el Lema sabemos que A es un subgrupo de elementos 2-torsion y
por construccion de la G-isogenia que no hay elementos de la forma (¢,0) con
t € E'y que A debe ser G-invariante. Con esto tenemos suficiente informacion
para caracterizar A.

Consideremos un elemento (t,s) € A cont,s € E[2] y t # s, luego como A
es G-invariante, debe ser invariante bajo la accion de o = (12) € Sy y por ende
el elemento (s,t) debe estar en A y como A es un grupo aditivo, (¢ + s, s+ t)
también debe pertenecer. Asi, como F[2] = {0, s,t, s +t} no podemos agregar
otro elemento sin obtener algo de la forma (¢,0), por lo tanto este caso esta
terminado.

Ahora, consideremos un elemento de la forma (¢,¢) € A con t € FE[2],
podemos notar que A = {0,(¢,t)} es un grupo aditivo G-invariante y por
ende cumple con lo pedido. Si agregamos un elemento de la forma (r,s) con
r# s,s # t,r # tr,s € E2], caecremos el en caso anterior y por ende ya
fue analizado, y si agregamos un elemento de la forma (¢, s) podremos crear
un elemento de la forma (0,s) que no estd permitido. Asi el tnico elemento
posible que podria estar es (s, s) con s € E[2],s # t y por ende también debe
estar el elemento (s + ¢, s+ t). Es claro que este subgrupo es G-invariante (e
incluso G actua trivialmente en él) y por ende es un caso posible. Con esto
nuestro analisis esta terminado y los posibles A son:

1. A ={0},
2. A= {(t,t)) cont € E|2],
3. A={(t,t) |t € E[2]},
4. A ={(0,0), (b1, t2), (ta, 1), (t1 + to, t1 + )} con ty, b5 € E[2], t1 # to.
El caso (1) tenemos que corresponde al Caso @ de nuestro teorema principal

y sabemos que el cociente A/G ~ E?/G es suave gracias al ejemplo .

Para el caso (2), denotemos por ¢ el elemento ¢ = (¢,¢) en A. Como E|[2] ~
(Z/27.)? tenemos que existe un elemento (s,s) ¢ A con s un elemento de 2-
torsion. Sea t; € E[4] tal que 2t; =t y seaty =t1+s € E[4]. Sea T = (t1,1ts) €
E?. Podemos notar que (t,p) € A x G fija al elemento Z. Ademés, como las
orbitas de t; y ty bajo la accién de po son distintas (pues t; # +to) y de
cardinal 2, por la parte [1| del Lema podemos notar que ningin elemento
de G fija z, por lo que las tnicas pseudoreflexiones que pueden fijar a  deben
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ser de tipo (III), o sea (t,0) o (f, po), pero como t; # +t5 tenemos que ambas
no fijan a z.

Asi, Stabawg(Z) no esta generado por pseudoreflexiones y por el Teorema
de Chevalley-Shephard-Todd, el cociente no puede ser suave.

En el caso (3), afirmamos que el par (A, G) es isomorfo al par (E?, G). Esto
nos reduce al caso con A trivial que ya trabajamos. Para probar la afirmacion,
consideremos la base canonica de Ty(A) = Ty(B) = C?. Luego la representacion
analitica de GG esta dada por los siguientes valores en sus generadores:

pi-m = (5 0) miam= (7 g).

Ahora, con esta base y este A, podemos ver la G-isogenia B — A como el
morfismo E? — E? dado por la siguiente matriz:

e (P ).

En efecto, esta matriz corresponde al morfismo que envia (z,y) € B = E? a
(r +y,x —y) € A~ E? y por ende su ntcleo es precisamente los elementos
de A. En orden de probar que los pares (A4,G) y (B, G) son isomorfos, basta
probar que la imagen de esta representacion de G bajo conjugacion por M es
G nuevamente:

Mpa((L, =1)M ™" = G —11> ((1) _01> (
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Y estos claramente generan el mismo grupo G.
En el caso (4), consideremos el elemento ¢ = (#;,¢,) donde 2t} = t; y
2tl, = to. Como las orbitas de t; y t5 son distintas bajo la accion de ps y son de

orden 2, por la parte 1 del Lema tenemos que G no puede fijar £. Ademas,
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como también las orbitas de ¢; y ¢y son distintas bajo la accion de I' ¥ pgo,
pues ambas orbitas son precisamente las preimagenes de elementos distintos
de 2-torsion bajo el morfismo multiplicacién por 2, entonces por la parte 2 del
Lema se tiene que Stabaxg(Z) C A x H. Asi, revisando caso por caso
podemos ver que el tnico elemento que fija a t es ((t1,%2), (—1,—1)) € A x G,
y como este estabilizador no esta generado por pseudoreflexiones podemos ver
que A/G no es suave.

4.2.2 El caso G = G(4,2)

Como G(4,2) contiene G(2,1), empezaremos por la lista anterior de posi-
bles A. Sin embargo, estos también deben ser estables bajo la acciéon del nuevo
elemento (7,7) € H(4,2) (donde i = (4). Definiendo como %, el tinico elemento
no trivial ¢-invariante en E, tenemos las siguientes posibilidades:

1. A ={0},

2. A = ((to, t0)),

3. A={(t,t) |t e E[2]},

4. A ={(0,0), (.t +to), (t +to,t), (to, to)} con t € E[2], t # to.

El caso (1) no da un cociente suave A/G pues si consideramos el elemento
t = (to,0), entonces como las orbitas de to y 0 son distintas bajo la accion
de py4, por la parte |2| del Lema tenemos que Stabg(f) C H, y analizando
elemento por elemento, obtenemos que Stabg(t) = (((4,¢4), (—1,1), (1, —1)).
Asi, como el primer elemento no es una pseudoreflexion y no esta generado
por las otras dos pseudoreflexiones, tenemos que el cociente no es suave.

El caso (2) corresponde al Caso de nuestro Teorema (1| (y el cociente
A/G sera suave como probaremos en la Seccion . En efecto, la G-isogenia
B — A corresponde en este caso al morfismo E? — E? con E = C/Z[i] dado

por la matriz:
1 -1
N= (0 17— 1) ’

y los generadores dados en el Caso corresponden a los conjugados por esta
matriz de las siguientes matrices:

o )G90 o))
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que son las expresiones matriciales de los generadores (—1,1),(—i,i) € H y
(12) € Sy de G = H x Sy. En efecto, tenemos que:

1 0\ w1 (1 —=1\[/-10\(l =5
R LA A T (s

Obteniendo las matrices dadas en nuestro Caso de nuestro teorema.

En los casos (3) y (4), afirmamos que el par (A4, G) es isomorfo al par (B, G).
Esto nos reducira ambos casos al caso con A trivial, que fue ya trabajado. Para
probar esta afirmacion, para el caso (3) considere como en G = G(2, 1) la base
canonica de Ty(A) = Ty(B) = C%. Luego, la representacion analitica de G esté
dada por las siguientes matrices en sus generadores:

witi-n = (5 %) mrm= (30 0) mam= (7 g).

Ahora, con esta base y con el A del caso (2), nosotros ya sabemos que B — A
se ve como E? — E? con la matriz

()

Correspondiente a la misma matriz del caso (4.2.1). Por lo que basta con
mostrar que el nuevo generador p,((i, —i)) cae en otro nuevo generador de
pa(G) bajo conjugacion por M. Y en efecto tenemos que:

Mpa((1,~1))M " = G _11> (5 _(L.) @



Que claramente también ayuda a generar G(4, 2).

Con el A del caso (4), la matriz correspondiente de B — A es:

Npa((la _1)>N_1

S
—
N——
N\
(el
=
[u—
N——
N
Sl i
o= wll
v

— O
o |
—_
N—
Il
i)
Q
—~
—~
|
—_
—
~—
~—
i)
Q
—~
—~
—_
[\
~—
~—

Npa((i, —i))N ™

~.

]
@)
~
N—
Il
s
S
—~
—
—_
[\)
SN~—
~—
s
Q
—~
—
o~
~
S~—
S~—

Npa((12))N™F =

I
7~ N~ N 7~ N -~/ N -~/
RS y— <L = .
—_ . | — . .
N—— o N—
VR N\
) O .
O =
— <2
/N
le ey - ~
) MLL Lo =
N | = le
~ _ M= mli
~_

Y estos claramente generan el mismo grupo G.

4.2.3 El caso G = G(4,1)

Como G(4, 1) contiene a G(4,2), empezaremos con la lista anterior de A.
Por el Lema tenemos que las coordenadas de los elementos deben ser
invariantes bajo multiplicaciéon por 4, por lo que los casos posibles son:

1. A= {0},
2. A = ((to, to)).

El caso (1) claramente corresponde al Caso [(a)| de nuestro teorema [I] y sabe-
mos que es suave por el Ejemplo [3.2]

Asumamos entonces que A es no trivial y consideremos el elemento ¢ =
(s,t) € B con s € E[2], s no i-invariante, y 2t = t;. Como s y ¢ tienen distinto
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orden, tienen distintas 6rbitas bajo la accion de I' x 4 v por ende por la parte
del Lema tenemos que Stabayg(f) C A x H. Asi, revisando elemento
por elemento el estabilizador de (s,t) sera (((to,%0),(¢,—1))) y como por el
Lema [£.12) sabemos que el generador no es una pseudoreflexion, tenemos que
A/G no es suave.

4.2.4 El caso G =G(3,1)

Por el Lema[£.11] sabemos que las coordenadas de los elementos de A seran
(3-invariantes. Ahora, como mencionamos en [4.10[s6lo existen 2 tales elementos
no nulos que denotaremos por sy y —sg. Recordando también que no existen
elementos de la forma (s,0) en A, por lo que claramente no pueden convivir
elementos de la forma (sg, o) v (S0, —S0), tenemos que los posibles A seran:

1. A= {0},

2. A = <(80, SQ)>7
3. A= <(80, —80)>.

El caso (1) claramente corresponde al Ejemplo y por ende es suave, ademés
de ser el caso @ del teorema

En el caso (2) el Lema y el estudio de las pseudoreflexiones y sus
curvas elipticas correspondientes hecho en la pagina 26| nos dice que las tnicas
pseudoreflexiones en A x GG son las que provienen de GG. En particular, con tal
de probar que A/G no puede ser suave, es suficiente con exhibir un elemento
en B tal que su estabilizador en A x G tiene elementos que no estén en G.
Ahora, por el Lema [1.0] sabemos que existira un elemento 7 € G tal que 1 — 7
es sobreyectiva. Luego, existe un elemento z € B tal que z — 7(z) = (so, So)-
Esto implica que ((sg, s0),7) € A x G estabiliza z, probando asi que A/G es
no suave en este caso.

En el caso (3), considere el elemento t = (s, —s) € B con s € E[3] y s no (3-
invariante. Note que (sg) X pg acttia en E[3] y particularmente, si s € E[3] no
es (s-invariante, entonces (sg) y ps actuan de la misma forma (tienen las
mismas Orbitas). Asi la orbita de s sera {s,s + so,s — so}. En particular,
podemos ver que s y —s caen en Orbitas distintas por esta accién y asi por la
parte 2 del Lema [4.13] el estabilizador de s debe estar contenido en A x H.
Luego, el estabilizador de 5 serd (((so, —50), ((3,(3))) 6 (((s0, —50), ((3,¢3)))
dependiendo de la eleccion de s. Como estos estabilizadores no estan generados
por pseudoreflexiones, nuevamente tenemos que A/G no es suave.
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4.2.5 El caso G = (G(6,2)

Como G(6, 2) contiene a G(3, 1), empezaremos de los posibles A de ese caso.
Note que todos esos posibles A son subgrupos de 3-torsién. Si & € B denota
un elemento con coordenadas de 2-torsiéon, podemos ver que su estabilizador
en A x G solo puede contener elementos en G pues debe preservarse el orden
de las coordenadas. Asi, considere el elemento ¢t = (t,0) donde t es un elemento
de 2-torsion no trivial. Como las érbitas de ¢ y 0 son distintas bajo la acciéon
de g, por la parte |2[ del Lema tenemos que Stabg(t) C H y analizando
elemento por elemento obtenemos que Stabg(t) = ((—1,—1),(1,¢3)). Como
el primer elemento no es una pseudoreflexion y no esta generado por el otro
generador, tenemos que A/G = B/(A x G) no puede ser suave sin importar
la eleccion de A.

4.2.6 El caso G = G(6,3)

Como G(6,3) contiene G(2,1), empezaremos con los posibles A para ese
caso. Note que estos son subgrupos de 2-torsiéon. Asi, como notamos en el
caso anterior, si £ € B denota un elemento con coordenadas de 3-torsion, su
estabilizador en A x GG solo contiene elementos en G. Considere el elemento
5 = (s0,0) donde s¢ es un elemento (3-invariante (y por ende 3-torsion). Como
las orbitas de sg y 0 son distintas bajo la acciéon de pug, por la parte |2 del
Lema tenemos que Stabg(f) C H y nuevamente analizando elemento
por elemento obtenemos que Stabg(f) = (((3,¢; 1), (1, —1)). Como el primer
elemento no es una pseudoreflexién y no esta generado por el otro generador,
tenemos que A/G = B/(A x G) no puede ser suave sin importar la eleccion
de A.
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4.3. Resumen de lo ya realizado

Realicemos un resumen de lo ya demostrado. Recuerde que nuestro teorema
principal es:

Teorema 4.14. Sea A una superficie abeliana y sea G un grupo finito de
automorfismos de A que fijan el origen. Entonces las siquientes condiciones
son equivalentes:

(1) A/G es suave y la representacion analitica de G es irreducible.
(2) AJG ~ P2,

xisten curvas elipticas E tal que A ~ y (A, G) satisface exactamente
3) Euwist lipticas E tal que A ~ E? y (A, G) sati ¢ ¢
uno de los siguientes casos:

(a) G ~ C? x Sy donde C' es un subgrupo ciclico no trivial de los au-
tomorfismos de E que fijan el origen; Aqui la accion de C? es por
coordenadas mientras que Sy permuta las coordenadas.

(b) G~ Ss y actia en
A~ {(zy,29,73) € E® : 2y + 29 + 25 = 0},

por permutaciones.

(¢) E=C/Z[i] y G es un subgrupo de orden 16 de GLy(Z[i]) generado

por:

-1 1+ -1 1—1 -1 0

0 1 "\ 0 1 "\i—1 1/ |7
actuando en A ~ E? de forma obvia.

En la Proposicion demostramos la direccion (2) = (1) del teorema,
mientras que en transcurso del Capitulo 4] demostramos la direccion (1) = (3),
usando el Teorema de Chevalley para obtener que GG debe ser un grupo de
reflexion compleja y luego demostrando que es isomorfo a uno de los casos de
(3), o simplemente que el cociente no es suave.

Para la direccion (3) = (2), ya sabemos que los Casos [(a)] y [(b)] daran un
cociente suave e isomorfo a P? por los Ejemplos y del Capitulo , por
lo que lo tinico que nos falta en esta implicacion es demostrar que el Caso
de nuestro teorema si dard un cociente suave e isomorfo a P2. De esto se trata
el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Un caso excepcional de un
coclente suave en dimensiéon 2.

Recordemos que en la seccion mostramos que el caso del Teorema
se obtiene de la siguiente forma:

Sea G = G(4,2) y sea B = E? con E = C/Z[i]. Denotemos por t; el tinico
elemento i-invariante en E y por A al conjunto A = ((tp,ty)) € E?. Notemos
que A ~ E? ~ E?/A pues podemos identificar el morfismo 7 que construimos
en la secciéon con la isogenia E? — E? : (z,y) — (v —y, (1 — 1)y) que
claramente tiene ntucleo A. El grupo G del enunciado de nuestro Teorema
no es méas que la conjugacion de los generadores de G(4,2) por la matriz que
define a la isogenia anteriormente dada.

Sea G; = G(4,1). Notando que A = ((g, to)) es invariante por G, podemos
extender la G-isogenia m : B — A a una (Gy-isogenia. Denotemos por A* el
nicleo de la isogenia 7* que cumple que la composicion 7* o : B — B
corresponde a (qo X qo), donde gy es el morfismo cociente E — E/(ty) ~ E.
Note que A* es un subgrupo de orden 2 de A y por ende (G; actta trivialmente
en él. También se tiene que como G es un subgrupo de indice 2 de G; entonces
es normal en él. En particular, las acciones de G; y A* en A conmutan y por
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ende tenemos un diagrama conmutativo de cubrimientos de Galois

(to)?

T T~
B A B

A /l A* \L\
/ G G
GlliA/GHB/G!Gl

]/

A)Gy —= P2,

donde lineas paralelas tienen el mismo grupo de Galois. Como el cociente
A/(A* x G1) =~ B/G es isomorfo a P? por el Ejemplo [3.2] tenemos que A/G
es un (G;/G) x A*-cubrimiento de P?, o sea, un (Z/27Z)?-cubrimiento.

Proposicion 5.1. El cociente A/G es isomorfo a P2

Esta proposicion finaliza la demostracion de (3) = (2) en nuestro Teorema.

@

Demostracion. Como A/G esnormaly A/G — B/G es un (Z/2Z)* cubrimiento
de P2, usaremos los resultados de [Par91] para mostrar que debe ser P2. Pri-
mero estudiaremos las ramificaciones de este cubrimiento.

Afirmamos que el cubrimiento esta ramificado en 3 lineas en posicion ge-
neral. En efecto, denotemos por s el elemento no trivial de G1/G, y por t§ el
elemento no trivial de A*. Para un elemento = € A, escribamos Z = 7(a,b) con
(a,b) € B = E? y denotemos por [Z] su imagen en A/G Como la accion de A*
es por traslaciones, tenemos que t} - [z] = [7(a, b) +t5] = [1(a+1to,b)], mientras
que la accion de s esté dada por s-[Z] = [w(ia, b)] pues (i,1) € H(4,1) C G(4,1)
es un levantamiento de s. Asi, el conjunto de puntos fijos en A/G por s, t§ y
sty es respectivamente:

Fixa/q(s) U{ m(a,b)] | 7-m(a,b) = w(ia,b)},

T€G

Fixaa(ty) = (J{Ir(a,b)] | 7 7(a,b) = w(a+to, b)},
TG

Fixa/c(sty) = U{ (a,b)] | 7+ 7w(a,b) = w(ia + to,)}.
TEG

Note que podemos calcular la preimagen de los conjuntos que componen a
estas uniones en B = E? simplemente remplazando [r(a,b)] por m(a,b). En
particular, para cada 7 € G fijo denotaremos como Ds(7), Dy (7) ¥ Dt (7) a
la imagen bajo el morfismo (gy X qo) de las preimagenes de estos conjuntos:
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L. Dy(7) = (g0 % qo)({7(a,b) | T-7(a,b) = w(ia,b)}),
2. Dir(7) = (q0 X qo)({m(a,b) | 7-7w(a,b) = w(a+to,0)}),
3. Dz (1) = (q0 X q0)({7(a,b) | 7 - 7(a,b) = w(ia +ty,0)})

Por ejemplo, sea 7 = (i,i) € G y calculemos Dg(7). Necesitamos encontrar los
puntos que cumplen que:

{(a,b) | w(ia,ib) = 7 (ia,b)},
o sea, los puntos que:
{(a,b) | m(0,ib — b) = 7(0,0)}.

Asi, (0,7 —b) € Ay como A = {(0,0), (to, o)} tenemos que la tnica opcion
es que ib —b = 0. Luego b =0 6 b =ty y tenemos que

{(a,b) | w(ia,ib) = (ia,b)} = E x {0,to}.

Ahora, como el morfismo ¢ es sobreyectivo y qo(to) = 0 por definicion, tenemos
que su imagen bajo el morfismo gy X qo : B — A — B (que denotamos Dg(7))
es

Dy(1) = E x {0}.

Note que también este conjunto puede ser discreto. Por ejemplo, sea 7 = (i, —1)
y calculemos Dy (7). Queremos los puntos que cumplen que:

{(a,b) | m(x +ty — iz,y +iy) = 7(0,0)},

por lo que tenemos 2 casos. Primero, si x +ty —ix = 0 e y + 1y = 0, entonces
qGo(x) = to ¥y q(y) = 0, por lo que obtenemos como imagen el punto (g, 0).
En el caso en que x —ix +ty =ty e y + iy = 1o, tenemos que go(z) = 0y
qo(y) = to, y obtenemos el punto (0,y), por lo que D (7) = {(to,0), (0,%0)}.
Sean Ds, Dy y Dgs los conjuntos:
D = UreG Dy(7), Dté = UTGG DtS (1) y Dsté = UTEG Dsté (1),

y sea E[2] = {0,1,t1,t2} donde £, es el anico elemento i-invariante no trivial
de E. Luego tenemos que:

= D, = (E x{0})U ({0} x E) U{(to, t1), (to, t2), (t1,t0); (t2,t0) };
» D= (Ex{t:})U(Ex {t2})U({t:1} x E)U({t2} x E)U{(0,0), (t0,0)};
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= Dyy = (Ex{to}) U ({to} x E)U{(0, 1), (0,22), (11, 0), (£2,0)}.

El lugar de ramificacion de A/G — B/G; ~ P? corresponde entonces a la
imagen de las componentes de dimension 1 de estos conjuntos por el morfismo
cociente B — B/G}.

Consideremos por ejemplo el conjunto D; = E x {0} C D,. Como (12) €
(G claramente permuta este conjunto con la otra componente de dimension 1
de D,, podemos ver que la imagen de los divisores de D, en P? corresponden a
la imagen de D;. Luego, es facil ver que la imagen de Dy en B/H; ~ P! x P!
es P! x { P} para cierto punto P = [a : by] € P! (gracias al Ejemplo [3.2). Para
ver ahora que la imagen corresponde a una linea, consideremos el morfismo
entre P! x P! y P? dado por:

@ : P! x P = P?,
([ug = v1], [ug, va]) = [V1vg © —v1Ug — UiV : Uy Us).

Tenemos que la imagen de P! x {[ag : by|} bajo el morfismo anterior es el
conjunto:

(P x {[ao : bo]}) = {[boy : —aoy — box : apz] : 7,y € C,x #0 6y # 0}

que claramente es una linea en P2. Notando ahora que las cuatro componentes
irreducibles de Dy llegan al mismo divisor, podemos ver que el mismo argu-
mento funciona para Dy, y claramente funciona también para Dg:. Ademas,
la interseccion de dos de estos 3 divisores es 0-dimensional, y por ende su
imagen es también 0-dimensional y se reduce a un punto. Como la triple inter-
seccion de estos 3 divisores es vacia, deducimos que el divisor de ramificacion
es exactamente tres lineas en posicion general.

Ahora usaremos el resultado principal de [Par91] en el caso particular con-
siderado en [Par91), 2.1.iii]. En este caso, y como Pic(P?) es libre de torsion,
cualquier (Z/27)*-cubrimiento normal de P? estd completamente determina-
do por las componentes de su lugar de ramificaciéon. Consideremos ahora el

morfismo
2

: y2 : Z2]7

que da P? como el cociente de P? por la accién de (Z/27Z)? actuando de forma
en que cada elemento no trivial multiplica por -1 en una coordenada distinta.
Veamos donde ramifica este morfismo. Queremos los puntos fijos por la ac-
cion de un elemento de (Z/27)%, digamos multiplicacién por -1 en la tercera
coordenada, por lo que queremos los puntos que cumplen que:

:P2 5P ifry: 2] [

[z:y:zl=[x:y:—2]
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Asi, la recta z = 0 esta fija por la accion. De manera analoga podemos calcular
que las rectas © = 0 e y = 0 estan fijas respecto a los otros elementos de
(Z/27,)*. Concluimos que por la unicidad del cubrimiento asociado al divisor
de ramificacion, tenemos que A/G ~ P2 O
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