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Resumen

Utilizando un procedimiento con conmutadores de operadores no acotados, vamos a
probar el decaimiento de la solución u de una ecuación de Timoshenko del tipo utt+∆2u =
g(t)∆u con cierta condición inicial y g(t) = c constante. Para esto, primero veremos que u
es la parte real de la solución ω de una ecuación de Schrödinger de la forma i∂ω

∂t
= Hω,

donde H es un operador autoadjunto. Luego, a partir de encontrar dos operadores A y Q,
simétrico y positivo respectivamente, que verifiquen una relación de conmutación del estilo
i[H,A] = Q con H, vamos a poder probar que ω decae como t−1 de forma débil, y con esto,
encontraremos el decaimiento para u.
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Introducción

A lo largo de los años, han existido diversos estudios del decaimiento temporal de las
soluciones de ecuaciones diferenciales. En particular en la ecuación de Schrödinger, por sus
variadas aplicaciones en diversas áreas tales como la mecánica clásica, mecánica cuántica,
teoría de probabilidades, etc. En esta tesis trabajaremos sobre las propiedades de con-
mutación de los operadores involucadros en el sistema para determinar distintos tipos de
decaimiento. Este tipo de propiedades han sido trabajadas previamente por varios autores
y será importante tener presentes algunos de sus principales resultados.

Trabajando sobre un espacio de Hilbert H, Miyamoto en [2] consideró un operador
autoadjunto H y un operador tiempo T para H, esto es, un operador con el cual H verifique
la relación canónica de conmutación, es decir, i[H,T ] = I. El autor notó la equivalencia
de esta condición con la relación de Weyl (ver [8]) cuando el operador T es autoadjunto y
basándose en esto, trabajó con un operador tiempo T general y demostró decaimiento débil
como t−1 para la expresión e−itHϕ (que es justamente la forma de la solución de la ecuación
de Schrödinger sobre la cual se basa este trabajo). Luego usando un T0 específico vió la
aplicación de esto a probabilidad de supervivencia para el cálculo de tiempos de vida, entre
otras cosas. A partir de esto, Rivera en [1] consiguió un resultado de decaimiento del mismo
orden anterior, pero esta vez para la expresión Pe−itHϕ y basándose en una regla más
general de conmutación entre T y H de la forma i[T, e−itH ] = P donde P es un operador
positivo que conmuta con H, diciendo en este caso que T es un operador P -tiempo para H.
En la Proposición 2.3 vamos a demostrar que es suficiente que T y P verifiquen la relación
i[H,T ] = P para tener que T es un operador P -tiempo para H. Luego aplicaremos estos
resultados, encontrando los operadores T y P , y donde P resultará ser una función de H.

Cabe destacar que fue Mourre en [6] quien comenzó con el estudio de las relaciones de
conmutación entre operadores como los mencionados anteriormente. Luego de esto podemos
observar en [4] y [5] resultados sobre operadores H y T verificando igualdades del tipo
i[H,A] = f(H) +K con distintas condiciones de regularidad para H, para ver decaimiento
del tipo Kato-Jensen (ver[10]) en ecuaciones de Schrödinger y otros tipos de ecuaciones
dispersivas (ver [5]) utilizando, por ejemplo, el método del operador conjugado (ver [4]).

Además de la ecuación de Schrödinger, también hay varios estudios relacionados con
el comportamiento de las soluciones ecuaciones de Timoshenko, en particular del tipo
utt + ∆2u = g(t)∆u donde g(t) es una función no lineal y que aparece en varios mode-
los, mayormente relacionados con vibraciones no lineales de vigas [11]. Resultados de la
existencia de solución para esta ecuación puede encontrarse en [12]. Para adentrarnos en el
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estudio de este tipo de ecuación de Timoshenko, debemos tener en consideración la relación
que existe entre la solución u de la ecuación mencionada y la solución de un tipo de ecuación
de Schrödinger. Esta relación fue expuesta en [3] y la probaremos en la Proposición 4.1.

En este trabajo comenzaremos entregando las herramientas básicas de espacios de Hil-
bert y operadores no acotados sobre estos, pasando después a estudiar las propiedades de
los conmutadores entre operadores y su relación con la transformada de Föurier. Para, pos-
teriormente, utilizar esto para comenzar analizando decaimiento de soluciones en ecuaciones
de Schrödinger y luego, gracias a las herramientas desarrolladas en los Capítulos anteriores,
tanto de conmutadores como de decaimiento, llegar a obtener decaimiento en la ecuación
de Timoshenko mencionada. Primero en el caso homogéneo, es decir con g(t) = 0 y luego
con g(t) = g0 constante.

6



2

Preliminares

2.1. Espacios de Hilbert
Un subconjunto de los espacios de Banach, son los llamados espacios de Hilbert, que se

caracterizan por tener producto interno. Con este producto es posible obtener resultados
geométricos entre sus elementos.

Definición 2.1. Un espacio vectorial H sobre el cuerpo F (que puede ser R o C) es llamado
espacio de Hilbert si está dotado de un producto interno, es decir, de una función
〈·, ·〉 : H×H → F tal que para todo ϕ,ψ, φ ∈ H y α ∈ F verifica:

1. 〈ϕ,ϕ〉 ≥ 0 y 〈ϕ,ϕ〉 = 0 si y sólo si ϕ = 0

2. 〈ϕ,ψ + αφ〉 = 〈ϕ,ψ〉+ α〈ϕ, φ〉

3. 〈αϕ+ ψ, φ〉 = α〈ϕ, φ〉+ 〈ψ, φ〉

4. 〈ϕ,ψ〉 = 〈ψ,ϕ〉.

Además, es completo con la norma inducida por este producto ‖·‖H =
√
〈·, ·〉H (que deno-

tamos como ‖·‖ cuando es claro el espacio sobre el cual se está trabajando).

Estas propiedades serán fundamentales en el desarrollo de este trabajo, al igual que la
desigualdad de Cauchy-Schwarz:

Proposición 2.1. Dados ϕ,ψ ∈ H

|〈ϕ,ψ〉| ≤ ‖ϕ‖ ‖ψ‖ .

Demostración. La demostración se puede encontrar en [16].

Ejemplo 2.1. Dado Ω abierto de Rn, considere el espacio vectorial real

L2(Ω) =
{
ϕ : Ω→ F :

(∫
Ω
|ϕ(x)|dx

)1/2
<∞

}
.

Este conjunto es un espacio de Hilbert con producto interno definido por

〈ϕ,ψ〉 =
∫

Ω
ϕ(x)ψ(x)dx, para ϕ,ψ ∈ L2(Ω),
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y con norma inducida:

‖ϕ‖ =
(∫

Ω
|ϕ(x)|2dx

)1/2
para ϕ ∈ L2(Ω).

Para presentar el siguiente ejemplo, necesitamos las siguientes definiciones

Definición 2.2. Un multi-índice es una n-tupla α := (α1, ..., αn), donde αi son enteros
positivos. Definimos el orden de α y lo escribimos |α| a la cantidad α1 + ...+αn. Con esto,
se define el operador derivada de orden α como

Dα = ∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαn

n
.

Definición 2.3. Sea m entero positivo y 1 ≤ p ≤ ∞. Se define el espacio de Sobolev de
orden m como:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω)}.

Wm,p(Ω) es un espacio vectorial dotado de la norma

‖u‖Wm,p(Ω) =

 ∑
|α|≤m

‖Dαu‖Lp(Ω)

1/p

si 1 ≤ p <∞,

y para p =∞:
‖u‖Wm,∞(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) .

Definición 2.4. Se definen los espacios Hm(Ω), como

Hm(Ω) := Wm,2(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), ∀α : |α| ≤ m}.

Ejemplo 2.2. Los espacios Hm(Ω) son Hilbert con el producto interno

〈u, v〉Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω)

Su norma inducida es

‖u‖Hm(Ω) = 〈u, u〉1/2Hm(ω) =

 ∑
|α|≤m

‖Dαu‖2L2(Ω)

1/2

2.2. Operadores no acotados en espacios de Hilbert
Una de las más importantes aplicaciones de los operadores definidos en espacios de

Hilbert, es en problemas de física matemática, modelación, estudio de ecuaciones, etc. Es
un hecho que muchos de los operadores más importantes que aparecen son no acotadas.
En esta sección introduciremos, entre otras cosas, conceptos y resultados necesarios para
poder trabajar con estos operadores no acotados en espacios de Hilbert. Diremos que A es
un operador sobre un espacio de Hilbert H si este es un mapeo lineal desde un subespacio
lineal de H llegando a H.

8



Definición 2.5. El dominio del operador A es el subconjunto D(A) ⊂ H dado por

D(A) = {ϕ ∈ H / ‖Aϕ‖H <∞}.

Definición 2.6. Un operador A : D(A) → H se dice acotado si existe C > 0 tal que
‖Aϕ‖H ≤ C ‖ϕ‖H para todo ϕ ∈ D(A), en caso contrario, el operador A es no acotado.

El Teorema de Hellinger-Toeplitz (ver [8] sección III.5) dice que un operador definido
en un espacio de Hilbert H tal que

〈Aϕ,ψ〉 = 〈ϕ,Aψ〉

es necesariamente acotado. Esto sugiere que un operador no acotado cualquiera estará
definido solo en un subespacio denso de H.

Por lo que, salvo que se explicite lo contrario, supondremos siempre que el dominio de
A es denso en H. Así, para identificar un operador no acotado sobre un Hilbert, debemos
dar el dominio sobre el cual actúa y especificar de qué forma lo hace.

Para aclarar estos conceptos, veamos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.3. Considere el espacio de Hilbert H = L2(R) y el operador A definido sobre
D(A) = H2(R) por

Au = −u′′

para todo u ∈ D(A).

Tomando la sucesión ψn(x) = e−n|x| para n ∈ N es claro ψn(x) ∈ D(A) para todo n.
Además

‖ψn‖2H =
∫ ∞
−∞

e−2n|x|dx = 1
n

y
‖Aψn‖2H =

∫ ∞
−∞

n4e−2n|x|dx = n3.

Por lo tanto
‖Aψn‖H
‖ψn‖H

= n→∞,

cuando n tiende a ∞, es decir, A es un operador no acotado en L2(R).

Ejemplo 2.4. Sea H = L2(]0, 1[) y en D(A) = C1(]0, 1[) considere el operador derivada
dado por

Au = u′

para todo u ∈ D(A).

Tomando la sucesión ψn(x) = xn para todo n ∈ N. Claramente ψn ∈ C1(]0, 1[) para
todo n. Además,

‖ψn‖2H =
∫ 1

0
x2ndx = 1

2n+ 1
y

‖Aψn‖2H =
∫ 1

0
n2x2n−2dx = n2

2n− 1 .
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Nuevamente,
‖Aψn‖H
‖ψn‖H

= n

√
2n+ 1
2n− 1 →∞

cuando n→∞, es decir, A es un operador no acotado en L2(]0, 1[).

Ejemplo 2.5. (Operador posición) Sea H = L2(R) y T : D(T ) ⊂ H → H dada por

(Tϕ)(x) = xϕ(x),

con dominio
D(T ) = {ϕ ∈ L2(R)/

∫
R
x2|ϕ(x)|2dx <∞}.

Note que este operador es no acotado, pues podemos escoger ϕ con ‖ϕ‖ = 1 tal que tenga
soporte en todo R, por tanto el valor de

∫
R
x2|ϕ(x)|2dx crece indefinidamente a medida que

se va escogiendo valores de x acercándose a infinito.

Definición 2.7. Diremos que un operador A con dominio denso D(A) en el espacio de
Hilbert H es positivo si

〈Aϕ,ϕ〉 ≥ 0
para todo ϕ ∈ D(A).

Ejemplo 2.6. Sea H = L2(R) y T : D(T ) ⊂ H → H definido por

(Tϕ)(x) = x2ϕ(x),

con dominio
D(T ) = {ϕ ∈ L2(R)/

∫
R
x4|ϕ(x)|2dx <∞}.

Este dominio es denso en H ya que contiene a las funciones continuas de soporte com-
pacto, el cual es denso en H. Veamos que es un operador positivo: sea ϕ ∈ D(T ), entonces

〈Tϕ, ϕ〉 =
∫
Rn

(Tϕ)(x)ϕ(x)dx =
∫
Rn
x2ϕ(x)ϕ(x)dx =

∫
Rn
x2|ϕ(x)|2dx ≥ 0.

Ejemplo 2.7. Defina el operador Laplaciano ∆ : D(∆)→ H por

∆ϕ =
n∑
j=1

∂2

∂x2
j

ϕ, (2.1)

para ϕ ∈ D(∆) = H2(Rn).

El dominio D(∆) contiene a las funciones continuas de soporte compacto, luego la
densidad de H2(Rn) en L2(R) es clara. El operador H0 = −∆ es positivo. En efecto, para
ϕ ∈ D(H0) tenemos

〈H0ϕ , ϕ〉 =
n∑
j=1

∫
Rn

∂ϕ

∂xj

(
∂ϕ

∂xj

)
dx =

n∑
j=1

∫
Rn
| ∂ϕ
∂xj
|2dx ≥ 0.

Por lo tanto H0 = −∆ es un operador positivo.
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Definición 2.8. El gráfico de un operador T es el conjunto:

Γ(T ) = {(ϕ, Tϕ)|ϕ ∈ D(T )},

el cual es un subespacio de H × H, que a su vez es un espacio de Hilbert con el producto
interno definido por

〈(ϕ1, ψ1), (ϕ2, ψ2)〉H×H = 〈ϕ1, ϕ2〉H + 〈ψ1, ψ2〉H
para (ϕ1, ψ1), (ϕ2, ψ2) ∈ H×H. Si Γ(T ) es un conjunto cerrado con la norma inducida por
este producto interno, se dice que T es un operador cerrado.
Definición 2.9. Dados los operadores S y T sobre el espacio de Hilbert H. Si el gráfico de
T está contenido en el gráfico de S, S es una extensión de T y se denota T ⊂ S.
Observación 2.1. T ⊂ S es equivalente a que D(T ) ⊂ D(S) y Sϕ = Tϕ para todo
ϕ ∈ D(T ).
Definición 2.10. Un operador T es clausurable si tiene una extension cerrada. Se define
la clausura de T como la extensión cerrada más pequeña de T y se denota T .
Definición 2.11. Sea T operador densamente definido sobre un espacio de Hilbert H. Sea
D(T ∗) el conjunto de elementos ϕ ∈ H para los cuales existe un u ∈ H verificando

〈Tψ, ϕ〉 = 〈ψ, u〉 ∀ψ ∈ D(T ).

Para tales ϕ ∈ D(T ∗) definimos T ∗ϕ := u. El operador T ∗ es llamado el adjunto de T .
Observación 2.2. Para asegurarnos de que u este unicamente determinado, se necesita el
hecho de que D(T ) sea denso, pues si no es denso, su ortogonal (D(T ))⊥ es no trivial. Lo
que es equivalente a que exista u 6= 0 tal que 〈ψ, u〉 = 0, para todo ψ ∈ D(T ). Con lo que
se verifica que existen u1, u2 tales que 〈ψ, u1〉 = 〈ψ, u2〉 para todo ψ ∈ D(T ).
Observación 2.3.

D(T ∗) = {ϕ ∈ H : |〈ϕ, Tψ〉| <∞, ∀ψ ∈ D(T )}.

2.2.1. Operadores simétricos y autoadjuntos

Definición 2.12. Un operador T definido en D(T ) un subespacio denso del Hilbert H, es
simétrico si se verifica que T ⊂ T ∗.
Observación 2.4. T es simétrico si y solo si 〈Tϕ, ψ〉 = 〈ϕ, Tψ〉 para todo ϕ,ψ ∈ D(T ).
Ejemplo 2.8. Consideremos el operador H0 = −∆ son dominio D(H0) = H2(Rn) y
veamos que es simétrico.

Sean ϕ,ψ ∈ D(H0), integrando por partes y dado que estas funciones tienden a cero
para x suficientemente grande:

〈H0ϕ , ψ〉 =
∫
Rn

− n∑
j=1

∂2

∂x2
j

ϕ

ψdx =
n∑
j=1

∫
Rn

∂ϕ

∂xj

(
∂ψ

∂xj

)
dx

=
n∑
j=1
−
∫
Rn
ϕ

(
∂2ψ

∂x2
j

)
dx = 〈ϕ , H0ψ〉.

Lo que muestra que H0 es simétrico con dominio H2(Rn).
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Definición 2.13. T es autoadjunto si T = T ∗, es decir T ⊂ T ∗ y T ∗ ⊂ T .

Observación 2.5. T es autoadjunto si y solo si T es simétrico y D(T ) = D(T ∗).

Otra forma de ver que un operador es simétrico es autoadjunto, es el Criterio básico de
autoadjunción, cuya demostración se detalla en [8] Teorema VIII.3.

Teorema 2.1. Sea T un operador simétrico sobre un espacio de Hilbert H. Entonces las
siguientes aseveraciones son equivalentes:

(a) T es autoadjunto.

(b) T es cerrado y Ker(T ∗ ± i) = 〈0〉.

(c) Ran(T ± i) = H

Ejemplo 2.9. Sea f una función a valores reales y T : D(T ) ⊂ L2(Rn) −→ L2(Rn) de la
forma

(Tϕ)(x) = f(x)ϕ(x),

Veamos que este operador T es autoadjunto. Note que para todo ϕ,ψ ∈ D(T ) se tiene

〈Tϕ, ψ〉 =
∫
Rn
f(x)ϕ(x)ψ(x)dx =

∫
Rn
ϕ(x)f(x)ψdx = 〈ϕ, Tψ〉.

Por lo tanto T es simétrico en D(T ). Ahora dado ψ ∈ L2(Rn), si tomamos

ϕ(x) = (f(x)± i)−1ψ(x),

para todo x ∈ Rn. Entonces
(T ± i)ϕ = ψ.

Así Ran(T ± i) = L2(Rn) y por el Teorema 2.1 se concluye que T es autoadjunto.

2.3. Conmutadores de operadores
Sea H un espacio de Hilbert y considere los operadores lineales A : D(A) → H y

B : D(B)→ H. Se define el conmutador de A y B como el operador

[A,B] := AB −BA

cuyo dominio es

D([A,B]) = {ϕ ∈ H / ϕ ∈ D(A) ∩D(B) , Aϕ ∈ D(B) , Bϕ ∈ D(A)}

.

Proposición 2.2. Dados los operadores A,A1, A2, B,B1, B2 en dominios adecuados para
que los respectivos conmutadores estén bien definidos. Se tiene que

[A, λB1 +B2] = λ[A,B1] + [A,B2]

y
[λA1 +A2, B] = λ[A1, B] + [A2, B],

para todo λ ∈ R.
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Demostración. Directa de la definición.

Ejemplo 2.10. Considere el operador M dado por

(Mϕ)(x) = x · ∇ϕ(x)

(que escribiremos a partir de ahora simplemente como x · ∇) y veamos su conmutador con
el operador −∆.

Usando que ∆x = 0 y ∇x = 1 cuando x ∈ R, en un dominio D adecuado y ϕ ∈ D
tenemos que

[−∆, x · ∇]ϕ = −∆(x · ∇)ϕ− x · ∇(−∆)ϕ
= −∇ · ∇(x · ∇ϕ) + x · ∇∆ϕ
= −∇ · ((∇x)∇ϕ+ x∆ϕ) + x · ∇∆ϕ
= −∇ · ((∇x)∇ϕ)−∇ · (x∆ϕ) + x · ∇∆ϕ
= −(∆x)∇ϕ− (∇x)∆ϕ− (∇x)∆ϕ− x · ∇∆ϕ+ x · ∇∆ϕ
= −2∆ϕ.

Así [−∆, x · ∇] = −2∆.

Ejemplo 2.11. Calculemos el conmutador entre ∆2 y x ·∇ sobre un dominio D adecuado.

Por el ejemplo 2.10 se tiene

x · ∇∆ = (−2∆ + ∆x · ∇).

Entonces

[∆2, x · ∇] = ∆2x · ∇ − x · ∇∆2

= ∆2x · ∇ − (−2∆ + ∆x · ∇)∆
= ∆2x · ∇+ 2∆2 −∆(−2∆ + ∆x · ∇)
= 4∆2.

Observación 2.6.

Si tenemos un operador H acotado, se puede definir el operador exponencial e−itH sim-
plemente como una serie de potencias que converge en norma, sin embargo cuando H es
autoadjunto no acotado es necesario el cálculo funcional para definirlo. Esto puede revisar-
se en [8] sección VIII.4, con lo cual también se obtienen distintas propiedades de e−itH tal
como el hecho de que es un operador unitario.

Para lo siguiente, considere un operador autoadjunto H en el espacio de Hilbert H =
L2(Rn) si existe un operador simétrico T y un operador positivo P que conmuta con H que
verifican

[T, e−itH ] = tPe−itH (2.2)
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entonces probaremos decaimiento temporal de un sistema físico gobernado por H. A con-
tinuación vamos a establecer un criterio que bajo ciertas condiciones sobre los operadores
nos permite verificar la relación (2.2).

Proposición 2.3. Sea H un operador autoadjunto con dominio D(H) ⊂ H = L2(Rn) tal
que existe otro operador T simétrico en el mismo espacio, con la propiedad i[H,T ] = P ,
donde P un operador positivo que conmuta con H. Entonces

[T, e−itH ] = tPe−itH ∀t ≥ 0

Demostración. Sea L(H) el conjunto de todos los operadores lineales desde un subespacio
de H en H. Definamos las funciones f, g : R+

0 −→ L(H), como

f(t) := [T, e−itH ] y g(t) := tPe−itH .

Usando cálculo funcional, obtenemos:

df(t)
dt

= d(Te−itH − e−itHT )
dt

= (−iTH)e−itH − (−iH)e−itHT
= (P − itH)e−itH + iHe−itHT

= Pe−itH − iH(Te−itH − e−itHT )
= Pe−itH − iHf(t),

y

dg(t)
dt

= d(tPe−itH)
dt

= Pe−itH + tP (−iH)e−itH

= Pe−itH − iHtPe−itH

= Pe−itH − iHg(t).

Tomando F (t) = f(t)− g(t) se verifica que

dF

dt
(t) = −iH(f(t)− g(t)) = −iHF (t)

F (0) = 0

sistema que tiene solución única F (t) = 0 para todo t ≥ 0.(Ver [7]).

2.4. Transformada de Föurier
La transformada de Föurier es una herramienta importante en el estudio del análisis

clásico y moderno. En este caso, la definiremos como un operador del espacio de funciones
de Schwartz S(Rn) en si mismo, de esta forma la transformada de Fourier es biyectiva (ver
[9] Teorema IX.1) y por lo tanto podemos trabajar con su inversa.
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Se define el espacio de funciones de Schwartz S = S(Rn) como

S = {ϕ ∈ C∞(Rn) : sup
x∈Rn

|xαDβϕ(x)| <∞ ∀α, β ∈ Nn},

donde α y β son multi-índices y C∞(Rn) es el conjunto de funciones infinitamente diferen-
ciales en Rn.

Definición 2.14. Sea ϕ ∈ S, la transformada de Föurier de ϕ está dada por:

(Fϕ)(k) = 1
(2π)n/2

∫
Rn
e−ix·kϕ(x)dx,

donde
x · k =

n∑
i=1

xiki.

La transformada de Föurier inversa de ϕ ∈ S es la función

(F−1ϕ)(k) = 1
(2π)n/2

∫
Rn
eix·kϕ(x)dx.

Note que S(Rn) ⊂ H2(Rn), por lo que el operador −∆ está bien definido sobre el espacio
de Schwartz. Esto lo usaremos para ver la siguiente propiedad de la transformada de Föurier
que será necesaria más adelante.

Proposición 2.4. Sea H0 = −∆. Entonces para ϕ ∈ S(Rn)

(FH0F−1ϕ)(k) = (k2ϕ)(k), (2.3)

con k2 = (k · k) =
∑n
j=1 k

2
j .

Demostración. Basta probar que dado j ∈ {1, ..., n}, para ϕ ∈ S(Rn) se verifica que(
F
(
− ∂2

∂x2
j

)
F−1ϕ

)
(k) = (k2

jϕ)(k),

con esto, sumando sobre j ∈ {1, ..., n} se obtiene (2.3).

Escribamos D2
j = ∂2

∂x2
j
y note que si ϕ ∈ S(Rn) entonces D2

jϕ ∈ S(Rn). De donde∫
Rn
e−ik·xD2

jϕ(x)dx <∞.

Por Teorema de Fubini-Tonelli (ver [15]) la transformada de Fourier de D2
jϕ es

(FD2
jϕ)(k) = 1

(2π)n/2
∫
Rn
e−ik·xD2

jϕ(x)dx

= 1
(2π)n/2

∫
R
. . .

∫
R
e−ik1x1 . . . e−iknxnD2

jϕ(x)(dx1 . . . dxj−1dxjdxj+1 . . . dxn)

= 1
(2π)n/2

∫
R
. . .

∫
R

(∫
R
e−ikjxjD2

jϕ(x)dxj
)

(e−ik1x1 . . . e−iknxn)(dx1 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxn)
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Ahora, integrando por partes el término j-ésimo y considerando que las funciones de Sch-
wartz decaen a cero en el infinito, se obtiene:∫

R
e−ikjxjD2

jϕ(x)dxj = (e−ikjxjDjϕ)(x)
∣∣∣∣+∞
−∞
−
∫ +∞

−∞
(−ikj)e−ikjxjDjϕ(x)dxj

= ikj

∫ +∞

−∞
e−ikjxjDjϕ(x)dxj

= ikj

(
ikj

∫ +∞

−∞
e−ikjxjϕ(x)dxj

)
= −k2

j

(∫
R
e−ikjxjϕ(x)dxj

)
Reemplazando esto último en lo anterior

(FD2
jϕ)(k) =

−k2
j

1
(2π)n/2

∫
R
. . .

∫
R

(∫
R
e−kjxjϕ(x)dxj

)
(e−ik1x1 . . . e−iknxn)(dx1 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxn).

= −k2
j

1
(2π)n/2

∫
R
. . .

∫
R
e−kjxj . . . e−iknϕdx1 . . . dxj−1dxjdxj+1 . . . dxn

= −k2
j

1
(2π)n/2

∫
Rn
e−ik·xϕdx = −k2

jFϕ(k)

Por lo tanto, sumando de 1 a n sobre j, para ϕ ∈ S(Rn) se tiene la igualdad FH0ϕ =
k2Fϕ, que es equivalente a

(FH0F−1ϕ) = (k2ϕ).

Corolario 2.1.
(F∆2F−1ϕ) = ((k · k)2ϕ).

Demostración. Por Proposición 2.4, sobre el espacio S(Rn) se tiene la siguiente igualdad
entre operadores:

F(−∆)F−1 = k · k.

Luego

F(−∆)F−1F(−∆)F−1 = (k · k)(k · k).

Por lo tanto (F∆2F−1ϕ) = ((k · k)2ϕ) para todo ϕ ∈ S(Rn).

De forma análoga a la demostración de la Proposición 2.4, se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 2.5. Para ϕ ∈ S(Rn) y el operador A = − i
2(x · ∇+∇ · x) se tiene

FAF−1ϕ = i

2k · ∇ϕ. (2.4)
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Demostración. Como

A = − i2(x · ∇+∇ · x) = −i2

n∑
j=1

(
xj

∂

∂xj
+ ∂

∂xj
xj

)
.

Debemos probar que

−i
2 F

 n∑
j=1

xj
∂

∂xj
+ ∂

∂xj
xj

F−1ϕ = i

2

n∑
j=1

(
kj

∂

∂kj

)
ϕ.

Por lo que es suficiente demostrar que para cada j ∈ {1, ..., n} se tiene

F
(
xj

∂

∂xj
+ ∂

∂xj
xj

)
F−1ϕ = −

(
kj

∂

∂kj

)
ϕ. (2.5)

Usando la notación Dj = ∂
∂xj

y c0 = 1
(2π)n/2 , note que

(F(xjDj +Djxj)ϕ) = c0

∫
Rn
e−ik·x(xjDj +Djxj)ϕ(x)dx

= c0

∫
R
. . .

∫
R
e−ik1x1 . . . e−iknxn(xjDj +Djxj)ϕ(x)(dx1 . . . dxj−1dxjdxj+1 . . . dxn)

= c0

∫
R
...

∫
R

(∫
R
e−ikjxj (xjDj +Djxj)ϕ(x)dxj

)
(e−ik1x1 ...e−iknxn)(dx1...dxj−1dxj+1...dxn).

Integrando por partes el término j-ésimo el paréntesis de la última expresión∫
R
e−ikjxj (xjDj +Djxj)ϕ(x)dxj = (e−ikjxjxjϕ)(x)

∣∣∣∣+∞
−∞
−
∫ +∞

−∞
(−ikj)e−ikjxjxjϕ(x)dxj

= ikj

∫ +∞

−∞
e−ikjxjxjϕ(x)dxj

= ikj

(∫
R
e−ikjxjxjϕ(x)dxj

)
Reemplazando esto último en lo anterior, y reagrupando

(F(xjDj +Djxj)ϕ) =

ikjc0

∫
R
. . .

∫
R

(∫
R
e−kjxjxjϕ(x)dxj

)
(e−ik1x1 . . . e−iknxn)(dx1 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxn).

= ikj
1

(2π)n/2
∫
Rn
e−ik·x(xjϕ)dx = kj(iFxj)ϕ.

Por lo tanto

(F(xjDj +Djxj)ϕ) = kj(iFxj)ϕ (2.6)

Ahora calculamos iFxjϕ.
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(F−1 ∂

∂kj
ϕ) = 1

(2π)n/2
∫
Rn
eik·x

∂

∂kj
ϕ(k)dk

= 1
(2π)n/2

∫
R
. . .

∫
R
eik1x1 . . . eiknxn

∂

∂kj
ϕ(k)(dk1 . . . dkj−1dkjdkj+1 . . . dkn)

= 1
(2π)n/2

∫
R
. . .

∫
R

(∫
R
eikjxj

∂

∂kj
ϕ(k)dkj

)
(eik1x1 . . . eiknxn)(dk1 . . . dkj−1dkj+1 . . . dkn)

= 1
(2π)n/2

∫
R
. . .

∫
R

(
−ixj

∫
R
eikjxjϕ(k)dkj

)
(eik1x1 . . . eiknxn)(dk1 . . . dkj−1dkj+1 . . . dkn)

= −ixj
1

(2π)n/2
∫
Rn
eik·xϕ(k)dk = −ixjF−1ϕ.

Con esto tenemos para todo ϕ ∈ S

F−1 ∂

∂kj
ϕ = −ixjF−1ϕ.

Aplicando F por la izquierda y derecha, al desarrollar queda:

− ∂

∂kj
Fϕ = iFxjϕ

Reemplazando esto en la ecuación (2.6), obtenemos (2.5) y con esto concluye la prueba.
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3

Decaimiento de soluciones en
ecuación de Schrödinger usando
conmutadores

Considere el espacio de Hilbert H = L2(Rn) con el producto interno usual, que denota-
remos 〈·, ·〉. En este capítulo vamos a estudiar una ecuación de Schrödinger de la forma

i
∂ϕ

∂t
= Hϕ (3.1)

dondeH un operador autoadjunto definido sobre el espacio de HilbertH. Para esta ecuación,
Miyamoto en [2] encuentra decaimiento de la solución en sentido débil, es decir en producto
interno, para esto utiliza una relación de conmutación de la forma i[H,T ] = I donde T
es un operador simétrico sobre el mismo espacio. Este resultado fue extendido por Rivera
en [1] con una regla distinta de conmutación, el autor consideró i[H,T ] = P donde P es
un operador positivo que conmuta con H (Teorema 3.2). Comenzaremos estableciendo las
definiciones previas para enunciar y demostrar algunos de estos resultados, dando ejemplos
de su utilización en ecuaciones particulares, para luego obtener un resultado de decaimiento
similar a los mencionados anteriormente, basándose en reglas de conmutacion del estilo
i[H,T ] = P , pero esta vez el decaimiento obtenido será en la norma de un subespacio
(Teorema 3.3). Finalizando con un resultado de decaimiento para la parte real de la solución
de la ecuación (3.1) que se utilizará en el Capítulo 3 para encontrar decaimiento en la
solución de la ecuación homogénea de Timoshenko.

Definición 3.1. Diremos que T es un operador tiempo para H si es simétrico y satisface

[T, e−itH ] = te−ith.

A partir de esta definición, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Si T es un operador tiempo para H, entonces para ϕ ∈ D(T )

|〈ϕ, e−itHϕ〉| ≤ C

t
,

donde C es constante respecto a t.
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Ejemplo 3.1. Para n = 1 consideremos la ecuación
i
∂ψ

∂t
=
√
−∆ ψ

ψ(·, 0) = ψ0

En este caso H =
√
−∆ = i ddx . Considerando el operador de posición (Tψ)(x) = xψ(x)

(ejemplo 2.5). Con un cálculo directo es fácil ver que i[H,T ] = I y por Proposición 2.3 se
obtiene [T, e−itH ] = te−itH .

Usando el Teorema 3.1, para todo ψ ∈ D(T ) obtenemos

|〈ψ, e−itHψ〉| ≤ C

t
.

Más adelante, dado un operador H autoadjunto en H, encontraremos dos operadores T
y P tales que i[H,T ] = P . Con esto será suficiente para obtener un resultado de decaimiento
similar al Teorema 3.1, por lo cual es necesario extender la definición de operador tiempo
para H:

Definición 3.2. T es un operador P-tiempo para H si este es simétrico y satisface

[T, e−itH ] = tPe−itH .

Por la Proposición 2.3, para encontrar un operador T con estas características basta
con que sea simétrico y verifique

i[H,T ] = P. (3.2)
Bajo estas condiciones se obtiene el siguiente resultado, que será fundamental para los

desarrollos posteriores.

Teorema 3.2. Sea T un operador P-tiempo para H. Si ϕ ∈ D(T )

|〈ϕ, Pe−itHϕ〉| ≤ C

t
(3.3)

con C independiente del tiempo.

Demostración. Como e−itH es un operador unitario y T es simétrico, usando desigualdad
de Cauchy-Schwarz y la Proposición 2.3 obtenemos

|〈ϕ, tPe−itHϕ〉| = |〈ϕ, (TPe−itH − e−itHT )ϕ〉|
≤ |〈ϕ, Te−itHϕ〉|+ |〈ϕ, e−itHTϕ〉|
= |〈Tϕ, e−itHϕ〉|+ |〈ϕ, e−itHTϕ〉|
≤ ‖Tϕ‖ ‖ϕ‖+ ‖ϕ‖ ‖Tϕ‖
= 2 ‖Tϕ‖ ‖ϕ‖

Como ϕ ∈ D(T ), existe C independiente del tiempo tal que

|〈ϕ, Pe−itHϕ〉| ≤ C

t
.
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Ejemplo 3.2. Consideremos la ecuación de Schrödinger
i∂ψ∂t + ∆ψ = 0

ψ(x, 0) = ψ0(x)

Definiendo H0 = −∆, consideremos el operador T = −i(x · O + O · x) con x ∈ Rn.
Haciendo un desarrollo similar a los ejemplos 2.10 y 2.11, es fácil verificar que:

i[H0, T ] = 4H0.

Del ejemplo 2.7, tenemos que P = 4H0 = −4∆ es un operador positivo que conmuta
con H0, por lo tanto usando la Proposición 2.3 obtenemos

[T, e−itH0 ] = tPe−itH0 .

Por Teorema 3.2, se sigue que para ϕ ∈ D(T )

|〈ψ, Pe−itHψ〉| ≤ C

t
.

Notemos que Pe−itH0ψ es solución de la ecuación de Schrödinger y decae polinomialmente,
en el sentido débil, a cero a 0 cuando t→∞.

Motivados por la demostración del Teorema 3.2 vamos a obtener, bajo ciertas condi-
ciones, decaimiento de la solución de la ecuación de Schrödinger en sentido fuerte, esto es,
decaimiento en norma. Para esto, necesitaremos de la siguiente propiedad de los espacios
de Hilbert:

Lema 3.1. Sea M un subespacio cerrado de H y θ ∈M , entonces

sup
{ψ∈M/‖ψ‖=1}

|〈ψ, θ〉| = ‖θ‖ .

Demostración. Por un lado, por desigualdad de Cauchy Schwarz

sup
{ψ∈M/‖ψ‖=1}

|〈ψ, θ〉| ≤ ‖ψ‖ ‖θ‖ = ‖θ‖ .

Para ver la otra desigualdad,

‖θ‖ =
∣∣∣∣〈 θ

‖θ‖
, θ

〉∣∣∣∣ ≤ sup
{ψ∈M/‖ψ‖=1}

|〈ψ, θ〉|

Teorema 3.3. Sea T un operador P -tiempo para H y M es un subespacio cerrado de D(T )
tal que

sup
{ψ∈M/‖ψ‖=1}

‖Tψ‖ <∞.
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Si S es el operador proyección sobre M . Entonces para ϕ ∈ D(T ):∥∥∥S(Pe−itHϕ)
∥∥∥ ≤ C

t
, (3.4)

con C constante en t.

Demostración. Sea ϕ ∈ D(T ) y ψ ∈M

|〈ψ, tPe−itHϕ〉| = |〈ψ, (Te−itH − e−itHT )ϕ〉|
≤ |〈ψ, Te−itHϕ〉|+ |〈ψ, e−itHTϕ〉|
= |〈Tψ, e−itHϕ〉|+ |〈ψ, e−itHTϕ〉|
≤ ‖Tψ‖ ‖ϕ‖+ ‖ψ‖ ‖Tϕ‖ . (3.5)

Dado que ψ ∈ M , ψ = Sψ = S2ψ. Entonces si aplicamos S2 en ψ, como S es autoad-
junto, puede pasar un S a la derecha del producto interno, obteniéndose lo siguiente:

|〈ψ, StPe−itHϕ〉| ≤ ‖Tψ‖ ‖ϕ‖+ ‖ψ‖ ‖Tϕ‖ .

Tomando supremo de los ψ ∈M con ‖ψ‖ = 1 en la expresión anterior,

sup
{ψ∈M/‖ψ‖=1}

|〈ψ, S(tPe−itHϕ)〉| ≤ sup
{ψ∈M/‖ψ‖=1}

‖Tψ‖ ‖ϕ‖+ ‖ψ‖ ‖Tϕ‖ .

Por el Lema 3.1 y usando que sup
{ψ∈M/‖ψ‖=1}

‖Tψ‖ <∞. Entonces existe C independiente

de t tal que ∥∥∥S(Pe−itHϕ)
∥∥∥ ≤ C

t
(3.6)

A continuación probaremos un resultado de decaimiento en la ecuación de Schrödinger,
esta vez sobre la parte real de su solución. Esto nos será útil en el estudio del decaimiento
en la ecuación de Timoshenko homogénea.

Para esto, necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.2. Sean h, g ∈ H con g(t) real y h(t) = U(t) + iV (t) con U y V funciones reales
de t con t ∈ Rn. Entonces

〈g,Re(h)〉 = Re〈g, h〉 y |〈g, Im(h)〉| = |Im〈g, h〉|.

Demostración. Considerando las hipótesis tenemos

〈g,Re(h)〉 =
∫
Rn
gRe(h)dx =

∫
Rn
gUdx =

∫
Rn
gUdx.
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Por otro lado

Re(〈g, h〉) = Re(
∫
Rn
g(U − iV )dx) = Re(

∫
Rn
gUdx− i

∫
Rn
gV dx) =

∫
Rn
gUdx.

De donde 〈g,Re(h)〉 = Re(〈g, h〉). Haciendo un desarrollo análogo se obtiene

|〈g, Im(h)〉| = |Im〈g, h〉|

Considere la siguiente ecuación con valor inicial
i∂ω∂t +Hω = 0

ω0(x, 0) = φ(x) + iψ(x)

con x ∈ Rn, t > 0 y φ, ψ ∈ H2(Rn), esto último es para poder asociarla posteriormente con
una ecuación de Timoshenko. La solución está dada por

ω(x, t) = e−itHω0(x),
Sea u la parte real de la solución ω, esto es u = Re(ω) y supongamos que T es un

operador tiempo para H. En estas condiciones tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.4. Si ω0 ∈ D(T ) entonces

|〈φ, cos(tH)φ+ sen(tH)ψ〉| ≤ C

t
,

con C constante.

Demostración. Claramente u(t) = Re(e−itHω0) = cos(tH)φ + sen(tH)ψ y u0 = φ es real.
Así, por Lema anterior

|〈u0, u(t)〉|2 = |〈φ,Re(e−itHω0)〉|2

≤ |〈φ,Re(e−itHω0)〉|2 + |〈φ, Im(e−itHω0)〉|2

≤ |Re〈φ, e−itHω0〉|2 + |Im〈φ, e−itHω0〉|2

= |〈φ, e−itHω0〉|2,

de donde
t2|〈u0, u(t)〉|2 ≤ |〈φ, te−itHω0〉|2.

Ahora, haciendo un procedimiento análogo al de la desigualdad (3.5), obtenemos

|〈φ, te−itHω0〉| ≤ ‖Tφ‖ ‖ω0‖+ ‖φ‖ ‖Tω0‖ .
Como φ, ω0 ∈ D(T ) el lado derecho de la desigualdad anterior es un valor independiente
del tiempo y finito. Así |〈u0, u(t)〉|2 ≤ C2

t2 , y por ende

|〈φ, cos(tH)φ+ sen(tH)ψ〉| ≤ C

t
.
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4

Decaimiento en ecuación de
Timoshenko

En este capítulo consideramos la ecuación de evolución del tipo Timoshenko:

utt + ∆2u = M

(∫
Rn
|∇u|2dx

)
∆u, (4.1)

donde x ∈ Rn y t ≥ 0 yM(s) una función suave no lineal. El términoM
(∫

Rn |∇u|2dx
)

∆u es
conocido usualmente como no linealidad de tipo Timoshenko y aparece en diversos modelos
asociados con vibraciones no lineales de vigas (ver [11]). Resultados de existencia global para
(4.1) se pueden encontrar en [12]. En este trabajo desarrollaremos dos casos particulares de
la función M

(∫
Rn
|∇u|2dx

)
para los cuales encontraremos decaimiento temporal a través

de los resultados de conmutares obtenidos en el capítulo anterior. Primero, estudiaremos el
caso homogéneo, es decir cuando el término

M

(∫
Rn
|∇u|2dx

)
= 0,

en este caso llevaremos el problema a una ecuación de Schrödinger en la cual aplicaremos
el Teorema 3.2 que nos entrega el decaimiento de la solución de la ecuación. Esto, a partir
de la existencia de un operador simétrico T apropiado, y utilizaremos la Proposición 2.3.

Segundo, estudiaremos el caso

M

(∫
Rn
|∇u|2dx

)
= 1.

Usaremos un método que nos permitirá, a partir de un operador P tiempo T para
H0 = −∆, encontrar un operador Q tiempo B para H1 =

√
∆2 −∆ y con este, usar la

Proposición 2.3 y el Teorema 3.2 para encontrar decaimiento de la solución.

4.1. Ecuación de Timoshenko: caso M=0
Por simplicidad, a partir de ahora supondremos que los operadores diferenciales estarán

definidos sobre el espacio C∞([0,∞[;S(Rn)). Esto podrá ser extendido a Cj([0,∞[;Hr(Rn))
para j y r enteros apropiados.
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Existe una estrecha relación entre las soluciones de la ecuación (4.1) y algunas ecuaciones
de tipo Schrödinger. En la siguiente proposición vamos a probar este hecho. Con esta idea
considere la ecuación no lineal de Schrödinger con condición inicial

iωt + ∆ω = M
(∫

Rn Re|∇ω|2dx
)
Re(ω), t > 0

ω0(x, 0) = φ(x) + iψ(x)
(4.2)

Supondremos que φ, ψ ∈ H2(Rn). Sea u la solución real de la ecuación (4.1) con condi-
ciones iniciales u(x, 0) = φ(x) y ut(x, 0) = −∆ψ(x).

Se define v := v(x, t) como la solución real de{
vt = ∆u−M

(∫
Rn |∇u|2dx

)
u, t > 0

v(0) = ψ
(4.3)

Proposición 4.1. La función ω = u + iv es solución de (4.2) si y sólo si u y v son
soluciones de (4.1) y (4.3) respectivamente.

Demostración. Sea ω = u+ iv es solución de (4.2). Sabemos que para x ∈ Rn y t > 0

i(u+ iv)t + ∆(u+ iv) = M

(∫
Rn
|∇Re(u+ iv)|2dx

)
Re(u+ iv),

de donde
−vt + iut + ∆u+ i∆v = M

(∫
Rn
|∇u|2dx

)
u.

Igualando partes reales se tiene

vt = ∆u−M
(∫

Rn
|∇u|2dx

)
u.

Además ω(x, 0) = u(x, 0) + iv(x, 0) = φ+ iψ. Lo que implica que v(x, 0) = ψ y por lo tanto
la función v verifica (4.3). Por otro lado, derivando con respecto a t en la igualdad (4.2):

iωtt + ∆ωt = ∂

∂t

(
M

(∫
Rn
Re|∇ω|2dx

)
Re(ω)

)
,

equivalentemente,

i(utt + ivtt) + ∆(ut + ivt) = ∂

∂t
M

(∫
Rn
|∇u|2dx

)
u+M

(∫
Rn
|∇u|2dx

)
ut.

Multiplicando por i e igualando partes reales, −ut −∆vt = 0 y así:

−∆vt = utt. (4.4)

Por otro lado de (4.2) se obtiene que i∆(ut + ivt) + ∆2(u + iv) = M
(∫

Rn |∇u|2dx
)

∆u y
reemplazando (4.4) en esta igualdad

i∆ut + utt + ∆2u+ i∆2v = M

(∫
Rn
|∇u|2dx

)
∆u.
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Igualando partes reales se tiene

utt + ∆2u = M

(∫
Rn
|∇u|2dx

)
∆u.

Además ω0(x, 0) = u(x, 0) + iv(x, 0) = φ(x) + iψ(x) y como wt(x, t) = ut(x, t) + ivt(x, t),
entonces:

iut(x, t) = −i∆v(x, t)

y por ende ut(x, 0) = −∆ψ. Por lo tanto u verifica la ecuación (4.1).

Recíprocamente, sea u solución de la ecuación (4.1) y v solución dela ecuación (4.3).
Sea ω = u+ iv. Tenemos que iωt + ∆ω = iut− vt + ∆ω. En esta igualdad reemplazamos vt
dada por (4.3) y obtenemos

iωt + ∆ω = i∆v + iut +M

(∫
Rn
|∇u|2

)
u. (4.5)

Por otro lado, recordemos que u verifica

utt + ∆2u = M

(∫
Rn
|∇u|2

)
∆u

y de (4.3) se obtiene ∆u − vt = M

(∫
Rn
|∇u|2

)
u. Aplicando el operador laplaciano a la

igualdad anterior resulta

∆2u−∆vt = M

(∫
Rn
|∇u|2

)
∆u

de esto y usando (4.1) se sigue que utt = −∆vt.
Integrando y considerando que u0 = ∆ψ y v0 = ψ obtenemos ut − u0 = −∆v −∆v0, o

sea, ut = −∆v. Reemplazando esto en (4.5) obtenemos finalmente que

iωt + ∆ω = M

(∫
Rn
|Reω|2dx

)
Reω.

Además ω(x, 0) = u(x, 0)+iv(x, 0) = φ(x)+iψ(x). Por lo tanto ω verifica (4.2), concluyendo
la demostración.

Utilizaremos lo anterior para encontrar decaimiento de la solución en la ecuación de
Timoshenko libre. Para esto, considere u solución de

utt + ∆2u = 0

u(x, 0) = φ(x)

ut(x, 0) = −∆ψ(x).

con φ, ψ ∈ H2(Rn). Por la Proposición 4.1, la solución de la ecuación anterior es u = Re(ω)
donde w es solución de 

i∂ω∂t + ∆ω = 0

ω(x, 0) = φ(x) + iψ(x)
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Sea T = 1
4(QP−1 +P−1Q) donde Qϕ(x) = xϕ(x) y Pϕ = −i∇ϕ. En [2] se muestra que

este es un operador tiempo para H0 = −∆. Note que la solución de la ecuación anterior
es de la forma ω(x, t) = e−itH0ω(x, 0). Por Teorema 3.2, si ω(x, 0) = φ(x) + iψ(x) ∈ D(T )
entonces

|〈 ω0, e
−itH0ω0 〉| ≤

C

t

y por Teorema 3.4 se tiene el mismo resultado para la parte real, es decir,

|〈 φ, cos(tH0)φ+ sen(tH0)ψ 〉| ≤ C

t

donde cos(tH0)φ + sen(tH0)ψ = Re(ω) = u. Por lo tanto tenemos el decaimiento para la
solución de la ecuación de Timoshenko homogénea.

4.2. Ecuación de Timoshenko: caso M = 1
Ahora trabajaremos con la ecuación


utt + ∆2u−∆u = 0
u(x, 0) = f
ut(x, 0) = g

(4.6)

con f ∈ H2(Rn) y g ∈ L2(Rn). Usaremos teoría de conmutadores para estudiar decaimiento
de la solución u de la ecuación (4.6). Para utilizar el Teorema 3.2 aplicado en el caso libre,
reescribimos la ecuación (4.6) como

utt +H1u = 0,

con H1 := ∆2−∆. Ahora, buscaremos un operador B de tal forma que i[B,
√
H1] = Q con

Q operador positivo que conmute con H1 y por lo tanto u(t) = Qeit
√
H1φ sea solución del

problema (4.6).
Para encontrar B primero, buscamos un operador A para H1 de modo que i[H1, A] = P

con P operador positivo conmutando con H1. Para esto, note que

(x · ∇)ϕ+ (∇ · x)ϕ =

 n∑
j=1

xj
∂

∂xj

ϕ+

 n∑
j=1

∂

∂xj
xjϕj


=

 n∑
j=1

xj
∂

∂xj

ϕ+
n∑
j=1

(
ϕj + xj

∂ϕ

∂xj

)

= 2
n∑
j=1

(
xj

∂

∂xj

)
ϕ+

n∑
j=1

ϕj

= 2(x · ∇)ϕ+ ϕ.
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Así 1
2(x · ∇+∇ · x) = (x · ∇) + 1

2I. Entonces

[H1,
1
2(x · ∇+∇ · x)] = [H1, (x · ∇) + 1

2I]

= [H1, (x · ∇)] + 1
2[H1, I]

= [H1, (x · ∇)].

Obtenemos el siguiente lema.

Lema 4.1. Considere los operadores A = − i
2(x · ∇ + ∇ · x) y H1 = ∆2 − ∆. Sobre un

dominio adecuado tenemos que

i[H1, A] = P,

con P = 4∆2 − 2∆.

Demostración. En los Ejemplos 2.10 y 2.11 obtuvimos que

[−∆, x · ∇] = −2∆ y [∆2, x · ∇] = 4∆2

respectivamente. Por la Proposición 2.2

[∆2 −∆, x · ∇] = [∆2, x · ∇] + [−∆, x · ∇] = 4∆2 − 2∆.
Como H1 = ∆2 −∆, por lo hecho antes del lema se sigue que

[H1,
1
2(x · ∇+∇ · x)] = [H1, x · ∇] = 4∆2 − 2∆,

lo que es equivalente a i[H1, A] = 4∆2 − 2∆.

Lema 4.2. Existe un operador Ã tal que

i[(k · k)2 + (k · k), Ã] = 4(k · k)2 + 2(k · k). (4.7)

donde (k · k) es un operador de multiplicación.

Demostración. Sea F la transformada de Fourier. Por la Proposición 2.4 y Corolario 2.1,
se tiene que

F(−∆)F−1 = (k · k) y F(∆2)F−1 = (k · k)2.

Usando esto en i[H1, A] = P obtenemos

i(H1A−AH1) = 4∆2 − 2∆,

de donde

i(FH1F−1FAF−1 −FAF−1FH1F−1) = 4F∆2F−1 + 2F(−∆)F−1.

Definiendo Ã := FAF−1 y como FH1F−1 = F−1(∆2 −∆)F−1 = (k · k)2 + (k · k), se tiene

i[(k · k)2 + (k · k), Ã] = 4(k · k)2 + 2(k · k).
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Esta relación es similar a la del Lema 4.1 pero con (k ·k), (k ·k)2 y Ã en lugar de −∆, ∆2

y A respectivamente. Debemos buscar un operador B̃ tal que i[
√

(k · k)2 + (k · k), B̃] = Q̃
en este espacio auxiliar, para luego a partir de estos obtener el operador B y Q tal que
i[
√
H1, B] = Q.

Por la Proposición 2.5 se tiene Ãϕ = i
2k · ∇ϕ, con este operador tenemos el siguiente lema.

Lema 4.3. Considere Ã definido anteriormente y los operadores de multiplicación (k · k)
y (k · k)2. Entonces

i[
√

(k · k)2 + (k · k), Ã] = 2(k · k)2 + (k · k)
2
√

(k · k)2 + (k · k)
.

Demostración. Para ϕ en un dominio adecuado se tiene

i[
√

(k · k)2 + (k · k), Ã]ϕ = i

(√
(k · k)2 + (k · k) i2k · ∇ϕ−

i

2k · ∇(
√

(k · k)2 + (k · k)ϕ)
)

= i2

2

(√
(k · k)2 + (k · k) k · ∇ϕ− k · (∇

√
(k · k)2 + (k · k)ϕ+

√
(k · k)2 + (k · k)∇ϕ)

)
= −1

2

(√
(k · k)2 + (k · k) k · ∇ϕ− k · ∇

√
(k · k)2 + (k · k)ϕ−

√
(k · k)2 + (k · k) k · ∇ϕ

)
= 1

2

(
k · ∇

√
(k · k)2 + (k · k)ϕ

)
Usando las propiedades del gradiente

∇
√

(k · k)2 + (k · k) = ∇((k · k)2 + (k · k))
2
√

(k · k)2 + (k · k)

= 2(k · k)∇(k · k) +∇(k · k)
2
√

(k · k)2 + (k · k)

= 2(k · k)[(∇ · k)k + k(∇ · k)] + [(∇ · k)k + k(∇ · k)]
2
√

(k · k)2 + (k · k)

= 2(k · k)2k + 2k
2
√

(k · k)2 + (k · k)

= 2(k · k)k + k√
(k · k)2 + (k · k)

,

reemplazando esto último en la igualdad previa

i[
√

(k · k)2 + (k · k), Ã]ϕ = 1
2

(
k · 2(k · k)k + k√

(k · k)2 + (k · k)
ϕ

)
= 2(k · k)(k · k) + (k · k)

2
√

(k · k)2 + (k · k)
ϕ,

y así

i[
√

(k · k)2 + (k · k), Ã] = 2(k · k)2 + (k · k)
2
√

(k · k)2 + (k · k)
.
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Escogemos

Q̃ = 2(k · k)2 + (k · k)
2
√

(k · k)2 + (k · k)
el cual es claramente positivo. Luego tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.2. El operador Q = (2∆2 − ∆)(2
√

∆2 −∆)−1 es positivo, conmuta con√
H1 y satisface i[

√
H1, A] = Q.

Demostración. Es claro que Q = (2∆2 − ∆)(2
√

∆2 −∆)−1 es un operador positivo que
conmuta con

√
H1 =

√
∆2 −∆ pues ambos son funciones del Laplaciano ∆. Para ver que

verifica i[
√
H1, A] = Q, note primero que por linealidad de la transformada de Föurier,

usando la Proposición 2.4 y Corolario 2.1 se tiene que

F(2∆2 −∆)F−1 = 2(k · k)2 + k · k. (4.8)

Similarmente F(∆2−∆)F−1 = (k ·k)2 +k ·k. Entonces, usando que ∆2−∆ y (k ·k)2 +k ·k
son operadores positivos

F(∆2 −∆)F−1 = (k · k)2 + k · k
⇔ F(

√
∆2 −∆F−1F

√
∆2 −∆)F−1 = (k · k)2 + k · k

⇔ (F(
√

∆2 −∆F−1)2 = (k · k)2 + k · k

⇔ F(2
√

∆2 −∆)F−1 = 2
√

(k · k)2 + k · k

⇔ (F(2
√

∆2 −∆)F−1)−1 =
(

2
√

(k · k)2 + k · k
)−1

.

Así

F
(
2
√

∆2 −∆
)−1
F−1 =

(
2
√

(k · k)2 + k · k
)−1

Usando esta última ecuación y (4.8)

F(2∆2 −∆)
(
2
√

∆2 −∆
)−1
F−1 = (2(k · k)2 + k · k)

(
2
√

(k · k)2 + k · k
)−1

. (4.9)

Por el Lema 4.3, esto es

F(2∆2 −∆)
(
2
√

∆2 −∆
)−1
F−1 = i[

√
(k · k)2 + (k · k), Ã].

Entonces

F(2∆2 −∆)
(
2
√

∆2 −∆
)−1
F−1 = i(

√
(k · k)2 + (k · k)Ã− Ã

√
(k · k)2 + (k · k))

= i
(
F
√

∆2 −∆F−1Ã− ÃF
√

∆2 −∆F−1
)

= i
(
F
√

∆2 −∆F−1Ã− ÃF
√

∆2 −∆F−1
)
.
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Como A = F−1ÃF , aplicando transformada de Föurier y su inversa por la derecha e
izquierda respectivamente

(2∆2 −∆)
(
2
√

∆2 −∆
)−1

= i
(√

∆2 −∆F−1ÃF − F−1ÃF
√

∆2 −∆
)

= i
(√

∆2 −∆A−A
√

∆2 −∆
)
.

Por lo tanto i[
√
H1, A] = Q.

Para concluir, por este último resultado tenemos que i[
√
H1, A] = Q. Entonces por la

Proposición 2.3

[A, e−it
√
H1 ] = tQe−it

√
H1 ,

es decir, A es un operador Q-tiempo para
√
H1. Con esto utilizamos el Teorema 3.2 y

obtenemos que, para φ ∈ D(A)

|〈φ,Qe−it
√
H1φ〉| ≤ C

t
.

Es decir, tenemos decaimiento polinomial como t−1 para u(t) = Qe−it
√
H1φ que es solución

de la ecuación de Timoshenko (4.6).

Dado que todos los operadores diferenciales en el desarrollo de este capítulo son lineales,
este resultado se puede extender de forma análoga a una ecuación de Timoshenko un poco
más general, como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Sea A operador simétrico tal que i[
√

∆2 − c∆, A] = Q con Q operador
positivo que conmuta con

√
∆2 − c∆ y considere la ecuación de Timoshenko

utt + ∆2u = c∆u

u(x, 0) = Qφ(x)

ut(x, 0) = −iQ
√

∆2 − c∆ ψ(x)

(4.10)

con c > 0 y φ, ψ ∈ H4(Rn). Entonces para φ ∈ D(A) existe C0 > 0 independiende de t tal
que

|〈φ,Qe−it
√

∆2−c∆φ〉| ≤ C0
t
.

Observación 4.1. Es importante notar que en este último teorema, el decaimiento de la
solución depende de la regularidad de las condiciones iniciales, pues se debe verificar que
u(x, 0) = Qφ ∈ H2(Rn) y ut(x, 0) = −iQ

√
∆2 − c∆ ψ ∈ L2(Rn), esto ya que los operadores

Q y
√

∆2 − k∆ son operadores diferenciales de orden dos.
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5

Conclusiones

En esta tesis se estudió el decaimiento de orden t−1 de la solución u de una ecuación de
Timoshenko del tipo

utt + ∆2u− g(t)∆u = 0,

con g(t) = g0 constante y bajo ciertas condiciones iniciales. Esto, a partir de llevar dicha
ecuación de segundo orden a una de Schrödinger de primer orden del tipo i

∂ϕ

∂t
= iHϕ

para la que se pudo encontrar dos operadores T y P tales que cumplieran una relación de
conmutación, con el operador H, de la forma [T, e−itH ] = tPe−itH y con el Teorema 3.2
concluir el decaimiento antes mencionado. Para hallar a T y P , gracias a la Proposición
2.3, fue suficiente con que T , P y H verificaran una relación de conmutación más sencilla
del tipo i[H,A] = P .

Todo lo anterior, nos permite proyectar esta idea para la investigación de otros problemas
similares, que a futuro, podrían ser abordados utilizando esta técnica. Como por ejemplo
en [13], donde se estudia el comportamiento cuando t→∞ de la solución de una ecuación
de Timoshenko del tipo

utt + uxxxx = M

(∫ L

0
|ux|2

)
uxx + h,

con h siendo una carga estática y bajo ciertas disipaciones no lineales en la frontera. Con
lo que se prueba la existencia de un atractor global, que es un cierto tipo de c0-semigrupo
para el cual se halla comportamiento asintótico para un tiempo suficientemente grande.

También en [14], se observa el trabajo con una ecuación de vigas de Timoshenko con
una disipación local de Kelvin-Voigt, donde, bajo ciertas condiciones de suavidad de las
funciones de disipación y llevando el problema a una ecuación de primer orden, se prue-
ba estabilidad polinomial del semigrupo eAt asociado. Entonces, algo que se espera como
trabajo futuro es aplicar la técnica de conmutadores utilizada en esta tesis, para concluir
algún tipo de decaimiento del funcional de energía sobre problemas no autónomos como los
recién mencionados.
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