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Capı́tulo 1

Introducción

Una herramienta fundamental para el estudio de las ecuaciones diferenciales es el concepto

de equivalencia topológica, el cual ha sido de gran utilidad en las últimas décadas para

comprender el comportamiento cualitativo de éstas. Generalmente, el resolver un sistema de

ecuaciones diferenciales no lineal conlleva una gran dificultad; pero por otro lado, el

resolver y descifrar el comportamiento cualitativo de un sistema lineal es mucho más

simple. Aquı́ es donde la equivalencia topológica es de gran ayuda, ya que bajo ciertas

hipótesis las cuales presentaremos más adelante, esta equivalencia topológica nos asegura

que la información obtenida de un sistema lineal va a ser la misma que la del sistema no

lineal asociado. El poder caracterizar el comportamiento asintótico de las soluciones

mediante una correspondencia continua entre las soluciones de ambos sistemas y poder

encontrar atractores globales son algunas de las propiedades que se pueden obtener

mediante esta herramienta.

En la década de 1960 comenzó el estudio del comportamiento local de los sistemas de

ecuaciones diferenciales no lineales con el Teorema de Hartman-Grobman [11, 12]. Este

resultado establece la existencia de un homeomorfismo entre las soluciones de un sistema

no lineal con su linealización alrededor de un equilibrio hiperbólico; en otras palabras, al

considerar un sistema no lineal x′ = f(x) decimos que este sistema posee un equilibrio

hiperbólico cuando existe un x0 ∈ Rn tal que f(x0) = 0, donde la matriz A = Df(x0) no

posee valores propios con parte real cero. Entonces, existe un homeomorfismo entre las

soluciones de x′ = f(x) y x′ = Ax en una vecindad V ⊆ Rn de x0. Por lo tanto, la dinámica

de estos sistemas es topológicamente la misma en una vecindad del punto de equilibrio. El

análisis del comportamiento global de los sistemas no lineales comienza cuando C. Pugh

[23] estudió un caso particular del Teorema de Linealización enfocado en los sistemas

lineales con perturbaciones acotadas y Lipschitz permitiendo la construcción de un

homeomorfismo global.
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Linealización No Autónoma

En el año 1973, K.J. Palmer en [19], inspirado por el trabajo de C. Pugh, introdujo el Teorema

de Linealización no autónoma para sistemas diferenciables, es decir, estableció una

correspondencia entre las soluciones de un sistema lineal no autónomo y un sistema con una

perturbación no lineal de este mismo. Como en el contexto de los sistemas no autónomos no

es suficiente analizar los valores propios de la matriz A(t) para poder caracterizar la

estabilidad asintótica (uniforme) del sistema no autónomo x′ = A(t)x, aquı́ es donde K.J.

Palmer utiliza el concepto de dicotomı́a exponencial (concepto introducido por Perron en

[21]) como una versión natural de la hiperbolicidad para los sistemas no autónomos. Se

recomienda al lector [8, 16] donde se puede encontrar un estudio de la dicotomı́a

exponencial, junto con algunas de sus propiedades.

Al igual que P. Hartman, K.J. Palmer aseguró la existencia de un homeomorfismo entre un

sistema lineal y su perturbación no lineal para el caso no autónomo, y a esto se le conoce

como equivalencia topológica o conjugación topológica. Esta herramienta es útil para

describir el comportamiento asintótico de las soluciones e incluso encontrar variedades

estables e inestables asociadas a la soluciones.

Posteriormente, el objetivo de mostrar que la equivalencia topológica mencionada

anteriormente posee alguna clase de diferenciabilidad ha sido de gran interés. En la última

década, este objetivo ha alcanzado una gran visibilidad debido a la gran cantidad de

trabajos que han abordado este tema desde diferentes enfoques. Hasta donde tenemos

conocimiento, los primeros en abordar este problema fueron Á. Castañeda y G. Robledo en

[5], quienes bajo algunas condiciones de integrabilidad y sin utilizar teorı́a espectral

pudieron demostrar que la linealización es de clase C2 cuando la parte lineal es una

contracción uniforme en R. Un resultado similar en este contexto fue obtenido por los

mismos autores anteriores en conjunto con P. Monzón en [6], quienes muestran que la

linealización es de clase Cr para todo r ≥ 1 cuando la parte lineal posee una contracción

general no uniforme en R+. Un primer resultado en términos de la diferenciabilidad de la

linealización considerando contracción y expansión, en cuanto a teorı́a espectral, fue

obtenido por D. Dragičević et al. in [9]; en este artı́culo, se muestra la diferenciabilidad de la

linealización suponiendo que la parte lineal posee una dicotomı́a exponencial fuerte no

uniforme , esto es, el sistema lineal tiene la propiedad de dicotomı́a exponencial no

uniforme (este concepto de dicotomı́a se puede encontrar en [1]) y la matriz de transición

tiene la propiedad de crecimiento acotado no uniforme en R+.

Más adelante, en [3] los autores introducen el concepto de equivalencia topológica continua, la

cual, establece la continuidad de la equivalencia topológica con respecto a ambas variables,

espacio y tiempo; y prueban, sin teorı́a espectral, que si el sistema lineal posee la propiedad

de contracción uniforme, entonces la linealización es Cr para todo r ≥ 1, y las derivadas
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parciales de esta linealización son continuas con respecto a ambas variables, espacio y

tiempo. Recientemente en [15], N. Jara demuestra, sin usar teorı́a espectral, que si el sistema

lineal posee una dicotomı́a general no uniforme, entonces la linealización es de clase C2 en

R+. Podemos notar, que en los trabajos anteriormente mencionados, la linealización global

considerada es entre un sistema lineal y una perturbación aditiva de si mismo por una no

linealidad la cual es Lipschitz y acotada. De este modo, obtener resultados de linealización

dejando de lado esta condición de acotamiento ha sido un desafı́o para muchos autores; un

primer resultado en esta linea es obtenido por F. Lin en [17] el cual muestra que si el sistema

lineal es una contracción uniforme en R, entonces la linealización es de clase C0. Con el fin

de obtener su resultado, F. Lin utiliza el concepto de casi reducible, i.e., el sistema lineal puede

ser escrito como un sistema lineal diagonal perturbado por un término acotado lineal,

donde la parte diagonal está contenida en el espectro asociado a la hiperbolicidad uniforme

(para más detalles sobre este espectro, ver [16, Ch. 5]), y utiliza el concepto de crossing time

con respecto a la esfera unitaria. Un segundo enfoque que trata con el problema de

linealización cuando la no linealidad es no acotada es llevado a cabo por I. Huerta en [14]; el

autor generaliza el trabajo anteriormente mencionado de F. Lin a un estructura no uniforme,

esto es, se construye una linealización de clase C0 en dos pasos: el primero considera el

sistema lineal en R+ como en el caso de F. Lin donde la parte diagonal se encuentra en el

espectro no uniforme, y el segundo paso considera construir una función de Lyapunov

adecuada la cual juega el rol de crossing time con respecto a la esfera unitaria.

Motivación y Resultado

Hasta donde sabemos, no existen resultados sobre la suavidad de la linealización entre un

sistema lineal con alguna hiperbolicidad no autónoma y una perturbación de si mismo por

una no linealidad no acotada. El objetivo principal de esta tesis es obtener un primer

resultado en esta dirección, considerando que el sistema lineal admite una contracción

uniforme en R+, en otras palabras, que el sistema lineal sea uniformemente asintóticamente

estable. Es decir, por un lado, evitando usar el concepto de reducibilidad y teorı́a espectral,

se demuestra que la linealización de F. Lin [17] es de clase Cr para todo r ≥ 1; y por otro

lado, se mejora el trabajo [3] en términos que la perturbación no lineal es no acotada. Para

más detalles sobre el resultado principal de esta tesis, se recomienda al lector dirigirse al

Capı́tulo 5, Teorema 5.2.

Estructura

Durante el Capı́tulo 2 se mencionarán varios resultados mayormente conocidos, los cuales

serán de gran ayuda en la demostración de los resultados principales de esta tesis. Como
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por ejemplo, se enunciará un resultado sobre el acotamiento de las soluciones del sistema no

lineal (2.2), como también recordar las clásicas desigualdades como la de Gronwall y la de

Bellman. También se presentarán algunos resultados asociados a la continuidad de las

soluciones de un sistema no lineal con respecto a las condiciones iniciales y parámetros,

para ası́ finalizar con condiciones necesarias y suficientes para asegurar que una función sea

un difeomorfismo global.

En el Capı́tulo 3 se presentarán los primeros resultados de esta tesis con respecto a la

equivalencia topológica entre los sistemas a considerar; además, en este capı́tulo se

mostrarán algunas propiedades que son verificadas por las funciones que están

involucradas en la equivalencia topológica, enfatizando la caracterı́stica de no acotamiento

de éstas. Recordemos que la función que desempeña el papel de equivalencia topológica

puede ser escrita como la identidad perturbada por un término que se puede ver como una

solución del problema de valores iniciales; por lo tanto, en este capı́tulo se presentan

propiedades de estas perturbaciones para que sea compatible con la definición de

equivalencia topológica que se utiliza en esta tesis.

En el Capı́tulo 4 se continúa con el estudio de las propiedades de la equivalencia topológica,

en particular se demostrará que las funciones no acotadas asociadas a esta equivalencia son

continuas en (t, x) ∈ R+ × Rn.

El Capı́tulo 5 está dedicado a la diferenciabilidad de la equivalencia topológica, esto es, las

derivadas parciales hasta orden r ≥ 1 de las funciones involucradas en la equivalencia

topológica son continuas en (t, x) ∈ R+ × Rn.

Finalmente, en el Capı́tulo 6 se presentan las conclusiones de esta tesis en conjunto con las

perspectivas que se presentan para futuros trabajos.

Notación

Durante este trabajo, vamos a denotar por ∥ · ∥ y | · | a las normas matricial y vectorial

respectivamente. El conjunto [0,+∞) es denotado por R+ y el conjunto de las matrices

cuadradas n× n con coeficientes reales es denotado por Mn, mientras que In es la matriz

identidad de n× n.



Capı́tulo 2

Resultados Preliminares

Durante esta tesis, vamos a considerar los siguientes sistemas continuos:

x′ = A(t)x (2.1)

y

y′ = A(t)y + f(t, y), (2.2)

donde f : R+ × Rn → Rn, y A : R+ → Mn(R) es continua y uniformemente acotada, esto es,

existe M > 1 tal que

sup
t∈R+

∥A(t)∥ =M. (2.3)

Denotamos por t 7→ x(t, τ, ξ) y t 7→ y(t, τ, η), a las soluciones de (2.1) y (2.2) donde t ∈ R+,

las cuales pasan por ξ y η respectivamente en t = τ .

Antes de introducir el concepto de dicotomı́a exponencial sobre R+, vamos a recordar la

definición de matriz fundamental y matriz de transición asociadas al sistema (2.1).

Definición 2.1. Una matriz fundamental del sistema (2.1) es una matriz Φ(t) ∈ Mn(R) cuyas

columnas {x1(t), x2(t), ..., xn(t)} son una base para el espacio de soluciones del sistema (2.1). Ası́, la

matriz de transición asociada a Φ(t) está definida por Φ(t, s) = Φ(t)Φ−1(s), donde

(t, s) ∈ R+ × R+.

Ejemplo 2.2. Considere el sistema lineal no autónomo x′ = A(t)x, donde
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A(t) =

[
−1 + 3

2 cos
2(t) 1− 3

2 cos(t) sin(t)

−1− 3
2 cos(t) sin(t) −1 + 3

2 sin
2(t)

]
.

Podemos notar que la matriz fundamental de este sistema está dada por

Φ(t) =

[
e

1
2
t cos(t) e−t sin(t)

−e
1
2
t sin(t) e−t cos(t)

]
, con t ∈ R,

es decir, la matriz satisface Φ′(t) = A(t)Φ(t).

Definición 2.3. El sistema lineal (2.1) tiene la propiedad de dicotomı́a exponencial en R+ si existe

una proyección P 2 = P y constantes K ≥ 1, α > 0, tal que su matriz fundamental Φ(t) verifica:∥Φ(t)PΦ−1(s)∥ ≤ Ke−α(t−s) para cualquier t ≥ s ≥ 0

∥Φ(t)(I − P )Φ−1(s)∥ ≤ Ke−α(s−t) para cualquier s ≥ t ≥ 0.

Ejemplo 2.4. Consideremos el sistema dado en el ejemplo 2.2. Podemos notar que el sistema posee

dicotomı́a exponencial con proyector P , dado por

P =

[
0 0

0 1

]
.

En efecto, tenemos que detΦ(t) = e−
1
2
t. Por tanto, Φ−1(t) está dada por

Φ−1(t) =

[
e−t cos(t) −e−t sin(t)

e
1
2
t sin(t) e

1
2
t cos(t)

]
.

De lo cual, obtenemos

Φ(t)PΦ−1(s) =

[
es−t sin(t) sin(s) es−t sin(t) cos(s)

es−t cos(t) sin(s) es−t cos(t) cos(s)

]
.

Por tanto, ∥Φ(t)PΦ−1(s)∥ = e−(t−s), cuando t ≥ s, considerando la norma ∥A∥ =
√
λmax(ATA).

Por otro lado, tenemos el proyector

I − P =

[
1 0

0 0

]

De lo cual, tenemos
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Φ(t)(I − P )Φ−1(s) =

[
e−

1
2
(s−t) cos(t) cos(s) e−

1
2
(s−t) cos(t) sin(s)

−e−
1
2
(s−t) sin(t) cos(s) e−

1
2
(s−t) sin(t) sin(s)

]
.

Por tanto, ∥Φ(t)(I − P )Φ−1(s)∥ = e−
1
2
(s−t). Tomando K = 1 y α = 1

4 en la definición 2.3, se tiene

lo siguiente ∥Φ(t)PΦ−1(s)∥ ≤ e−
1
4
(t−s) para cualquier t ≥ s

∥Φ(t)(I − P )Φ−1(s)∥ ≤ e−
1
4
(s−t) para cualquier s ≥ t.

Antes de presentar algunos resultados, los cuales utilizaremos más adelante en las

demostraciones de los resultados principales de esta tesis, vamos a considerar las siguientes

hipótesis con respecto a los sistemas (2.1) y (2.2), las cuales van a ser consideradas en los

Capı́tulos 3, 4 y 5 de esta tesis:

(H1) El sistema (2.1) es uniformemente asintóticamente estable, es decir, existen constantes

K ≥ 1 y α > 0 tal que su matriz de transición Φ(t, s) verifica

∥Φ(t, s)∥ ≤ Ke−α(t−s) para cualquier t ≥ s ≥ 0.

(H2) La función f es continua en (t, y), y para cualquier t ≥ 0 y para todo par

(y, y) ∈ Rn × Rn, existe un γ ≥ 0 tal que

|f(t, y)− f(t, y)| ≤ γ|y − y|.

(H3) Existe un µ ≥ 0 tal que sup
t≥0

|f(t, 0)| ≤ µ, y f es acotada en t para cualquier x ∈ Rn.

(H4) |f(t, x)| → +∞ cuando |x| → +∞, para cualquier t ≥ 0 fijo.

(H5)La función f(t, x) y sus derivadas con respecto a x hasta orden r son funciones

continuas de (t, x).

Observación 2.5. La propiedad (H1) nos dice que el sistema lineal (2.1) es contractivo en el sentido

que el sistema posee una dicotomı́a exponencial uniforme (hiperbolicidad no uniforme) con proyector

P = I .

2.1. Resultados Previos

En esta sección vamos a presentar algunos resultados conocidos, los cuales nos ayudarán

durante el desarrollo de esta tesis.
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La siguiente proposición nos permite establecer soluciones acotadas para sistemas que

dependen de un parámetro en un espacio de Banach arbitrario, en particular, las soluciones

del sistema (2.2) son acotadas. Adicionalmente, es análogo a aquellos presentados en [4, 14]

en una estructura no autónoma discreta uniforme y en un contexto continuo no uniforme,

respectivamente.

Proposición 2.6. [14, Proposición 3] Asuma que el sistema (2.1) tiene dicotomı́a exponencial en R+

con K ≥ 1, α > 0 y P = I . Consideremos la perturbación no lineal

x′ = A(t)x+ F (t, x(t), η)

donde F : R+ × Rn × B → Rn es una función continua y B es un espacio de Banach. Además,

suponga que F satisface las siguientes condiciones:

I) F (t, x, η) es acotada con respecto a t, para todo x ∈ Rn y η ∈ B fijo.

II) Existe γF > 0 tal que ∥F (t, x1, η)− F (t, x2, η)∥ ≤ γF ∥x1 − x2∥, para cualquier t ∈ R+ y

η ∈ B.

III) sup
t∈R+, η∈B

|F (t, 0, η)| = K0 < +∞.

Si KγF < α, entonces para cualquier η ∈ B fijo, el sistema (2) tiene una única solución acotada

X(t, η), dada por

X(t, η) =

∫ t

0
Φ(t, s)F (s,X(s, η), η)ds, (2.4)

tal que sup
t∈R+

|X(t, η)| < +∞.

Demostración. Consideremos un η ∈ B fijo, y construyamos la sucesión {φj}j∈N
recursivamente definida por

φj+1(t, η) =

∫ t

0
Φ(t, s)F (s, φj(s, η), η)ds

y φ0(t, η) =

∫ t

0
Φ(t, s)F (s, 0, η)ds, tal que φ0(t, η) ∈ C, donde C está definido por

C =
{
Z : R+ × B → Rn : para cualquier η ∈ B fijo, ∥U(η)∥C < +∞ y U es continua en (t, η)

}
,

donde ∥U(η)∥C = sup
t∈R+

|U(t, η)|, con | · | norma en Rn. Afirmamos que (C, ∥ · ∥C) es un

espacio de Banach.
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En efecto, sea {Un}n∈N una sucesión de Cauchy en C, i.e., para todo ε > 0, y para todo

τ ∈ R+ fijo, existe un N ∈ N, tal que para todo m,n ∈ N

∥Un(η)− Um(η)∥C = sup
t∈R+

|Un(t, η)− Um(t, η)| < ε.

Ası́,

|Un(τ, η)− Um(τ, η)| ≤ ∥Un(η)− Um(η)∥C < ε.

De esto, se tiene que {Un(τ, η)}n es una sucesión de Cauchy en Rn, y ası́ obtenemos una

función U : R+ × B → Rn bien definida, la cual satisface U(τ, η) = ĺım
n→+∞

Un(τ, η), para τ, η

fijos.

Además, tenemos

|U(τ, η)− Un(τ, η)| = ĺım
m→+∞

|Um(τ, η)| < ĺım
m→+∞

ε = ε.

Lo que implica

sup
τ∈R+

|U(τ, η)− Un(τ, η)| ≤ ε. (2.5)

De (2.5), podemos inferir que

∥U(η)∥C ≤ ∥U(η)− Un(τ, η)∥C + ∥Un(η)∥C < +∞

para un n ∈ N lo suficientemente grande. Adicionalmente, U es continua debido a la

continuidad de Un, entonces U ∈ C, por lo tanto, (C, ∥ · ∥C) es un espacio de Banach.

Probaremos por inducción que φj ∈ C para cualquier j ∈ N ∪ {0}. En efecto, cuando φj ∈ C,

podemos estimar ∥φj+1(η)∥C ,

|φj+1(t, η)| ≤
∫ t

0
|Φ(t, s)f(s, φj(s, η), η)|ds

≤
∫ t

0
Ke−α(t−s)(γ|φj(s, η)|+K0)ds.

Como φj ∈ C, tenemos que Kj = ∥φj(η)∥C , entonces
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|φj+1(t, η)| <
∫ t

0
Ke−α(t−s)(γKj +K0)ds

= K(γKj +K0)e
−t

∫ t

0
eαsds

=
K(γKj +K0)

α
e−t[eαt − 1]

=
K(γKj +K0)

α
[1− e−αt].

Como e−αt ≤ 1, tenemos

|φj+1(t, η)| <
K(γKj +K0)

α
,

y ası́, obtenemos

∥φj+1(η)∥C <
K(γKj +K0)

α
< +∞.

De lo anterior, podemos considerar un mapa T : C → C dado por

T (X(t, η)) =

∫ t

0
Φ(t, s)f(s,X(s, η), η)ds

el cual está bien definido. Como Kγ < α, tenemos

|T (x1(t, η))− T (x2(t, η))| ≤
∫ t

0
Ke−α(t−s)γ|x1(s, η)− x2(s, η)|ds.

Por tanto,

∥T (x1(t, η))− T (x2(t, η))∥C ≤ Kγ

α
∥x1(η)− x2(η)∥C .

De esto se tiene que T es una contracción, y además se asegura que {φj}j∈N es la única

sucesión en C que satisface la recursividad establecida anteriormente. Ahora probaremos

que {φj}j∈N es una sucesión de Cauchy en el espacio de Banach (C, ∥ · ∥C). Procederemos

por inducción. Primero, observemos que

|φ1(t, η)− φ0(t, η)| ≤
∫ t

0
|Φ(t, s)f(s, φ0(s, η), η)− Φ(t, s)f(s, 0, η)|ds

≤
∫ t

0
Ke−α(t−s)γ|φ0(s, η)|ds

≤ Kγ

∫ t

0

KK0

α
e−α(t−s)ds

≤ K
Kγ

α
.

De lo cual tenemos

∥φ1(η)− φ0(η)∥C ≤ K
Kγ

α
,
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donde K =
KK0

α
. Como hipótesis inductiva, tenemos

∥φj(η)− φj−1(η)∥C ≤ K

(
Kγ

α

)j

y por tanto,

|φj+1(t, η)− φj(t, η)| ≤
∫ t

0
Ke−α(t−s)γ|φj(s, η)− φj−1(s, η)|ds

≤ Kγ

∫ t

0
e−α(t−s)K

(
Kγ

α

)j

ds

≤ K
Kγ

α

(
Kγ

α

)j

= K

(
Kγ

α

)j+1

,

de lo cual, tenemos

∥φj+1(η)− φj(η)∥C ≤ K

(
Kγ

α

)j+1

.

Es más, para todo ε > 0, existe N(ε) ∈ N tal que para cualesquiera n,m ≥ N (sin pérdida de

generalidad, vamos a considerar n ≥ m) tenemos que,

∥φn(η)− φm(η)∥C ≤ ∥φn(η)− φn−1(η)∥C + ∥φn−1(η)− φn−2(η)∥C + · · ·+ ∥φm+1(η)− φm(η)∥C

≤ K

(
Kγ

α

)n

+K

(
Kγ

α

)n−1

+ · · ·+K

(
Kγ

α

)m+1

= K

(
Kγ

α

)m+1
[
1 +

Kγ

α
+ · · ·+

(
Kγ

α

)n−(m+1)
]

≤ K

(
Kγ

α

)N

1−
(
Kγ
α

)n−m

1−
(
Kγ
α

)


≤ K

(
Kγ

α

)N
 1

1−
(
Kγ
α

)


< ε.

Esta desigualdad prueba que {φj}j∈N es una sucesión de Cauchy en el espacio de Banach C,

la cual converge al punto fijo X(t, η) definida en la ecuación (2.4).

Considerando un η ∈ B fijo, tenemos que ∥X(η)∥C < K(η). Esto nos dice que X(·, η) ∈ C,

pero la cota K(η) podrı́a estar determinada por η. Probaremos que K(η) tiene una cota

superior independiente de η. En efecto,
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|X(t, η)| ≤
∫ t

0
|Φ(t, s)f(s,X(s, η), η)|ds

≤
∫ t

0
Ke−α(t−s)|f(s,X(s, η), η)|ds

≤
∫ t

0
Ke−α(t−s)(γ|X(s, η)|+K0)ds

=

∫ t

0
Ke−α(t−s)γ|X(s, η)|ds+KK0

∫ t

0
e−α(t−s)ds

≤ KγK(η)

α
+
KK0

α
.

Ası́,

|X(t, η)| ≤ KγK(η)

α
+
KK0

α
.

Tomando supremo sobre t ∈ R+, obtenemos

sup
t∈R+

|X(t, η)| = ∥X(t, η)∥C ≤ KγK(η)

α
+
KK0

α
.

Ası́,

K(η) ≤ KγK(η)

α
+
KK0

α

para finalmente obtener

K(η) ≤ KK0

α

(
1− Kγ

α

)−1

.

Observación 2.7. En particular, podemos notar que todas las soluciones de (2.2) son acotadas como

una consecuencia de la Proposición 2.6, i.e., sup
t∈R+

|y(t, τ, η)| < +∞.

El siguiente Lema, más conocido como Desigualdad de Gronwall, es un resultado clásico y

una herramienta útil en el estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias. En [10, 13, 18, 20]

se pueden encontrar demostraciones para distintas versiones de esta desigualdad.

Lema 2.8 (Desigualdad de Gronwall). [20, Pág. 79]

Sea J ⊂ R un intervalo, t0 ∈ J y c > 0. Sean u, v ∈ C(J,R+) tal que para cualquier t ≥ t0 con

t ∈ J se sigue que

u(t) ≤ c+

∫ t

t0

v(s)u(s)ds. (2.6)

Entonces, para cualquier t ≥ t0 se tiene que
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u(t) ≤ c exp

(∫ t

t0

v(s)ds

)
.

Demostración. Sea w(t) = c+
∫ t
t0
v(s)u(s)ds con t ∈ J tal que t ≥ t0. Entonces w(t) ≥ u(t) y

w(t) > 0. Se sigue del Teorema Fundamental del Cálculo que

w′(t) = v(t)u(t),

y por tanto,
w′(t)

w(t)
=
v(t)u(t)

w(t)
≤ v(t)w(t)

w(t)
= v(t),

para todo t ≥ t0. Lo anterior es equivalente a

d

dt
ln(w(t)) ≤ v(t),

ası́,

ln(w(t)) ≤
∫ t

t0

v(s)ds+ ln(w(t0)),

por tanto,

w(t) ≤ w(t0) exp

(∫ t

t0

v(s)ds

)
, donde w(t0) = c.

De esto, concluimos que

u(t) ≤ c exp

(∫ t

t0

v(s)ds

)
.

Una variación importante del Lema 2.8 (Lema de Gronwall) se presenta en el siguiente

resultado el cual puede ser encontrado en [2, 18].

Lema 2.9 (Desigualdad de Bellman). [18, Teorema 1.2.2] Sean ψ,φ : J → R+ funciones

localmente integrables tal que para M > 0, t0 ∈ J ,

φ(t) ≤M +

∣∣∣∣∫ t

t0

φ(s)ψ(s)ds

∣∣∣∣ , t ∈ R (2.7)

entonces,

φ(t) ≤M exp

(∣∣∣∣∫ t

t0

ψ(s)ds

∣∣∣∣), t ∈ R.

Demostración. Si t ≥ t0, la desigualdad en (2.7) es equivalente a (2.6) y por el Lema 2.8

podemos deducir que
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φ(t) ≤M exp

(∫ t

t0

ψ(s)ds

)
=M exp

(∣∣∣∣∫ t

t0

ψ(s)ds

∣∣∣∣).
Ahora, asumiendo que t ≤ t0, podemos notar lo siguiente

w(t) =M +

∣∣∣∣∫ t

t0

φ(s)ψ(s)ds

∣∣∣∣ =M +

∫ t0

t
φ(s)ψ(s)ds ≥ φ(t). (2.8)

Derivando (2.8), obtenemos

w′(t) = −φ(t)ψ(t) ≥ −w(t)ψ(t),

lo cual es equivalente a

w′(t) + w(t)ψ(t) ≥ 0. (2.9)

Multiplicando (2.9) por el factor ρ(t) = exp

(∫ t

t0

ψ(s)ds

)
, tenemos

w′(t) exp

(∫ t

t0

ψ(s)ds

)
+ w(t)ψ(t) exp

(∫ t

t0

ψ(s)ds

)
≥ 0,

lo cual es equivalente a

d

dt

[
w(t) exp

(∫ t

t0

ψ(s)ds

)]
≥ 0.

Entonces, la función t 7→ w(t) exp

(∫ t

t0

ψ(s)ds

)
es creciente para cualquier t ∈ J con t ≤ t0.

En consecuencia, cuando t ≤ t0 se sigue que

w(t) exp

(∫ t

t0

ψ(s)ds

)
≤ w(t0) =M.

Entonces,

w(t) ≤M exp

(
−
∫ t

t0

ψ(s)ds

)
.

Ası́, podemos concluir que

φ(t) ≤ w(t) ≤M exp

(
−
∫ t

t0

ψ(s)ds

)
=M exp

(∣∣∣∣∫ t

t0

ψ(s)ds

∣∣∣∣).
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La siguiente proposición y corolario son clásicos en la literatura de los sistemas diferenciales

en términos de la continuidad local con respecto a las condiciones iniciales. Estos resultados

se pueden encontrar en [17].

Proposición 2.10. [17, Proposición 2] Sea f(t, y) una función continua tal que satisface la condición

de Lipschitz con constante γ. Entonces la solución y(t, s, η) de (2.2) con y(s, s, η) = η satisface

1

K
|η − η|e−Kγ|t−s| ≤ |y(t, s, η)− y(t, s, η)| ≤ K|η − η|eKγ|t−s|

Demostración. Para cualquier η ∈ Rn, se tiene que la solución de (2.2) está dada por

y(t, s, η) = Φ(t, s)η +

∫ t

s
Φ(t, r)f(r, y(r, s, η))dr.

Ası́,

|y(t, s, η)− y(t, s, η)| ≤ Ke−α(t−s)|η − η|+
∣∣∣∣∫ t

s
Kγe−α(t−r)|y(r, s, η)− y(r, s, η)|dr

∣∣∣∣
De lo anterior, obtenemos lo siguiente

eαt|y(t, s, η)− y(t, s, η)| ≤ Keαs|η − η|+
∣∣∣∣∫ t

s
Kγeαr|y(r, s, η)− y(r, s, η)|dr

∣∣∣∣
De la Proposición (2.9), tenemos la siguiente desigualdad

eαt|y(t, s, η)− y(t, s, η)| ≤ Keαs|η − η|eKγ|t−s|

Obteniendo ası́,

|y(t, s, η)− y(t, s, η)| ≤ K|η − η|e−α(t−s)+Kγ|t−s| (2.10)

Como e−α(t−s) ≤ 1 para todo t ≥ s ≥ 0, entonces de 2.10 nos queda

|y(t, s, η)− y(t, s, η)| ≤ K|η − η|eKγ|t−s|. (2.11)

Reemplazando η por y(s, t, η) y η por y(s, t, η) en (2.11), obtenemos

|y(t, s, y(s, t, η))− y(t, s, y(s, t, η))| ≤ K|y(s, t, η)− y(s, t, η)|eKγ|t−s|.
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De la unicidad de la solución y(t, s, η), se tiene que

y(t, s, y(s, t, η)) = y(t, t, η) = η, para todo t ∈ R+,

y

y(t, s, y(s, t, η)) = y(t, t, η) = η, para todo t ∈ R+.

Ası́, lo anterior nos queda

|η − η| ≤ K|y(s, t, η)− y(s, t, η)|eKγ|t−s|.

Entonces,
1

K
|η − η|eα(t−s)−Kγ|t−s| ≤ |y(s, t, η)− y(s, t, η)|

de lo cual, podemos concluir

1

K
|η − η|e−Kγ|t−s| ≤ |y(t, s, η)− y(t, s, η)| ≤ K|η − η|eKγ|t−s|).

El siguiente corolario es una consecuencia de la proposición anterior.

Corolario 2.11. Bajo las hipótesis de la proposición anterior considerando F (t, x) = A(t)x, se tiene

que las soluciones x(t, s, ξ) con x(s, s, ξ) = ξ del sistema (2.1) satisfacen

|ξ − ξ|e−M |t−s| ≤ |x(t, s, ξ)− x(t, s, ξ)| ≤ |ξ − ξ|eM |t−s|. (2.12)

En particular, si ξ = 0,

|ξ|e−M |t−s| ≤ |x(t, s, ξ)| ≤ |ξ|eM |t−s|

donde sup
t∈R+

∥A(t)∥ =M < +∞.

Demostración. Primero, podemos notar que F (t, x) = A(t)x es continua en (t, x) ya que A(t)

es continua, además satisface la condición de Lipschitz con constante M .

Ası́, para todo ξ ∈ Rn, se tiene

x(t, s, ξ) = ξ +

∫ t

s
A(t)x(r, s, ξ)dr



19

De esto obtenemos,

|x(t, s, ξ)− x(t, s, ξ)| ≤ |ξ − ξ|+
∣∣∣∣∫ t

s
M |x(r, s, ξ)− x(r, s, ξ)|dr

∣∣∣∣
Por el Lema (2.9), lo anterior nos queda

|x(t, s, ξ)− x(t, s, ξ)| ≤ |ξ − ξ|eM |t−s| (2.13)

Reemplazando ξ por x(s, t, ξ) y ξ por x(s, t, ξ) en (2.13) nos queda lo siguiente

|x(t, s, x(s, t, ξ))− x(t, s, x(s, t, ξ))| ≤ |x(s, t, ξ)− x(s, t, ξ)|eM |t−s| (2.14)

De la unicidad de las soluciones, tenemos que

x(t, s, x(s, t, ξ)) = ξ y x(t, s, x(s, t, ξ)) = ξ

Ası́, de la desigualdad (2.14) se sigue que

|ξ − ξ|e−M |t−s| ≤ |x(s, t, ξ)− x(s, t, ξ)|

De lo cual obtenemos

|ξ − ξ|e−M |t−s| ≤ |x(t, s, ξ)− x(t, s, ξ)| ≤ |ξ − ξ|eM |t−s|

Si ξ = 0, entonces la solución x(t, s, 0) = 0 para todo t, s ∈ R+, y por tanto

|ξ|e−M |t−s| ≤ |x(t, s, ξ)| ≤ |ξ|eM |t−s|

2.2. Dependencia de las soluciones en relación a las condiciones

iniciales y parámetros.

La solución de una ecuación diferencial definida en un intervalo I no solo la podemos

considerar como una función sobre t ∈ I , si no también como una función sobre las
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coordenadas (τ, ξ) ∈ R+ × Rn las cuales corresponden a las condiciones iniciales de la

solución. Por ejemplo, si consideramos la ecuación de primer orden en una dimensión

x′ = −x tal que x(τ) = ξ, su solución estará dada por x(t) = ξe−(t−τ) la cual está definida en

R. Pero en vez de considerarla como una función de una sola variable, vamos a considerarla

como una función x(t, τ, ξ) definida en R3. Ası́, podemos analizar si esta función con

respecto a sus condiciones iniciales es continua o diferenciable, por ejemplo. Los resultados

que vamos a enunciar en esta sub sección, con respecto a la dependencia de las soluciones

en relación a las condiciones iniciales y parámetros se pueden encontrar en [26, Cap. II].

Supongamos que f : Ω → E sea una función continua en un abierto Ω ⊆ R× E donde

E = Rn es el espacio euclidiano de dimensión n, y que a través de cada punto (t0, x0) ∈ Ω,

pase una única solución φ = φ(t, t0, x0) del sistema

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (2.15)

definida en su intervalo máximo I(t0, x0) = (ω−(t0, x0), ω+(t0, x0)). Mostraremos que, bajo

estas condiciones, la función φ depende continuamente y tambien diferencialmente (si f es

diferenciable) de las variables (t, t0, x0).

Estudiaremos también la dependencia en relación a las variables (t, t0, x0, λ) de las

soluciones de una familia de ecuaciones

x′ = f(t, x, λ), x(t0) = x0 (2.16)

las cuales dependen de un parámetro λ ∈ Λ, donde Λ es un espacio euclidiano tal que para

cada λ fijo, (2.16) posee una única solución φ = φ(t, t0, x0, λ) definida en su intervalo

máximo I(t0, x0, λ) = (ω−(t0, x0, λ), ω+(t0, x0, λ)). En este caso, la función f está definida en

un abierto Ω de R× E× Λ.

Observación 2.12. La dependencia con respecto a (t, t0, x0, λ) de las soluciones de (2.16) pueden ser

reducidas a la dependencia de las soluciones de (2.15), sin parámetros adicionales. De hecho,

substituyendo (2.16) por

x′ = F (t, y), y(t0) = y0 = (x0, λ0) (2.17)

donde y = (x, λ) ∈ E× Λ y F (t, y) = (f(t, x, λ); 0) ∈ E× Λ, se tiene que la solución de (2.17) que

pasa por (t0, y0) es ϕ(t, t0, y0) = (φ(t, t0, x0, λ0), λ0).

Por lo tanto, las propiedades de continuidad y diferenciabilidad de ϕ serı́an también válidas para φ.
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Ahora, enunciaremos algunos resultados que serán de utilidad para demostrar la

continuidad de las soluciones con respecto a las condiciones iniciales.

Lema 2.13. [26, Lema 2] Sea {φn}n∈N una sucesión equicontinua y uniformemente acotada de

funciones reales y continuas en un espacio métrico compacto X . Supongamos que toda subsucesión

uniformemente convergente de esta sucesión tiene el mismo lı́mite φ. Entonces {φn}n∈N es

uniformemente convergente a φ.

Demostración. Supongamos que {φn} no converge uniformemente a φ. Entonces existe un

ε > 0 y una subsucesión {φn′} tal que |φn′(tn′)− φ(tn′)| ≥ 0 para alguna sucesión {tn′} en

X . Por el Teorema de Arzelá-Ascoli tenemos que {φn′} tiene una subsucesión {φn′′}
uniformemente convergente en X . Como {φn′′} es también una subsucesión de {φn},

entonces por hipótesis {φn′′} converge uniformemente a φ. Esto es una contradicción, ya

que |φn′′(tn′′)− φ(tn′′)| ≥ ε.

Proposición 2.14. [26, Proposición 3] Considere E un espacio euclideano de dimensión n, y sea

fn : Ω → E, con n ∈ N0, una sucesión de funciones definida en un abierto Ω ⊂ R× E, tal que fn
converge uniformemente a f0 en cada parte compacta de Ω. Sea {(tn, xn)} una sucesión de puntos en

Ω que converge a (t0, x0). Supongamos que

x′ = fn(t, x), x(tn) = xn,∀n ∈ N0

tiene una única solución máxima φn en su intervalo máximo In = (ω−(n), ω+(n)). Sea

[a, b] ⊂ I0 = (ω−(0), ω+(0)). Entonces existe n0 = N0(a, b) tal que para n > n0, [a, b] ⊂ In y

φn|[a,b] → φ0|[a,b] uniformemente.

Demostración. Sea C un compacto que contiene el gráfico de φ0 definida en [a, b] en su

interior. Sea Ω0 ⊂ Ω otro compacto que contiene a C en su interior. Como fn converge

uniformemente a f0 en cada parte compacta de Ω, entonces existe un n1 ∈ N tal que si

n > n1 se tiene que |fn| < M en Ω0, esto ya que fn es continua para todo n ∈ N0.

Por el Corolario (Peano) [26, Capı́tulo I, Corolario 8], existe un α > 0 tal que para todo

(t∗, x∗) ∈ C el sistema

x′ = fn(t, x), x(t∗) = x∗, n > n1

tiene una única solución definida en |t− t∗| ≤ α, cuyo gráfico está contenido en Ω0.

Sea ε = α/3. Como la sucesión {(tn, xn)} converge a (t0, x0) ∈ C, entonces existe n2 > n1 tal

que si n > n2, (tn, xn) ∈ C y |tn − t0| < ε, y por tanto, φn con n > n2 está definida en

|t− tn| ≤ ε, pues con estas condiciones el intervalo |t− tn| ≤ α = 3ε contiene al intervalo

|t− t0| ≤ ε. La familia F = {φn|{|t− t0| ≤ φ}, n > n2} es una sucesión que satisface las
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hipótesis del Lema 2.13. En efecto, podemos notar que la familia F es uniformemente

acotada y equicontinua, ya que el gráfico de φn está contenido en el compacto Ω0, donde

|φ′
n(t)| = |fn(t, φn(t))| < M.

Solo nos falta verificar que toda subsucesión {φn′} uniformemente convergente en

|t− t0| ≤ ε converge a φ0. Es suficiente probar que ĺımn′→∞ = φ es solución de

x′ = f0(t, x), x(t0) = x0. De hecho,

φn′(t) = xn′ +

∫ t

tn′

fn′(s, φn′(s))ds.

Tomando n′ → +∞, tenemos

φ(t) = x0 +

∫ t

t0

f0(s, φ(s))ds.

Luego, por la unicidad de las soluciones, tenemos que φ = φ0 en |t− t0| ≤ ε. En

consecuencia, por el Lema 2.13, {φn} converge uniformemente a φ0 en |t− t0| ≤ ε. Solo falta

comprobar la convergencia en el intervalo [a, b]. Si t0 + ε ≤ b, podemos repetir el argumento

anterior considerando la sucesión de puntos xn′ = φn(t0 + ε), tn′ = t0 + ε. Ası́, el sistema que

vamos a considerar está dado por

x′ = fn(t, x), x(t0 + ε) = φn(t0 + ε).

Podemos concluir que existe un n3 ∈ N tal que si n > n3, entonces φn está definida en

[t0 − ε, t0 + 2ε] y por tanto converge uniformemente a φ0 en este intervalo.

Analogamente, considerando el sistema

x′ = fn(t, x), x(t0 − 2ε) = φn(t0 − 2ε)

tenemos que existe un n4 ∈ N, tal que si n > n4, entonces φn está definida en [t0 − 3ε, t0 − ε]

y converge uniformemente a φ0 en este intervalo. Luego de repetir este proceso un número

finito de veces (no más de b−a
ε ) se concluye que existe un n0 = n0(a, b) tal que, para

n > n0, φn está definida en [a, b], esto es, [a, b] ⊂ In y converge uniformemente a φ0 en [a, b].

Teorema 2.15. [26, Teorema 1] Sea f : Ω → E una función continua en un abierto Ω de R× E× Λ.

Para cada (t0, x0, λ) ∈ Ω supongamos que el problema de valores iniciales, con λ fijo,
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x′ = f(t, x, λ), x(t0) = x0

tiene una única solución φ = φ(t, t0, x0, λ), definida en su intervalo máximo

(ω−, ω+), ω± = ω±(t0, x0, λ). Entonces,

D = {(t, t0, x0, λ); (t0, x0, λ) ∈ Ω, t ∈ (ω−(t0, x0, λ), ω+(t0, x0, λ))}

es abierto en R× Ω y φ es continua en D.

Demostración. Por la observación (2.12), es suficiente probar este teorema para las ecuaciones

de la forma

x′ = f(t, x)

con todas sus soluciones únicas para algún problema de valores iniciales dado. Aplicando la

Proposición (2.14) a la sucesión fn = f , esto implica que para todo (t0, x0) ∈ Ω, dados ε > 0

y [a, b] ⊂ I(t0, x0), existe una vecindad V0 = V0(t0, x0) ⊂ Ω tal que, para todo (t′, x′) ∈ V0, se

tiene que [a, b] ⊂ I(t′, x′) y

|φ(t, t′, x′)− φ(t, t0, x0)| < ε/2, t ∈ [a, b]. (2.18)

Como Ω es abierto, y I(t0, x0) contiene al intervalo [a, b], en particular contiene a (a, b), se

tiene que D es abierto. De (2.18) se prueba la continuidad de φ en (t, t0, x0) con t ∈ (a, b). En

efecto, vamos a considerar ε > 0 anteriormente dado, entonces existe un δ > 0 tal que si

|t− s| < δ, se tiene que |φ(s, t0, x0)− φ(t, t0, x0)| < ε/2. De esto, obtenemos lo siguiente

|φ(s, t′, x′)− φ(t, t0, x0)| ≤ |φ(s, t′, x′)− φ(s, t0, x0)|+ |φ(s, t0, x0)− φ(t, t0, x0)| < ε.

Después de haber establecido la existencia y la continuidad de φ en función de (t, τ, ξ), es

natural preguntarnos que condiciones serán suficientes para la existencia y la continuidad

de las derivadas parciales ∂φ/∂τ, ∂φ/∂ξj con j = 1, ..., n, donde ξj son las componentes de

ξ ∈ Rn. El siguiente Teorema nos entrega una caracterización para el determinantre de la

matriz jacobiana con respecto al valor inicial ξ ∈ Rn de la solución φ del Teorema 2.15.

Vamos a denotar por fx a la matriz Jacobiana de f con respecto a la variable x ∈ Rn, es decir

la matriz donde su entrada (i, j) está dada por ∂fi/∂xj , con i, j = 1, ..., n. De la misma forma

vamos a denotar por φξ a la matriz jacobiana donde su entrada (i, j) está dada por ∂φi/∂ξj ,
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con i, j = 1, ..., n. Los Teoremas 2.16 y 2.18 se pueden encontrar en [7, Capı́tulo 1] con sus

respectivas demostraciones.

Teorema 2.16. [7, Teorema 7.2] Suponga que se satisfacen las hipótesis del Teorema 2.15, y además,

la matriz Jacobiana fx existe y es continua en Ω ⊆ R× Rn. Entonces φ ∈ C1(D), donde

D ⊆ R× R× Rn, y además

detφξ(t, τ, ξ) = exp

(∫ t

τ
tr fx(s, φ(s, τ, ξ)) ds

)
Observación 2.17. En las hipótesis del Teorema 2.15 estamos considerando, además de las

condiciones iniciales, un parámetro fijo λ ∈ Λ, pero como explicamos anteriormente en la

Observación 2.12, las propiedades de continuidad y diferenciabilidad de la solución se mantienen al

considerar o no considerar el parámetro, por lo tanto, para simplificar las cosas, en las hipótesis del

Teorema 2.16 solo vamos a considerar la solución φ en función de (t, τ, ξ).

Teorema 2.18. [7, Teorema 7.3] Sea A : I ⊆ R → Mn(R) una matriz con elementos continuos en el

intervalo I , y suponga que Φ es una matriz de funciones definida en un intervalo I la cual satisface la

siguiente ecuación

Φ′(t) = A(t)Φ(t), t ∈ I.

Entonces detΦ satisface la siguiente ecuación de primer orden en el intervalo I

(detΦ(t))′ = (tr A)(detΦ),

y por tanto, para τ, t ∈ I

detΦ(t) = detΦ(τ) exp

(∫ t

τ
tr A(s) ds

)
.

2.3. Homeomorfismos entre espacios de Banach

Buscaremos condiciones necesarias y suficientes para que un mapa F entre dos espacios de

Banach sea un difeomorfismo global. Usando teorı́a de espacios de cubrimiento reducimos

el problema de cómo obtener un homeomorfismo global a encontrar condiciones para que

un homeomorfismo local satisfaga la propiedad de levantar caminos. Más adelante,

mostraremos que si F posee esta propiedad, entonces es equivalente a decir que F satisface

una nueva condición, la cual designaremos por (L). Luego, mostraremos que un

homeomorfismo local es un homeomorfismo global si y sólo si la condición (L) se satisface.
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Finalmente,utilizando este último resultado, entregamos condiciones suficientes y

necesarias para demostrar que este homeomorfismo local es un difeomorfismo global. Los

resultados en esta sub sección se pueden encontrar en [22].

El siguiente Lema es un resultado conocido, el cual nos entrega condiciones necesarias y

suficientes para que el mapa F sea un homeomorfismo de X a Y .

Lema 2.19. [22, Lema 1.1]

Sean X e Y espacios conexos, y localmente conexos por caminos. Además, sea Y simplemente conexo.

Entonces F es un homeomorfismo de X a Y si y sólo si (X,F ) es un espacio de cubrimiento de Y .

Para poder aplicar el Lema (2,19), debemos encontrar condiciones precisas para determinar

cuando un homeomorfismo es un mapa de cubrimiento.

Sean X e Y espacios de Banach, y D ⊆ X un conjunto abeirto y conexo.

Definición 2.20. F : D → Y levanta caminos en F (D) si y sólo si para cada recta

L(t) = (1− t)y1 + ty2 en F (D) y para cada punto xα ∈ F−1(y1) hay un camino Pα(t) tal que

Pα(0) = xα y F (Pα(t)) = L(t).

Teorema 2.21. [22, Teorema 1.1] Sea D ⊆ X un subconjunto abierto y conexo y F : D → X . Las

siguientes condiciones son necesarias y suficientes para que (D,F ) sea un cubrimiento de F (D):

I) F es un homeomorfismo local, y

II) F levanta caminos en F (D).

Demostración. La necesidad se sigue de las propiedades de un espacio de cubrimiento. Para

poder probar la suficiencia primero observamos que si y ∈ F (D), podemos encontrar un

r > 0 tal que Br(y) = {z : |z − y| < r} ⊆ F (D), y que cualquier radio en Br(y) puede ser

descrito por una recta Lz(t) = y + trz con |z| = 1, 0 ≤ t ≤ 1, la cual puede ser levantada por

F . Sean x ∈ F−1(y) y

O∗
x = {P (t) : F (P (t)) = Lz(t),∀ |z| = 1, 0 ≤ t ≤ 1, y P (0) = x} ⊂ D.

Además, denotaremos por Ox = O∗
x al mismo conjunto, pero considerado como un conjunto

de puntos, es decir, Ox = {x | P (t) = x, P ∈ O∗
x}, donde Ox ̸= ∅ por la condición ii).

Debemos mostrar que tanto Ox como Br(y) satisfacen las condiciones dadas en la definición

de un espacio de cubrimiento, es decir, mostrarremos que los Ox, con x ∈ F−1(y) son

conjuntos disjuntos y abiertos, los cuales son mapeados homeomorficamente sobre Br(y)

por F , y
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F−1(Br(y)) =
⋃

x∈F−1(y)

Ox.

Realizaremos la demostración en varios pasos.

a) Cada Ox es mapeado sobre Br(y) ya que cualquier y ∈ Br(y) se encuentra en algún radio

Lz ; por tanto hay un camino P (t) ∈ O∗
x y un t ∈ [0, 1] tal que F (P (t)) = y. Por definición

de Ox, P (t) ∈ Ox.

b) Cada Ox es mapeado homeomorficamente sobre Br(y). Si no, sean x1 ̸= x2 ∈ Ox y

F (x1) = F (x2) = y. Por definición de Ox, x1 y x2 se encuentran sobre caminos P1 y P2 los

cuales son idénticos, porque de lo contrario su imagen serı́a un radio el cual se

intersectarı́a a si mismo. Por tanto, F (P1(t)) y F (P2(t)) son radios distintos. De este

modo, y = y, y ası́ F (x1) = F (P1(t1)) = F (P (0)) = y = F (P2(t2)) = F (x2). Por lo tanto,

T1 = t2 = 0 (de lo contrario, la imagen de Pi(t) con i = 1, 2 serı́a un radio el cual se

intersecta a sı́ mismo), y ası́ x1 = x2 = x, lo cual es una contradicción. La continuidad de

la inversa se sigue del hecho que F |Ox es un homeomorfismo local y por tanto un mapa

abierto.

c) Cada Ox con x ∈ F−1(y) con disjuntos entré sı́. Supongamos que existe x0 ∈ Ox1 ∩Ox2

con x1 ̸= x2, entonces x0 = P1(t1) = P2(t2) para algunos t1, t2 ∈ [0, 1]. Las imagenes de P1

y P2 bajo F deben ser el mismo radio, porque de lo contrario los radios se intersectarı́an y

ası́ F (x0) = F (x1) = F (x2) = y. Por la parte b) , tendrı́amos que x0 = x1 = x2, lo cual es

una contradicción. Por lo tanto, F (P1(t)) = F (P2(t)) = L(t), y ası́ L(t1) = L(t2) lo cual

implica que t1 = t2 = t. De esto concluimos que P1(t) = P2(t), y en particular, x1 = x2.

De este modo los Ox son disjuntos.

d) Cada Ox es un conjunto abierto en D. Si u ∈ Ox, con u ̸= x, entonces hay un camino P (t),

donde 0 ≤ t ≤ 1 en Ox con P (0) = x y P (1) = u tal que F (P (t)) = (1− t)y + tv, donde

F (x) = y y F (u) = v. Por b), tenemos que F es inyectiva en P (t). Este hecho, junto con la

compacidad del camino P (t) nos permite encontrar un conjunto abierto S conteniendo a

P (t) tal que F : S → F (S) es un homeomorfismo, donde F (S) es un conjunto abierto.

Para mostrar que u está en el interior de Ox, primero encontramos una bola abierta

Bδ(v) ⊆ F (S) con la propiedad de que cada recta R(t) = (1− t)y + tw esté en F (S)

siempre que w ∈ Bδ(v). Si este no fuera el caso, encontrarı́amos sucesiones {ti}i con

0 ≤ ti ≤ 1, y wi → v cuando i→ ∞ tal que Ri(t) = (1− ti)y + tiwi = yi ̸∈ F (S). Sin

embargo, una subsucesión adecuada de {yi}i converge a un punto (1− t)y + tv el cual

está en F (S), lo cual contradice el hecho que F (S) sea abeirto.

Por lo tanto, F−1(Bδ(v)) ∩ S es un conjunto abierto en Ox conteniendo a u. La

demostración para el caso u = x se sigue directamente de la hipótesis i). Como Ox es

abierto en D, junto con la hipóteis i), se sigue que F |Ox es un homeomorfismo local.
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e) Solo nos falta probar que F−1(Br(y)) =
⋃

x∈F−1(y)Ox. Como F−1(Br(y)) ⊆
⋃

x∈F−1(y)Ox,

nos basta probar la inclusión opuesta.

Sean x ∈ F−1(Br(y)) y L(t) = (1− t)F (x) + ty, con 0 ≤ t ≤ 1. Entonces L(t) ∈ Br(y) y

por hipótesis hay un camino P (t) tal que P (0) = x y F (P (t)) = L(t). Por tanto,

P (1) ∈ F−1(y). Sea L′(t) = L(1− t) y P ′(t) = P (1− t). De este modo, F (P ′(t)) = L′(t),

P ′(0) = P (1) ∈ F−1(y) y P ′(1) = x. Entonces por definición de OP (1), vemos que

x ∈ OP (1).

Nuevamente vamos a suponer que X e Y son espacios de Banach, D ⊆ X es abierto y

conexo. Sea F : D → Y continua. Introduciremos la siguiente condición:

(L) Sea P (t), con t ∈ [0, b) un camino el cual satisface F (P (t)) = L(t), donde

L(t) = (1− t)y1 + ty2 es cualquier linea en Y . Entonces existe una sucesión ti → b cuando

i→ +∞ tal que ĺımi→∞ P (ti) existe y está en D.

Teorema 2.22. [22, Teorema 1.2] Sea F : D ⊆ X → Y un homeomorfismo local. Entonces F es un

homeomorfismo de D a Y si y sólo si F satisface la condición (L).

Demostración. Si F es un homeomorfismo, entonces tomando P (b) = F−1(L(b)) se

comprueba que F satisface (L). Por otro lado, supongamos que F satisface la condición (L).

Para mostrar que F es un homeomorfismo, primero mostraremos que F levanta caminos.

Sea L(t) cualquier recta en F (D) con L(0) = y. Sea x ∈ F−1(y).

Como F es un homeomorfismo local, hay un ε > 0 y un camino P (t) = F−1(L(t)), con

0 ≤ t < ε, tal que P (0) = x y F (P (t)) = L(t) para 0 ≤ t < ε. Sea K ≤ 1 el número más

grande para el cual P (t) puede ser extendido a un camino continuo para 0 ≤ t < K y que

satisface F (P (t)) = L(t), 0 ≤ t < K. Como F satisface la condición (L), denotamos

ĺımti→K P (ti) = z. Por continuidad, tenemos lo siguiente

F (z) = F ( ĺım
ti→K

P (ti)) = ĺım
ti→K

F (P (ti)) = ĺım
ti→K

L(ti) = L(K)

con K ≤ 1.

Sea W una vecindad de z en la cual F es un homeomorfismo. Entonces existe N ∈ N tal que

P (ti) ∈W para i ≥ N . Además, como F es un homeomorfismo en W , y L(K) ∈ F (W ),

entonces tenemos que existe un δ > 0 tal que L(t) ∈ F (W ), y ası́, existe un camino Q(t)

definido para K − δ < t < K + δ tal que Q(tM ) = P (tM ), donde M se escoje tal que M ≥ N

y K − δ < tM < K y F (Q(t)) = L(t) para K − δ < t < K + δ. Por tanto, P (t) puede

extenderse a un camino continuo (el cual volveremos a llamar P(t)) en 0 ≤ t < K + δ, donde
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P (0) = x y F (P (t)) = L(t), 0 ≤ t < K + δ. Por la maximalidad de K, concluimos que K = 1

y por tanto F levanta caminos. Del Teorema 2.21, concluimos que (D,F ) es un cubrimiento

de F (D). Sólo nos falta probar que F (D) = Y , en orden de poder aplicar el Lema 2.19, y ası́

concluir que F es un homeomorfismo de D a Y . Entonces, sea y1 ∈ Y , y escojamos un

y2 ∈ F (D) y sea L(t) = (1− t)y2 + ty1 con 0 ≤ t ≤ 1. Si recordamos los pasos de la primera

parte de nuestra demostración. podemos encontrar un camino P (t) con 0 ≤ t ≤ 1, tal que

F (P (t)) = L(t) en 0 ≤ t ≤ 1. En particular F (P (1)) = L(1) = y1, y ası́ F (D) = Y .

Definición 2.23. Un mapa continuo F entre dos espacios topológicos X e Y es propio si y sólo si

F−1(C) es un conjunto compacto en X cuando C es un conjunto compacto en Y .

Teorema 2.24. [22, Teorema 2.2] Sean X e Y espacios de Banach y F : X → Y . Entonces F es un

homeomorfismo de X sobre Y si y sólo si F es un homeomorfismo local y un mapa propio.

Demostración. Si F es un homeomorfismo, entonces F−1 es continua y ası́ F−1(C) es un

conjunto compacto cuando C es un conjunto compacto. Por tanto, es un mapa propio.

Por otro lado, supongamos que F es un homeomorfismo local y un mapa propio. En virtud

del Teorema 2.22, es suficientte demostrar que F satisface la condición (L) para concluir que

F es un homeomorfismo. Entonces, sea P (t) un camino definido en 0 ≤ t < b que satisface

F (P (t)) = L(t) para 0 ≤ t < b donde L(t) es una recta en Y . Sea {ti}i una sucesión tal que

ti → b cuando i→ ∞. Como S = {L(t)}0≤t≤1 es compacto, también lo es F−1(S) y además

contiene a la sucesión P (ti) para todo i ∈ N. Por lo tanto, existe una subsucesión {tin} la cual

tin → b cuando n→ ∞. tal que ĺımn→∞ P (tin) existe y está en X . Ası́, F satisface la condición

(L), y concluimos por el Teorema 2.22 que F es un homeomorfismo de X sobre Y .

Corolario 2.25. [22, Corolario 2.1] Sea F : Rn → Rn un homeomorfismo local. Tenemos que F es

un difeomorfismo si y sólo si F ∈ C1(Rn) y F satisface

I) detF ′(x) ̸= 0, ∀x ∈ Rn

II) |F (x)| → ∞ cuando |x| → +∞.

Demostración. Si F es un difeomorfismo, entonces al aplicar la regla de la cadena podemos

comprobar que F ′(x) es invertible y por tanto detF ′(x) ̸= 0, ∀x ∈ Rn. Además, comprobar

que F satisface la condición ii) es equivalente a demostrar que F es un mapa propio cuando

F es al menos un homeomorfismo local. Comprobemos que ambas condiciones son

equivalentes. Decir que F satisface la condición ii) cuando es un homeomorfismo local, es

equivalente a decir que satisface la condición que cuando B es un conjunto acotado entonces

F−1(B) es un conjunto acotado. Esto, además, es equivalente a que un mapa continuo entre
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espacios de Banach de dimensión finita sea propio. Por tanto, como F es un difeomormismo

sobre Rn, en particular es un mapa propio, por tanto satisface ambas condiciones.

Por otro lado, si F ∈ C1(Rn) y detF ′(x) ̸= 0 para todo x ∈ Rn, entonces por el Teorema de la

función inversa, existe una función F−1 : Rn → Rn la cual es la inversa de F , donde F−1 es

diferenciable, es decir, det(F−1)′(x) ̸= 0 para todo x ∈ Rn. Por el Teorema 2.24 obtenemos

que F es un difeomorfismo de Rn a Rn.



Capı́tulo 3

Equivalencia Topológica en R+

En [19] K.J. Palmer introdujo el concepto de equivalencia topológica entre los sistemas (2.1)

y (2.2). A grandes rasgos, existe un homeomorfismo que lleva soluciones de un sistema

lineal a un sistema no lineal y viceversa. Más adelante, F. Lin en [17] presentó una definición

más débil de este concepto de equivalencia topológica, la cual se exhibe en este trabajo. A

traves de este capı́tulo, vamos a considerar J ⊆ R+.

Definición 3.1. Los sistemas (2.1) y (2.2) son R+-topológicamente equivalentes si existe una

función H : R+ × Rn → Rn con las siguientes propiedades

I) Si x(t) es una solución de (2.1), entonces H[t, x(t)] es una solución de (2.2);

II) H(t, x) → H(t, x0) cuando x→ x0, uniformemente con respecto a t;

III) |H(t, x)| → +∞ cuando |x| → +∞, uniformemente con respecto a t;

IV) Para cada τ ∈ R+ fijo, u 7→ H(τ, u) es un homeomorfismo de Rn.

Además, la función G(τ, u) = H−1(τ, u) verifica las condiciones ii), iii) y iv) y mapea soluciones de

(2.2) en (2.1).

Durante este capı́tulo, se considerarán las siguientes hipótesis:

(H1) El sistema (2.1) es uniformemente asintóticamente estable, es decir, existen constantes

K ≥ 1 y α > 0 tal que su matriz de transición Φ(t, s) verifica

∥Φ(t, s)∥ ≤ Ke−α(t−s) para cualquier t ≥ s ≥ 0.

(H2) La función f es continua en (t, y), y para cualquier t ≥ 0 y para todo par

(y, y) ∈ Rn × Rn, existe un γ ≥ 0 tal que

|f(t, y)− f(t, y)| ≤ γ|y − y|.

30
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(H3) Existe un µ ≥ 0 tal que sup
t≥0

|f(t, 0)| ≤ µ, y f es acotada en t para cualquier x ∈ Rn.

(H4) |f(t, x)| → +∞ cuando |x| → +∞, para cualquier t ≥ 0 fijo.

En [3, Demostración Teorema 1] los autores construyen los mapas H y G de la definición

previa dada por Palmer, sin embargo, tal construcción la realizaremos en R+ en vez de R
como fue considerado por Palmer en su novedoso trabajo. Para esto, vamos a considerar los

siguientes problemas de valor inicialw
′ = A(t)w − f(t, y(t, τ, η))

w(0) = 0
(3.1)

y z
′ = A(t)z + f(t, x(t, τ, ξ) + z)

z(0) = 0.
(3.2)

Usando la fórmula de variación de parámetros tenemos que

w∗(t; (τ, η)) = −
∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, τ, η))ds

es la única solución de (3.1).

Sea BC(R+,Rn) el espacio de Banach de las funciones continuas y acotadas con la norma

del supremo. Ahora, para cualquier par (τ, ξ) ∈ R+ × Rn, definimos el operador

Γ(τ,ξ) : BC(R+,Rn) → BC(R+,Rn) de la siguiente manera

ϕ 7→ Γ(τ,ξ)ϕ :=

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, τ, ξ) + ϕ)ds.

Si suponemos que las constantes α, γ y K satisfacen Kγ/α < 1 es fácil ver por (P1)-(P2) que

Γ(τ,ξ) es una contracción. En efecto, tenemos

|Γ(τ,ξ)ϕ− Γ(τ,ξ)ϕ| ≤
∫ t

0
∥Φ(t, s)∥|f(s, x(s, τ, ξ) + ϕ)− f(s, x(s, τ, ξ) + ϕ)|ds

≤
∫ t

0
Ke−α(t−s)γ|ϕ− ϕ|ds

≤|ϕ− ϕ|Kγe−αt

∫ t

0
eαsds

=|ϕ− ϕ|Kγ
α

(1− e−αt)

≤Kγ
α

|ϕ− ϕ|,

donde ∥ϕ− ϕ∥ = sup
t≥0

|ϕ− ϕ|.
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Por el teorema del punto fijo de Banach, se sigue que

z∗(t; (τ, ξ)) =

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, τ, ξ) + z∗(s; (τ, ξ)))ds (3.3)

es la única solución de (3.2).

Además, por la unicidad de las soluciones se puede probar que

z∗(t; (τ, ξ)) = z∗(t; (r, x(r, τ, ξ))) para cualquier r ≥ 0 (3.4)

y

w∗(t; (τ, η)) = w∗(t; (r, y(r, τ, η))) para cualquier r ≥ 0 (3.5)

Para cualquier t ≥ 0 definimos los mapas H(t, ·) : Rn → Rn y G(t, ·) : Rn → Rn de la

siguiente forma

H(t, ξ) := ξ +

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, t, ξ) + z∗(s; (t, ξ)))ds

= ξ + z∗(t; (t, ξ)),

(3.6)

y

G(t, η) := η −
∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, t, η))ds

= η + w∗(t; (t, η)).

(3.7)

Al usar (3.4), podemos verificar que

H[t, x(t, τ, ξ)] = x(t, τ, ξ) +

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, t, x(t, τ, ξ))) + z∗(s; (t, x(t, τ, ξ))))ds

= x(t, τ, ξ) +

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, τ, ξ)) + z∗(s; (t, x(t, τ, ξ))))ds

= x(t, τ, ξ) + z∗(t; (τ, ξ)).

(3.8)

Por otro lado, de (3.5) podemos verificar directamente que

G[t, y(t, τ, η)] = y(t, τ, η) + w∗(t; (t, η)). (3.9)

Vamos a utilizar, en el contexto de la Definición 3.1, las mismas funciones H y G

previamente mencionadas, para poder establecer nuestros principales resultados. Sin

embargo, previamente vamos a establecer algunos resultados en términos de |z∗(t; (t, ξ))| y

|w∗(t; (t, η))|, los cuales son considerados en la construcción de (3.6) y (3.7) respectivamente,
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tal que las funciones H y G puedan ser adaptadas a la definición de equivalencia topológica

dada en la Definición 3.1.

Primero, podemos notar que el punto fijo z∗(t; (t, ξ)) se puede escribir como el lı́mite

uniforme en R+ de una sucesión z∗j (t; (t, ξ)) definida recursivamente como se sigue:


z∗j+1(t; (t, ξ)) =

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, t, ξ) + z∗j (s; (t, ξ)))ds para cualquier j ≥ 1,

z∗0(t; (t, ξ)) =

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, t, ξ))ds.

(3.10)

Consideremos además, la siguiente hipótesis

(N) La solución del sistema (2.1) en conjunto con z∗j (s; (t, ξ)) satisfacen para todo j ∈ N0,

|x(s, τ, ξ) + z∗j (s; (τ, ξ))| → ∞ cuando |ξ| → ∞.

Lema 3.2. Bajo las hipótesis (H1)-(H4), (N) y considerando que Kγ < α, las soluciones de los

sistemas (3.1) y (3.2) satisfacen, respectivamente

I) |z∗(t; (t, ξ))| → +∞ cuando |ξ| → +∞, uniformemente con respecto a t,

II) |w∗(t; (t, η))| → +∞ cuando |η| → +∞, uniformemente con respecto a t,

Demostración. Para i), demostraremos por inducción que para todo j ∈ N0 se tiene que

|z∗j (t; (t, ξ))| → +∞ cuando |ξ| → +∞. De hecho, para j = 0, por el Corolario (2.11) tenemos

que |x(s, t, ξ)| → +∞ cuando |ξ| → +∞ para todo t, s ∈ R+; además, de la condición (H4),

f(t, x) no es acotada en R+ × Rn, lo cual implica que |z∗0(t; (t, ξ))| → +∞ cuando |ξ| → +∞.

Ahora, asumiremos la hipótesis inductiva, tal que para algún n ∈ N se satisface

|z∗n(t; (t, ξ))| → +∞ cuando |ξ| → +∞. Para el paso n+ 1, notemos que

z∗n+1(t; (t, ξ)) =

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, t, ξ) + z∗n(s; (t, ξ)))ds

Entonces, del hecho que f(t, x) no es acotada en R+ × Rn y de la hipótesis (N) podemos

concluir que |z∗n+1(t; (t, ξ))| → +∞ cuando |ξ| → +∞.

Solo nos falta mostrar que la solución z∗(t; (t, ξ)) tiene el mismo comportamiento que

z∗j (t; (t, ξ)) para todo j ∈ N0 cuando |ξ| → +∞.

Vamos a demostrar esto por contradicción. Supongamos entonces que

ĺım sup
k→+∞

|z∗(t; (τ, ξk))| = L < +∞,
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donde {ξk}k∈N es una sucesión en Rn tal que |ξk| → +∞ cuando k → ∞.

De (3.3) tendrı́amos que ĺım supk→∞ |f(t, xξk)| = C < +∞. Sin embargo, esto es una

contradicción, ya que, de (H4) tenemos que f(t, ·) no es acotada en Rn.

Para probar ii), podemos ver que al usar (H4) y la Proposición 2.10, tenemos que

|y(t, s, η)| → +∞ cuando |η| → +∞ para cualquier t, s ∈ R+, concluyendo ası́ que

|f(s, y(s, τ, η))| → +∞ cuando |η| → +∞ para cualquier s ∈ R+.

Lema 3.3. Asuma que se cumplen las condiciones (H1)-(H3), entonces para cualquier

j ∈ N0, z
∗
j (s; (t, ξ)) es acotado en s para cualquier ξ ∈ Rn. Además, tenemos que

|z∗0(s; (t, ξ))| ≤ K

α
{γ|x(·, t, ξ)|∞ + µ} < +∞ , y

|z∗j (s; (t, ξ))| ≤ K

α
{γ|x(s, t, ξ) + z∗j−1(s, t, ξ))|∞ + µ} < +∞, para j ≥ 1,

donde |x(·, t, ξ)|∞ = sup
s∈R+

|x(s, t, ξ)|.

Demostración. Sabemos que z∗j está definida por (3.10). Por tanto, vamos a demostrar por

inducción sobre j que z∗j es acotada para cualquier ξ ∈ Rn.

Para j = 0, como tenemos (H1)-(H3), se sigue que

|z∗0(s; (t, ξ))| ≤
∫ s

0
Ke−α(s−r)|f(r, x(r, t, ξ))|dr

≤
∫ s

0
Ke−α(s−r){γ|x(r, t, ξ)|+ µ}dr

≤
∫ s

0
Kγe−α(s−r)|x(r, t, ξ)|ds+

∫ s

0
Ke−α(s−r)µds

≤
∫ t

0
Kγe−α(s−r)|x(r, t, ξ)|ds+ Kµ

α
.

Como x(s, t, ξ) es solución de (2.1), entonces es acotada en s ∈ R+, por tanto

|x(·, t, ξ)|∞ < +∞, lo cual implica que

|z∗0(s; (t, ξ))| ≤ Kγ|x(·, t, ξ)|∞
∫ s

0
e−α(s−r)dr +

Kµ

α

≤ K

α
{γ|x(·, t, ξ)|∞ + µ} < +∞.

De esto, tenemos que |z∗0(s; (t, ξ))| < +∞ para todo t ∈ R+.

Ahora, vamos a asumir la hipótesis inductiva, esto es, para algún n ∈ N se tiene que

|z∗n(s; (t, ξ))| es acotada en s ∈ R+. Para el paso n+ 1, como tenemos (H1)-(H3), se sigue que
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|z∗n+1(s; (t, ξ))| ≤
∫ s

0
Ke−α(s−r)|f(r, x(r, t, ξ) + z∗n(r; (t, ξ))|dr

≤
∫ s

0
Ke−α(s−r){γ|x(r, t, ξ) + z∗n(r; (t, ξ))|+ µ}dr.

Por hipótesis de inducción se tiene que |z∗n(·, t, ξ))|∞ < +∞, por tanto

|x(·, t, ξ) + z∗n(·, t, ξ))|∞ < +∞. Finalmente, obtenemos lo siguiente

|z∗n+1(s; (t, ξ))| ≤
K

α
{γ|x(·, t, ξ) + z∗n(·, t, ξ))|∞ + µ} < +∞.

Entonces podemos concluir que |z∗j (·; (t, ξ))|∞ < +∞ para todo j ∈ N0, t ∈ R+ y ξ ∈ Rn.

Lema 3.4. Asuma que se cumplen las condiciones (H1)-(H2), entonces para cualquier j ∈ N0,

z∗j (t; (t, ξ)) es uniformemente continua con respecto a ξ.

Demostración. La demostración la realizaremos por inducción. Antes de esto,

introduciremos la siguiente función auxiliar θ0(t) : [0,+∞) → [0,+∞) definida por:

θ0(t) =


Kγt si α =M

Kγ

(
e(M−α)t − 1

M − α

)
si α < M.

Ahora, dado un ε > 0, definimos las siguientes constantes

L∗(ε) =
1

α
ln

(
2γωK

αε

)
y Θ∗

0 = máx
t∈[0,L∗(ε)]

θ0(t)

donde ω = ωξ + ωξ con ωξ = sup
s∈R+

|x(s, t, ξ) + z∗j (s; (t, ξ))|.

Vamos a distinguir los casos t ∈ [0, L∗(ε)] y t > L∗(ε), además vamos a usar la siguiente

notación

∆j(t, ξ, ξ) = z∗j (t; (t, ξ))− z∗j (t; (t, ξ)).
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Primero, para j = 0 y t ∈ [0, L∗(ε)], al utilizar (2.3) junto con (H1)-(H2) y la segunda

desigualdad en (2.12), podemos verificar que

|∆0(t, ξ, ξ)| ≤ Kγe−αt

∫ t

0
eαs|x(s, t, ξ)− x(s, t, ξ)|ds

≤ Kγe−αt

∫ t

0
eαs|ξ − ξ|eM(t−s)ds

≤ Kγ

{
e(M−α)t − 1

M − α

}
|ξ − ξ|

≤ Θ∗
0|ξ − ξ|.

Por otro lado, cuando t > L∗(ε), de las condiciones (H1)-(H2) tenemos

|∆0(t, ξ, ξ)| ≤ Kγe−αt

∫ t−L∗

0
eαs{|x(s, t, ξ)|+ |x(s, t, ξ)|}ds

+Kγ

∫ t

t−L∗
e−α(t−s){|x(s, t, ξ)− x(s, t, ξ)|}ds

≤ Kγe−αt

∫ t−L∗

0
eαsωds+Kγe−αt

∫ t

t−L∗
eαs{|x(s, t, ξ)− x(s, t, ξ)|}ds.

De (2.3) junto con u = t− s y la segunda desigualdad en (2.12), se sigue que

|∆0(t, ξ, ξ)| ≤
Kγω

α
e−αL∗

+Kγ

∫ L∗

0
e−αu{|x(t− u, t, ξ)− x(t− u, t, ξ)|}du

≤ Kγω

α
e−αL∗

+Kγ

∫ L∗

0
|ξ − ξ|e(M−α)udu

≤ ε

2
+Kγ|ξ − ξ|

{
e(M−α)L∗ − 1

M − α

}
≤ ε

2
+ Θ∗

0|ξ − ξ|.

En segundo lugar, vamos a asumir la hipótesis inductiva

∀ε > 0, ∃ δj(ε) > 0 s.t. |ξ − ξ| < δj(ε) =⇒ |z∗j (t; (t, ξ))− z∗j (t; (t, ξ))| < ε for any t ≥ 0.

Para el paso j + 1, al igual que en el caso anterior, vamos a distinguir los casos t ∈ [0, L∗(ε)]

y t > L∗(ε). Entonces, cuando t ∈ [0, L∗(ε)] y para un ε > 0 dado, usando la segunda

desigualdad en (2.12) y (H1)-(H2), podemos verificar que
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|∆j+1(t, ξ, ξ)| ≤ Kγe−αt

∫ t

0
eαs{|x(s, t, ξ)− x(s, t, ξ)|+ |∆j(s, ξ, ξ)|}ds

≤ Kγe−αt

∫ t

0
eαs{|ξ − ξ|eM(t−s) + |∆j(·, ξ, ξ)|∞}ds

≤ Kγ

{
e(M−α)t − 1

M − α

}
|ξ − ξ|+ Kγ

α
|∆j(·, ξ, ξ)|∞

≤ Θ∗
0|ξ − ξ|+ Kγ

α
|∆j(·, ξ, ξ)|∞

donde |∆j(·, ξ, ξ)|∞ = sup
t≥0

|∆j(t, ξ, ξ)|.

Por otro lado, cuando t > L∗(ε), usamos (2.3), y la propiedad Lipschitz de f para deducir

que

|∆j+1(t, ξ, ξ)| ≤ Kγ

∫ t−L∗

0
e−α(t−s){|x(s, t, ξ) + z∗j (s; (t, ξ))|+ |x(s, t, ξ) + z∗j (s; (t, ξ))|}ds

+Kγ

∫ t

t−L∗
e−α(t−s){|x(s, t, ξ)− x(s, t, ξ)|+ |∆j(s, ξ, ξ)|}ds.

Por el Lema 3.3 sabemos que para cualquier j ∈ N0, z
∗
j (s; (t, ξ)) es acotada en s para

cualquier ξ ∈ Rn, este hecho junto con el cambio de variable u = t− s y la segunda

desigualdad en (2.12), tenemos que

|∆j+1(t, ξ, ξ)| ≤ Kγ

∫ t−L∗

0
e−α(t−s)ωds+Kγ

∫ L∗

0
e−αu|x(t− u, t, ξ)− x(t− u, t, ξ)|du

+Kγ

∫ L∗

0
e−αu|∆j(·, ξ, ξ)|∞du

≤ Kγω

α
(e−αL∗ − e−αt) +Kγ|ξ − ξ|

∫ L∗

0
e(M−α)udu+

Kγ

α
(1− e−αL∗

)|∆j(·, ξ, ξ)|∞

≤ Kγω

α
e−αL∗

+Kγ|ξ − ξ|

{
e(M−α)L∗ − 1

M − α

}
+
Kγ

α
|∆j(·, ξ, ξ)|∞

≤ ε

2
+ Θ∗

0|ξ − ξ|+ Kγ

α
|∆j(·, ξ, ξ)|∞.

Resumiendo, para cualquier t ≥ 0 se sigue que

|∆j+1(t, ξ, ξ)| ≤


Θ∗

0|ξ − ξ|+ |∆j(·, ξ, ξ)|∞ si t ∈ [0, L∗]

ε

2
+ Θ∗

0|ξ − ξ|+ Kγ

α
|∆j(·, ξ, ξ)|∞ si t ≥ L∗.

Ahora, para cualquier ε > 0, existen L∗(ε) > 0, Θ∗
0 > 0 y
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δj+1(ε) = mı́n

{
δj(ε/2),

ε

2Θ∗
0

(
1− Kγ

α

)}
tal que para cualquier t ≥ 0, tenemos

∀ε > 0,∃ δj+1(ε) > 0 t.q. |ξ − ξ| < δj+1 =⇒ |z∗j+1(t; (t, ξ))− z∗j+1(t; (t, ξ))| < ε.

y la continuidad uniforme de ξ 7→ z∗j (t; (t, ξ)) se sigue para cualquier j ∈ N0.

Como ya hemos establecido las premisas, ahora podemos presentar el resultado principal de

este capı́tulo, el cual proporciona una condición suficiente para asegurar que los sistemas

(2.1) y (2.2) sean R+- topológicamente equivalentes.

Teorema 3.5. Asuma que se cumplen (H1)-(H4), y además se tiene que Kγ < α, entonces los

sistemas (2.1) y (2.2) son R+- topológicamente equivalentes.

Demostración. Vamos a probar que los mapas H y G construidos en (3.6) y (3.7)

respectivamente, cumplen las condiciones de la Definición (3.1). Para i), de (2.1) y (3.2), en

conjunto con (3.8) tenemos que

∂

∂t
H[t, x(t, τ, ξ)] =

∂

∂t
x(t, τ, ξ) +

∂

∂t
z∗(t; (τ, ξ))

= A(t)x(t, τ, ξ) +A(t)z∗(t; (τ, ξ)) + f(t,H[t, x(t, τξ)])

= A(t)H[t, x(t, τ, ξ)] + f(t,H[t, x(t, τ, ξ)]),

entonces t→ H[t, x(t, τ, ξ)] es solución de (2.2) la cual pasa por H(τ, ξ) en t = τ . Como

consecuencia de la unicidad de las soluciones, obtenemos

H[t, x(t, τ, ξ)] = y(t, τ,H(τ, ξ)).

Similarmente, podemos probar que t→ G[t, y(t, τ, η)] es solución de (2.1). En efecto,

derivando (3.9) tenemos

∂

∂t
G[t, y(t, τ, η)] =

∂

∂t
y(t, τ, η) +

∂

∂t
w∗(t; (τ, η))

=A(t)y(t, τ, η) + f(t, y(t, τ, η)) +A(t)w∗(t; (τ, η))− f(t, y(t, τ, η))

=A(t)[y(t, τ, η) + w∗(t; (τ, η))]

=A(t)G[t, y(t, τ, η)]
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entonces t 7→ G[t, y(t, τ, η)] es solución de (2.1) la cual pasa por G(τ, η) en t = τ y además se

tiene

G[t, y(t, τ, η)] = x(t, τ,G(τ, η)) = Φ(t, τ)G(τ, η),

y con esto, se tiene la propiedad i).

Para mostrar ii), es decir, que H y G son uniformemente continuas con respecto a ξ para

cualquier t ≥ 0, vamos a construir una función auxiliar θ : [0,+∞) → [0,+∞) definida por

θ(t) = 1 +Kγ

(
e(M+γ−α)t − 1

M + γ − α

)
.

Ahora, dado un ε > 0, definimos las siguientes constantes

L(ε) =
1

α
ln

(
2γβK

αε

)
y θ∗ = máx

t∈[0,L(ε)]
θ(t)

donde β = β1 + β2 con β1 = sup
t∈R+

|y(t, τ, η)|, β2 = sup
t∈R+

|y(t, τ, η)|; los cuales están bien

definidos por la Observación 2.7.

Probaremos la continuidad de G considerando dos casos:

Caso i): t ∈ [0, L(ε)]. Por (H1) y (H2) podemos deducir que

|G(t, η)−G(t, η)| ≤ |η − η|+Kγe−αt

∫ t

0
eαs|y(s, t, η)− y(s, t, η)|ds. (3.11)

Por (H2) y (2.3) obtenemos para cualquier 0 ≤ s ≤ t:

|y(s, t, η)− y(s, t, η)| ≤ |η − η|+
∫ t

s
∥A(r)∥|y(r, t, η)− y(r, t, η)|dr

+

∫ t

s
|f(r, y(r, t, η))− f(r, y(r, t, η))|dr

≤ |η − η|+ (M + γ)

∫ t

s
|y(r, t, η)− y(r, t, η)|dr.

Por el Lema 2.8, concluimos que para cualquier 0 ≤ s ≤ t se tiene:

|y(s, t, η)− y(s, t, η)| ≤ |η − η|e(M+γ)(t−s). (3.12)

Ası́, usando (3.12) en (3.11), obtenemos
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|G(t, η)−G(t, η)| ≤
(
1 +Kγe(M+γ−α)t

∫ t

0
e−(M+γ−α)sds

)
|η − η|

=

(
1 +Kγ

{
e(M+γ−α)t − 1

M + γ − α

})
|η − η|

≤ θ(t)|η − η|

≤ θ∗|η − η|.

Caso ii) t > L(ε). Por (H1) y (H2) tenemos,

|G(t, η)−G(t, η)| ≤ |η − η|+
∫ t−L

0
Ke−α(t−s)|f(s, y(s, t, η))− f(s, y(s, t, η))|ds

+

∫ t

t−L
Ke−α(t−s)|f(s, y(s, t, η))− f(s, y(s, t, η))|ds

≤ |η − η|+
∫ t−L

0
Kγe−α(t−s){|y(s, t, η)|+ |y(s, t, η)}ds

+

∫ t

t−L
Kγe−α(t−s)|y(s, t, η)− y(s, t, η)|ds

≤ |η − η|+Kγβ

∫ t−L

0
e−α(t−s)ds

+

∫ t

t−L
Kγe−α(t−s)|y(s, t, η)− y(s, t, η)|ds

=|η − η|+Kγβ

∫ t−L

0
e−α(t−s)ds

+

∫ L

0
Kγe−αu|y(t− u, t, η)− y(t− u, t, η)|du.

Como en el caso i), la desigualdad (3.12) implica

Kγ

∫ L

0
e−αu|y(t− u, t, η)− y(t− u, t, η)|du ≤ Kγ

∫ L

0
e(M+γ−α)u|η − η|du

= Kγ

{
e(M+γ−α)L − 1

M + γ − α

}
|η − η|.

Por lo tanto,

|G(t, η)−G(t, η)| ≤

(
1 +Kγ

{
e(M+γ−α)L − 1

M + γ − α

})
|η − η|+ Kγβ

α
e−αL

≤ θ∗|η − η|+ ε

2
.
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Resumiendo, dado un ε > 0, existe un L(ε) > 0 y θ∗ tal que :

|G(t, η)−G(t, η̄)| ≤


θ∗|η − η̄| si t ∈ [0, L]

θ∗|η − η̄|+ ε

2
si t > L.

Entonces se sigue que

∀ε > 0, ∃ δ(ε) = ε

2θ∗
tal que |η − η| < δ =⇒ |G(t, η)−G(t, η)| < ε

y la continuidad uniforme de G se sigue.

Ahora, probaremos que H es uniformemente continuo para cualquier t ≥ 0, pero como la

identidad es uniformemente continua, solamente probaremos que ξ 7→ z∗(t; (t, ξ)) es

uniformemente continua.

Anteriormente pudimos notar que el punto fijo z∗(t; (t, ξ)) puede ser escrito como el lı́mite

uniforme en R+ de la sucesión z∗j (t; (t, ξ)) definida en (3.10), entonces la continuidad

uniforme de cada mapa ξ 7→ z∗j (t; (t, ξ)) se sigue del Lema 3.4.

Solo nos basta comprobar que z∗(t; (t, ξ) es uniformemente continua. Para esto, escogemos

N ∈ N tal que para cualquier j > N fijo, se sigue que

|z∗(·; (·, ξ))− z∗j (·; (·, ξ))|∞ < ε para cualquier ξ ∈ Rn,

y por tanto, si |ξ − ξ| < δj con j > N , es cierto que

|z∗(t; (t, ξ))− z∗(t; (t, ξ))| ≤|z∗(t; (t, ξ))− z∗j (t; (t, ξ))|+∆j(t, ξ, ξ)

|z∗(t; (t, ξ))− z∗(t; (t, ξ))| < 3ε,

y la continuidad uniforme de ξ 7→ z∗(t; (t, ξ)) y ξ 7→ H(t, ξ) se sigue para cualquier t ≥ 0 fijo.

Con el fin de demostrar iii) de la Definición (3.1), mostraremos que |H(t, ξ)| → +∞ cuando

|ξ| → +∞. Por el ı́tem i) del Lema (3.2) tenemos que |z∗(t; (t, ξ))| → +∞ cuando |ξ| → +∞.

Por lo tanto, podemos concluir que |H(t, ξ)| → +∞ cuando |ξ| → +∞. Similarmente, se

puede comprobar que |G(t, η)| → +∞ cuando |η| → +∞ debido al ı́tem ii) del Lema (3.2).

Por último, vamos a demostrar que H es biyectivo para todo t ≥ 0. Primero mostraremos

que H(t, G(t, η)) = η, para cualquier t ≥ 0.
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En efecto,

H[t, G[t, y(t, τ, η)]] =G[t, y(t, τ, η)]

+

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, t,G[t, y(t, τ, η)]) + z∗(s; (t, G[t, y(t, τ, η)])))ds

=y(t, τ, η)−
∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, t, y(t, τ, η)))ds

+

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, t,G[t, y(t, τ, η)]) + z∗(s; (t, G[t, y(t, τ, η)])))ds

=y(t, τ, η)−
∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, τ, η))ds

+

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, t,G[t, y(t, τ, η)]) + z∗(s; (t, G[t, y(t, τ, η)])))ds.

Sea ω(t) = |H[t, G[t, y(t, τ, η)]]− y(t, τ, η)|. Por lo tanto, al usar (H1) y (H2) tenemos que

ω(t) =

∣∣∣∣∫ t

0
Φ(t, s){f(s, x(s, t,G[t, y(t, τ, η)]) + z∗(s; (t, G[t, y(t, τ, η)])))− f(s, y(s, τ, η))}ds

∣∣∣∣
≤Kγ

∫ t

0
e−α(t−s)|{x(s, t,G[t, y(t, τ, η)]) + z∗(s; (t, G[t, y(t, τ, η)]))− y(s, τ, η)}|ds.

Notemos que

x(s, t,G[t, y(t, τ, η)]) + z∗(s; (t, G[t, y(t, τ, η)])) = H[s, x(s, t,G[t, y(t, τ, η)])],

y recordando que

x(s, t,G[t, y(t, τ, η)]) = x(s, t, x(t, τ,G(τ, η))) = x(s, τ,G(τ, η)) = G[s, y(s, τ, η)],

podemos ver

H[s, x(s, t,G[t, y(t, τ, η)])] = H[s,G[s, y(s, τ, η)]].

Por tanto, obtenemos

ω(t) ≤ Kγ

∫ t

0
e−α(t−s)ω(s)ds ≤ Kγ

α
sup
s∈R+

{ω(s)}, para todo t ≥ 0.

El supremo está bien definido por la propiedad i) de la Definición 3.1 y el hecho que todas

las soluciones de los sitemas (2.1) y (2.2) son acotadas en R+. Ahora, tomamos el supremo en

el lado izquierdo de la desigualdad anterior, y dado que Kγ < α se sigue que ω(t) = 0 para

cualquier t ≥ 0. En particular, cuando tomamos t = τ obtenemos H(τ,G(τ, η)) = η.
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En lo que sigue, probaremos que G(t,H(t, ξ)) = ξ. En efecto, debido a que

H[t, x(t, τ, ξ)] = y(t, τ,H(τ, ξ)), tenemos

G[t,H[t, x(t, τ, ξ)]] =H[t, x(t, τ, ξ)]−
∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, t,H[t, x(t, τ, ξ)]))ds

=H[t, x(t, τ, ξ)]−
∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, t, y(t, τ,H(τ, ξ))))ds

=H[t, x(t, τ, ξ)]−
∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, τ,H(τ, ξ)))ds

=x(t, τ, ξ) +

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, t, ξ) + z∗(s; (t, ξ)))ds

−
∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, τ,H(τ, ξ)))ds.

Como sabemos que H[t, x(t, τ, ξ)] = x(t, τ, ξ) + z∗(t; (τ, ξ)), de lo anterior obtenemos lo

siguiente

G[t,H[t, x(t, τ, ξ)]] =x(t, τ, ξ) +

∫ t

0
Φ(t, s)f(s,H[s, x(s, τ, ξ)])ds−

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, τ,H(τ, ξ)))ds

=x(t, τ, ξ) +

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, τ,H(τ, ξ)))ds−

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, τ,H(τ, ξ)))ds

=x(t, τ, ξ).

Y tomando t = τ llegamos a G(τ,H(τ, ξ)) = ξ. Por tanto, para cualquier t ≥ 0, H es una

biyección y G es su inversa.

Observación 3.6. La demostración del Teorema 3.5 sigue las ideas de [3, Teorema 2.1]. Este último

resultado, por un lado, considera una definición de R+-equivalencia topológica más fuerte que la

Definición 3.1, sin embargo, por otro lado, y de forma compensatoria, se utiliza que |f(t, y)| ≤ µ para

cualquier t ≥ 0, mientras que en esta tesis solo tenemos que |f(t, 0)| ≤ µ para cualquier t ≥ 0. Estos

hechos establecen un contraste entre ambas perspectivas, destacando que la demostración del Teorema

3.5 posee detalles técnicos mas sutiles que [3, Teorema 2.1]. En efecto, el papel que cumple que

(t, y) 7→ f(t, y) sea no acotada es difı́cil de manejar para demostrar que |H(t, ξ)| → +∞ cuando

|ξ| → +∞ y que |G(t, η)| → +∞ cuando |η| → +∞.



Capı́tulo 4

Continuidad de la Equivalencia

Topológica

En este capı́tulo, se trabajará con la continuidad en R+ ×Rn de los mapas H y G construidos

en la sección previa. Con el fin de formalizar este hecho, vamos a enunciar la definición de

R+-continuamente topológicamente equivalente introducida en [3], pero adaptada al

contexto de esta tesis.

Definición 4.1. Los sistemas (2.1) y (2.2) son R+-continuamente topológicamente equivalentes si

existe una función H : R+ × Rn → Rn con las siguientes propiedades

I) Si x(t) es una solución de (2.1), entonces H[t, x(t)] es una solución de (2.2);

II) H(t, x) → H(t, x0) cuando x→ x0, uniformemente con respecto a t;

III) |H(t, x)| → +∞ cuando |x| → +∞, uniformemente con respecto a t;

IV) Para cada t ∈ R+ fijo, u 7→ H(t, u) es un homeomorfismo de Rn;

V) H es continuo en cualquier (t, u) ∈ R+ × Rn.

Además, la función G(t, u) = H−1(t, u) posee las propiedades ii)-v) y mapea soluciones de (2.2) a las

soluciones de (2.1).

Durante este capı́tulo, se van a considerar las siguientes hipótesis:

(H1) El sistema (2.1) es uniformemente asintóticamente estable, es decir, existen constantes

K ≥ 1 y α > 0 tal que su matriz de transición Φ(t, s) verifica

∥Φ(t, s)∥ ≤ Ke−α(t−s) para cualquier t ≥ s ≥ 0.
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(H2) La función f es continua en (t, y), y para cualquier t ≥ 0 y para todo par

(y, y) ∈ Rn × Rn, existe un γ ≥ 0 tal que

|f(t, y)− f(t, y)| ≤ γ|y − y|.

(H3) Existe un µ ≥ 0 tal que sup
t≥0

|f(t, 0)| ≤ µ, y f es acotada en t para cualquier x ∈ Rn.

(H4) |f(t, x)| → +∞ cuando |x| → +∞, para cualquier t ≥ 0 fijo.

El siguiente resultado, el cual es el principal de esta sección, establece que las funciones

H(t, x) y G(t, x) de la Definición 3.1, tienen la propiedad de ser funciones continuas en

(t, x) ∈ R+ × Rn.

Teorema 4.2. Asuma que se cumplen las condiciones (H1)–(H4) y además se tiene que Kγ < α,

entonces los sistemas (2.1) y (2.2) son R+-continuamente topológicamente equivalentes.

Demostración. Por el Teorema 3.5, sabemos que (2.1) y (2.2) son R+-topológicamente

equivalentes.

Por otro lado, al usar la continuidad de las soluciones con respecto al tiempo inicial y

condiciones iniciales dado por el Teorema 2.15, notamos que para cualquier ε1 > 0 existe

δ1(t0, ξ0, ε1) > 0 tal que

|x(s, t, ξ)− x(s, t0, ξ0)| < ε1 cuando |t− t0|+ |ξ − ξ0| < δ2 (4.1)

para cualquier t y s en un intervalo compacto de R+ que contiene a t0.

Por otra parte, al usar nuevamente el Teorema 2.15, junto con la Proposición 2.6, sabemos

que para cualquier ε2 > 0, existe δ2(t0, ξ0, ε2) > 0 tal que

|z∗(s; (t, ξ))− z∗(s; (t0, ξ0)| < ε2 cuando |t− t0|+ |ξ − ξ0| < δ2 (4.2)

para todo t y s en un intervalo compacto de R+ conteniendo t0. Adicionalmente, sabemos

que para cualquier ε3 > 0 existe δ3(ε3, t0) > 0 tal que

∥Φ(t, s)− Φ(t0, s)∥ < ε3 cuando |t− t0| < δ3 (4.3)

para cualquier t y s en un intervalo compacto de R+ conteniendo a t0. De ahora en adelante,

asumiremos que t, s y t0 están en un intervalo compacto I ⊂ R+ y denotamos

ω1(s, t, t0, ξ, ξ0) = f(s, x(s, t, ξ) + z∗(s; (t, ξ)))− f(s, x(s, t0, ξ0) + z∗(s; (t0, ξ0))).
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Primero, vamos a asumir que t > t0. Entonces, podemos notar que

H(t, ξ)−H(t0, ξ0) = ξ − ξ0 +

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, t, ξ) + z∗(s; (t, ξ)))ds

−
∫ t0

0
Φ(t0, s)f(s, x(s, t0, ξ0) + z∗(s; (t0, ξ0)))ds

= ξ − ξ0 +

∫ t0

0
{Φ(t, s)− Φ(t0, s)}f(s, x(s, t, ξ) + z∗(s; (t, ξ)))ds

+

∫ t0

0
Φ(t0, s)ω1(s, t, t0, ξ, ξ0)ds

+

∫ t

t0

Φ(t, s)f(s, x(s, t, ξ) + z∗(s; (t, ξ)))ds.

Sea C = máx{∥Φ(u, s)∥ : u, s ∈ I}. Al usar (H3) y el hecho que f(t, x) es continua en

(t, x) ∈ R+ × Rn, tenemos que f(s, x(s, t, ξ) + z∗(s; (t, ξ))) es acotada en I .

De este modo, existe ρ ≥ 0 tal que

|f(s, x(s, t, ξ) + z∗(s; (t, ξ)))| ≤ ρ para todo t, s ∈ I. (4.4)

Usando (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4), tenemos que

|H(t, ξ)−H(t0, ξ0)| ≤ |ξ − ξ0|+ ρ

∫ t0

0
∥Φ(t, s)− Φ(t0, s)∥ds+ ρ

∫ t

t0

∥Φ(t, s)∥ds

+

∫ t0

0
∥Φ(t0, s)∥|ω1(s, t, t0, ξ, ξ0)|ds

≤ |ξ − ξ0|+ ρt0ε3 + C|t− t0|ρ+ Cγ(ε1 + ε2)t0.

Ahora, consideramos t < t0. Ası́, tenemos lo siguiente

H(t, ξ)−H(t0, ξ0) = ξ − ξ0 +

∫ t

0
Φ(t, s)f(s, x(s, t, ξ) + z∗(s; (t, ξ)))ds

−
∫ t0

0
Φ(t0, s)f(s, x(s, t0, ξ0) + z∗(s; (t0, ξ0)))ds

= ξ − ξ0 +

∫ t

0
{Φ(t, s)− Φ(t0, s)}f(s, x(s, t, ξ) + z∗(s; (t, ξ)))ds

+

∫ t

0
Φ(t, s)ω1(s, t, t0, ξ, ξ0)ds

−
∫ t0

t
Φ(t0, s)f(s, x(s, t0, ξ0) + z∗(s; (t0, ξ0)))ds.
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Usando (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4), tenemos que

|H(t, ξ)−H(t0, ξ0)| ≤ |ξ − ξ0|+ ρ

∫ t

0
∥Φ(t, s)− Φ(t0, s)∥ds+ ρ

∫ t0

t
∥Φ(t, s)∥ds

+

∫ t

0
∥Φ(t0, s)∥|ω1(s, t, t0, ξ, ξ0)|ds

≤ |ξ − ξ0|+ ρtε3 + C|t− t0|ρ+ Cγ(ε1 + ε2)t

≤ |ξ − ξ0|+ ρt0ε3 + C|t− t0|ρ+ Cγ(ε1 + ε2)t0.

De esto, concluimos que H es continua en cualquier (t0, ξ0) ∈ R+ × Rn. Por último, vamos a

verificar que G es continua en cualquier (t0, η0) ∈ R+ × Rn. Al usar la continuidad de las

soluciones con respecto a los parámetros, es decir por el Teorema 2.16, junto con la

Proposición 2.6 sabemos que para cualquier ε4 > 0 existe δ4(t0, ξ0, ε4) > 0 tal que

|y(s, t, η)− y(s, t0, η0)| < ε4 cuando |t− t0|+ |η − η0| < δ4. (4.5)

Al igual que en el caso anterior, primero vamos a considerar t0 < t. Notemos que

G(t, η)−G(t0, η0) =η − η0 −
∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, t, η))ds+

∫ t0

0
Φ(t0, s)f(s, y(s, t0, η0))ds

=η − η0 −
∫ t0

0
Φ(t, s)f(s, y(s, t, η))ds−

∫ t0

0
Φ(t0, s)f(s, y(s, t, η))ds

+

∫ t0

0
Φ(t0, s)f(s, y(s, t, η))ds+

∫ t0

0
Φ(t0, s)f(s, y(s, t0, η0))ds

−
∫ t

t0

Φ(t, s)f(s, y(s, t, η))ds

=η − η0 +

∫ t0

0
{Φ(t0, s)− Φ(t, s)}f(s, y(s, t, η))ds−

∫ t

t0

Φ(t, s)f(s, y(s, t, η))ds

+

∫ t0

0
Φ(t0, s){f(s, y(s, t0, η0))− f(s, y(s, t, η))}ds.

Usando (4.3),(4.4) y (4.5), tenemos que

|G(t, η)−G(t0, η0)| ≤|η − η0|+ ρ

∫ t0

0
∥Φ(t, s)− Φ(t0, s)∥ds+ ρ

∫ t

t0

∥Φ(t, s)∥ds

+

∫ t0

0
∥Φ(t0, s)∥|f(s, y(s, t, η))− f(s, y(s, t0, η0))|ds

≤|η − η0|+ ρt0ε3 + ρ|t− t0|C + Cγε4.
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Para el caso t < t0, tenemos

G(t, η)−G(t0, η0) =η − η0 −
∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, t, η))ds+

∫ t0

0
Φ(t0, s)f(s, y(s, t0, η0))ds

=η − η0 −
∫ t

0
Φ(t, s)f(s, y(s, t, η))ds+

∫ t

0
Φ(t0, s)f(s, y(s, t0, η0))ds

+

∫ t0

t
Φ(t0, s)f(s, y(s, t0, η0))ds−

∫ t

0
Φ(t0, s)f(s, y(s, t, η))ds

+

∫ t

0
Φ(t0, s)f(s, y(s, t, η))ds

=η − η0 +

∫ t

0
{Φ(t0, s)− Φ(t, s)}f(s, y(s, t, η))ds

+

∫ t0

t
Φ(t0, s)f(s, y(s, t0, η0))ds

+

∫ t

0
Φ(t0, s){f(s, y(s, t0, η0))− f(s, y(s, t, η))}ds.

Usando (4.3), (4.4) y (4.5), tenemos que

|G(t, η)−G(t0, η0)| ≤|η − η0|+ ρ

∫ t

0
∥Φ(t, s)− Φ(t0, s)∥ds+ ρ

∫ t0

t
∥Φ(t0, s)∥ds

+ C

∫ t

0
γ|y(s, t, η)− y(s, t0, η0)|ds

≤|η − η0|+ ρε3t+ Cγε4t+ ρC|t− t0|.

Debido a que t < t0, obtenemos lo siguiente

|G(t, η)−G(t0, η0) ≤ |η − η0|+ ρε3t0 + Cγε4t0 + ρC|t− t0|.

De esto, concluimos que G es continua en cualquier (t0, η0) ∈ R+ × Rn.

Observación 4.3. En el Teorema 2.3 de [3] se obtiene una cota similar para |H(t, ξ)−H(t, ξ0)| la

cual depende de la cota de |f(t, x)|. Como esta hipótesis no es utilizada en esta tesis, tenemos que la

cota para esta estimación depende del acotamiento de |f(s, x(s, t, ξ) + z∗(s; (t, ξ)))| para cualquier

t ∈ I .



Capı́tulo 5

Diferenciabilidad de la Equivalencia

Topológica

Al igual que en los capı́tulos anteriores, recordaremos la Definición [3, Definición 1.5] y la

adaptaremos al contexto de esta tesis.

Definición 5.1. Los sistemas (2.1) y (2.2) son Cr− continuamente topológicamente equivalentes en

R+ si:

i) Los sistemas son R+−continuamente topológicamente equivalentes;

ii) Para cualquier t ∈ R+ fijo, el mapa u 7→ H(t, u) es un Cr-difeomorfismo de Rn, con r ≥ 1;

iii) Las derivadas parciales de H y G hasta orden r con respecto a u son funciones continuas de

(t, u) ∈ R+ × Rn.

Durante este capı́tulo, se considerarán las siguientes hipótesis:

(H1) El sistema (2.1) es uniformemente asintóticamente estable, es decir, existen constantes

K ≥ 1 y α > 0 tal que su matriz de transición Φ(t, s) verifica

∥Φ(t, s)∥ ≤ Ke−α(t−s) para cualquier t ≥ s ≥ 0.

(H2) La función f es continua en (t, y), y para cualquier t ≥ 0 y para todo par

(y, y) ∈ Rn × Rn, existe un γ ≥ 0 tal que

|f(t, y)− f(t, y)| ≤ γ|y − y|.

(H3) Existe un µ ≥ 0 tal que sup
t≥0

|f(t, 0)| ≤ µ, y f es acotada en t para cualquier x ∈ Rn.
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(H4) |f(t, x)| → +∞ cuando |x| → +∞, para cualquier t ≥ 0 fijo.

(H5)La función f(t, x) y sus derivadas con respecto a x hasta orden r son funciones

continuas de (t, x).

El siguiente teorema es el resultado principal de esta tesis. Demostraremos que la

equivalencia topológica establecida en el Teorema 3.5 es de clase Cr, r ≥ 1 en R+.

Teorema 5.2. Asuma que (H1)-(H5) y
Kγ

α
< 1 se satisfacen, entonces (2.1) y (2.2) son

Cr-continuamente topológicamente equivalentes en R+.

Demostración. La propiedad i) de la Definición 5.1 se satisface como consecuencia del

Teorema 3.5. La propiedad ii) de la Definición previamente mencionada se establecerá por

casos.

Caso r = 1. Como f satisface la condición (H5), entonces se tiene que ∂f
∂x (t, x) es continua

para todo (t, x) ∈ R+ × Rn. Entonces se sigue que los mapas y 7→ Df(t, y) y η 7→ ∂y
∂η son

continuos, donde Df es la matriz Jacobiana de f . Esto permite calcular la primera derivada

parcial del mapa η 7→ G(t, η) para cualquier t ≥ 0, de la siguiente manera

∂G

∂ηi
(t, η) = ei −

∫ t

0
Φ(t, s)Df(s, y(s, t, η))

∂y

∂ηi
(s, t, η)ds (i = 1, ..., n), (5.1)

lo cual implica que las derivadas parciales existen y son continuas para cualquier t ≥ 0,

entonces η 7→ G(t, η) es de clase C1.

Por otro lado, al usar nuevamente (H5) se tiene que ∂y(t, τ, η)/∂η satisface la siguiente

ecuación diferencial matricial
d

dt

∂y

∂η
(t, τ, η) = {A(t) +Df(t, y(t, τ, η))}∂y

∂η
(t, τ, η)

∂y

∂η
(τ, τ, η) = In.

(5.2)

Recordemos que Φ(t) es la matriz fundamental del sistema (2.1) con t ∈ R+, por tanto, la

inversa de la matriz fundamental verifica lo siguiente

d

dt
Φ−1(t) = −Φ−1(t)A(t).
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En efecto, sabemos que Φ(t)Φ−1(t) = In para todo t ∈ R+, donde In es la matriz identidad.

Derivando, se tiene lo siguiente

d

dt
{Φ(t)Φ−1(t)} =

d

dt
Φ(t)Φ−1(t) + Φ(t)

d

dt
Φ−1(t) = 0

=⇒ Φ(t)
d

dt
Φ−1(t) =−A(t)Φ(t)Φ−1(t) = −A(t)

=⇒ d

dt
Φ−1(t) =− Φ−1(t)A(t).

Ası́, obtenemos la siguiente identidad para la matriz de transición

∂

∂s
Φ(t, s) = −Φ(t, s)A(s). (5.3)

Ahora, al usar la identidad (5.3) junto con (5.2) podemos deducir que para cualquier t ≥ 0, la

matriz Jacobiana está dada por

∂G

∂η
(t, η) = In −

∫ t

0
Φ(t, s)Df(s, y(s, t, η))

∂y

∂η
(s, t, η)ds. (5.4)

Notemos que

∂

∂s

{
Φ(t, s)

∂y

∂η
(s, t, η)

}
=
∂

∂s
Φ(t, s)

∂y

∂η
(s, t, η) + Φ(t, s)

∂

∂s

(
∂y

∂η
(s, t, η)

)
=− Φ(t, s)A(s)

∂y

∂η
(s, t, η) + Φ(t, s){A(s) +Df(s, y(s, t, η))}∂y

∂η
(s, t, η)

=Φ(t, s)Df(s, y(s, t, η))
∂y

∂η
(s, t, η).

Con esto, (5.4) nos queda

∂G

∂η
(t, η) =In −

∫ t

0

∂

∂s

{
Φ(t, s)

∂y

∂η
(s, t, η)

}
ds

=In − Φ(t, t)
∂y

∂η
(t, t, η) + Φ(t, 0)

∂y

∂η
(0, t, η)

=Φ(t, 0)
∂y

∂η
(0, t, η).

(5.5)

Como f(t, x) ∈ C1, se tiene que la función g(t, x) = A(t)x+ f(t, x) ∈ C1 , entonces del

Teorema 2.16 tenemos que la solución y(t, τ, η) ∈ C1 y además

det
∂y

∂η
(t, τ, η) = exp

(∫ t

τ
tr Dg(s, y(s, τ, η))ds

)
> 0, ∀ t, τ ∈ R+.
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Por el Teorema 2.18, como la matriz de transición Φ(t, 0) satisface

d

dt
Φ(t, 0) = A(t)Φ(t, 0)

entonces

detΦ(t, 0) = detΦ(0, 0) exp

(∫ t

0
tr A(s)ds

)
> 0, donde Φ(0, 0) = In.

Y con esto, tenemos

det
∂G

∂η
G(t, η) = detΦ(t, 0) det

∂

∂η
y(0, t, η) > 0, ∀ t ≥ 0.

Finalmente, debido al Teorema 3.5 sabemos que |G(t, η)| → +∞ cuando |η| → +∞,

combinado con el hecho que η 7→ G(t, η) es C1, se sigue de el Corolario 2.25 que η 7→ G(t, η)

es un difeomorfismo global para cualquier t ≥ 0.

Caso r = 2. De (H5) podemos verificar que las segundas derivadas parciales

∂2y(s, τ, η)/∂ηj∂ηi satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales



d

dt

∂2y

∂ηj∂ηi
= {A(t) +Df(t, y)} ∂2y

∂ηj∂ηi
+D2f(t, y)

∂y

∂ηj

∂y

∂ηi

∂2y

∂ηj∂ηi
= 0,

(5.6)

para cualquier i, j = 1, . . . , n, donde D2f es la segunda derivada formal de f y y = y(t, τ, η).

Al usar (5.1) y (5.6) tenemos

∂2G

∂ηj∂ηi
(t, η) = −

∫ t

0
Φ(t, s)D2f(s, y(s, t, η))

∂y

∂ηj
(s, t, η)

∂y

∂ηi
(s, t, η) ds

= −
∫ t

0
Φ(t, s)Df(s, y(s, t, η))

∂2y(s, t, η)

∂ηj∂ηi
ds

= Φ(t, 0)
∂2y(0, t, η)

∂ηj∂ηi
.

Entonces, el mapa η 7→ G(t, η) es C2 para cualquier t ≥ 0 fijo. La identidad ξ = G(t,H(t, ξ))

para cualquier t ∈ R+ fijo, y la matriz Jacobiana del mapa identidad en Rn podemos

escribirlo como

DG(t,H(t, ξ))DH(t, ξ) = In for any fixed t ∈ R+.
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Por el caso r = 1, tenemos que η 7→ G(t, η) es un difeomorfismo de clase C1 para cualquier

t ∈ R+ fijo, lo cual implica que

DH(t, ξ) = [DG(t,H(t, ξ))]−1 for any t ∈ R+ (5.7)

está bien definido. Además, notemos que (t, ξ) 7→ DH(t, ξ) es continuo, ya que los mapas

A 7→ A−1 y (t, ξ) 7→ DG(t,H(t, ξ)) son continuos para cualquier A ∈ Gln(R) y

(t, ξ) ∈ R+ × Rn.

Ahora, derivando nuevamente con respecto a la segunda variable, tenemos el siguiente

cálculo formal

D2G(t,H(t, ξ))DH(t, ξ)DH(t, ξ) +DG(t,H(t, ξ))D2H(t, ξ) = 0

y la identidad (5.7) implica que

D2H(t, ξ) = −DH(t, ξ)D2G(t,H(t, ξ))DH(t, ξ)DH(t, ξ). (5.8)

Es fácil ver que D2H(t, ξ) es continuo con respecto a (t, ξ) debido a que es una composición

de mapas que son continuos con respecto a (t, ξ). Por lo tanto η 7→ G(t, η) es un

difeomorfismo global de clase C2 para cualquier t ≥ 0 fijo.

Caso r ≥ 3. Al usar (H5) podemos concluir que η 7→ y(0, t, η) es Cr y las derivadas parciales

(t, η) 7→ ∂|m|y(0, t, η)

∂ηm1
1 · · · ∂ηmn

n
, where |m| = m1 + . . .+mn ≤ r,

son continuas para cualquier (t, η) ∈ R+ × Rn. Es más, este hecho junto con (5.5) muestra

que las derivadas parciales hasta orden r–ésimo de G con respecto a η

(t, η) 7→ ∂|m|G(t, η)

∂ηm1
1 · · · ∂ηmn

n
= Φ(t, 0)

∂|m|y(0, t, η)

∂ηm1
1 · · · ∂ηmn

n
, where |m| = m1 + . . .+mn ≤ r,

son continuas en R+ × Rn. Adicionalmente, las derivadas formales de orden superior de H

hasta orden r−ésimo y su continuidad en R+ × Rn pueden ser deducidas de una forma

recursiva por (5.7) and (5.8).

La propiedad iii) de la Definición 5.1 está inmersa en el análisis anterior. Por tanto, se sigue

el resultado .

Observación 5.3. Como se enfatiza anteriormente, este resultado mejora dos resultados previos: i)

En [17], F. Lin mostró que la linealización entre (2.1) y (2.2) es de clase C0 cuando f(t, 0) es acotada,

mientras que en esta tesis se demuestra que es de clase Cr con r ≥ 1, agregando la hipótesis que f es

acotada en t y se escapa al infinito cuando x tiende al infinito. ii) En [3], los autores demostraron que
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la linealización es de clase Cr con r ≥ 1 cuando la parte no lineal es acotada en R+ × Rn, mientras

que nosotros probamos que tiene la misma clase de regularidad, sin embargo, consideramos la parte no

lineal como no acotada en R+ × Rn.

Observación 5.4. A pesar que se sigue la misma linea de la demostración [3, Teorema 4.1], en la

cual se demuestra que |G(t, η)| → +∞ cuando |η| → +∞ para ası́ utilizar el resultado de Hadamard

[22, 24], mientras que en el Teorema 5.2 este hecho es una consecuencia directa del Teorema 3.5, ya

que durante esta tesis utilizamos una definición de equivalencia topológica más débil que la utilizada

en [3].



Capı́tulo 6

Conclusiones y Perspectivas

El resultado principal de esta tesis fue demostrar que entre un sistema lineal y su

perturbación no lineal existe una equivalencia topológica la cual es de clase Cr para todo

r ≥ 1, considerando que el sistema lineal es contractivo en R+ al igual que en [3], pero por

otro lado, eliminando la hipótesis de acotamiento para la perturbación aditiva del sistema

lineal asociado al igual que en [17], por lo tanto, se logró mejorar los resultados de dos

trabajos relacionados con la equivalencia topológica entre dos sistemas.

Un tema que no se trabajó durante el desarrollo de esta tesis es el caso cuando el sistema

lineal posee dicotomı́a exponencial con proyector distinto de la identidad. Este caso

corresponde a considerar un espacio estable y un espacio inestable de soluciones.

Adicionalmente, se puede generalizar aún más lo realizado en esta tesis considerando otro

tipo de dicotomı́a mucho más general, como por ejemplo la µ-dicotomı́a no uniforme

utilizada en [25, Página 4], de la cual se puede recuperar la dicotomı́a exponencial

presentada en el Capı́tulo 2.
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