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Introduccion

Un problema central en Formalismo termodinamico es estudiar la existencia y unicidad de
estados de equilibrio, esto debido a que los estados de equilibrio suelen tener buenas propie-
dades ergddicas que reflejan la dindmica del sistema en cuestién. Gracias a los trabajos de
Bowen y Ruelle [Bow75, Rue78]|, este problema estd bien entendido para una clase impor-
tante de sistemas. Por ejemplo, toda dindamica uniformemente expansora y topolégicamente
mixing admite un tnico estado de equilibrio para un potencial Hoélder dado. Por otro lado,
Hofbauer [Hof77] construy6, en el full-shift, ejemplos de potenciales que no son Holder y

admiten mas de un estado de equilibrio.

El objetivo de este trabajo es, precisamente, estudiar la existencia y unicidad de estados de
equilibrio para potenciales que no son Hélder o transformaciones que no son uniformemente
expansoras. Mas especificamente, nos vamos a concentrar en sistemas que poseen puntos fijos

indiferentes.

Este trabajo se divide en 6 capitulos. El Capitulo 1 esta destinado a entregar las definiciones

y resultados béasicos de Teoria ergddica, siguiendo principalmente [VO16].

En los Capitulos 2 y 3 se encuentran las herramientas principales que utilizamos en los
capitulos siguientes. Por un lado, en el Capitulo 2 presentamos resultados relacionados con
el Formalismo termodinamico para cierta clase de potenciales definidos sobre el full-shift
con alfabeto numerable. Aqui, nuestra principal referencia es [MUO1]. Por otro lado, en el
Capitulo 3 nos enfocamos en las transformaciones inducidas, poniendo especial atencion en la
funcién de primer retorno. Veremos resultados que relacionan propiedades de una dinamica
f con su transformacion inducida. Para este capitulo, en las Secciones 3.2 y 3.1 seguimos
[VO16], y en la Seccién 3.3 seguimos [Sar20].

En el cuarto capitulo consideramos el full-shift en dos simbolos 25 := {0, 1} y la funcién

shift o : 3y — 9. Consideramos My = [1] y, para cada n € N, el conjunto

M, ={xedXy:x;=0para0<i<n-—1xz,=1}
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Denotemos por 0 a la sucesién constante 0. Dada una sucesiéon (a,)nen, que converge a 0

definimos el potencial ¢ : ¥ — R por

a, sizxé€ M,,

¢(r) = o
0 siz =0.

Estudiamos la existencia y unicidad de estados de equilibrio para ¢. Este fue exactamente
el problema abordado por Hofbauer [Hof77], cuyos resultados se resumen en el siguiente

teorema.
Teorema 0.0.1. Sea s,, = a1+ ...+ ay,.
1. 81 )7 e’ > 1, existe un dnico estado de equilibrio para ¢.
2. 81 2 e =1, se tienen dos casos:
» Cuando )" ,(n+1)e*™ = oo, 05 es el unico estado de equilibrio para ¢.

» Cuando Y )" o(n + 1)’ < oo, 05 es un estado de equilibrio para ¢, y ademds,

existe otro estado de equilibrio distinto de dg.
3. 81 0 e <1, entonces 0y es el dnico estado de equilibrio para ¢.

En este trabajo obtenemos los mismos resultados que Hofbauer pero con técnicas diferentes
basadas en los resultados presentados en los Capitulos 2 y 3. Ademads, en el caso en que
existen dos estados de equilibrio, probamos que estos son los tnicos estados de equilibrio

ergodicos.

En el Capitulo 5, nos enfocamos en una versién diferenciable del problema estudiado en el
Capitulo 4. Para v > 0 consideramos a € (0,1) el inico nimero tal que a(l +a7) =1y
definimos f : [0, 1] — [0, 1] por,

Fa) = x(1+ a7) s? z €0, al,
x(1+27)—1 sizé€ (a,l].

Esta funcién es conocida como la Transformacion de Manneville-Pomeau y fue introducida
en [PM8&0]. Consideramos el potencial geométrico —tlog f’ con t > 0 y denotamos por P(t)
a su presion. Aunque f/|(0,1] > 1, esta transformacion no es uniformemente expansora, pues
f'(0) = 1. Por lo tanto, —tlog f'(0) = 0 para todo ¢ > 0. En este caso decimos que 0 es un
punto fijo indiferente. Las propiedades de la funcién ¢ — P(t) han sido objeto de estudio

de diversos autores (ver por ejemplo [PS92] y [Sar01]). Aqui, los principales resultados (ver
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Teorema 5.3.4, Lema 5.3.5, Teorema 5.3.8 y Teorema 5.3.9) se resumen en,
Teorema 0.0.2. Considere, para cada t > 0, el potencial ¢; == —tlog f.
1. Sit € (0,1), entonces P(t) > 0 y existe un unico estado de equilibrio para ¢;.
2. Parat =1, se tiene P(1) =0y

w siy € (0,1), existe un estado de equilibrio v # 0y para el potencial ¢1. Ademds,

v y Oy son los unicos estados de equilibrio ergodicos para ¢y .
m si7y > 1, entonces g es el unico estado de equilibrio para ¢.
3. Sit>1, entonces P(t) =0 y 0 es el inico estado de equilibrio para ¢;.

Por ltimo, en el Capitulo 6 estudiamos la existencia y unicidad de estados de equilibrio para
un sistema simbodlico que sirve como modelo de una dindmica diferenciable con dos puntos
fijos indiferentes. Para eso, trabajamos sobre el full-shift en tres stmbolos X3 = {0,1,2} y

definimos, para cada n € N, los conjuntos

M, ={xeXg:x;=0para0<i<n-—1xz,# 0},
N, ={xeXs:z;=2para0<i<n-—1xz,#2}

Consideramos una constante A > 0, un par de sucesiones (a,)nen ¥ (bn)nen que convergen a

0, y definimos el potencial ¢ : 33 — R por

(

Qn six € M,
by, siz € N,
—A sz el
0 si z € {0,2},

donde 0 y 2 denotan a la sucesién constante 0 y a la sucesién constante 2 respectivamente.
En los Teoremas 6.1.1, 6.2.1 y 6.3.1 caracterizamos la existencia y unicidad de estados de
equilibrio para ¢. Mas precisamente, en los Teoremas 6.1.1 y 6.3.1 damos condiciones bajo las
cuales se puede asegurar la existencia de un unico estado de equilibrio. En el Teorema 6.2.1
mostramos que pueden existir tres estados de equilibrio ergddicos diferentes. Terminamos el
Capitulo 6 exhibiendo ejemplos de potenciales que satisfacen las distintas hipdtesis de los

teoremas antes mencionados.

En los Capitulos 4, 5 y 6 la estrategia sera similar: consideraremos un subconjunto apropiado

del espacio de fase, de tal forma que la funciéon de primer retorno correspondiente pueda
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ser codificada mediante un full-shift con alfabeto numerable. Las teorias desarrolladas por
Mauldin y Urbansky [MUO1], y por Sarig [Sar99], nos permitirdn estudiar la existencia de
estados de equilibrio para un potencial en el sistema inducido, y utilizando herramientas
que presentaremos mas adelante podremos obtener conclusiones acerca de los estados de

equilibrio de nuestro potencial original.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo exhibimos una recopilacion de algunos de los preliminares utilizados en
los capitulos siguientes. En la Secciéon 1.1 definimos los conceptos de medida invariante y
ergodicidad, y también enunciamos el Teorema de descomposicién ergddica. FEn las Secciones
1.2 y 1.3 exponemos las nociones entropia para una medida invariante y entropia topoldgica
respectivamente. Mas especificamente, en el Ejemplo 1.2 presentamos el full-shift, que es
el espacio en el que trabajaremos en los Capitulos 4 y 6. Por ltimo, en la Seccién 1.4

estudiamos los conceptos de presion topologica y estados de equilibrio.

1.1. Medidas invariantes y ergodicidad

Definicién 1.1.1. Sea (X, B, ) un espacio de medida y f : X — X una funcién medible.

Decimos que p es invariante bajo f ( f-invariante o que f preserva p) si
w(f~H(B)) = u(B) para todo E € B.

También decimos que el sistema (f, ) preserva la medida para referirnos a lo mismo.

Ejemplo 1.1. Sea (X, B) un espacio medible y f : X — X una transformacién medible.
Considere x € X y ¢, la delta de Dirac en x. Luego, , es f-invariante si y sélo si f(z) = z,

pues
6:(fHE)) = 64 (E) para todo E € B.

Proposicién 1.1.1 ([VO16, Proposition 1.1.1]). Sea (X, B, 1) un espacio de medida y
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f X — X una transformacion medible. Entonces p es f-invariante si y solo si

[odn=[oordn

El siguiente teorema establece que, si p es una medida de probabilidad f—invariante y

para toda funcién ¢ € L' ().

w(B) > 0, entonces casi todo x € B retorna infinitas veces a B bajo iteraciones de f.

Teorema 1.1.2 (Teorema de recurrencia de Poincaré). Sea (X, B, ) un espacio de probabi-
lidad y f : X — X wuna transformacion que preserva u. Sea B € B un conjunto medible tal
que pu(B) > 0. Entonces existe conjunto medible A C B con u(A) = u(B) tal que para todo
x € A existe una sucesion de nimeros naturales ny < ng < ns... que satisface f"(x) € A
para todo k € N.

Definicién 1.1.2. Sea p una medida de probabilidad sobre el espacio medible (X, B) y sea
f + X — X una transformacién que preserva u. Se dice que p es ergddica con respecto a f

(o que (f, ) es un sistema ergddico) si para todo B € B se tiene que
f7(B)=B = wu(B) € {0,1}.
Cuando la transformacion f quede clara por contexto, solamente diremos que la medida u

es ergbdica.

Teorema 1.1.3 ([Wal82, Theorem 1.5]). Sea (X,B,u) un espacio de probabilidad y f :
X — X una transformacion que preserva la medida. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) T es ergddica.

(ii) Si B € B es tal que u(B A T71(B)), entonces u(B) € {0,1}.
(i) Para todo B € B con u(B) > 0 se tiene que pu(U;~, T~4(B)) =1

(iv) Para todo par A, B € B con u(A) > 0y u(B) > 0 existen € N tal que u(T~"(A)NB) >
0.

Recordemos que, dado un espacio medible (X, B), dos medidas no nulas p y v definidas sobre

B se dicen mutuamente singulares si existe E € B tal que pu(E) =v(X \ E) = 0.

Proposicién 1.1.4 ([EW11, Lemma 4.6]). Sea (X, B) un espacio medible y f : X — X una

transformacion medible. Si p y v son dos medidas ergodicas con respecto a f, entonces son
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mutuamente singulares o iguales.

Para terminar con esta secciéon vamos a enunciar el Teorema de descomposicion ergodica,
el cual, informalmente hablando, establece que toda medida de probabilidad invariante se

puede escribir como combinacién convexa de medidas ergddicas.

Consideremos (X, B, 1) un espacio de probabilidad y P una particién de X en conjuntos
medibles. Para cada x € X vamos a denotar por P(x) al elemento de P que contiene a
x. Luego, existe una proyeccién canénica 7 : X — P dada por w(x) = P(x). Entonces,
podemos definir la o-dlgebra B == {Q € P : m(Q) € B} y la medida /i definida por
4(Q) = p(r~1(Q)) para todo Q € B. Asi, obtenemos el espacio de probabilidad (P, B, ).

La demostracién del siguiente teorema se encuentra en [VO16, Section 5.1].

Teorema 1.1.5 (Descomposicién ergddica). Considere un espacio de probabilidad (X, B, 1),
donde X es un espacio métrico separable y B es la o-dlgebra de Borel en X. Sea f: X — X
una transformacion medible que preserva p. Entonces existe un conjunto medible Xg C X
con (1(Xo) = 1, una particion P de X, en conjuntos medibles y una coleccion {up : P € P}

de medidas de probabilidad en X satisfaciendo
1. pp(P) =1 para fi-casi todo P € P.
2. La funcion P — up(E) es medible para todo E € B.
3. pp es f-invariante y ergodica para fi-casi todo P € P.

4. W(E) = [ py(E)diy(P) para todo E € B.

1.2. Entropia

En esta seccién consideramos (X, B, ) un espacio de probabilidad y f : X — X una
transformacion medible que preserva la medida p. Escribimos log para referirnos al logaritmo
natural y adoptamos la convencién 0-log 0 = 0. También, a diferencia de la Seccién 1.1, una
particién de (X, B, 1) serd siempre una coleccién numerable (finita o infinita) y disjunta de

elementos de B cuya unién es igual a X.

Definicién 1.2.1. Sean que P y Q son dos particiones de (X, B, ). Diremos que Q es un
refinamiento de P (y escribimos P < Q), si cada elemento de P se puede escribir como

unién de elementos de Q.

Definicién 1.2.2. Dadas dos particiones Py Q de (X, B, ), el refinamiento entre Py Q
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es la particién

PV ={PNQ:PeP,QecQ}
Maés generalmente, si {P, },en €s una sucesién de particiones de (X, B, u) definimos

{77% ;—{ﬁPH:PnePnparatodonEN}.
n=1

n=1

Observacién 1.2.1. Notemos que PV Q es un refinamiento tanto de P como de Q.

Definicién 1.2.3. Sea P una particion de (X, B, u). Se define la entropia de P con respecto

a (4 como

Hy(P) =Y —u(P)log(u(P)).

Pep

Notemos que H,(P) > 0, pues —zlogz > 0si z € [0, 1].
El siguiente lema es fundamental para definir la entropia de f con respecto a .
Lema 1.2.1 ([VO16, Lemma 3.3.4]). Sea {z,}nen C R una sucesion subaditiva, es decir,

Tnam < Tp + Ty para todo par n,m € N. Entonces,

Z. x /7 x
lim —* = inf == € [~o0, 00).
n—oo 1, neN 1

Definicién 1.2.4. Sea P una particién de (X, B, i), se define la particién P™ por
n—1
Pr=\/ 17(P),
i=0

donde f~(P) :={f7"(P): P € P} para cada i € N.

Notemos que por la Observacién 1.2.1 se tiene que P* < P"! para todo n € N. Otro

importante hecho es que la sucesién {P"},cn, es subaditiva:

Lema 1.2.2 ([VO16, Lemma 9.1.7]). Si P es una particion de (X, B, u), entonces
H,(P™™) < Hy(P") + Hy(P™)

para todo n,m € N.

Definicién 1.2.5. Sea P una particién de (X, B, u). Se define la entropia de f con respecto
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a P como el siguiente limite

ha(f,P) = lim ~H,(P™).

n—oo N

Observacién 1.2.2. Por los Lemas 1.2.1 y 1.2.2, h,(f,P) estd bien definida. Ademds,

Definicién 1.2.6. Se define la entropia de f con respecto a p como

hu(f) = ;gl;hu(f, P),

donde F := {P : P es particion de (X, B, u) y H,(P) < oo}.

Teorema 1.2.3 ([VO16, Theorem 9.2.1]). Supongamos que Py < Py < Ps... es una sucesion
decreciente de particiones de (X, B, ) con H,(P,) < oo para todon € N, y tal que | J,—_ | Py,

genera la o-dlgebra B. Entonces,

h,(f) = lm h,(f,Pn).

n—oo

Como consequencia directa del Teorema 1.2.3 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.2.4 ([VO16, Corollary 9.2.5]). Si P es una particion con H,(P) < oo tal que
U,—, P" genera la o-dlgebra B. Entonces, h,(f) = h,(f,P).

A particiones P como las del Corolario 1.2.4 las llamamos particiones generadoras para la

funcion f.

Si ademas X es un espacio métrico y B es la o-algebra de Borel de X, se tienen los siguientes

resultados.

Corolario 1.2.5 ([VO16, Corollary 9.2.8]). Supongamos que Py < Py < Ps... es una

sucesion de particiones de (X, B, ) tal que diamP, — 0. Entonces,

hy(f) = 1m Ry, (f, Pn),

n—oo
donde diamP,, := sup{diam P : P € P, }.

Corolario 1.2.6 ([VO16, Corollary 9.2.10]). Sea P una particion de (X, B, 1) que satisface
diamP"™ — 0. Entonces, h,(f) = h,(f,P).
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1.3. Entropia topolégica

En estd seccion X es un espacio topologico compacto y f : X — X una funcién continua.
Definiremos una nocién de entropia que sélo depende de la topologia de X. Esta se conoce
como entropia topoldgica de f y se denota por h(f). También enunciaremos el conocido

Principio variacional, que relaciona la entropia topolégica con lo visto en la Seccién 1.2.

Definicién 1.3.1. Sean « y  cubrimientos abiertos de X. Decimos que [ es un refinamiento

de « (y escribimos o < ) si todo elemento de 3 esta contenido en algin elemento de .

Definicién 1.3.2. Si a y  son cubriemientos abiertos de X, se define su refinamiento como

el cubrimiento o vV # dado por
aVp:={ANB:Aca,Becfj}

Mas generalmente, si {«;}?_; es una coleccion finita de cubrimientos abiertos de X, se define

\/ozi = {(]AZ : A; € o para todo i € {l,n}}
i=1

i=1
Observacion 1.3.1. Para todo par de cubrimientos abiertos «, 3 se tiene que o < (a V f3).
Ademas, si  es un subcubrimiento de «, se tiene que a < 3.

Definicién 1.3.3. Sea o un cubrimiento abierto de X. Se define el cubrimiento f~!(a) como
fHa) ={f"(A): A€a}.

Denotamos o” := \/7—) f~(a).
Definicién 1.3.4. Si « es un cubrimiento abierto de X, definimos
N(«) := min{|S| : § es subcubrimiento de a}
donde || denota la cardinalidad de 5. Ademaés, se define H(«) := log N(a). Decimos que

H(«) es la entropia del cubrimiento «.

Observacién 1.3.2. Como X es compacto, N(«) < oo para cualquier cubrimiento abierto

Q.

De manera similar a lo visto en la Seccién 1.3, se tiene que la sucesion (H(a™))nen es

subaditiva:
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Lema 1.3.1. Sea a es un cubrimiento abierto de X. Luego,
H(a"™™) < H(a™) + H(a™)

para todo n,m € N.

Definicién 1.3.5. Sea a un cubrimiento abierto de X. Se define la entropia de f con respecto

a o como el siguiente limite

h(f,a) := lim lH(oz”).

Observacion 1.3.3. Por el Lema 1.3.1 la sucesién (H(a")),en es subaditiva, luego h(f, «)
esta bien definido gracias al Lema 1.2.1.

Definicién 1.3.6. Se define la entropia topologica de f como

h(f) :=sup{h(f, ) : @ es un cubrimiento abierto de X}.

La siguiente proposicion es ttil para calcular la entropia topoldgica en algunos contextos.

Proposicién 1.3.2 ([VO16, Corollary 10.1.13]). Sea X un espacio métrico compacto. Si
a es un cubrimiento abierto de X tal que el didmetro de o" = \/;.:g [~ (a) converge a 0

cuando n — oo, entonces h(f) = h(f, ).

Ejemplo 1.2. Dado k € N consideramos el conjunto {0, 1, ...,k —1} dotado de la topdlogia
discreta. Al conjunto ¥, := {0,1,...,k — 1}"° dotado de la topologfa producto se le conoce
como el full-shift en k-simbolos. Notemos que Y, es compacto en virtud del Teorema de
Tychonoff.

Dados m € Ny {wp,...,wm-1} C {0,1,...k — 1}, se define el cilindro [wy .. .wy—1] de largo
m por

[Wo ... wWim—1] = {(Tn)nen, € Xk : T = w, para todo 0 <n < m — 1}.
El conjunto de todos los cilindros forma una base para la topologia de .
En ¥ podemos definir la métrica d : ¥ x X — [0, 1] dada por

d(z,y) = e @Y)

donde n(z,y) := min{n € Ny : x,, # y,}. Se puede verificar que la topologia inducida por d

coincide con la topologia producto en .
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Consideramos la funcion shift o : ¥ — X definida por
0 ((#n)nery) = (Tnt1)nemo;
y definimos el cubrimiento abierto P de ¥; dado por los cilindros de largo 1, es decir,
Pi={w]:we{0,1,....k—1}}.

Es sencillo notar que
P = \/a_j(P) ={[wo...wp1] :w; €{0,1,...,k—1} para todo 0 <i <n —1}.

Luego, como P™ es una particion de > para todo n € N, se obtiene que
, 1 " , 1 n
h(o,P) = lim —log|P"| = lim —logk™ = logk.
n—oo 1 n—00 7}
Finalmente, como diam P™ “=>% 0, por la Proposicién 1.3.2 tenemos que

h(c) = h(o,P) = logk.

Terminamos esta secciéon enunciando el Principio variacional para la entropia que, como
veremos en la Seccion 1.4, es un caso particular del Teorema 1.4.3. Para una demostracion
de este hecho ver [Wal82, Theorem 8.6].

Teorema 1.3.3 (Principio variacional). Sea X un espacio métrico compacto y f : X — X

una funcion continua. Entonces

h(f) = sup{hy(f) : p € Mp(X)},

donde M¢(X) es el conjunto de todas las medidas de probabilidad Borelianas f-invariantes.

1.4. Presion topoldgica

En esta seccién se introduce el concepto de presién topoldgica (o simplemente presion). Acd,
consideramos solo transformaciones continuas en un espacio métrico compacto. Sin embargo,
en el Capitulo 2 vamos a definir el concepto de presion para un caso particular definido en

un espacio no compacto.
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Sea X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua.

Definicién 1.4.1. Un potencial en X es una funcién continua ¢ : X — R. Si ¢ es un

potencial, se define, para cada n € N, el potencial S,¢ := Z’Z:_Ol ¢o fi.
Definicién 1.4.2. Sea ¢ un potencial en X y a un cubrimiento abierto de X. Definimos

P.(f,¢,«a) := inf {Z sup €>**@ . ~ es un subcubrimiento finito de a"} .

Uery zelU

Proposicién 1.4.1. Si a es un cubrimiento abierto de X y ¢ es un potencial, la sucesion
(log P.(f, ¢, @))nen €s subaditiva.

Observacién 1.4.1. Por el Lema 1.2.1 el limite P(f, ¢, a) := lim,,_,o, % log P,(f, ¢, a) existe.
Para poder definir la presiéon de un potencial ¢ es esencial el siguiente lema.

Lema 1.4.2 ([VO16, Lemma 10.3.1]). Sea ¢ : X — R un potencial y (a,)nen una sucesion
de cubrimientos abiertos de X tal que diama,, — 0. Entonces lim,_,, P(f, ¢, a,) existe y es

independiente de la sucesion (o, )nen-
El Lema 1.4.2 nos permite hacer la siguiente definicion.

Definicién 1.4.3. Sea ¢ : X — R un potencial y (a;),en una sucesién de cubrimientos
abiertos de X tal que lim,_,, diam«, = 0. Definimos la presion P(f,¢) del potencial ¢

como el limite

P(f.¢) = lim P(f.0.a,).
Observacion 1.4.2. Es sencillo verificar que P(f,0) = h(f).
El siguiente resultado estda demostrado en [VO16, Theorem 10.4.1].

Teorema 1.4.3 (Principio variacional). Sea ¢ : X — R un potencial y denotemos por

M (X) al conjunto de todas las medidas de probabilidad de Borel f-invariantes. Entonces
P =sw {5+ [odusue sy}, (11)

Observacién 1.4.3. Notemos que, de la Observacion 1.4.2 y el Teorema 1.4.3, se obtiene el

Teorema 1.3.3.

Una consequencia del Teorema 1.4.3 y el Teorema 1.1.5 es el siguiente corolario.
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Corolario 1.4.4 ([VO16, Corollary 10.4.2]). Sea ¢ : X — R un potencial. Entonces

P(f,¢) =sup {h”(f) + /qﬁdu . 1 es ergddica }

Uno de los principales objetos de estudio relacionados con la presion son las medidas que

realizan el supremo en (1.1). Esto motiva la siguiente definicién.
Definicién 1.4.4. Sea ¢ : X — R un potencial y p € M(X). Diremos que p es un estado
de equilibrio para ¢ si

P(F6) =hu()+ [ dn.
Al conjunto de estados de equilibrio de ¢ lo denotamos por E(f, ¢).

Observacién 1.4.4. Si i es un estado de equilibrio para el potencial nulo, por la Observacién
1.4.2 se tiene que h(f) = h,(f). En este caso decimos que p es una medida de mdzima

entropia.

Proposicién 1.4.5 ([VO16, Corollary 10.5.6]). Si E(f,¢) # 0, entonces contiene medidas
ergodicas. Ademds, E(f,p) es un conjunto convexo y sus puntos extremos son exactamente

las medidas ergodicas contenidas en el.



Capitulo 2
Dinamica simbdlica

En este capitulo definimos el full-shift sobre un alfabeto infinito numerable y estudiamos
propiedades de la funcién shift. En la Seccién 2.1 se define la nocién de presion y se enuncia
un principio variacional para este caso. En la Seccién 2.2 se introduce el concepto de estado
de Gibbs y extendemos la nocion de estado de equilibrio vista en el Capitulo 1. Finalmente,
presentamos resultados relacionados con la existencia y unicidad de estados de equilibrio

para cierta familia de potenciales.

Definicién 2.0.1. Consideremos ¥ := {(x,)nen, : @n € No} y 0 : ¥ — ¥ la funcién dada
por

O—((wn)HENO) = (wn+1)n€No

para cada (x,)nen, € 2. Al conjunto ¥ dotado de la topologia producto se le conoce como
el full-shift en infinitos simbolos o el full-shift con alfabeto numerable, y a la funcion o se le
dice shift.

La topologia producto en Y estda generada por los cilindros, es decir, los conjuntos de la
forma

ligit ... ip—1] :={x € X :2; =1; paracada 0 < j <n—1}.

Definiciéon 2.0.2. Una palabra es una secuencia finita w = z¢...2,-1 € Nj. Se define el

largo |w| de una palabra w como la cantidad de coordenadas que tiene.

Notemos que el full-shift en infinitos simbolos no es compacto, sin embargo, es metrizable:

Para cada o > 0 consideremos la métrica d,, : ¥ x ¥ — [0, 00) dada por

dOé(x’ y) = e_an(x,y)’

18
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donde n(z,y) := min{n € Ny : x,, # y,}. Para o, § > 0 las métricas d, y dg son equivalentes

y compatibles con la topologia producto.

2.1. Presion y principio variacional

Consideremos una funcién ¢ : ¥ — R. Se define

Zn(@) == Z exp (sup Sngb(x)) (2.1)

weN z€[w]

para cada n € N, donde S, ¢ := 2?2—01 dooal.
Lema 2.1.1 ([MUO03, Lemma 2.1.2]). La sucesion (log(Z,(¢)))nen es subaditiva.
Asi, gracias al Lema 1.2.1 podemos hacer la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1. Definimos la presion de ¢ como

P(¢) := lim llog Zn(¢) = inf (l log Zn(gzﬁ)) : (2.2)

n—oo n, neN \ n

Como ¥ no es compacto, los resultados vistos en la Seccién 1.5 no aplican directamente a

este caso. Sin embargo, veremos que bajo ciertas hipotesis se tienen resultados similares.

Definicién 2.1.2. Una funcion ¢ : ¥ — R es aceptable, si es uniformemente continua y

osc(¢) := sup {sup(¢|n)) — nf(¢[y))} < oo

n€Np

Observacion 2.1.1. Notemos que las funciones aceptables no son necesariamente acotadas.
Para las funciones aceptables tenemos la siguiente versién del principio variacional.

Teorema 2.1.2 ([MUO03, Theorem 2.1.8]). Sea ¢ : ¥ — R una funcién aceptable, entonces

P(6) = sup {hu<a> +f ¢du},

donde el supremo es tomado sobre todas las medidas de probabilidad de Borel o-invariantes

p que satisfacen [ ¢dp > —oo.

Para terminar esta seccién enunciamos el siguiente resultado, que sera util méas adelante.
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Proposicién 2.1.3 ([]MUO03, Proposition 2.1.9]). Si la funcidn ¢ : ¥ — R es aceptable,
entonces P(¢) < oo siy sdlo si Z1(¢p) < 0.

2.2. Estados de Gibbs y estados de equilibrio

Al igual que en la Definicién 1.4.1, un potencial es una funcién continua ¢ : 3 — R.

Definicién 2.2.1. Sea ¢ : X — R un potencial. Un estado de Gibbs para ¢ es una medida
de probabilidad Boreliana 1 en X para la cual existen C' > 1y P, € R satisfaciendo

L ()
O S S o) — B =

para toda palabra w y todo = € [w]|. Si ademds p es o-invariante, decimos que g es un

estado de Gibbs invariante.

Proposicién 2.2.1 ([MUO03, Proposition 2.2.2]). Si p es un estado de Gibbs para ¢, se tiene
que P, = P(¢).

Definicién 2.2.2. Sea ¢ : X — R un potencial. Una medida de probabilidad Boreliana

o-invariante p es un estado de equilibrio para ¢ si [ ¢du > —oo'y

P(0) =hu(0)+ [ odn

2.3. Existencia de estados de equilibrio

En esta seccién presentamos resultados sobre la existencia y unicidad de estados de equilibrio
para potenciales sumables y localmente Holder. Para esto, una herramienta fundamental es

el operador de transferencia.

Definicién 2.3.1. Sea ¢ : ¥ — R una funcién y a > 0. Definimos, para cada n € N,

Van(®) = sup{|o(x) — qb(y)|ea(”_1) cx,y €Ny a; =y; paratodoi =0,...,n—1}.

Decimos que ¢ es localmente Holder si existe a > 0 tal que

V(@) == sup{Va.(¢)} < .

neN

Observacién 2.3.1. Note que toda funcion localmente Holder es aceptable.
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Definicién 2.3.2. Un potencial ¢ : ¥ — R es sumable si

> " exp(sup(¢]p))) < oo
n=0

Denotemos por Cy,(X) al espacio de las funciones continuas y acotadas definidas en ¥ dotado
de la norma uniforme. Para un potencial sumable ¢ se define el operador de transferencia
Ly : Cp(X) = Cy(X) como sigue, para cada f € Cp(X) y cada x € X,

Lof(x):= > exp(d)f(y) =Y exp(¢(nz))f(nz).
yeo~(z) n=0

Notemos que, como ¢ es sumable, entonces

Lo fI < A explsup ¢lm) < oo,
n=0
Asi, L, estd bien definido. Ademas, es facil ver que para cada n > 1,

Lof(@) = ) exp(Sud(wa))f(wa).

weNg

Consideremos Cy () el espacio dual de Cy(%) y el operador dual L3 : Cy(%) — C;(X) dado
por (L3 0)(f) = U(Lyf) para cada £ € Cj(¥). Si p1 es una medida finita sobre ¥, la podemos
identificar con el operador fi : Cp(X) — R definido como

n(5) = [ ran

para todo f € Cp(X). Asi, L7, actua sobre el espacio de medidas finitas en 3 de la siguiente

forma:

/fd([,j;u) = /£¢fdp para todo f € Cy(X).
A continuacién enunciamos el resultado principal de esta seccion, el cual se encuentra con-
tenido en [MUO1, Corollary 2.10].
Teorema 2.3.1. Sea ¢ : X — R un potencial sumable y localmente Holder. Entonces,

a) Eziste una inica medida i, que es vector propio para el operador L, y su valor propio

correspondiente es ef'(®).
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b) La medida s es un estado de Gibbs para ¢.

c¢) El potencial ¢ admite un inico estado de Gibbs o-invariante. Ademds, dicho estado de

Gibbs es ergodico.

Ahora, expresamos en el siguiente teorema condiciones suficientes para la existencia y uni-
cidad de un estado de equilibrio (ver [MUO03, Theorem 2.2.9]).

Teorema 2.3.2. Sea ¢ : ¥ — R un potencial localmente Holder y sumable con sup¢ <
00, Y sea fiy el unico estado de Gibbs o-invariante para ¢ dado por el Teorema 2.3.1. Si

[ ¢diiy > —o0, entonces iy es el unico estado de equilibrio para el potencial ¢.

Teorema 2.3.3 ([MUO03, Theorem 2.4.3]). Sea ¢ : ¥ — R un potencial sumable y localmente
Hoélder. Existen constantes A y B positivas y una funcion continua ¢ tal que A < ¢ < B,

Ly =Py y
[ v =1

donde 114 es el estado de Gibbs dado por el Teorema 2.5.1.

Observacién 2.3.2. Notar que en el Teorema 2.3.3, como A < ¢ < B, se tiene que la

medida dada por dp = ¥dj, es un estado de Gibbs. Ademas, i es o-invariante pues

Lov ="y [ wdus =1,

lo que implica que, dado f € L(p),

/ foodu= / (foo)pduy = e " / (f o) d(Lydpg) = =7 / Lo((f o)) dug
0 [ epdn = [ Fodua= [ e
Luego, la invarianza de pu sigue de la Proposicion 1.1.1.
Definicién 2.3.3. Dada una funcién ¢ : ¥ — R se define
var,¢ = sup{|o(z) — ¢(y)| : z; = y; parai=0,...,n — 1}.

Decimos que ¢ tiene variacion sumable si ) ., var,¢ < oo.
Gracias a la Observacién 2.3.2 tenemos la siguiente versién de [Sarl5, Theorem 5.5].

Teorema 2.3.4. Sea ¢ : X :— R un potencial con variacion sumable que satisface sup ¢ < 0o

y P(¢) < oo, entonces
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1. ¢ tiene a lo mas un estado de equilibrio.

2. Este estado de equilibrio, si existe, es el estado de Gibbs o-invariante dado por el
Teorema 2.5.1.

Observacion 2.3.3. Vale mencionar que en [Sarl5] este teorema estd escrito para una nocion
de presion levemente diferente llamada la presion de Gurevich en el contexto de un shift de
Markov numerable topolégicamente mixing. Sin embargo, la nociéon de presién presentada
aqui y la presién de Gurevich coinciden en nuestro contexto. Para mas detalles al respecto
ver [MUO1, Section 7].



Capitulo 3
Transformaciones inducidas

En este capitulo vamos a describir un método que permite construir, a partir de un sistema
que preserva la medida, otro sistema diferente denominado sistema inducido. Esto es 1til,
ya que el sistema inducido suele tener mejores propiedades y se pueden obtener interesantes

conclusiones acerca del sistema original solamente analizando el sistema inducido.

3.1. Funcién de primer retorno

Sea (X, B, ) un espacio de probabilidad y f : X — X una transformacién que preserva
i. Sea también E € B un conjunto tal que pu(FE) > 0 y consideremos la medida pu|p como
la restriccién de p a la o-dlgebra Bg := {ANE : A € B}. En ocasiones vamos a consi-
derar la normalizacién pg, definida por ug = p|g/pu(E). Notar que pp es una medida de
probabilidad.

Definimos el tiempo de primer retorno a E como la funciéon mg : E — NU{oo} definida por
mg(z) :=min{n € N: f"(z) € £}

si{neN: f*(x) € E} # 0, de lo contrario mg(x) = oo. Sin embargo, por el Teorema 1.1.2,

esto ultimo ocurre solo en un conjunto de medida nula.

Consideremos los conjuntos

Ew:={z € E f"(z) ¢ E para todo n € N},
E: :={re X : f*(z) ¢ FE para todo n € Ny}.

24
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Para cada n € N, definimos

E, ={z € E:mg(x) =n},
Ef={reX:x¢E, . . fY)¢E, f'(x)€E}.

Proposicién 3.1.1. Para todo n € NU {oco} se tiene E,, € Bg. En particular, el tiempo de

primer retorno mg es Bg-medible.

Demostracion. Notemos que

E,=(Enf™E)\ U(E Nf7(E))) VneN. (3.1)

j=1
Como f es B-medible, por (3.1) tenemos que E,, € Bg para todo n € N.
Por otro lado,
Ew=E\|JE;
j=1

Asi, Eo, € Bg. Ahora, si A C NU {co}, entonces

mg'(A) = | J E. € Bg.

neA

Esto prueba que mg es Bg-medible. O

El siguiente teorema establece que el tiempo de primer retorno es p-integrable y nos entrega

el valor de su integral.

Teorema 3.1.2 (Kac). El tiempo de primer retorno mpg es p-integrable y

/ medp=1—u(EL).
E

Demostracion. Por la Proposicion 3.1.1, tenemos que E,, es medible para n € Ny. Ademas,

observemos que

para todon € N, y
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Por lo que E € B para cada n € NU {oo}. Es claro que {E, }32, U{E}>, U{E, E%}

forma una particién de X, y por el Teorema 1.1.2 se tiene que u(Ey) = 0. Luego,
= u(X) = u(EL) + Z )+ w(EL)). (3.2)

Ahora, notemos que f~H(E}) = E,41 U E*,, para todo n > 1. En efecto,

fHE) ={r e X f(x) € B}
={reX:fx)¢E,. .. f"(z)¢E, " (2)c E}
={zr€E: f(x)¢E,....,f"(x)¢ E, " (z) € E}UE.,
= n+1|—|E;;+1

Como g es f-invariante,

W(ES) = p(f~ (D) = u(E; ) + By para todo n > 1. (3.3)

Aplicando (3.3) sucesivamente obtenemos que

w(Er) = u(Er) + Z w(E;) para todo m > n. (3.4)

1=n-+1

De (3.2) tenemos que >~ u(Er) < co. Luego,
lim p(E;) =0. (3.5)

m—0o0

Tomando m — oo en (3.4) se tiene que
w(Ey) =Y uk).

Reemplazando esto en (3.2),
SUCSED [ MEAED STE) B ) STED SIVLAED of

i=n+1
= / mg dp.
E

Esto termina la demostracion. O
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Observaciéon 3.1.1. Note que de (3.5) tenemos que lim,, ., u(E?) = 0. Esto serd 1til en la
demostracion de la Proposicion 3.1.4.

Corolario 3.1.3. Si u es ergodica, entonces

/mEdu: 1.
E

Demostracion. Si p es ergédica, por la parte (iii) del Teorema 1.1.3 se tiene p(F%) =0. O

Definicién 3.1.1. Definimos la funcidn de primer retorno a F como la funcién F : E\E,, —
E dada por Fg(z) := fme@)(z).

Observacién 3.1.2. Note que por el Teorema 1.1.2 se tiene pug(E \ Ex) = 1.

Proposicién 3.1.4. La medida p|p satisface p|p(Fy'(B)) = p|g(B) para todo B € Bg.

Demostracion. Denotemos por F' = Fg. Sea B € Bg, entonces
ZM B)NEy) = u(f*(B)NEy). (3.6)
k=1

Por otro lado, notemos que f~'(B)\ E; = f~(B)\ E, pues B C E. Luego, como j es

f-invariante, tenemos que

Anéalogamente,

p(fHBY\E) = u(f(f7H(B)\ E))

BN FHE))

(f2B)\FHE) N Ea) + p((f2(B)\ fHE) \ E2)
(f2B)NFHE) N E) +pu((f2(B)\ fFHE)\ E)
BN\ E) + u(fH(B)\ (fHE) U E)),

(
(
(
(
(

I
T E E T

donde la tiltima igualdad se tiene porque Fy C (f~(E))¢. Reemplazando esto en (3.7) vemos

que
u(B) = p(f~(B) N Ex) + p(f(B) N Bs) + p(f(B)\ (f1(E) U E)).
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Iterando este argumento se obtiene que

u(B) =3 u(FHB) N B + (B | FHE)). (35)
Observemos que
FB | FhE) | FRE) = B
k=0 k=0

y por la Observacién 3.1.1 tenemos que p(E) — 0. Por lo tanto, tomando n — oo en (3.8),

tenemos que

u(B) =S u(fH(B)N Ey).

Asi, por (3.6) concluimos que
ulp(B) = u(B) = p(F~(B)) = pls(F~(B)) para todo B € By

Esto prueba la Proposicion 3.1.4. O

3.2. Transformaciones inducidas

Los resultados de la Seccion 3.1 muestran que dado un sistema que preserva la medida
(X, B, i, f) y un conjunto de medida positiva E, podemos construir un sistema que preserva
la medida (F, Bg, g, Fg). En lo que sigue, veremos que podemos hacer una construccion en

la direccién opuesta.

Consideremos (X, B) un espacio medible y f : X — X una funcién medible. Sea E un
subconjunto medible de X, Bg la o-dlgebra sobre E definida en la Seccién 3.1 y v una
medida finita sobre By invariante bajo la funciéon F definida por F(x) = f™@)(z), donde
m : F — N es una funcién medible (basta que esté definida sobre un conjunto de medida
total en F).

Definicién 3.2.1. A la funcién F' definida antes le decimos transformacion inducida por f

asociada a m.

Como mencionamos antes, a partir de v podemos construir una medida f-invariante v, de

la siguiente forma: consideramos los conjuntos E, = {x € E : m(z) = n} y definimos la
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medida v, por

:iZy B)N Ey) para todo B € B.

n=0 k>n

Proposicién 3.2.1. La medida v, es invariante bajo f y satisface

= / mdv.
E

En particular, v, es finita si y solo si la funcion m es integrable con respecto a v.

Demostracion. Es sencillo verificar que v, es una medida. Ahora, probemos la invarianza
de v,,. Dado B € B,

=3 > B) N By

OWIELLES
—ZZ B) N Ep)+ Y v(f(B) N E,).
n=1k>n n=1

Asi,
ZZ B)NEy) + > v(f(B)NE,). (3.9)

n=1 k>n n=1

Por otro lado, como v es F-invariante,
> v(f(B)NE,) =v(F(BNE)=v(BNE)=>» v(BNE}).
n=1

Reemplazando esto en (3.9) obtenemos que

vn(fTH(B)) =Y > v(fT(BYNE) + ) v(BNE)

[
=
7
=
)
D)
S
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Esto prueba que v, es f-invariante. Para probar la segunda afirmacion notemos que

ZZ X)NE,) = iZy(XﬂEk)

n=0 k>n n=0 k>n
=) v(E) =) kv(E)
n=0 k>n k=1

= / m duv.
E

Por lo tanto,

= / mdv.
E

Observacién 3.2.1. Cuando [, mdv < oo, se tiene que vy, /vy (X) es una medida de

O

probabilidad f-invariante.

Corolario 3.2.2. Sea 1 una medida de probabilidad f-invariante y F' la funcion de primer

retorno de f a E. Si v = u|g, entonces
1. vy(B) =v(B) = u(B) para todo B € Bg.

2. vm(B) < u(B) para todo B € B.

Demostracion. Sea B € Bg. Claramente v(B) = u(B). De la definicion de m = mpg es

directo que f~"(B) N Ey = ) para todo 0 < n < k. Luego,

= i Y v (B)NE) + Y v(BNE) (3.10)

=
5
I
=
s
D)
5
+
=
Sy
D
3
Y
D
5
+
=
sy
D)
5

(3.11)
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Como p es f-invariante, u(B N E¢) = pu(f~1(B) N f~1(E°)). Luego,

uW(BNE) = p(f~(B)NfH(E))
— (B A EAJHE) 4 (7 (B) N A [ (E) -
=S (B N Bl £ ES) + N (B) 0 ESA F (ES))
k=1
Notemos que fH(B)NEy N f7H(E°) =0y Ex C f~(E°) para todo k > 2. Entonces
Su(f BN BN => v(f(B)NEy).
k=1 k=2
Luego, de (3.12) obtenemos
WBNE)=> v(f(B)NEy)+u(f(B)NEN f~(E))
k=2
Reemplazando esto en (3.11) se tiene
= v(BNE) +Z B)N Ey) + u(f~Y(B) N E°N fY(E)).
k=1
Iterando este argumento obtenemos
N
ZZ B)N Ey) + (f MB)N ﬂfk(Ec))
n=0 k>n k=0 (313)
> Z Z ﬁ Ek)
n=0 k>n
para todo N > 1. Tomando N — oo en (3.13) sigue que
) > Z > ulf )N Ey) = vp(B).
n=0 k>n
Esto prueba la parte 2. O

Observacion 3.2.2. Note que, si v es una medida F-invariante y B C E es medible, entonces
por (3.10) se tiene que v,,(B) = v(B).

El siguiente corolario establece bajo qué condicion la medida v, coincide con .
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Corolario 3.2.3. Bajo las mismas hipotesis del Corolario 3.2.2, se tiene que

=p = puEL)=0.
En particular, si p es ergédica, entonces v, = L.

Demostracion. Por la Proposicién 3.2.1 y el Corolario 3.2.2 tenemos que

/m@—/mm W(X) — w(E~). (3.14)

De (3.14) es claro que si v, = p, entonces pu(E%) = 0. Para la otra implicancia, tomemos

B € B. Luego, por (3.14) se tiene que
P(EL) + (v (B%) — u(B%)) = p(B) — vm(B).
Por el Corolario 3.2.2, v, (B°) — u(B¢) <0y u(B) — vy(B) > 0. Por lo tanto,
W(EL) = i(B) = vin(B) = 0.

Asi, si pu(E%) = 0, entonces p(B) — v, (B) = 0. Esto completa la otra implicacia. Final-
mente, si p es ergddica, por el Teorema 1.1.3 se tiene que p(E% ) = 0. Asi, por lo probado
anteriormente tenemos que v, = p. [l

Terminamos esta seccién con un resultado que serd 1til en los siguientes capitulos.

Proposicién 3.2.4. Sea m el tiempo de primer retorno a E y F la funcion de primer
retorno asociada. St v es una medida F-invariante ergodica tal que fmdu < 00, entonces

W=V /Um(X) es una medida ergddica.
Demostracién. Sea B un subconjunto medible de X tal que f~!(B) = B. Observemos que
FYBnD)={zeD:zc f™(B)}={zreD:zeBy=BnD.

Como v es ergddica, tenemos que v(B N D) € {0,1}. Por otro lado,

w(B) leX (ZZ ﬂEk)> - (ZZ BﬂEk)

n=0 k>n n=0 k>n

Vm(X (ZZ (BN D) ﬂEk)>.

n=0 k>n

(3.15)
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Si v(BN D) =0, de (3.15) obtenemos que u(B) = 0 pues v((B N D) N E)) = 0 para todo
ke N.

Si v(BN D) =1, entonces v((B N D) N Ey) = v(Ey) para todo k € N. Luego, de (3.15) se

tiene que

 [—  I— 1
M(B) = Vm(X)nZ:Ok>ny(Ek) = Vm(X)nZ:OnV(En) = m/mdﬂz 1,

donde la ultima igualdad se tiene gracias a la Proposicién 3.2.1. Por lo tanto, u(B) € {0,1}

y concluimos que p es ergddica. ]

3.3. Formula de Abramov

En esta seccién el resultado principal es conocido como la férmula de Abramov. Esta relaciona
la entropia de un sistema que preserva la medida definido en un espacio de Lebesgue y la

entropia del sistema inducido.

Definicién 3.3.1. Decimos que dos espacios de medida (X1, By, 1) y (X2, Ba, f12) son iso-
morfos si existe un par de conjuntos de medida total X| C X;, X} C X,, y una biyeccién

medible 7 : X{ — X7 con inversa medible, tal que

p12(B) = pi (7~ *(B)) para todo B € Bs.

Definicién 3.3.2. Un espacio de Lebesgue es un espacio de probabilidad isomorfo a un
espacio (X, L, ), donde X es un intervalo, £ es la o-dlgebra de los conjuntos Lebesgue-
medibles y p es una medida de probabilidad formada por una combinacién convexa entre la
medida de Lebesgue en X y una medida que consiste de una cantidad a lo mas numerable

de dtomos (i.e. puntos con medida positiva).

Definicién 3.3.3. Dado un sistema que preserva la medida (X, B, , f), un conjunto medible
E se dice generador si | J, ., f~™"(B) = X mod p.

Observacién 3.3.1. Por el Teorema 1.1.3, si u es ergddica, todo conjunto medible de medida

positiva es generador.

Teorema 3.3.1 (Férmula de Abramov). Sea (X, B, i) un espacio de Lebesque y f : X — X

una transformacion que preserva p. Si (E,Bg, up, F) es el sistema inducido por f en un
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conjunto generador E, con F la funcion de primer retorno a E, entonces

hy(f)
n(E)

hHE (F> =

Demostracion. En [Sar20, Theorem 4.6] se prueba el caso en que f es invertible, a continua-

cién demostraremos el caso no invertible.

Supongamos que f : X — X no es invertible. Consideremos ()A( , B 1, f) su extensién natural,
es decir, X = {(zn)nez : 70 € X, f(2n) = T ¥Vn € Z} y f : X — X se define por
fA((:cn)neZ) = (Zpt1)nez para cada (x,)nez € )/(\', B es la menor o-algebra que contiene a los
conjuntos de la forma {(z,)nez € X:m€ B} para todoi < 0y todo B € B,y i es la tnica
medida de probabilidad en B tal que

A{(2n)nez € X : 7, € Bi}) = u(By) (3.16)

para todo i < 0y B; € f~%(B) (para méas detalles ver [Sar20, Section 1.6.3]).

Es claro que f es invertible. Ademas, es bien conocido que, dado que X es un espacio de

Lebesgue,

~

ha(f) = hu(f)- (3.17)

Sea F la funcién de primer retorno al conjunto
[E] := {(2n)nez € X : 10 € E}.

Como F es generador es sencillo verificar que [F] es generador. Luego, dado que ]?es inver-

tible, por la formula de Abramov para el caso invertible, (3.16) y (3.17),

- 1 ~ 1
- ﬁ([E])hﬁ(f) = ——hu(f) (3.18)

Ahora, consideremos F' la funcién de primer retorno a E y (E,Z/S\E,ﬁE,F\ ) su extensién
natural. Entonces £ = {(n)nez : ®n € E, F(x,) = xpy1Vn € Z}. Sea 7 : E— [E] dada por

7((...,x_1,20,21,...))

= ( Lo, Tq, f(l’_l), e fm(mfl)—l(x_1>7 Zo, f(l’()), R ,fm(xo)_l(xo), L1, .. )

Es decir, entre z,, y 2,41, agregamos el segmento de érbita previo al retorno de x,, al conjunto
) +1
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E. Notemos que si B C [E] es medible, entonces
7 YB) = {(¥n)nez € E : 20 € B},

y este ultimo conjunto es medible por la construccién de la extensién natural. Asi, 7 es

medible. Por construccion tenemos que mo F' = F o7 y que 7 es inyectiva. Ademaés,

E:U (Tp)nez € [E] 2 € E Y0 < k}—UBk (3.19)

:—B;C

Fijemos k > 1 y consideremos (x,)ncz € Bx. Es facil notar que existe N € N tal que
(/) ((zn)nez) & By para todo £ > N. Por el Teorema 1.1.2 se tiene que 7i(By) = 0 para cada
k € N. Sigue de (3.19) que fig(n(E)) = 1y por lo tanto 7 define un isomorfismo. Luego,

Wiy (F) = i (F) = Dy (F).

Reemplanzando en (3.18) obtenemos que

Esto completa la demostracién. O



Capitulo 4

Un punto fijo indiferente: caso

simbolico

Consideremos el full-shift en dos sfimbolos ¥y = {0, 1} (ver Ejemplo 1.2), y la funcién shift
0 Ye — Yy dada por o((Zn)neny) = (Tni1)nen,- Sea My :=[1] y

M, ={zxedy:x;=0para0<i<n-—1x,=1}
para cada n > 1. Claramente la coleccién {M,},>o forma una particién de ¥, \ {0}, donde

0 denota a la sucesién constante 0.

., ’ n—oo . .
Sea (an)nen, Una sucesién de nimeros reales tal que a, ——— 0. Definimos el potencial
¢ : Yo — R como sigue,
a, sixzéeM,,

0 six=0.

¢(r) =

Queremos estudiar la existencia y unicidad de estados de equilibrio para el potencial ¢
utilizando las herramientas de los capitulos 2 y 3. Como mencionamos antes, este problema
ya fue abordado por Hofbauer [Hof77]. Los principales resultados son los Teoremas 4.1.1,

421y 4.2.3.

Consideremos el conjunto D = [1] \ 72,07 "(0). Sea m : X, \ {0} — N dada por
m(z) :=inf{n e N: " (x) € [1]}.

Observe que m/|p es el tiempo de primer retorno a D. Sea F': D — D la funcién de primer

36
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retorno dada por F(x) = ¢™@(x) para cada x € D. Note que para todo x € D, F(z) estd
bien definida.

Definamos Ag := [11], y para todo n > 1, el cilindro
A, ={reD:xgy=z,1=1,xz;=0paraj=1,...,n}.
Observemos que {A, },>o forma una particién de D y
re A, < m(x)=n+1.
Es facil ver que (D, F) es conjugado al full-shift con alfabeto numerable (3, o), donde
Y = {(@n)nen, : Tn € Ny para todo n € Ny},

y o : 2 — Y es la funcion shift. De hecho, la conjugacion esta dada por la funcion 7 : D — 3

definida como
7T(:L‘) = (m(Fk(x)) - 1)k€N07

y notemos que 7' ([k]) = Ay para todo k > 0. Gracias a esto podemos aplicar los resultados
del Capitulo 2 al sistema (D, F').

Como 7 !([n]) = A, para todo n > 0, los conjuntos A, corresponden a los cilindros de
largo 1 bajo la conjugacion. Para ahorrar notacién escribiremos [ig . ..4,-1|p para referirnos
al conjunto

A, NF Y AN .nF~ 04, ).
Estos conjuntos corresponden a los cilindros de largo n bajo la conjugacién .

Definimos, para cada p € R, el potencial inducido ®, : D — R por

m(xz)—1
y() = Spyd(x) —pm(z) = Y (o’ (x)) — pm().

J=0

Vamos a denotar por P(p) a la presion del potencial ®,. Recordemos que por (2.1) se tiene
que
Zn(q)p) = Z exp(sup an)pl[ig...in,l]D>-

(io,...,in71)€N6L
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Luego, por (2.2) tenemos que

P(p) = lim —logZ (D).

n—oo M

Lema 4.0.1. Sea v : ¥ — R un potencial tal que |, es constante para todo n € Ny.

Entonces,

Zn() = (Z2(¥))" (4.1)

para todo n € N. En particular,

P(y) = log Z1(1)).

Demostracion. Sea n € N. Notemos que, si z € [ig ..., 1], entonces

—

n—

S.) = 3 w(F@) = Y vl

<
Il
o

Asi, por (2.1),

n—1
Zyp(Y) = Z exp(sup Sn¥lfio...in_1)) = Z exp (Z W[z‘j})
)ENy j=

(i0y---, ’in_l)ENg (20, eyin—1

- 3 et 3 emiel ) = (Yowtol))
i0€Np in—1€Ng

= (Zi(y))"

Esto prueba (4.1). Finalmente, por (2.2),

P() = lim ~log Z,(¥) = lim ~log(Z ()" = log Z(1).

n—oo M n—oo M

]

En lo que sigue consideramos la sucesion (sp)nen, dada por s, := ag + ... + a, para cada
n e No.

Proposicién 4.0.2. Para todo p € R se tiene que

Zexp p(n+1)). (4.2)
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En particular,

P(p) = log (Z exp(s, — p(n + 1))) :

n=0

Demostracion. Sea p € R. Primero, observemos que ®,|4, es constante para cada n € Ny.

En efecto,

Sp — p(n+1). (4.3)

A
s
N
3
3

o

Q
=
N

|
=

3
+
=

Il

Luego,

Z1(®y) = Y exp(sup(®y|a,)) = Y exp(sn —p(n+ 1)),

y obtenemos (4.2). Ahora, por el Lema 4.0.1,

P(p) =log Z1(®,) = log (Z exp(s, —p(n + 1))) .

Esto completa la demostracién. O

El siguiente teorema establece una relacion entre los estados de equilibrio del potencial ® p(4)

y los estados de equilibrio para el potencial ¢. Aqui, P(¢) denota la presién del potencial ¢.

Teorema 4.0.3. Sea p un estado de equilibrio para el potencial ®py) tal que [mdp < oo.
Si P(P(¢)) = 0, entonces piy/pm(X2) es un estado de equilibrio para ¢.

Demostracion. Por la Observacién 3.2.1 se tiene que v = i,/ m(22) es una medida de

probabilidad o-invariante. Como p es un estado de equilibrio para ®p4), se tiene que

0=P(P(@)) = hu(F) + [ Bre d (44)
Notemos que vp = pu. En efecto, si B C D es medible, por la Observacion 3.2.2 tenemos que

fim(B) = p(B). (4.5)

Luego,
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Asi, por el Teorema 3.3.1 se tiene que

Por otro lado,
[ ®rdu= [ Suwota) duta) - Plo) [ ma

Por la Proposicién 3.2.1 y (4.5),

/mdu = pm(X2) = D) _ D) _ _1_ (4.7)

Ademas,

[ Suwrote) duta) = i [ Surote) dute) = fj /| (Z bo a'f) ”
i/ (i¢00k> dpla, = ii/¢00kdﬂ\/xn

n=0 k=0 n=0 k=0
=33 [odtaoa™) = fod <ZZM|M ° ) "
n=0 k=0 n=0 k=0
B /M (ZZ/M oa") = /¢dum
n=0 k>n

— hn(22) [ o = 5 [ o

donde la ultima igualdad sigue de (4.7). Reemplazando (4.6), (4.8) y (4.7) en (4.4) obtenemos

que
1

0= () + [ odv = P(o)),

Esto implica que

Por lo tanto, v es un estado de equilibrio para el potencial ¢. Esto concluye la demostracién.
m

Consideremos la funcién de primera entrada L : [0] \ {0} — [1] dada por
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y para cada p € R e y € [1] definimos

Ly) = Y exp(Sumdlr) - pm()). (4.9)

z€L~1(y)

Sigue de la Proposicién 4.0.2 que, para cada y € [1],

y) = Zexp(sml[(). ..01] ~ np) Zexp ar+...+a,) —np) =7 (P,). (4.10)

TN ceros

El siguiente resultado lo escribiremos en un contexto més general, pues lo utilizaremos nue-

vamente en el Capitulo 6.

Lema 4.0.4. Sea k € N y ¥ = {0,...,k — 1}, Dado un potencial 1 : ¥ — R se tiene

que

P(1) = lim l1og (Z exp(irellgSnlﬁ(x))) : (4.11)

n—oo N
PePy

En particular, para todo y € X,

P(y) = nmllog > exp(Sutp(x)) | - (4.12)

n—oo N,
€T "(y)

Demostracion. Sea P = {[0],...[k — 1]} y P = V] ~, 07/(P) para n € N. Sabemos que

P(y) = lim llog (Z exp(sup Snw(x))> .

n—oo M, Pep, zeP
Sea ¢ > 0. Como 1) es uniformemente continua existe o > 0 tal que
dr,y) <6 = |d(x)—d(y) <e. (4.13)

Sea N € N tal que, para cada n > N, se tiene diam P < ¢ para todo P € P,. Entonces,
dado P € P, conn > N,y x1,x5 € P, por (4.13) se tiene que

1Sb(n) — Swt(aa)] < Z Uo () vl )+ Y [0l ) — vl (w)

IA

— N)e + 2N sup [¢].
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Asi,sin> Ny P eP,,

sup ,0(2) — inf S,04(x) < (m = N)e +2N sup v].

zeP

Luego, dado n > N tenemos que

- og <Z exp(sup snwm:))) < o et 2owlely 1y, (Z exp(int Snw))) .

pep, P " " PEP,,
Esto implica que
lim L 1o > exp(sup S,¢h(x)) | < e+ lim L > exp(inf S,())
- X - .
n—oo 1 & p xGIE nAT =° n—o0 1, o8 exp zep .
PPy, PEP,
Tomando ¢ — 0 se obtiene (4.11).

Finalmente, notando que, para cada y € ¥ y cadan € N,

%k)g (Z exp(fnf anp(x))) < %log > exp(Suib(a))

PeP, z€a—"(y)

< %log (Z exp(sup Sn@/f(x))) :

Pep, zeP

obtenemos (4.12). O
Teorema 4.0.5. Se satisface
P(¢) = inf{p € R: P(p) < 0}. (4.14)

Ademas,
Plp)=0 = p=P(e). (4.15)

Demostracion. Sea x € D. Por el Lema 4.0.4 se tiene que

1 1
P(¢) = lim —log | > €W | =1fm —log| Y 5o | (4.16)
n—oo 1, yEO'—"(x) n—oo M we{o,l}n



Por (4.16) se tiene que la serie

Z —pn Z Sn¢(w;v

we{0,1}"
es divergente para p < P(¢) y convergente para p > P(¢).

Notemos que dado ¢ € N, todo y € F~¢(x) cumple
Fé(y) _ O_m(y)+...+m(FZ—1(y))(y>‘

Entonces, por el Lema 4.0.1,

o0
Ze—pn Z eSnd(lwz) Z Z Y) 4. Am(F— 1(y))e m(y)+..dm(F— 1(y))¢( )
n=1

we{0,1}n (=1 yeF—(a)

=1 (ig,....i_1)ENp =0
= Z Z€<(I)p) = Z(Zl((bp))e
(=1 (=1
Asi,
S 3 > S e,
n=1 we{0,1}n =1

Es claro que

Z P Z e Sné(wz)

we{0,1}"
_ Z P Z eSn¢(1wx) + Z P Z 65n¢(0wx).
n=1 we{0,1}n~1 n=1 wef{0,1}n—1

Luego, de (4.17) sigue que

o0

i > S =N (24(,))"

n=1 we{0,1}n—1 (=1

43

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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Por otro lado, por (4.10) y (4.17) tenemos que

i Z eanﬁ(wa) _

n=1 we{0, 1}”*1

+ Z Z e*p(m(y))‘i’m(L(y))‘i’“-m(Fz_l(L(y)))esm(y))+m(L(y))+...m(Fé71(L(y)))d)(y)

(= 1y€L LHF~Hz))
+ Z Z e~ P(m(z)+. Am(F(z )))esm(z)+...+m(Fé71(Z)))¢(Z)Lp(z)
(=1 zeF—*(x)
S ep—aozl(q) ) ep aozl Z Z (m(2)+.. +m(Fé 1( )))esm(z)+.,.+m(FZ*1(z)))(z)(z)
=1 zeF—
= el (Zl(q)p> + Z(Zl(q)p»“_l) :
/=1

Asi,
SoD s g (zl<<1>p>+2<zl<<bp>>f“>. (4:21)
n=1we{0,1}n~1 =1

Reemplazando (4.20) y (4.21) en (4.19) obtenemos que

oo
—pn S P(wx) <
AR

we{0,1}" 14

o0

)¢ 4 P (zl@p) +Z(zl<<pp))ﬁ+1>. (4.22)
1 =1
Por lo tanto, de (4.18) y (4.22) tenemos

S S 3

=1 n=1 we{0,1}7

(4.23)

o0

< PN (Zy(@,) T+ 0L (R,) + > (2
=1 =1
Luego, si P(p) > 0, por el Lema 4.0.2 se tiene que Z;(®,) > 1. Por (4.23) tenemos que
Sor S o

we{0,1}7

y esto implica que p < P(¢).
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Ahora, si P(p) < 0, por el Lema 4.0.2 se tiene Z;(p) < 1. Sigue de (4.23) que
S S e
we{0,1}m

y concluimos que p > P(¢). Por lo tanto, se tiene que p < P(¢) para cada p € R tal que
P(p) >0,y p> P(¢) para cada p € R cumpliendo P(p) < 0. Esto implica que

p>P) = Pl <0,

(4.24)
p< P(¢p) = P(p)>0.

Consideremos p € R tal que P(p) <0
Si P(p) < 0, entonces p > P(¢) gracias a (4.24).

Si P(p) = 0, supongamos que p < P(¢). Entonces existe p < ¢ < P(¢). Luego, como

p+— P(p) es estrictamente decreciente donde es finita, tenemos que
P(a) <P(p) =0. (4.25)

Pero como ¢ < P(¢), de (4.24) se tiene que P(q) > 0, lo cual contradice (4.25). Por otro
lado, si se tuviera p > P(¢), entonces existiria p > ¢ > P(¢). Luego,

P(q) > P(p) =

lo cual contradice (4.24). Por lo tanto, p = P(¢). Note que esto prueba (4.15).

Lo anterior demuestra que P(¢) es una cota inferior de {p € R : P(p) < 0}. Finalmente,
(4.24) implica que P(P(¢) + ¢) < 0 para todo € > 0. Por lo tanto,

P(¢) =inf{p e R:P(p) <0}

4.1. Existencia de un Unico estado de equilibrio

El objetivo de esta seccién es probar el Teorema 4.1.1, el cual establece una hipdtesis sobre la
sucesion (an)nen, que es suficiente para asegurar la existencia de un tnico estado de equilibrio

para el potencial ¢.
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Teorema 4.1.1. Si Y7 e > 1, entonces existe un unico estado de equilibrio para el
potencial ¢.

Para demostrar el Teorema 4.1.1 probaremos la existencia de un unico estado de equilibrio
para el potencial inducido @ p4), y utilizaremos el Teorema 4.0.2 para concluir la existencia
de un estado de equilibrio para ¢. Para la unicidad, supondremos que existen dos estados de
equilibrio distintos para ¢, y a partir de eso construiremos dos estados de equilibrio distintos

para el potencial inducido ®p(4), lo cual va a contradecir la Proposicién 4.1.4.

Para aplicar los resultados del Capitulo 2 serd importante estudiar la convergencia de

Zexp p(n+1)).

Observemos que Z;(®,) < oo para todo p > 0. En efecto,

exp(u11 — p(n +2)
exp (s, —p(n + 1))

= exp(tns1 — p) S P < 1. (4.26)

Proposicién 4.1.2. Si )" je® > 1, existen p; y ps positivos tales que
0<P(p) <0 y —oo<P(p)<O0.
En particular, se tiene que P(¢) >0 y P(P(¢)) = 0.

Demostracion. Si p > 0, por (4.26) > > exp(s, — p(n + 1)) < oco. Ahora, definamos la
sucesion de funciones fi : Ng — [0, 00) por fr(n) = exp(s, — pr(n + 1)), donde (px)ren, €S
estrictamente decreciente y pr — 0. Entonces f; < fri1 para todo k € Ny y fr(n) LN

Luego, por el Teorema de convergencia mondtona,

1§ o 1 = i = sn 1.
kgg()n_oexp(sn Pr(n +1)) kggonz_%fk(n) nZ_Oe -

Por lo tanto, P(py) LN P(0) > 0. Por otro lado, si definimos f; de la misma manera,

. . k—o00 k—o00
pero consideramos una sucesién creciente (pg)gren, con py —— oo. Entonces f —— 0y
fr > fre1 para todo k € Ny. Por el Teorema de convergencia mondtona para una sucesion

decreciente de funciones tenemos que

klir(r;Zexp —pe(n+1)) =0,
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k—o0

y por lo tanto, P(pr) —— —oo. Asi, existen p; y ps positivos tales que 0 < P(p;) < oo
y 0 > P(p2) > —oo. Como P(p) es estrictamente decreciente y continua en el conjunto de
los p € R tales que P(p) < oo, por el Teorema 4.0.5 concluimos que P(¢) > p; > 0y
P(P(6)) = 0. .

Proposicién 4.1.3. Si )" e® > 1, entonces existe un unico estado de Gibbs F-invariante

para el potencial inducido P p(g).

Demostracion. Por el Teorema 2.3.1 basta probar que el potencial ® p(4) es localmente Holder

y satisface

Z1(Pp(g) ZeXP sup(Pp(g)la,) <

n=0

Como Pp(4)|a, es constante para todo n > 0 se tiene directamente que ®p(y) es localmente

Holder. Ahora, notemos que

Zexp (sup(®pg)|a,) ZGXP (@) (n+1)) = Z1(Ppy))-

n=0

Luego, si ) e = 1, entonces P(0) = 0. El Teorema 4.0.5 implica que P(¢) < 0. Ademas,

por el Principio variacional se tiene que P(¢) > 0, pues

+/¢d50:0.

Asi, concluimos que P(¢) = 0. Por lo tanto,

> " exp(sup(®pg)la,) = > exp(sup(Pola,) = Y e =1 < 0.
n=0 n=0 n=0

Si Y > e’ > 1, por la Proposicién 4.1.2 se tiene que P(¢) > 0. Luego, por (4.26) se tiene
que

Zexp(sup(®p(¢)|An) < 00

n=0

Esto completa la demostracion. O

Proposicién 4.1.4. Supogamos que Y- e* > 1 y sea p el dnico estado de Gibbs F'-
invariante para ®pg). Entonces pi es el unico estado de equilibrio para ®py). Ademds, se

tiene que [ mdu < co.
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Demostracion. Denotemos por p = P(¢). Como p es un estado de Gibbs y P(P(¢)) = 0,
existe C' > 0 tal que, para cadan >0y x € A,, se tiene

-1 N(An>
“ = @) =
Sigue que
1(An) < Cexp(®p(x)) = Clexp(sn — p(n+1))).
Entonces,

/mdu = Z/A mdu = Z(n +1u(A,) < CZ(TL + 1)(exp(sn — p(n + 1))).

Como Y > e® > 1, por la Proposicién 4.1.2 existe 0 < ¢ < p tal que

Zexp —d6(n+1)) € (1,00).

Luego,

[ i< €30 expls, — pln+ 1)) =€ exp((pﬁg)tn 57 expls. —dn+ 1),

n+1
exp((p —d)(n+1))

Como p— 9 > 0, existe N € N tal que < 1 para todo n > N. Sigue que

= n+1 =
/mdu <C <;} exp((p—9)(n+1)) (exp(s, —d(n+1))) + T;Vexp(sn —d(n+ 1))) < 00.

Para concluir, por el Teorema 2.3.2 es suficiente verificar que [ ®,du > —oo. Para esto,

notemos que
/‘deu:Z/A @pduEZu(A Dy a, —Zu p(n+1))
n=0 n
= 3wl / mdys > (ol a,) < +Du(A) —p [mdp (120

(inf a,) / mdy > —o0.
TLGN()

Asi, se tiene que p es el tnico estado de equilibrio para @ pg). m
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Por el Teorema 4.0.3 se tiene que v := i, / 1 (22) es un estado de equilibrio para el potencial
¢. Para completar la demostracién del Teorema 4.1.1, sélo falta probar la unicidad de dicho

estado de equilibrio. Para eso, necesitaremos los siguientes resultados.
Lema 4.1.5. Sea p una medida o-invariante. Si p # & entonces p([1]) > 0.

Demostracion. Procederemos probando el contrarreciproco. Supongamos que p([1]) = 0.

Entonces, como p es o-invariante,

1= p([0]) = p(a=([0])) = p([00]) + p([10]) = p([00)).

Luego, por induccién se obtiene que p([0"]) = 1 para todo n € N, donde 0™ denota la palabra

compuesta por n ceros. Esto implica que,

n—oo

p({0}) = (ﬂ[O"]) = lim p([0"]) = 1.

n=1

Por lo tanto, p = dj. O
Corolario 4.1.6. Sea p una medida o-invariante. Si p({0}) = 0, entonces p(D) > 0.

Demostracion. Como p({0}) = 0, necesariamente p # d5. Por el Lema 4.1.5 tenemos que
p([1]) > 0. Como p({0}) = 0 se tiene p(c="(0)) = 0 para todo n > 1, pues p es o-invariante.
Luego,

p(D) = p ([1] U 0‘”@)) = p([1]) > 0.
O

Proposicién 4.1.7. Si P(P(¢)) =0 y p es un estado de equilibrio ergddico para ¢ tal que
p(D) > 0, entonces pp = p|p/p(D) es un estado de equilibrio para ®py. Ademds, existe a
lo mas un estado de equilibrio ergddico p tal que p(D) > 0.

Demostracion. Como p(D) > 0, entonces pp es una medida de probabilidad F-invariante.

Ahora, por el Teorema 3.3.1,
hy(0)

p(D)

Ademsds, como p es ergddica, sigue del Teorema 3.1.2 que

/md(pD) = ﬁ/mdp = %D)’ (4.29)

iy (F) = (4.28)
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y por (4.8),

[ Snrstaiiton)ie) =~ [ ods (430
Asi, por (4.28), (4.29), (4.30) se tiene,

oo (F) + [ @piodon =l () + [ Surol@dpn(a) ~ P(o) [ mdps
iy )
C0-P(Pe).

Por lo tanto, pp es un estado de equilibrio para el potencial ®p4).

Ahora, supongamos que p y 7 son estados de equilibrio ergddicos distintos con p(D) > 0y
n(D) > 0. Entonces pp y np son estados de equilibrio para ®p(g).

Como p y n son medidas ergddicas distintas, deben ser mutuamente singulares, es decir,
existen conjuntos medibles y disjuntos A, B C %5 tales que p(A) = 1y n(B) = 1. Luego,
p(AND) = p(D) >0,y n(ANn D) < n(A) = 0. Esto implica que pp(AND) > 0y
np(AND) = 0. Por lo tanto pp y np son dos estados de equilibrio distintos para el potencial

P p(g), 1o cual contradice la Proposicién 4.1.4. O]

Ahora podemos completar la demostracién del Teorema 4.1.1.

Supongamos que p # v es un estado de equilibrio ergédico para ¢. Como Y > je* > 1, se
tiene que P(¢) > 0y P(P(¢)) = 0 gracias a la Proposicién 4.1.2 . Luego p # &g, y como d es
ergédica, se tiene que p y d5 son mutuamente singulares, por lo tanto p({0}) = 0. Entonces,

por el Corolario 4.1.6 tenemos que p(D) > 0.

Como p es ergddica (ver Teorema 2.3.1), por la Proposicién 3.2.4 sabemos que la medida v es
ergddica. El argumento anterior implica que v(D) > 0, y por la Proposicién 4.1.7 obtenemos
que p = v, y esto es una contradiccion. Esto prueba que v es el tnico estado de equilibrio
ergddico para ¢. Finalmente, por la Proposiciéon 1.4.5, lo anterior implica que v es el tinico

estado de equilibrio para ¢. Esto completa la demostracion del Teorema 4.1.1. 0
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4.2. Existencia de mas de un estado de equilibrio

En esta seccion veremos que el potencial ¢ también nos entrega ejemplos en los que no hay

un tnico estado de equilibrio. Cuando )7 je® = 1, se tiene que P(0) = 0, y por lo tanto

P(¢) =0y P(P(¢)) =0, (4.31)

en virtud del Teorema 4.0.5 . Asi, d5 es un estado de equilibrio para ¢. En este caso, la
unicidad de dicho estado de equilibrio dependera de la integrabilidad del tiempo de primer
retorno con respecto al estado de Gibbs F-invariante entregado por la Proposicion 4.1.3. El

resultado principal de esta seccién es el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Supongamos que y .~ e =1, y sea p el estado de Gibbs F-invariante

para el potencial g dado por la Proposicion 4.1.5.

1. Si [mdu < oo, existe un estado de equilibrio v para el potencial ¢ distinto de .

Ademdas, v y &5 son los inicos estados de equilibro ergodicos para ¢.
2. Si fmd,u = 00, entonces dg es el unico estado de equilibrio para ¢.

El Teorema 4.2.1 contiene los teoremas demostrados en [Hof77] para el caso >~ je*» =1,y
ademds, agregamos el resultado sobre la unicidad en la parte 1. Vale mencionar que en [Hof77]
las hipdtesis estan planteadas en términos de la convergencia de la serie >~ (n+1)e*. Sin

embargo, esto es exactamente lo mismo que hacemos aca, tal como muestra el siguiente lema.

Lema 4.2.2. Supongamos que Y - e =1y sea pu el estado de Gibbs F-invariante para

el potencial ®q dado por la Proposicion 4.1.3. Se tiene que

/md,u = Z(n + 1)e’.
n=0

Demostracion. Primero, notemos que L3 i = pi. En efecto, por el Teorema 2.3.1, existe un
estado de Gibbs pa, que satisface L3 po, = fa,, pues de (4.31) se tiene que ePP(?) = 1.
Luego, si ¥ € L' (ua,),

[ oo Faus, = [0 FiCinm) = [ Lot o Fdn,

~ [otardne, = [ vda, e

donde la ultima igualdad se tiene porque
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Loyl(z) = Z ePo® — Zexp sup Pgla,) = Zes”
yeF_l(gj) n=0 n=0

Asi, (4.32) implica que uge, es F-invariante gracias a la Proposicién 1.1.1. Por el Teorema

2.3.1, existe un tunico estado de Gibbs F-invariante, asi que p = fig,.

Luego, para cada n > 0,
() = [ tadu= [ Lad(igm = [ LaLadu

_ / S M1, () | dua) (4.33)

yeF—1(z)

= /e%“‘ndu ="

Finalmente, usando (4.33) se tiene que,

/mdu = Z/A mdp = Z(n + Du(A,) = Z(n + 1)e*"

Ahora, probemos el Teorema 4.2.1.

Demostracion (Teorema 4.2.1). Primero, supongamos que [ mdp < oo. Tal como en (4.27),

se tiene que
/<I>0du > (fr;%an) /mdu > —00.

Esto implica que p es el Unico estado de equilibrio para @, gracias al Teorema 2.3.2. Sigue

que v = fy,/pm(X2) es un estado de equilibrio para ¢ en virtud del Teorema 4.0.3.

Para ver que v # dg observemos que

»({0}) = ZZM O N A =D > | | {wlinAe | =0

n=0 k>n n=0 k>n we{0,1}7

)
Asi, v({0}) = 0 y concluimos que v # 5. Finalmente, si p es un estado de equilibrio ergddico
distinto de d5 y v, entonces p es mutuamente singular con &5 y v (v es ergédica por la

Proposicién 3.2.4), y esto implica que p({0}) = 0 y v({0}) = 0. Por el Corolario 4.1.6 se
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tiene que p(D) > 0y v(D) > 0. La Proposicién 4.1.7 implica que p = v, lo que es una

contradiccion. Esto prueba la parte 1.

Ahora, supongamos que [ mdu = ooy que p # & es un estado de equilibrio ergddico para ¢.
Luego, &5 y p son mutuamente singulares, lo cual, al igual que antes, implica que p({0}) = 0.
Entonces, por el Corolario 4.1.6 p(D) > 0, y por la Proposicién 4.1.7 se tiene que pp es un

estado de equilibrio para ®4. Del Teorema 2.3.4 sigue que pp = u. Luego, por el Corolario

3.1.3,
w:/mduz/md(pn)zﬁ/mdpzﬁ<oo7

y esto tltimo es una contradiccion. Por lo tanto, d5 es el tnico estado de equilibrio ergédico
para ¢. Por la Proposicién 1.4.5 obtenemos que &5 es el unico estado de equilbrio para ¢.

Esto completa la demostracion del Teorema 4.2.1. O

Solo falta analizar el caso en que >~ e*» < 1. En este caso se tiene que P(P(¢)) < 0, por
lo que no es posible utilizar argumentos similares a los empleados en las demostraciones de
los Teoremas 4.1.1 y 4.2.1. El argumento que exponemos a continuacion es esencialmente el

mismo que en [Hof77].

Teorema 4.2.3. Si ) je* < 1, entonces 05 es el unico estado de equilibrio para ¢.
Demostracion. La hipdtesis implica que P(0) < 0, luego por el Teorema 4.0.5 se tiene que
P(¢) < 0. Por el Principio variacional se tiene que P(¢) = 0 y dg es un estado de equilibrio

para ¢. Veamos ahora la unicidad. Supongamos que p # d5 es un estado de equilibrio para
¢. Como u # dg, existe M; tal que pu(M;) > 0.

Consideremos el potencial
¢(x) y X g Miv
Ei y L € Mia

con @; > a; tal que Y > e’ < 1, donde 5, = ag + -+ +a; + --- + a,. Entonces, por lo

mencionado al comienzo, se tiene que P(¢) = 0. Ademas,

[ [ o= ot (@~ a) > 0.

Por lo tanto,
P@)=0=P@) =l + [ édn <t [ G

Esto tltimo contradice el Principio variacional. O
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Terminamos este capitulo exhibiendo ejemplos de sucesiones (a,)nen, que satisfacen las dis-
tintas hipdtesis de los Teoremas 4.1.1, 4.2.1 y 4.2.3. El siguiente ejemplo se encuentra en
[Lop93].

y+1
Ejemplo 4.1. Sea v > 0. Consideremos la sucesién (a,,)nen, dada por a, = log ( n )

n+1
=1 n—00 .
paran > 1y ag= —log (Z n’YH)' Es claro que a, —— 0. Ademsés,
n=1
Sn _ ,00 art+-+an | _ a0 — 500 —
nZ:;e =e (1—1-”2:;6 )—e <1+;(n+1)7+1>_6 ;n'ﬁ—l—l

Luego, si t < 1 el potencial t¢ satisface la hipotesis del Teorema 4.1.1, y si ¢ > 1 el potencial

t¢ satisface las hipétesis del Teorema 4.2.3. Ahora, notemos que

- - +-ta ag = 1
Z(n + 1)e'n = e (1 + Z(n + 1)em ot ”) =e <1 + Z —(n m 1)7>

n=0

Entonces, >~ (n + 1)e*» = oo para v € (0,1] y > 2 (n + 1)e® < oo para vy > 1. Por lo
tanto, por el Lema 4.2.2, si v € (0, 1], ¢ satisface las hipdtesis de la parte 2 del Teorema
4.2.1, y si v > 1, el potencial ¢ satisface las hipdtesis de la parte 1 del Teorema 4.2.1.



Capitulo 5

Un punto fijo indiferente: caso

diferenciable

Dado v > 0, sea a el tinico nimero en (0, 1) tal que a(1+a”) = 1. Definamos f : [0,1] — [0, 1]
por
(1l +27) siz € 0,al,
flz) = .
z(1+27)—1 sizé€ (a,l].
A f se le conoce como la transformacion de Manneville-Pomeau.

Notemos que f'(x) = 14 (y+1)zY > 1 para todo z € [0, 1], y la igualdad se tiene solamente
cuando z = 0. En este caso decimos que 0 es un punto fijo indiferente. Vale mencionar que f
tiene una discontinuidad en a, sin embargo, definimos f'(a) =1+ (v + 1)a”. De esta forma,

la funcién f’ es continua en todo [0, 1].

Dado t > 0, consideramos el potencial ¢; := —tlog f’ y definimos la presion de ¢; por

P(t) := sup {hu + /gzﬁtd,u RS Mf} = sup {hﬂ —t/logf’du Dl E Mf}
Decimos que p es un estado de equilibrio para ¢, si
P(t)=h, — t/log fldpu.
En este capitulo estudiaremos la existencia y unicidad de estados de equilibrio para la familia

de potenciales ¢; = —tlog f’, con t > 0. Para esto, al igual que en Capitulo 4, utilizaremos

las herramientas de los Capitulos 2 y 3.

95
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Sea (Yn)nen la sucesion definida por y1 = a y fljoe)(Un+1) = yn Para n € N. Es sencillo

notar que y,, es decreciente y converge a 0. La siguiente proposicién nos dice que la sucesién

(Yn)nen tiene decrecimiento polinomial.

Proposicion 5.0.1. Se satisface que
1

lim yn =~"
n—oo

En particular, existen constantes positivas ci,co,c3 Yy ¢4 tales que

o <y’ <ecy oy 3 < (yn — ynﬂ)nlﬂ/'y < ¢4 para todon > 1.

Demostracion. Primero, notemos que para todo n € N,

Yn = f(?/n—irl) - yn+1(1 + yZH)‘

Luego,

1= ?/ZH X (ynH) ygﬂ'

Como (yn)nen es decreciente se tiene que

Yn+1
Yn

; Ynt1\ ~
nlggo( " )ynH— -

Asi, tomando n — oo en (5.4), se tiene que

0<

<1 paratodon € N.

Luego,

lm 2L — 1.

n—oo yn

Ahora, notemos que de (5.3) sigue que
Yni1 = Yn (L4 Yps1)"-
Usando la expansién de Taylor de (1 + x)” en torno a 0, tenemos que

Ynitr = Yn "L +yy) 1 +0(yn 1)),

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)



donde ,
h/m O(yn+l)

2l
n—oo yn+1

= 0.

Luego,

yn+1>7 4 O(yth)

)
Yn

ynll—yn”=7< )

y usando (5.5) y (5.6) se obtiene

, - . _
m oy, L -y, =7
Sea ¢ > 0, entonces existe N € N tal que
TSy — Y. Syte

para todo n > N. Asi, para cada k € N se tiene que

Yy +h(y—¢) <yyip <yn +k(y+e).

Equivalentemente,
un' Fy—e) o Ynie UV k(v +¢)
(N+k)yy (N+ky ~ (N+ky~ (N+k)y (N+ky
Luego,
Y —€ . Yy k(v —e¢) . y;flk
R | f <1 f——"
g [ ((N k) (N k)y) T e (N+k)y

) YNt ) < Yn' k(y +e) )
< limsup —————— < limsu +
=P (Vb = P\ + 0y T (N )y

Y+e
-

Tomando € — 0 en (5.7) obtenemos que

Entonces,

Esto prueba (5.1).

57

(5.7)

(5.8)
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La primera parte de (5.2) sigue directamente de (5.1). Finalmente, notemos que dado n € N,

1+1/5
_ 4+1/y _ 1)1/ _n
(yn ynJrl)n (yn ynJrl)(n + ) (Tl 4 1>

141/~
n
= (1 0) — ) 100 ()

" n 1+1/y
1+1
= yoli(n+ 1) (n—+1)

1/ 1 n L+1/v (5.9)
= (y, Yyt —— :
(st + 17 (27
Por lo tanto, por (5.8) y (5.9), se tiene que
i (0 — oy 7 = -
Esto implica la segunda parte de (5.2) y concluimos la demostracion. O

5.1. Funcién de primer retorno y presion en dos varia-

bles

De manera similar a lo hecho en el Capitulo 4 consideramos m : (0,1] — N dada por
m(z) =inf{n e N: f"(z) € (a,1]}.

Note que m/|(,,1 es el tiempo de primer retorno a (a, 1].

Sea (an)nen, la sucesion dada por ag = 1y a, = (fl4,1) *(y») para n € N. Entonces, si
x € (a,1],
m(z) =n <= € (an,ap-1],

y siz € (0,al,
m(z) =n <= 2 € (Yni1,Yn)

Sea F la funcién de primer retorno a (a, 1], es decir, F' : (a, 1] — (a, 1] estd dada por
F(z) = f™(x),

para cada z € (a, 1]. Luego, por la Regla de la cadena, si x € (ay, a,_1],
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Fl'(x) = (f")(x) = f'(x) f(f(@) - f(f"H2) > fl(@) =1+ (y+ 1)a?
>14+(y+1)a” > 1.

Por lo tanto, existe A > 1 tal que

F'(x)> X Vuze€(a,l]. (5.10)
De manera similar al Capitulo 4, la funcién 7 : (a,1] — N3° dada por

m(x) = (m(F") = Dnen,

determina un isomorfismo entre los espacios medibles ((a,1],B((a,1])) y (N§°, B(Ny°)) y
satisface mo F' = oom. Bajo ese isomorfismo, el cilindro [n] corresponde al intervalo (a1, a,]

para cada n € Nj. Gracias a esto podemos aplicar los resultados del Capitulo 2 al sistema
((a, 1], F).

El siguiente resultado es una consecuencia de la Proposicién 5.0.1.

Proposicién 5.1.1. FExisten constantes by, by > 0 tales que para todo n > 1 se tiene
bt < F'(2) < byn'™Y7 para todo x € (ay, an_1]. (5.11)

Demostracion. Sea x € (ay, a,—1], entonces m(xz) =ny f(z) € (Yn, yn-1]. Por la Regla de la

cadena,

F'(z) = (f")() = (/") (f (@) f(2) = (f") (f(2)(L + (v + 1)a?) (5.12)

Ademas, se tiene que f™((Yni1,Yn)] = (a, 1]. Entonces, por el Teorema del valor medio, existe

€ € (Ynt1,Yn) tal que

L2a (o) = @) (Y ©).

Yn — Yn+1
Luego, por la Proposicién 5.0.1,

. _ 1—a 1—a 1+1/5
(f ) (5) f/(fn—l(g))(yn B yn+1) = f,(fn—l(g))qn

S 1——an1+1/7

= (v +2)e '
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Como & € (Yns1,Yn), [(2) € (Yn,Yn—1) v [’ es creciente, entonces

) < () (f@)),

pues f7(€) y f/(x) Por lo tanto,

n—1y/ l—a ),
(f )(f<x))2<’)/"1‘—2)04n o

Reemplazando en (5.12) obtenemos que

(1—a)(14 (v+ 1)a“’)n1+1/,7‘

F'(x) = (v +2)es

(1—a)(1+ (y+1)a")
(v +2)cy

Basta tomar b; = y se tiene la cota inferior de (5.11). Para la cota

superior, notemos que

F'(x) = (f") () = (/") (f@)f (@) < (y + 2 (") (f(2))

(5.13)
< (V2" (Y1)
Ademéds, dado que f(yn) = Yn_1,
S ) _ TG0 PP W) PO W)
T R T 2T R B
Luego, de (5.13) sigue que
F'(z) < (v +2)° (/") (n)- (5.14)

Por otro lado, f™*((yn,yn_1]) = (a, 1], entonces, por el Teorema del valor intermedio y la

monotonia de f’; existe ( € (yn, yn_1) tal que

L—a=("YOWn1—v) > " W) Ynor — n) > (FY (yn)cgn™ ),

donde la ultima desigualdad se tiene por la Proposicion 5.0.1. Asi,

. 1—-a
("7 () < ——=n"00.

Por lo tanto, de (5.14) obtenemos que

Fle) < 02020 iy
S
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(v +2?°(1 —a)

Basta tomar by = y se tiene (5.11). O

Dado t > 0y p € R, el potencial inducido ®, ), tiene la siguiente forma

By () 1= Sy Pe(7) — pm(x) = Z oi(f7 () — pm(x)
= —tlog(f™@)(z) — (9(:) —tlog F'(z) — pm(x).

Vamos a denotar por P(t,p) a la presién del potencial @, y por Z1(t,p) a Z1(Pyy).

Observemos que

L= s ep@,) =Y s exp(-tlog F(x) — pn+ 1))
n=0 2€(ant1,an] n=0 TE€(an+1,an]

(5.15)

N L ) —p(n+1)
= sup e ? .
nZ:;QCE(anﬂ,an} ((F,(x))t

Proposiciéon 5.1.2. Dado p € R se tiene que
1. Sip >0, entonces Z,(t,p) < oo para todo t > 0.
2. Sip =0, entonces eziste t* € (0,1) tal que Z1(t,0) = 0o para t € (0,t*] y Z1(¢,0) < 0o
para t € (t*,00).

Demostracion. Por (5.15) y la Proposicién 5.1.1,

- 1
Z1 (t,p) = sup ( ) e*P(nJrl)
; we(an+laan] (F/(Q:))t

1
—1
< b RZ:O (& 1Y) rlreD) < oo para todo p > 0.

Esto prueba 1.

Si p = 0, por el célculo anterior y la Proposicion 5.1.1 se tiene

o0

t
by Z 1+1/ ) = < Zu(t,0) Z (n+1) t(1+1/'y

n:O =0

Luego, tomando t* = 7/(y + 1) obtenemos la parte 2. ]
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Proposicién 5.1.3. El potencial 19 = —log F' es localmente Hélder.

Demostracion. Sea m € N. Consideremos el cilindro I de largo m,
I = (ang, ng—1] NV F " (any, Gy ]) O ... NE- D((ay L an, 1))
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ng > 2. Notemos que F(I) = (a, 1]. Luego,
L a2 (P )],
donde |I| denota el didmetro de /. Por la Regla de la cadena y (5.10) se tiene

; m\/ ; / ; m—1\/ 1+1/y ym—1
E(F™Y(€) > (inf F(€) (P Y (F(E) > bink™xn

Por lo tanto,
1—a

1= by Am-1

(5.16)

Sean z,y € I con x > y. Como la funcién t +— t7 es Hoder con constante v, existe L > 0 tal
que [t] — t3] < L|t; — t3|” para todo par t1,ts € [0,1]. Entonces,

|<I>1,0(ZL') — @1,0<y)| = log F/( ) IOg F, i log (f, x))>

Zfﬂ <Zfﬂ P W)

Asi,

no—1

[®10(x) = Pro(y)] < Ly +1 Z L. (5.17)
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Si1<j<np—1,

()] < Sgg)(fj)’(f)![l <(v+2) Sglé?(fjfl)'(f(é))lf! < (Y +2)(77) Yo, (5.18)
pues f(I) C (Yngs Yng—1)- Ademas se tiene que

fj_1(<yno—17 yno—Q]) - (yno—jﬂ yno—(j-i-l)]‘
Luego,
Uno—(+1) — Yno—i = (F771) Yno—1) (Wno—2 = Yno—1);
y por la Proposicién 5.0.1 obtenemos que,

(no — (jcj 1))/ > (fj_l)/(yno—1>m-

Por lo tanto,
(77 (Wno1) < — (—
De (5.18) sigue que

Pl 6+ome (-

Reemplazando esto en (5.17) y usando (5.16), se tiene que

[asy

[@10(2) = Pro(y)] < Ly + 1) + [ (ng = 2" Ly + 1)(y +2) (_) 2 (no — <j1+ 1))+

)

—a)Y _ Rl 00 . y+1
CLOEDI (-0 2e)T (§5 1) -2y 1
b Ny (m=1)pJ+ bics Paas no \y(m=1)

v o0

Cyq 1

<L(y+1) (W [ (g — 20 (3 + 27 (—) >
j=1

=1
=K,
—a) — 9o\ !
< L(vy+ 1)7(1 a) 1 o 2 1
0 D) - D)
~ ~ - —
=Ko <1
< (Ky + Ky).

\v(m=1)
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Sea a > 0 tal que e* < A7. Lo anterior implica que

a

m—1
e
MDD o (2) — By o(y)] < (—) (K1 + K,) < (K; + K5).

Y
Luego,
Vam(®10) < (K7 + K3) para todo m > 1.
Por lo tanto, V,(®1) < K; + K5 y concluimos que @, 4 es localmente Holder. O

Observacién 5.1.1. Es directo de la Proposicién 5.1.3 que ®,, es localmente Holder para
todot >0ypeR

En lo que sigue, consideramos la particién P = {(a,, a,—1]}nen, y para cada n € N, definimos
n—1 p_j

P =V [ (P).

Corolario 5.1.4. Fxiste K > 0 tal que, para cada n € N,

(£")'(x)

Fyi| =N 19

K‘1§’

para todo par de elementos x e y pertenecientes al mismo elemento de P,.

Demostracion. Sean x e y como en el enunciado. Por la Proposicion 5.1.3 existe v > 0 tal

que
F"Y'(@) | N~ g F/( Fo /(i
log —=—=1 < ) |log F'(FY(x)) — log F'(F (y)
)| < 2] |
n—1
< Z Vi (P O)B—Ot(n—(ﬁ-l))
n=0
< Va(q)1o)z€ Y < oo
=0
Por lo tanto, basta considerar K = exp(Vo(®10) Y_j=e~*) vy se tiene (5.19). O

Proposicién 5.1.5. La funcion t — P(t,0) es estrictamente decreciente en (t*,00).

Demostracion. Por definicion,

Zn(t,0) = Z sup(exp S, (—tlog F'(x))) = Z sup (ﬂ(F’(F%x)))) :

pep, *F pep, *<F \j=o
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Luego, si s > 0 de (5.10) se tiene que

zeP

65

Zn(s+1,0) = Z sup 1:[ F'(Fi(x (ﬁ(F’(F%x)))) < AT Z,(¢,0).

PePy, Jj=0 >A>1 7=0

Entonces,

1
P(s+1t,0) < lim —log(A"Z,(t,0)) = —slog A+ P(t,0) < P(t,0).

n—oo N,

Esto prueba que t — P(t,0) es estrictamente decreciente en (t*,00).

Para concluir esta seccién vamos a demostrar que la funcién ¢ — P(¢,0) se anula en 1.

Proposicién 5.1.6. Se cumple que P(1,0) = 0.

Demostracion. Sean € Ny P € P,. Luego, se tiene que F"(P) =

1—a>|P|inf(F")(z).

zeP

Esto implica que
1 1 S |P|
T, L — su = .
Wl (F7)(2)  sep (F7)(2) ~ (1—a)

zeP

Similarmente, se tiene que
1 —a < |P|sup(F") (x).

zeP

Luego,

L _ P
sup(F")(z) ~ 1—a

zeP

Por el Corolario 5.1.4, existe K > 0 (independiente de n) tal que

sup(F™)(z) < K inf (F")'(x).

zeP zeP

Asi, sigue de (5.21) que

. 1 1 < K
u =
ver (F7Y(@)  f(F"Y(z) ~1-a

zeP

(a,1]. Entonces,

|P|.

(5.20)

(5.21)

(5.22)

Observemos que Z |P| =1—a, pues P, es una particién de (a, 1]. Luego, por un lado, de

PeP,
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(5.20) tenemos que

P10 =t e 3 s ()
— (5.23)

Por otro lado, de (5.22) obtenemos

P(1,0) = lim log (PZ; ver ((F—;(:c)»

< lim log ((1—[—(@) > |P|> (5.24)

PP,
1
= lim —log K = 0.
n—oo 1M
Por lo tanto, por (5.23) y (5.24) concluimos que P(1,0) = 0. O

Corolario 5.1.7. Para todo t € (t*,1) se tiene P(t,0) € (0,00), y para todo t € (1,00) se
tiene P(t,0) < 0.

Demostracion. Sigue directamente de las Proposiciones 5.1.6 y 5.1.5. [

5.2. Relacién entre P(t) y P(t,p)

En esta seccién probaremos un resultado analogo al Teorema 4.0.5 para el potencial ¢,. Para
eso, tal como en el Capitulo 4, vamos a definir la funcién de primera entrada a (a, 1]. Adema4s,
dado que en este caso nuestra definicién de presion es de naturaleza medible, tendremos que
dar una caracterizacién topoldgica para P(t) de tal forma que podamos usar argumentos

similares a los de la demostracion del Teorema 4.0.5.

A lo largo de esta seccién consideramos Q la particion de [0, 1] dada por Q := {[0, a], (a, 1]},
vy Q,= \/;.:(} f77(Q) para cada n € N.
Lema 5.2.1. Sea Y := J, oy 7" (a). Existe un conjunto X totalmente ordenado dotado de

la topologia del orden, y una funcion continua y sobreyectiva m : X — [0,1] tal que

1. Los conjuntos X \7 (YY) y [0,1]\'Y son iguales como conjuntos totalmente ordenados,

la funcién 7 es la identidad en X \ 7= 1(Y), y 7= YY) consiste de dos copias distintas
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Y~ eY T deY, tal que para todoy € Y, 77 (y) ={y ",y cony- €Y, yT €Y y

se cumple que y~ < yt.
2. La topologia del orden en X es compacta y metrizable.

3. Egziste una funcién continua f: X — X tal quero f = fom y

o= vr=Uimo),

neN neN

4. Sea Py :=[0,a7] y P, := [a",1]. La funcion 7 : X — {0,1}0 dada por (7(z))x =i si
f*(x) € P, para cada k € Ny, es una conjugacion topoldgica entre (X, f) y el full-shift

({0, 1} ).

5. Para toda medida f-invariante v existe una medida f -invariante p tal que T = v Yy

los sistemas (X, 1, w) y ([0,1], f,v) son isomorfos en medida.

Demostracion. Es conocido que ([0, 1], f) tiene una extensién (X, f) tal que X es compacto
y metrizable y f es continua. Vamos a describir brevemente cémo se construye X, para mas
detalles ver [Kel98, Appendix A.5]. El conjunto X es obtenido duplicando los puntos de
Y. Asi, cada y € Y es reemplazado por dos puntos 3~ e y* y declaramos que y~ < y*.
Esto ultimo dota a X de un orden total. La topologia del orden en X es generada por los
intervalos de la forma [0, b) y (¢, 1] con by ¢ en X. Denotemos por 7 : X — [0, 1] la proyeccién
candnica, y notemos que 7 es continua pues la preimagen de todo intervalo abierto en [0, 1]

es un intervalo abierto de la topologia del orden. Esto prueba la parte 1.

Como X satisface el axioma del supremo y esta dotado de la topologia del orden, entonces

X es compacto (ver [Mun00, Theorem 27.1]). Ademads, es claro que la coleccién
{0,) : b e (XNQUY  UYNHU{(c,1]]:ce(XNQ)U(Y-UY ™)}

genera la topologia del orden en X, asi que X es segundo contable. Luego, X es metrizable,

probando la parte 2.

Consideremos f : X — X tal que f~|X\ﬂ-—l(y) = flioa)\v, definimos fv(a*) = lim, .~ f(z) =
1y fla™) = lim,_ .+ f(z) = 0, y para cada y € Y \ {a}, definimos f(y~) = f(y)~ ¥y
fly*) = f(y)*. Por ejemplo, f(y;) = f(y2)” = a ¥ f(yF) = f(y2)* = a*. De esta forma,
f es creciente en cada intervalo [0,a”] y [a™, 1]. Luego, la preimagen de un intervalo de la
forma (b, 1] es de la forma (c,a”] U (d,1] = (¢,a™) U (d,1] y similarmente se tiene que la

preimagen de un intervalo de la forma [0, ) también es un abierto en la topologia del orden.
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Asi, conclufmos que f es continua. Ademés, si z € X \ 77 1(Y) entonces
(f(x)) = f(2) = f(n(x)),

y paray € Y,

Por lo tanto, 7o f = f o7 v obtenemos la parte 3.

Para demostrar la parte 4, vamos a construir una métrica en X compatible con la topologia

del orden. Sea p la medida dada por

p::Z Z 479,
)

n=0yef-"(a

Note que p es una medida de probabilidad, pues |f~"(a)| = 2"*! para todo n € Ny. También

consideremos las funciones crecientes ¢, ¢ : [0, 1] — R definidas por
v(z) =2 +p(0,7) y " =2+ p([0,2]).

Observe que

() <o () , para x < 2’ pues [0,z] C [0,2),
1 (z) = (2) , paraxz €[0,1]\Y puessiy €Y,y € [0,z2] <=y € [0,z),
Hy) = (y)+47" . paray € f(a).

Sea Y := 7 (V). Definimos ¢ : X — R por «(z) = tt(z)siz € X\Y, yparay € Y
definimos «(y~) = ¢ (y) y ¢t(y") = ¢"(y). Notemos que ¢ es inyectiva y continua. Luego,

podemos definir la métrica d : X x X — [0, 00) por
d(z, 2') = |u(x) = o(2")].

Ahora, probemos que la funcién 7 definida en la parte 4 es una conjugacion. Dada una
palabra w € {0,1}, 77!(|w]) es un intervalo J de la forma [y*, 2= = (y~, 27), [0, 27] = [0, 27)
o[yT,1] = (y~,1] con y,z € Y. Como todos estos intervalos son abiertos en la topologia
del orden tenemos que 7 es continua. Note que para y,z € Y como antes, cada intervalo

(y,2], (0,2] e (y,1] es la imagen de (0, 1] bajo una rama inversa de f"|() para algin n € N.
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Denotemos por J cualquiera de estos intervalos. Como J no contiene otros puntos de
n—1
L ( U f"“(a)> ,
k=0

diam(J) < diam(J) + 27", (5.25)

tenemos que

En efecto, si J es de la forma [y*, 2] entonces J = (y, 2], luego

diam(j) —diam(J) = [1(z7) — (yD)] — (2 —y)
=1 (2) = (y) — (2 —y) = p([0, 2)) — p([0,y])

< f: Z 4—k5z < ?:2k+14—k —9n
) =n

k=n zcf—*(a

De manera similar vemos que se satisface (5.25) cuando J es de la forma [0, 2] o (y, 1].

Sabemos que f~"((a,1]) se compone de 2"™! intervalos disjuntos que corresponden a la
imagen de (0, 1] bajo las 2""! ramas inversas de f". Afirmamos que para todo k € N y toda

componente conexa I de f~*((a, 1]) se tiene
diam (/) < yx — Yg41- (5.26)

Para probar esta afirmacién procederemos por induccién. Tenemos que (f](,,1) *((a,1]) C

(a, 1]y (fljoay) 1 ((0,a]) = (y2,11] C (0,a]. Como f’ es creciente se tiene que

diam((f @)~ (@, 1)) < |y1 — gel.

Dado k € N, supongamos que toda componente conexa I de f~*((a, 1]) cumple (5.26) y sea

I una componente conexa de f~**V((a,1]). Luego, f(I) v f((Yrs2-Yrs1]) = (Yrt1,ys] son
componentes conexas de f~%((a,1]). Si I # (Yry2, Yrs1], se tiene que

Sup (Y12, Yrr1) < inf 1. (5.27)

Por el Teorema del valor medio, existen £ € Iy ¢ € (Ypr2, Yrr1) tales que

diam(f(f)) = f(©diam() vy |ye — Yes1] = F(O|Yr+1 — Yrsal-

Asi, usando la hipétesis de induccién, el hecho de que f’ es creciente y (5.27), obtenemos
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que
diam(f (1)) _ |k — ynr1
< = |Yk+1 — Yk+2|-
F1(€) plQ) et okl
Esto completa la induccién y prueba la afirmacién. Por lo tanto, por (5.25) y la Proposicién
5.0.1,

diam(7) =

Cq

diam(J) < diam(J) + 27" < |yp — Yny1| +27" < Ry

+27"

Asi, diam(.J) — 0 cuando el largo de w tiende a co. Esto implica que para cada w € {0, 1},
existe un tnico z € X tal que 7(z) = w, es decir, T es biyectiva. Como X es compacto, se
tiene que 7 es un homeomorfismo. Ademds, por construccién 7 o f = o om. Esto prueba que

7 es una conjugacién topoldgica.

Notemos que un subconjunto B de X es el mismo conjunto que 7(B) en [0, 1] con los puntos
de 7(B) NY duplicados. Entonces la o-4lgebra de Borel de X \ Y es igual a la o-dlgebra de
Borel de [0,1] \ Y. Como

ag [ U "({a}),

es sencillo verificar que Y es de medida cero para cualquier medida de probabilidad Bore-
liana f-invariante. Similarmente se tiene que Y es de medida cero para cualquier medida de
probabilidad f—invariante. Luego, para cada medida de probablilidad Boreliana f—invariante
tenemos que . es igual a la extension a la o-dlgebra de Borel de [0, 1] de la restriccion de
1 a los Borelianos de X \ Y, que coinciden con los Borelianos de [0,1]\ Y. Por otro lado,
para cada medida de probabilidad f-invariante v existe una tinica medida de probabilidad

f-invariante tal que T, = v.

Por lo tanto, (X, f, 1) v ([0,1], f,v) son isormorfos en medida. Esto prueba la parte 5. [

La siguiente proposicién nos entrega una caracterizacion topoldgica de P(t).

Proposicion 5.2.2. Para cada t > 0,

P(t) = lim — log ( Z sup exp(.Sy, <bt)> ; (5.28)

nmee QeQ, "¢

y para cada y € (0,1] se tiene

P(t) = lim llog Z exp(Sndr(z)) | - (5.29)

n—oo N,
zef~"(y)
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Demostracion. Sea t > 0, por la parte 4 del Lema 5.2.1, para gz;t = ¢ o se tiene

PG f) = s {h“<f>+ / qztdu} — sw ){hy(f)+ / @du}:P(t). (5.30)

HEM;(X) veM;([0,1]

Sean Fy y P, los conjuntos definidos en la parte 4 del Lema 5.2.1. Notemos que bajo la
conjugacién 7 : X — {0,1}, el cubrimiento abierto C := {Py, P} de X corresponde al
cubrimiento abierto C := {[0],[1]} de {0,1}Y. Luego, por el Principio variacional se tiene
que P($) = P(p o7 t). Sean C, = \V;—) f*(C) y C, = \/}—y 07 *(C) para cada n € N,

entonces

P(¢) = P(¢o7~") = lim %log D_ supexp (Z é(fr*(aﬂ'@))))
PeC, "¢ i=0

= lim llog Z sup exp (2_: qg(fj(fr_l(x)))) (5.31)

y para cada y € Y,

obtenemos que

lim llog <Z sup exp(SwB(a:))) = lim llog ( Z sup exp(Sn@)) ) (5.32)

n—oo N, n—oo 1
Pec, zEP Qco, TEQ

Por lo tanto, de (5.30), (5.31) y (5.32) sigue que

P(t) = lim llog ( Z sup eXp(anbt)) )

et QeQ, *€@

Esto prueba (5.28).
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Ahora, consideremos y € (0,1] y £ > 0. Como ¢; es uniformemente continua existe § > 0 tal
que
e — 2’| <6 <= |g(x) — ()] <e. (5.33)

Sea N € N tal que, para cada n > N, se tiene diam () < ¢ para todo () € Q,. Entonces,
dado Q € Q, conn > N,y x1y z3 en @, por (5.33) se tiene que

[Snpe (1) = Sndhr(2)] < Z |6e(7 (21)) = de(0” (22))] + Z_: |6e(07 (1)) — ¢u(0” (22)))]

< (n — N)e + 2N sup | ¢y|.

Asi,sin>NyQe€ Q,,

sup Spo(x) — Spo(2) < (n— N)e + 2N sup |y,
z€Q

para todo z € (). Como f~"(y) tiene exactamente un elemento en cada @) € Q,,, paran > N

se tiene que

L1og ( > supexp( n¢t)> < ln=Nje+2Nsupléd “log > exp(Sudi(x))

n QeQ, @ n " vef—(y)

Esto implica que

1 1
lim —1 Sh < lim —1 Sn . 5.34
Jim ~log ( > sup exp( @)) <c+ lim —log Z exp(Snéi()) (5.34)
QEQn zef~"(y)
Tomando € — 0 en (5.34) obtenemos (5.29). Esto termina la demostracion. O

Consideremos la funcion de primera entrada L : (0,a] — (a, 1] dada por

y para cadat >0, p € R ey € (a, 1] definimos

Lip(y) = > exp(@y(z)) = Y exp(—tSm)log f'(x) — pm(z)).

zeL~1(y) z€L=1(y)

También denotamos por L, , al operador de transferencia asociado al potencial @, , definido

en el Capitulo 2.
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Asi, para cada y € (a, 1],

(L)) = D oxp(Py(2)).

z€F~1(y)
Lema 5.2.3. Eziste C' > 0 tal que, para todot >0, p € R, ey € (a, 1], se tiene
ep»ct,pl(y) S Lt,p(y) S Ot@pﬁt,pl(y)‘

Demostracién. Sea y € (a,1], entonces para cada x € F~(y) se tiene que f(z) & (a,1] y
m(z) = m(f(z)) + 1. Luego, como f' < (v + 2), tenemos que

m(z)—1
Liplly)= > exp|—t Y logf(f(x)) - pm(z)
z€F~1(y) Jj=0
m(f(z))-1 .
= Y exp|-tlogf(x)—t Y log f'(f(f(x))) —p(m(f(x))+1)
z€F~1(y) Jj=0
m(f(z))-1 ‘
>(y+2)fe? Y exp|—t Y log f/(f(f(x) —pm(f(x))
zeF~1(y) j=0
m(z)—1 '
=(y+2)7"e™ > exp| Y log f'(f(2)) — pm(z)
z€L~1(y) Jj=0

= (v +2) e P Liy(y).

Similarmente, usando que f’ > 1 obtenemos que
Lipl(y) < e PLiy(y).
Por lo tanto, basta tomar C' = (y + 2) y se tiene el Lema 5.2.3. O

Proposicién 5.2.4. Seat > 0 y p € R. Eziste R > 0 tal que, para cada y ey en (a,1], se

tiene

Lr 1
Ril S t,p (y) S R
Ly, 1(y)
En particular, para todo y € (a, 1],
‘Ct,pl(y)
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.1 n
P<t7p) = lim _log(‘ct,pl(y>>

n—oo 1

Demostracion. Seat > 0y p € R. Por la Observacién 5.1.1 tenemos que ®,, es localmente

Holder, digamos con expontente a. Luego, sin € N, para x y 2’ en el mismo elemento de P,

se tiene
n—1
Zq’tp (F(a Z‘Ptp (F'(x D (F? () — By p(FY (2))]
]:0
n—1
< Va(By,) Y emoln=d) (5.35)
§=0
< Va(@pp) Y eV = M
§=0

Sean y e y' elementos de (a, 1], consideremos F~"(y) = {z;}jen ¥ F"(y') = {2} };en, enu-
merados de tal forma que, para cada j € N, z; y o, pertenecen al mismo elemento de P,,.

Entonces, por (5.35) se tiene

@ .
exp(Sn Py (7)) <eM  paratodo j € N.

exp(Sn Py (7))
Esto implica que
Ly 1Y)
Intercambiando roles entre y e ¢ y tomando R = M obtenemos que
Ly 1
R < ip—(y) <R, (5.36)
Et,pl(y )

para todon € Ny todoy e ¢ en (a,1]. Ademés, dado j € Ny P € P, tal que z; € P, (5.35)

implica que

SUpP,cp eXp(Sn(Dt,p(x)) < M eXp(Sn(I)t,p(xj)) < M

exp(Sn®ip()) 7 SuDpep exp(Sn®ip(x))

Luego, se tiene que para todo y € (a, 1],
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Por lo tanto,

n—o0

1
P(t,p) = lim Elogﬁﬁpl(y).

Esto concluye la demostracion. O]

Corolario 5.2.5. Seant >0 yp € R, y sea R > 0 dado por la Proposicion 5.2.4. Para todo
y € (a,1] y todo n € N se tiene que

P(t,p) < %log (RLY,1(y)) - (5.37)

Demostracién. Dado y € (a,1] y n € N, por la Proposicién 5.2.4 se tiene

Rl < Zn(t,p)

< R. 5.38
S i) = (5.38)

Luego,
1 1
—log(Zn(t,p)) < —log(RLY,1(y)),

para todo n € N. Por lo tanto, de (2.2) obtenemos que

1 1
=1 — < — " .
P(t,p) = nf (n log Zn(t,p)) < —log(RLY, 1(y)), (5.39)
para cada n € N. O

Concluimos esta seccion con un resultado andlogo al Teorema 4.0.5 en este contexto.

Teorema 5.2.6. Para todo t > 0 se satisface
P(t) =inf{p e R: P(t,p) < 0}.

Ademds,
P(t,p) =0 = p=P(t). (5.40)

Demostracion. Sea y € (a, 1]. Por la Proposicién 5.2.2,

P(t):ﬁmllog D exp(Sui(a)) | - (5.41)

n—oo N
z€f~"(y)
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Luego, la serie

Ze’p” Z exp(S,oi(x))

zef~m(y)

diverge si p < P(t) y converge si p > P(t).

Notemos que dado ¢ € N, todo # € F~(y) cumple

m(z)+...4+m(F 1 (z
Fl(z) = fr@-tmETH @) (),

Entonces,
Z —pn Z eSnde(r) — i Z e PreSndt(z) | Z Z e~ P Sndi(z)
xef—n n=1 z€[0,a (y) n=1 ze&(a,1]Nf~"(y)
> i Z e P eSndt(z)
S (5.42)
= Z Z e~ P(m(z)+. -~+m(FZ_1(w)))esm(z)+.“m(F£71(I))d)t(x)
=1 zeF—{(
= Z Cf,pl(y)
/=1
Asi,

ie‘pn Z eSnot(®) > iﬁfvpl(y). (5.43)
n=1 (=1

zef~(y)

Por otro lado, es claro que

Z —pn Z Snét(z :ie—pn Z eanbt(x)JriO:e—pn Z eSn () (5.44)
zef"(y) n=1 z€[0,a]Nf~"(y) n=1 z€(a,1]Nf~"(y)

Luego, de (5.42) sigue que

i ey el Z Vo (5.45)

n=1  ze(@lnf"(y)
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Ademés, por el Lema 5.2.3 y la Proposicion 5.2.4 se tiene que

io: e pn Z 65n¢z(1’) —
n=1

z€[0,a]Nf~"(y)
L, (y) + Z Z e P(m(@)+m(L(@))+..+m(F (L)) oS me) fm(L@) 4t (P (L)) P

=1 zeL=1(F~*(y))

— Ltp +Z Z + 7’)’1(}7‘Z I(Z)))e m(z)+.. m(FZ 1<Z))¢t(Z)Lt ( )
(=1 zeF~1(y)
< CePLiylly +Ct6pz Z e P(m(2)-m(F (=) gmeyt o m(pt=1 () $1(2) Lp1(2)
l=1 zeF—

< C'e"RLy,1(y (1 + Z L )

Por lo tanto,

i o P Z eSnr(@) < C'e"RL; ,1(y (1 + Z L‘ ) (5.46)
n=1

z€[0,a]nf~"(y)

Reemplazando (5.45) y (5.46) en (5.44) obtenemos que

i e P Z 5@ < CtePRL, L1(y (1 + Z Lt ) + i Efypl(y). (5.47)
n=1 (=1

z€f~"(y)

Si P(t,p) > 0, por el Corolario 5.2.5 tenemos que
log(RLY,1(y)) > 0,

para todo n € N. Esto implica que £} 1(y) > R~!. Luego,

> oL ly) =
/=1

y por (5.43) concluimos que

Z —pn Z Snd)t ac) _

z€f~"(y)

Esto ultimo implica que P(t) > p.
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Si P(t,p) < 0, entonces existe k > 0 tal que P(t,p) < —k. Por la Proposicién 5.2.4,
P(t,p) = i 11 L7 1(y)
» P _nl~>n;olon 0g t,p y).
Luego, existe N € N tal que, para todon > N,
L 1(y) <e ™.

Por lo tanto,

00 N 0o
DLW <D Ly + Y e <o
/=1 /=1

{=N+1

Asi, por (5.47) se tiene que
Yo N e
z€f~"(y)
y concluimos que P(t) < p. Por lo tanto tenemos que

p>P(t) = 7P(t,p <

p<Plt) = P(tp) > (5:48)

Consideremos p € R tal que P(t,p) < 0.
Si P(t,p) < 0 entonces p > P(t) gracias a (5.48).

Si P(t,p) = 0, supongamos que p < P(t). Entonces, existe ¢ € R tal que p < ¢ < P(t).

Luego, como p — P(t,p) es estrictamente decreciente cuando es finita, tenemos que
P(t,q) < P(t,p) = 0. (5.49)

Pero como ¢ < P(t), (5.48) implica que P(t,q) > 0, lo que contradice (5.49). Por otro lado,
si se tuviera que p > P(t), entonces existiria ¢ € R tal que p > ¢ > P(t). Luego,

P(t,q) > P(t,p) =0,

lo cual contradice (5.48) pues ¢ > P(t). Por lo tanto, se tiene que p = P(t). Note que esto
prueba (5.40).

Lo anterior demuestra que P(t) es una cota inferior para {p € R : P(¢,p) < 0}. Finalmente,



5.3. ESTADOS DE EQUILIBRIO 79
(5.48) implica que P(t, P(t) 4+ ¢) < 0 para todo € > 0. Por lo tanto,

P(t) =inf{p € R: P(t,p) < 0}.

5.3. Estados de equilibrio

En esta seccién estudiamos la existencia y unicidad de estados de equilibrio para la familia de
potenciales ¢; = —tlog f’, con t > 0. En el Teorema 5.3.4 probamos la existencia de un tinico
estado de equilibrio cuando ¢ € (0,1). Para t = 1, el Teorema 5.3.8 establece que es posible
tener existencia de més de un estado de equilibiro. Finalmente, si ¢t > 1, en el Teorema 5.3.9

mostramos que nuevamente existe un unico estado de equilibrio para el potencial —t log f’.
El siguiente teorema sera importante en las demostraciones de los Teoremas 5.3.4 y 5.3.8.

Teorema 5.3.1. Sea ¢ : [0,1] — R un potencial. Supongamos que ¢ admite un inico estado

de equilibrio ergodico. Entonces existe un unico estado de equilibrio para 1.

Demostracion. Sea v el estado de equilibrio ergddico para ¢ y sea p un estado de equilibrio

arbitrario. Probaremos que p = v.

Consideremos {ur : F' € F} la descomposicién ergddica de p dada por el Teorema 1.1.5. Sea

it la medida definida sobre F también dada por el Teorema 1.1.5. Entonces,

[vau= | ( / wduF) ai(F),

y por el Teorema de Jacob (ver [VO16, Theorem 9.6.2]), se tiene que

muv=/%WUMMF>

Asi, como u es un estado de equilibrio,

mw:mm+/wm=/@mm+/wmgmw> (5.50)

Por otro lado, por definicién,

P() > h,.(f) + /wd,up para todo F € F.
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Luego, (5.50) implica que

P() = h,,.(f) + /@/}duF pu—ctp FeF. (5.51)

Ademads, como p es ergédica para i — c.t.p F' € F, y v es el unico estado de equilibrio
ergddico, por (5.51) obtenemos que prp = v para g — c.t.p F € F. Luego, por el Teorema
1.1.5, para todo Boreliano F C [0, 1],

W(E) = [ nr(EMIA(F) = [ v(Eydg = v(E).
Por lo tanto, concluimos que v es el tnico estado de equilibrio para . O

La demostracion del teorema que enunciamos a continuacién la vamos a omitir, pues es

analoga a la demostracion del Teorema 4.0.3.

Teorema 5.3.2. Seat > 0, y p un estado de equilibrio para @, pq tal que [ mdu < oo. Si
P(t, P(t)) =0, entonces pim,/pm([0,1]) es un estado de equilibrio para ¢ = —tlog f'.

A continuacién probamos un resultado similar al Lema 4.1.5 en este contexto.

Lema 5.3.3. Sea p una medida de probabilidad f-invariante. Si p # &y, entonces p((a,1]) >
0.

Demostracion. Como y,, — 0, se tiene que

o0

{0} = ﬂ [07 yn]

n=1

Supongamos que p((a, 1]) = 0. Entonces p([0, a]) = 1. Como p es f-invariante,

1= p([0,a]) = p(f([0,a])) = p([0,31]) + p((a, a1]) = p([0,31])-

Por induccién se tiene que p([0,y,])) = 1 para todo n > 1. Por lo tanto,

p({0}) =p (ﬂ [0 yn> = lim p([0,y,]) = 1.

Esto implica que p = dy. ]

La existencia y unicidad de estados de equilibrio para ¢; dependera del signo de P(¢,0).
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Comencemos analizando el caso en que P(t,0) > 0.

Teorema 5.3.4. Sit € (0,1), existe un unico estado de equilibrio para el potencial ¢y =
—tlog f'.

Comencemos la demostracion del Teorema 5.3.4 con el siguiente lema.

Lema 5.3.5. Sit € (0,1), entonces P(t) >0 y P(t, P(t)) = 0.

Demostracion. Seat € (0,1).Sit € (0,t*], por la Proposicién 5.1.2 se tiene que Z;(t,0) = oo.
Luego, en virtud de la Proposicién 2.1.3 obtenemos que P(t,0) = co. Probaremos que existe
p > 0 tal que P(t,p) € (0,00).

Por la Proposicién 5.1.1 existen by y by positivos tales que para todo n € N se tiene
bin' VY < F'(z) < byn'tY7 para todo z € (an, an_1). (5.52)

Sean € Ny P € P,. Sigue de (5.52) que

n—1 _
by H(m(Fj(x)))HlM < (F"(z) < QH 1+1/7 para todo x € P.
3=0 §=0

Luego, si p > 0

.1 1 e ety
P(t,p) = lim —log Z sup <m) e~ P(m(@)+...4m( ()))

n—oo 1} Pep, zeP n)
1 —t(14+1/7)
> lim —log [ b;™ ) (H m|pi(p ) e~ Pmlpttmlpn-i(p)
n—oo 1, Pep, -
o1 ot —t(14+1/7) ,—plko+...kn_1) (5.53)
= lim —log | b} > (koo k) e

(kO ~~~~~ ke — I)ENn

, 1 —nt - 1 :
= nh_}rgloElOg by (; W) )
© 1
= —tlog by + log ZW '
k=1

Por el Teorema de convergencia mondtona,

> 1 Pt = 1
log <Z k:t(l-i-l/'y)epk) log (Z kt(1+1/'y)) :
k=1 =1
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o0

1
Recordemos que t* = v/(y + 1), entonces como ¢ € (0,t*] tenemos que Z T
k=1

Por lo tanto, de (5.53) sigue que
P(t,p) LECNY

Esto implica que existe pg > 0 tal que P(t,pg) € (0,00). Un argumento similar al hecho
en (5.53) muestra que P(t,p) P2 o0, asi que existe p; > 0 tal que P(t,p1) € (—o0,0).
Como la funcién p — P(t,p) es continua donde es finita concluimos que existe una raiz para
P(t,p). Por el Teorema 5.2.6 tenemos que P(t) > py > 0y P(t, P(t)) = 0.

Sit € (t*,1), gracias al Corolario 5.1.7 tenemos que P(¢,0) € (0, 00). Luego, el Teorema 5.2.6
implica que P(t) > 0. Como P(t,0) € (0,00) y P(t,p) == —o0, por continuidad, existe
una raiz para la funcién p — P(t,p). Por el Teorema 5.2.6 concluimos que P(t, P(t)) = 0.

Esto completa la demostracién. O

Proposicién 5.3.6. Si t € (0,1), existe un unico estado de equilibrio para el pontencial

. pry. Ademds, si p, es dicho estado de equilibrio, se tiene que fmd,ut < 0.

Demostracion. Por el Lema 5.3.5 se tiene que P(t) > 0y P(t, P(t)) = 0. Por la Observacién
5.1.1 tenemos que ®; p(y) es localmete Holder, y por la Proposicién 5.1.2 se tiene Z;(t, P(t)) <
0o, asi que @, p(y) es sumable. Luego, por el Teorema 2.3.1, existe un tnico estado de Gibbs
F-invariante ji; para el potencial ®; py. Como ji; es un estado de Gibbs y P(t, P(t)) = 0,
existe C' > 0 tal que, para todo n € N se tiene

-l < (@, an—1])

<C ara todo r € (a,, ap_1]. 5.54
< wp@pn@) = P (an, G (5:54)

Probaremos que i, es el estado de equilibrio para ®; p). Asi que para concluir, en virtud
del Teorema 2.3.2, es suficiente probar que [ ®; ppduy > —00y [ mdu; < co. Comencemos

verificando esto ultimo.

De (5.54) se tiene que,

/mdut Znut Ay Q1] <C’Zn sup (exp(—tlog F'(x)) — P(t)n))

€ (an,an—1]

—C n <C
; ((F'(x)))'e Z el

sup
z€(an,an—1]

(5.55)

Como P(t) > 0, entonces Y~ | —ym < 00. Asi, por (5.55) tenemos que [ mdpy < .
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Ahora, observemos que
/‘I)t,P(t)th = Z/ <I>t,P(t)th
n=1 (anganfl]

(/ —tlog F'dp; — P(t) / mdut>
n=1 (a7L7a/TL71] (an,anfl]

=9 (/( _ tlog(y +2) Py /( a ]ndut)

n=1

— —(tlog('y + 2) + P(t)) /md,ut > —00.

I
MEM

(5.56)

Por lo tanto, por el Teorema 2.3.2 sigue que p; es el unico estado de equilibrio para el

potencial ®; p). O

Consideremos la medida p; dada por la Proposicién 5.3.6. Luego, por el Teorema 5.3.2 se
tiene que v; == (1¢)m/(1t)m ([0, 1]) es un estado de equilibrio para el potencial ¢, = —tlog f.
Para concluir la demostracién del Teorema 5.3.4 solamente falta probar la unicidad. Para
esto, necesitamos el siguiente resultado, cuya demostracion es analoga a la demostracion de

la Proposicion 4.1.7.

Proposicién 5.3.7. Sea t > 0. Si P(t,P(t)) = 0 y p es un estado de equilibrio ergddico
para ¢; tal que p((a,1]) > 0, entonces pa1) = plaai)/p((a, 1]) es un estado de equilibrio para

P, pry. Ademds, existe a lo mds un estado de equilibrio ergddico p tal que p((a,1]) > 0.
Ahora podemos completar la demostracién del Teorema 5.3.4.

Supongamos que p # v, es un estado de equilibrio ergédico para ¢;. Por el Lema 5.3.5 se
tiene que P(t) > 0y P(t, P(t)) = 0. Luego p # &y, y obtenemos que p((a,1]) > 0 gracias al
Lema 5.3.3.

Como i es ergédica (ver Teorema 2.3.1), por la Proposicion 3.2.4 sabemos que v; es ergédica.
El argumento anterior implica que v4((a, 1]) > 0, y por la Proposicién 5.3.7 obtenemos que
p = 14, lo cual es una contradiccion. Esto prueba que 14 es el tnico estado de equilibrio

ergddico para ¢.

Finalmente, por el Teorema 5.3.1 concluimos que 14 es el Unico estado de equilibrio para ¢;.

Esto completa la demostracion del Teorema 5.3.4. 0

El siguiente teorema caracteriza la existencia y unicidad de estados de equilibrio cuando

t = 1. En este caso, la existencia de un tinico estado de equilibrio depende de 7.



84 CAPITULO 5. UN PUNTO FLJO INDIFERENTE: CASO DIFERENCIABLE

Teorema 5.3.8. Se tiene que P(1) = 0. Ademds, se tienen los siguientes casos:

1. Si v € (0,1), existe un estado de equilibrio v # &y para el potencial ¢ = —log f’.

Ademds, v y 0y son los unicos estados de equilibrio ergodicos para ¢.

2. Sivy >1, entonces oy es el unico estado de equilibrio para ¢.

Demostracion. Por la Proposicién 5.1.6 se tiene P(1,0) = 0, y esto implica P(1) = 0 gracias
al Teorema 5.2.6, asi que dy es una estado de equilibrio. Luego, como P(1,0) = 0 tenemos
que Z1(1,0) < oo (ver Proposicién 2.1.3), y por la Proposicién 5.1.3 se tiene que P es
localmente Holder. Entonces, el Teorema 2.3.1 nos dice que existe un tnico estado de Gibbs

F-invariante p para el potencial ® . Asi, existe C' > 0 tal que, para cada n € N se tiene

o1 < N((am an—l])

< —————= < (C paratodo x € (an, an_1].
exp(Pyo(2)) p ( 1

Luego, de la Proposicion 5.0.1 sigue que

o0 [o¢] o0 1
[ mau= > nullanar ) <Y S ep(@(@) =CYon s
n=1 n=1

z€(an,an—1] z€(an,an—1] F/(.Z‘)

C n O 1
Smeﬁb—lizlm'

n=1 n=

n=1

Similarmente, N
bz% ; # < /mdu.
Por lo tanto, N .
bg%;# S/mdpg %;#
Esto implica que
/md,u <o <= ~7v€(0,1). (5.57)

Por otro lado, de (5.56) se tiene

/ﬂbl,odu > —log(v+2) /mdu-

Entonces, si v € (0,1), por el Teorema 2.3.2, u es el tnico estado de equilibrio para @ .
Asi, la medida v := i,/ ptm((a, 1]) es un estado de equilibrio ergédico para ¢ = —log f’, en

virtud del Teorema 5.3.2. Ademas, por el Teorema 2.3.1 se tiene que u es ergddica. Asi, la
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Proposicién 3.2.4 implica que v es ergddica.

Ahora, veamos que v # dy. Notemos que

n({0}) = EZEJL "({0}) N (ax, ax—1]) = 0,

n=0 k>n

donde la tltima igualdad se tiene porque f~™({0}) N (ax, ar—1] = O para todo k > n. En
efecto, si z € f~"({0}) N (ag, ax_y], entonces f*(x) =0y f*(z) € (a, 1], esto implica que

0= f"(f"(2)) = f*(2) € (a, 1,

y esto ultimo es una contradiccion. Asi, concluimos que v # .

Para finalizar la demostracion de la parte 1, tenemos que probar que v y dy son los tinicos
estados de equilibrio ergdédicos. Supongamos que p es un estado de equilibrio ergédico distinto
de vy &y. Por el Lema 5.3.3 sigue que p((a,1]) > 0y v((a,1]) > 0. Ademds, como p y v
son mutuamente singulares, existen conjntos medibles disjuntos A y B tales que p(A) =1y
v(B) = 1. Esto implica que p(AN (a,1]) > 0y v(AN(a,1]) = 0, asi que p,1] # V(a1)- Sin
embargo, por el Teorema 5.3.7 tenemos que p(q,1] ¥ ¥(q,1) Son estados de equilibrio distintos

para el potencial @y, lo cual es una contradiccién. Esto prueba la parte 1.

Ahora, consideremos v > 1. Luego, por (5.57) se tiene [ mdu = co. Supongamos que p # dy
es un estado de equilibrio ergdédico para ¢, por el Lema 5.3.3 tenemos que p((a,1]) > 0. La
Proposicion 5.3.7 implica que p, 1) es un estado de equilibrio para el potencial ®; . Por el

Teorema 2.3.4 necesariamente p(, ;) = p. Luego, del Corolario 3.1.3 sigue que

w=/m@=/m%m@=m%m/m@=m%m<m

y esto ultimo es una contradiccion. Por lo tanto, dy es el tnico estado de equilibrio ergédico

para el potencial ¢ = —log f’. Finalmente, por el Teorema 5.3.1 concluimos que dq es el
unico estado de equilibrio para ¢ = —log f’. Esto completa la demostracién del Teorema
5.3.8 O

El dltimo resultado de este capitulo establece que para t > 1 también se tiene la existencia

de un tunico estado de equilibrio.

Teorema 5.3.9. Sit > 1, entonces P(t) = 0 y &y es el unico estado de equilibrio para
¢y = —tlog f'.
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Demostracion. Seat > 1. Por el Corolario 5.1.7 sabemos que P(¢,0) < 0. Luego, el Teorema
5.2.6 nos dice que P(t) < 0. Por otro lado,

hsy, — t/log f'ddy = 0.

Esto implica que P(t) = 0 y que dy es un estado de equilibrio.

Supongamos que p # dy es un estado de equilibrio para ¢;, entonces por el Lema 5.3.3 se tiene
que p((a, 1]) > 0. Luego, existe n € N tal que p((ay, a,—1]) > 0. Recordemos que P(1) =0y
notemos que, como log f* > 0y log f'(x) > log(f'(a)) > 0 para todo x € (a, 1], se tiene

(t—1) /log fldp > (t — 1)/ log f'dp > (t — 1)p((an,an—1]) inf log f' > 0.
(a'ﬂvanfl]

(an7an—l]
Por lo tanto,
/log fldp < t/log fldp.
Como p es un estado de equilibrio para ¢;, esto ultimo implica que

P(1)=0=P(t)=h, — t/log fldp < h, — /log fldu,

lo cual es una contradiccién. Asi, concluimos que dy es el unico estado de equilibrio para

Oy ]



Capitulo 6
Dos puntos fijos indiferentes

En este capitulo, inspirados en la construcciéon dada en en Capitulo 4, estudiaremos la exis-
tencia y unicidad de estados de equilibrio para un sistema simbdlico que sirve como modelo
para una dinamica con dos puntos fijos indiferentes. Para eso, vamos a trabajar sobre el
full-shift en 3 sfimbolos 33 := {0, 1,2} y la funcién shift o : $3 — 3. De forma similar a lo
hecho en el Capitulo 4 definiremos un potencial ¢ : 33 — R menor o igual que 0, de manera
que ¢(0) = ¢(2) = 0, donde 0 denota la sucesién constante igual a 0 y 2 denota la sucesién

constante igual a 2.

Definamos las colecciones {M,, }nen v {Nn }nen por

M, ={zre€eX;:z;=0para0<i<n-—1,z, # 0},
N, ={xeXs:z;=2para0<i<n-—1z,#2},

para cada n € N. Notemos que {M,, }nen ¥ { Ny }nen forman una particién de [0]\{0} v [2]\{2}
respectivamente. Sean (a,)nen ¥ (b )nen dos sucesiones de nimeros reales que convergen a

0. Dado A > 0, definimos el potencial ¢ : 33 — R por

Qn six € M,
by, sixz € N,
—A sizell]
0 si z € {0,2}.

\

87
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Consideremos el conjunto
D = [1]\ {(zn)nen, € [1] : para algin N € N, z,, # 1 para todo n > N},

el tiempo de primer retorno m : D — Ny la funcién de primer retorno F': D — D. Notemos

que F' esta bien definida en todo el conjunto D. Para cada n € N definamos el conjunto
E, ={ze¥;:xg=x,=1,2;# 1paral <i<n-—1} (6.1)
Luego, six € D
m(z) =n <= z€kE,.

De (6.1) es claro que cada E, se puede escribir como unién disjunta de 2"~! cilindros que
denotaremos por {A¥}2"" Por ejemplo, Fy = [11] = Al y E, = [101] U [121].

Tal como en el Capitulo 4, el sistema (D, F) es conjugado al full-shift (3, 0), con ¥ = Nj°.
En este caso, los conjuntos A* corresponden a los cilindros de largo 1 bajo la conjugacién

correspondiente.

Aligual que en el Capitulo 4, para cada p € R, vamos a denotar por ®, al potencial inducido
P, (2) = Sp@y¢d(x) —pm(x) para todo x € D.

P(p) denotara la presiéon del potencial ®, y escribiremos Z,,(p) para referirnos a Z,(®,).

Como ¥, es constante en cada A% por el Lema 4.0.1, se tiene que

Zn(p) = Z1(p)" (6.2)

para todon € N, y
P(p) =log Z1(p) para todo p € R. (6.3)
Esto ademés implica que ®, es localmente Holder.

La demostracion del siguiente teorema es analoga a la demostracién del Teorema 4.0.5.

Teorema 6.0.1. Sea satisface
P(¢) = inf{p e R: P(p) < 0}.

En particular,
Pp)=0 = p=2P(9)
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Lema 6.0.2. Supongamos que P(P(¢)) < 0 y sea p un estado de equilibrio para ¢. Si
p({0,2}) = 0, entonces p([1]) > 0.

Demostracién. Supongamos que p([1]) = 0. Como p({0,2}) = 0, existe, sin pérdida de
generalidad, k € N tal que p(M}) > 0. Dados @, > a; y —A < —A, definimos el potencial

o(z) stz d[1]U My,
dr)=<a,  size M,

~A  sizell]

Denotamos por 6p(¢,) al potencial inducido por ¢ asociado a P(¢), y P (§p(¢)) es su presion.
Por (6.3) podemos considerar @, y A tal que

P(¢) < P(¢). (6.4)

Por otro lado,

/ Sdp / odp = p([U)(~7 — 4) + p(Ms) (@1 — ) > 0. (6.5)

Por lo tanto, sigue de (6.4) y (6.5) que

P@) <P o)+ [ odp < hyfo)+ [ Gdp

Esto ultimo contradice el Principio variacional. Asi, necesariamente p([1]) > 0. O

Corolario 6.0.3. Suponga que P(P(¢)) < 0 y sea p un estado de equilibrio para ¢ tal que
p({0,2}) = 0. Entonces p(D) > 0.

Demostracion. Por el Lema 6.0.2 tenemos que p([1]) > 0. Sigue del Teorema 1.1.2 que
p(D) = p([1] \ {(zn)nen, € [1] : para algin N € N,z,, # 1 para todo n > N}) = p([1]) > 0.

[]
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En lo que sigue, vamos a denotar por P, a la presién del potencial ¢| {0,2y%, es decir, la

presién del potencial ¢ restringido al full-shift en 2 simbolos {0, 2},
Proposicién 6.0.4. Dado p € R, se tiene que

1. Sip < P, entonces Zy(p) = oc.

2. Sip> Py, entonces Z1(p) < oo.

Ademds, si Z,(0) = 0o, entonces Z1(Py) = oo.

Demostracion. Notemos que

2n—1

Zi(p) = Z e b Z sup R e Z e Z sup e ®len | | (6.6)
n=1 k=1 n=1

we{0,2}"
y por la Proposicién 4.0.4,

1 1
P, = lim —log Z nf e5lel | < lfm = log Z sup e @l

n—oo N
we{0,2}7 wef{0,2}"

1
< lim — > Snfll) | = P
< lm - log sup e P
we{0,2}7

Luego, de (6.7) sigue que
Pg = lim l IOg E sup eS”d)‘[wl]
n—oo 1,
we{0,2}"

Asi, por (6.6) se tiene que Z1(p) =ocosip < Py Zi(p) < 0o sip > Ps.

Ahora, supongamos que Z1(0) = co. Por (6.6), si Z1(P,) < oo, entonces tomando A suficien-

temente grande se tiene que Z1(P;) < 1. Asi, es suficiente probar que Z;(P,) > 1.

Supongamos por contradiccién que Z1(P,) < 1, entonces P(P,) < 0. Luego, por la parte 1,

y el Teorema 6.0.1 se tiene que
P,=inf{peR:P(p) <0} = P(s). (6.8)

En particular, P(P(¢)) = P(FP) < 0. Como o es expansiva, existe un estado de equilibrio
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ergddico y para el potencial ¢|gy oy, (ver [VO16, Corollary 10.5.9]). Entonces,

P(¢) = Py =h, + /¢|{0,2}Nod,u-

Esto implica que la medida 7 definida sobre {0, 1,2}, dada por zi(B) = u(BN{0,2}") para
cada boreliano B C 33, es un estado de equilibrio para el potencial ¢ y satisface 7i([1]) = 0.
Luego, como P(P(¢)) < 0, por el Lema 6.0.2 tenemos que i € {dg, 5}, lo cual implica que
P(¢) = 0. Sigue de (6.8) que Z1(FP2) = Z1(P(¢)) = Z1(0) = oo, y esto es una contradiccién.
Por lo tanto, Z;(Py) > 1. O

6.1. Existencia de un unico estado de equilibrio

El objetivo de esta seccion es probar el teorema que enunciamos a continuacion.
Teorema 6.1.1. 51 Z,(0) > 1, existe un unico estado de equilibrio para ¢.

Antes de comenzar a demostrar el Teorema 6.1.1, veamos una sencilla consecuencia. En lo

que sigue, vamos a considerar s,, =a; +...+a, y r, = by +...b, para cada n € N.
Corolario 6.1.2. 5%
oA

oo (e e] o0 oo
méX{Zes",Zer"} >et 0 min{ZeS”,ZeT"} > 5 (6.9)
n=1 n=1 n=1 n=1

entonces Z1(0) > 1. En particular, existe un unico estado de equilibrio para ¢.

Demostracion. Recordemos que

oo 271

Z1(0) = Z Z exp(sup Po| 4% ). (6.10)

n=1 k=1

Para cada n € N, existen j € {1,...,2"} y k € {1,...,2"} tales que

Al =[10...01] y AF  =[2...21].
—— ——

n ceros n doses

Como <I>0|Aj+1 =—-A+s,y (I)O‘Afm = —A+r,, de (6.10) sigue que

e A <§: e’ + ie“) < Z1(0).
n=1 n=1
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Luego, si se verifica (6.9), entonces Z;(0) > 1. Asi, por el Teorema 6.1.1, existe un tnico

estado de equilibrio para ¢. O

Comencemos la demostracion del Teorema 6.1.1 con la siguiente proposicion.

Proposicién 6.1.3. Si Z1(0) > 1, ezisten p y q positivos tales que
0<P(p)<oc y —oo<P(g) <0. (6.11)

Demostracion. Primero, supongamos que Z;(0) = oco. Por la Proposicién 6.0.4 se tiene que

Z1(Py) = 00y Zy(p) < oo para todo p > Py, asi que P(P2) = co y P(p) < oo para p > P;.
e 00

Por el Teorema de convergencia mondtona tenemos que P(p) oy Plp) = —cc.

Luego, necesariamente existen p y ¢ positivos satisfaciendo (6.11).

Ahora, supongamos que Z;(0) € (1,00). Entonces P(0) € (0,00). Nuevamente por el Teo-
+ o0

rema de convergencia monétona se tiene que P(p) 22 P(0) € (0,00) v P(p) 125 —oo.

Asi, en este caso tambien existen p y g positivos verificando (6.11). Esto completa la demos-

tracion. O

Proposicién 6.1.4. Suponga que Z1(0) > 1. Entonces P(¢) > 0 y P(P(¢)) = 0. Ademds,

existe un unico estado de Gibbs F-invariante para ®p(g).

Demostracion. Por la Proposicién 6.1.3, existen 0 < p < ¢ tales que
0<Plp)<oo y —o0<Pq) <0.

Luego, existe py € (p, q) tal que P(py) = 0, pues p — P(p) es continua donde es finita. Por
lo tanto, por el Teorema 6.0.1 tenemos que P(¢) = po. Es decir, se tiene que P(¢) > 0y
P(P(¢)) = 0. Esto prueba la primera parte.

Finalmente, como ®p(4) es constante en cada A% se tiene inmediatamente que ®p(4) es
localmente Hélder. Ademads, como P(P(¢)) = 0, tenemos que Z;(P(¢)) = 1, en particular,
P p(g) es sumable. Por lo tanto, por el Teorema 2.3.1, existe un tnico estado de Gibbs F*-

invariante para ®p(). Esto completa la demostracion. O

Proposicién 6.1.5. Si Z1(0) > 1 y p es el estado de Gibbs F-invariante para ®p4) dado
por la Proposicion 6.1.4, entonces p es el inico estado de equilibrio para el potencial @ py).

Ademds, se tiene [ mdu < oo.
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Demostracion. Por la Proposicién 6.1.4 tenemos que P(P(¢)) = 0. Luego, como p es un
estado de Gibbs y P(P(¢)) = 0, existe C' > 0 tal que, para cadan >0y 1 < k < 2" se

tiene que

< ————<C(,
exp(Ppg) (7))

para todo x € A%, Sigue que

p(A%) < Cexp(sup ®pg|ar)-

Entonces,
00 anl 00 2n71 00 277,71
/md,u = Z Z mdu = Z Z nu(AF) < C Z nexp(sup ®p(g)| ax )
n=1 k=17 A% n=1 k=1 n=1 k=1
oo 271 n—1
= C’Z Z n exp (sup (Z(gb o Uj)|Ali ) e P,
n=1 k=1 §=0

Como Z1(0) > 1y Z1(P(¢)) = 1, por la Proposicién 6.1.3; existe 0 < § < P(¢) tal que
Z1(9) € (1,00). Luego,

0o 2n—1
/md,u < C’Z Z n exp (sup (Z(¢ o o'j)‘A,;L>> e~ Plon

n=1 k=1

o0 on—1 n—1
:CZ Zexp(sup(Z poa’ ’Ak>>

nozol - 7=0

Z 5)n Z exp(sup Ps| ax).

= k=1

Dado que P(¢) — 0 > 0, existe N € N tal que < 1 para todo n > N. Esto implica

que,

on— 1 ) on— 1
/mdu <C ( Z exp(sup Ps| 4% ) + ZN o Z exp(sup ‘I’éfAk))

k=1

N-1 on— 1
n
=C <Z o(P(o)—o)m E exp(sup s 4x) + Z1(6)> < 00.
k=1

n
e(P(#)—d)n

n=1

Para concluir, por el Teorema 2.3.2 es suficiente verificar que | ®p(gs)dp > —oo. Para esto,
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notemos que

oo 2n—1 oo 2n—1 n—1
/‘I)P(@du => > (/ ‘I)P(¢)du> => (u(Afl) (Z((é o 07)|ax — P(¢)n>>
n=1 k=1 A% n=1 k=1 =0
oo 271
> ({ —AY — k
> (inf {a,, by, —A} = P(6)) Y D pl(Ap)n
n=1 k=1
= (fut {an. by~ A} = P(0)) [ mdp > —cx.
ne
Por lo tanto, x es el inico estado de equilibrio para @ pg). O

La demostracion del siguiente teorema es analoga a la demostracién del Teorema 4.0.3.

Teorema 6.1.6. Sea p un estado de equilibrio para ®py) tal que [ mdp < co. SiP(P(¢)) =

0, entonces fim/pm(23) es un estado de equilibrio para ¢.

Supongamos que Z;(0) > 1. Sea p el tnico estado de equilibrio para ®p dado por la
Proposicién 6.1.5. Luego, p satisface [mdp < co. Como P(P(¢)) = 0 (ver Proposicién
6.1.4), el Teorema 6.1.6 implica que v := p,,/pm(X3) es un estado de equilibrio para ¢.

Ademas, por el Teorema 2.3.1, la medida u es ergddica. Asi, v también es ergddica en virtud

de la Proposicién 3.2.4.

Para concluir la demostraciéon del Teorema 6.1.1, solamente falta probar la unicidad. Para
eso, necesitamos la siguiente proposicién, cuya demostracion es analoga a la demostracion

de la Proposicion 4.1.7

Proposicién 6.1.7. Si P(P(¢)) =0 y p es un estado de equilibrio ergédico para ¢ tal que
p(D) > 0, entonces pp = p|p/p(D) es un estado de equilibrio para ®pyy. Ademds, existe a
lo mds un estado de equilibrio ergédico p tal que p(D) > 0.

Ahora, recordemos que de la Proposicién 6.1.4 se tiene que P(¢) > 0, entonces v & {05, 05 }.
Como v es ergédica, tenemos que v es mutuamente singular a &5 y a d3, asi que v({0,2}) = 0.
Luego, como P(P(¢)) = 0, sigue del Corolario 6.0.3 que v(D) > 0.

Supongamos que p # v es un estado de equilibrio ergédico para ¢. Por el argumento anterior
se tiene que p(D) > 0. Asi, v y p cumplen v(D) > 0y p(D) > 0. La Proposicién 6.1.7

implica que p = v.

Por lo tanto, v es el unico estado de equilibrio ergdédico para ¢. Finalmente, gracias a la

Proposicién 1.4.5 concluimos que v es el unico estado de equilibrio para ¢. Esto completa la
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demostracién del Teorema 6.1.1. [l

6.2. Existencia de mas de un estado de equilibrio

El objetivo de esta secciéon es probar el Teorema 6.2.1. Para enunciarlo, es necesario deducir

algunas cosas.

A lo largo de esta seccién siempre supondremos que Z1(0) = 0. Note que por (6.3) esto es
equivalente a P(0) = 0, y por lo tanto, por el Teorema 6.0.1 se tiene que P(¢) = 0. Asi, oy
3 son estados de equilibrio para ¢. Ademés, como ® es localmente Holder y Z;(0) = 1 < o0,
por el Teorema 2.3.1, existe un unico estado de Gibbs F-invariante p para el potencial ®,

y ademas, i es ergodica.
Como p es un estado de Gibbs y P(P(¢)) = 0, existe C' > 0 tal que

C—l < /”L(AfJ
~ exp(Pol 4 )

<C, (6.12)

para todon € Ny 0 < k < 2"~'. Ahora, podemos enunciar el Teorema 6.2.1.
Teorema 6.2.1. Supongamos que Z1(0) = 1.

1. Si [ mdp < oo, existe un estado de equilibrio ergddico v & {05, 03} para el potencial ¢.

Ademas, v, d5 y o5 son los unicos estados de equilibrio ergodicos para ¢.

2. Si ['mdp = oo, entonces 05 y 03 son los tnicos estados de equilibrio ergddicos para .

Demostracion. Primero, supongamos que [ mdu < oo. Luego,

/fbodu iQZ/ q)odu:ig(u njfboa] |Ak>

n=1 k=1 n=1 k=1 7=0
co 271
> (ot o0 (32Xt
ne
n=1 k=1

= (Inf {ay, b, —A})/mdu > —o0.

Entonces, por el Teorema 2.3.2, u es el nico estado de equilibrio para ®; = ®p(y).

Como P(¢) =0y P(P(¢)) = 0, por el Teorema 6.1.6 se tiene que v := i,/ im(X3) es un
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estado de equilibrio para ¢. Notemos que,

v({0,2}) = ZZH "({0,2}) N Ey) = ZZM U (w0} u{w2h)nE | =0.

n=0 k>n n=0 k>n we{0,1,2}"
-

=0
Asi, v & {5, 05}. Por otro lado, por la Proposicién 3.2.4 tenemos que v es ergddica, pues j

es ergbdica.

Para ver que no hay mas estados de equilibrio ergddicos, supongamos por contradiccion que
p & {v, 05,05} es un estado de equilibrio ergédico para ¢. Antes vimos que v{0,2} = 0, y
como p es mutuamente singular a & y a d3, también se tiene p({0,2}) = 0. Luego, gracias
al Corolario 6.0.3 obtenemos que p(D) > 0 y v(D) > 0. Por la Proposicién 6.1.7, se tiene
que p = v, lo cual es una contradiccion. Asi, v, d5 y d3 son los unicos estados de equilibrio

ergddicos para ¢. Esto prueba la parte 1.

Ahora, supongamos que [ mdu = 0o. Si p € {d5, 03} es un estado de equilibrio ergédico para
¢, entonces p({0,2}) = 0, pues p es mutuamente singular a d5 y a d3. De manera similar a lo
hecho antes, el Corolario 6.0.3 implica que p(D) > 0, y por la Proposicién 6.1.7 obtenemos
que pp = p|p/p(D) es un estado de equilibrio para ®pg) = Pg. Luego, en virtud del Teorema

2.3.4 concluimos que pp = pu. Sin embargo, sigue del Corolario 3.1.3 que

oo:/mduz/md(pp)zﬁ/l)mdpzﬁ<oo,

y esto tultimo es una contradiccién. Por lo tanto, d5 y d3 son los tnicos estados de equilibrio

ergddicos para ¢. Esto completa la demostracion del Teorema 6.2.1. [

Terminamos esta seccién, enunciando un par de consecuencias del Teorema 6.2.1.

Corolario 6.2.2. Supongamos que Z;(0) =1. Si "< (n+1)ef» <1y > < (n+1)e™ <1,
entonces [ mdp < co. En particular, existe un estado de equilibrio ergddico para ¢, distinto

d€ 56 Yy (55.

Demostracion. Supongamos que y o~ (n+ 1)e» < 1y > > (n+1)e™ < 1. De (6.12) se

tiene

oo 271 oo 271 oo 271

Jman =323 [ e =323 ) < 0303 mesploup ol

n=1 k=1 n=1 k=1 n=1 k=1
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oo 2n—1 n—1
—C’ZZnexp(sup( (poa?) |Ak>>
7=0

n=1 k=1

-4 <1+i2nzlnexp <Sup <Zl ¢ oa’) m)))

g e (o)

Asi, por la parte 1 del Teorema 6.2.1, se tiene el Corolario 6.2.2. O]

—|—Zn S"—i—e“)

< OQ.

Corolario 6.2.3. Supongamos que Zy(0) = 1. Si >.>° ne®™ = o0 o y > ne™ = oo,
entonces [ mdu = oo. En particular, & y 05 son los unicos estados de equilibrio ergddicos

para @.

Demostracion. Supongamos que y -, ne =00 0 .- ne™ = oo. Luego, de (6.12) sigue

que
oo 2n—1 oo 2n~1
[ =33 o > €153 mesptou el
n=1 k=1 n=1 k=1
>0l <Z ne™ Z%’“n) —
n=1 n=1

Por lo tanto, por la parte 2 del Teorema 6.2.1 concluimos que dg y d3 son los tinicos estados

de equilibrio ergddicos para ¢. O]

6.3. Caso Z1(0) <1y ejemplos

Comenzamos esta seccién caracterizando los estados de equilibrio para ¢ cuando Z;(0) < 1.

Teorema 6.3.1. Si Z1(0) < 1, entonces &g y 05 son los unicos estados de equilibrio ergodicos

para @.

Demostracion. En esta demostraciéon vamos a considerar ag = by = —A 'y My = Ny = [1].
Primero, observemos que en este caso P(0) < 0. Luego, por el Teorema 6.0.1 tenemos que
P(¢) <0. Por otro lado,

hs, + / ¢dds = 0,
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lo cual implica que P(¢) = 0 y 5 es un estado de equilibrio para ¢. Andlogamente, tenemos
que d5 también es un estado de equilibrio para ¢.

Supongamos que p € {05,035} es un estado de equilibrio ergédico, entonces p({0,2}) = 0
pues p es mutuamente singular a dg y a d5. Luego, existe n € Ny tal que p(M, U N,,) > 0.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que p(M,,) > 0. Dado @,, € R, definimos el potencial

o(x) six g M,,
an, siz e M,.

Sea @ el potencial inducido por ¢ asociado a p = 0, es decir, ®(x) = S)P(x) para cada
x € D. También denotamos por P(®) a la presion de . Por (6.3) podemos escoger @, > a,,
de tal forma que P(®y) < 0. Luego, aplicando el Teorema 6.0.1 al potencial ¢ obtenemos
que P(¢) = 0 = P(¢). Por otro lado,

/Edp - /¢dp = p(My,)(@, — ay) > 0.

P(3) = P(6) = hy + / bdp < hy + / Sdp,

lo cual contradice el Principio variacional. Esto termina la demostracién. O

Luego,

Para finalizar este capitulo, daremos ejemplos de sucesiones (a,)nen ¥ (bn)nen tales que
el potencial ¢ satisface las distintas hipétesis de los Teoremas 6.1.1, 6.2.1 y 6.3.1. Antes,

necesitamos el siguiente lema.

Lema 6.3.2. Si )~ e" <1ly> * e <1, entonces Z;(0) < oo.

Demostracion. Notemos que,

D=3 S e <sup <Z<¢ ' af'm))

n=1 k=1

(1 + i 221 exp (Sup (Z(¢ o aj)|Aﬁ> ))

n=2 k=1
(ElE) (E) [ 5 )
n=1 k=1 k=1 n=1

y esto 1dltimo es finito si Y~ e <1y > 7 e™ < 1. O
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Ejemplo 6.1. Sean o y 3 nimeros positivos. Consideremos las sucesiones

a+1 B+1
n n
. =lo b, =1
g< +1> y og( +1) )

para cada n € N. Entonces,

a+1 B+1
=1 ! =1 L
S P AT '

[e.e]

1
Consideremos ((7v) = Z — para cada v > 0. Luego,
n

n=1

o0

ZGSn:Zﬁ)QH:C(OZ‘Fl)—I,

1 (6.13)
Zem_Zm:C(ﬁ—i‘l)—l

+
Sabemos que 7 +— ((y) es finita y continua en (1,00). Ademas, () RImERINNS y se tiene que
2

(2)—1= % — 1€ (0,1). Por lo tanto, existe v € (0, 1) tal que

(y+1)-1=1 (6.14)

Luego, si {«, B} C (7, 00), por (6.13) y el Lema 6.3.2 se tiene que Z;(0) < oo, independiente

de la eleccién de A.

Supongamos que {a, 8} C (7, 00). Consideremos

oo 271 n—1
= log (1—1—22;@@ (sup( 1(¢oaj)]Aﬁ>>>.
n j=

Notemos que A € (0,00) pues Z;(0) < co. Luego,

oo 2n~1 n—1
:ZZexp(sup( (poo?) |Ak>)
7=0

e <1+ZZexp (Sup (Z(qﬁoaj)uﬁ))) =1
n=2 k=1

Asi, sit € (0,1), el potencial t¢ satisface la hipdtesis del Teorema 6.1.1, y si t € (1,00), el
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potencial ¢ satisface la hipotesis del Teorema 6.3.1.

Ahora, observemos que

o0

> (n+ et = f:—l 5 = Cla) -1,
— — (n+1)
Y (nf1)em = Zﬁ =¢(B) - 1.

Entonces, por (6.14), si {a, 8} C (v + 1, 00), se tiene
oo o
méx {Z(n +1)em, Y (n+ 1)&} <1
n=1 n=1

Por el Corolario 6.2.2 tenemos que ¢ cumple las hipdtesis del Teorema 6.2.1, parte 1. Por

otro lado, si o € (7,1] 6 B € (v, 1], entonces

i(n +1)ef" =00 6 i(n +1)e™ = oo,
n=1 n=1

y por el Corolario 6.2.3 concluimos que ¢ satisface las hipotesis del Teorema 6.2.1, parte 2.

Observacién 6.3.1. En el caso en que (o, 3) € ((1,7+ 1] x (1,00)) U ((1,00) x (1,7 + 1])
no sabemos si el tiempo de primer retorno es integrable con respecto al estado de Gibbs
F-invariante correspondiente. Por lo tanto, en este caso no sabemos si hay unicidad o mul-

tiplicidad de estados de equilibrio para el potencial ¢.
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