
Pontificia Universidad Católica de Chile
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Introducción

Un problema central en Formalismo termodinámico es estudiar la existencia y unicidad de

estados de equilibrio, esto debido a que los estados de equilibrio suelen tener buenas propie-

dades ergódicas que reflejan la dinámica del sistema en cuestión. Gracias a los trabajos de

Bowen y Ruelle [Bow75, Rue78], este problema está bien entendido para una clase impor-

tante de sistemas. Por ejemplo, toda dinámica uniformemente expansora y topológicamente

mixing admite un único estado de equilibrio para un potencial Hölder dado. Por otro lado,

Hofbauer [Hof77] construyó, en el full-shift, ejemplos de potenciales que no son Hölder y

admiten más de un estado de equilibrio.

El objetivo de este trabajo es, precisamente, estudiar la existencia y unicidad de estados de

equilibrio para potenciales que no son Hölder o transformaciones que no son uniformemente

expansoras. Más especificamente, nos vamos a concentrar en sistemas que poseen puntos fijos

indiferentes.

Este trabajo se divide en 6 caṕıtulos. El Caṕıtulo 1 está destinado a entregar las definiciones

y resultados básicos de Teoŕıa ergódica, siguiendo principalmente [VO16].

En los Caṕıtulos 2 y 3 se encuentran las herramientas principales que utilizamos en los

caṕıtulos siguientes. Por un lado, en el Caṕıtulo 2 presentamos resultados relacionados con

el Formalismo termodinámico para cierta clase de potenciales definidos sobre el full-shift

con alfabeto numerable. Aqúı, nuestra principal referencia es [MU01]. Por otro lado, en el

Caṕıtulo 3 nos enfocamos en las transformaciones inducidas, poniendo especial atención en la

función de primer retorno. Veremos resultados que relacionan propiedades de una dinámica

f con su transformación inducida. Para este caṕıtulo, en las Secciones 3.2 y 3.1 seguimos

[VO16], y en la Sección 3.3 seguimos [Sar20].

En el cuarto caṕıtulo consideramos el full-shift en dos śımbolos Σ2 := {0, 1}N0 y la función

shift σ : Σ2 → Σ2. Consideramos M0 = [1] y, para cada n ∈ N, el conjunto

Mn := {x ∈ Σ2 : xi = 0 para 0 ≤ i ≤ n− 1, xn = 1}.

4
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Denotemos por 0 a la sucesión constante 0. Dada una sucesión (an)n∈N0 que converge a 0

definimos el potencial ϕ : Σ2 → R por

ϕ(x) =

an si x ∈Mn,

0 si x = 0.

Estudiamos la existencia y unicidad de estados de equilibrio para ϕ. Este fue exactamente

el problema abordado por Hofbauer [Hof77], cuyos resultados se resumen en el siguiente

teorema.

Teorema 0.0.1. Sea sn = a1 + . . .+ an.

1. Si
∑∞

n=0 e
sn > 1, existe un único estado de equilibrio para ϕ.

2. Si
∑∞

n=0 e
sn = 1, se tienen dos casos:

Cuando
∑∞

n=0(n+ 1)esn = ∞, δ0 es el único estado de equilibrio para ϕ.

Cuando
∑∞

n=0(n + 1)esn < ∞, δ0 es un estado de equilibrio para ϕ, y además,

existe otro estado de equilibrio distinto de δ0.

3. Si
∑∞

n=0 e
sn < 1, entonces δ0 es el único estado de equilibrio para ϕ.

En este trabajo obtenemos los mismos resultados que Hofbauer pero con técnicas diferentes

basadas en los resultados presentados en los Caṕıtulos 2 y 3. Además, en el caso en que

existen dos estados de equilibrio, probamos que estos son los únicos estados de equilibrio

ergódicos.

En el Caṕıtulo 5, nos enfocamos en una versión diferenciable del problema estudiado en el

Caṕıtulo 4. Para γ > 0 consideramos a ∈ (0, 1) el único número tal que a(1 + aγ) = 1 y

definimos f : [0, 1] → [0, 1] por,

f(x) =

x(1 + xγ) si x ∈ [0, a],

x(1 + xγ)− 1 si x ∈ (a, 1].

Esta función es conocida como la Transformación de Manneville-Pomeau y fue introducida

en [PM80]. Consideramos el potencial geométrico −t log f ′ con t > 0 y denotamos por P (t)

a su presión. Aunque f
′|(0,1] > 1, esta transformación no es uniformemente expansora, pues

f ′(0) = 1. Por lo tanto, −t log f ′
(0) = 0 para todo t > 0. En este caso decimos que 0 es un

punto fijo indiferente. Las propiedades de la función t 7→ P (t) han sido objeto de estudio

de diversos autores (ver por ejemplo [PS92] y [Sar01]). Aqúı, los principales resultados (ver
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Teorema 5.3.4, Lema 5.3.5, Teorema 5.3.8 y Teorema 5.3.9) se resumen en,

Teorema 0.0.2. Considere, para cada t > 0, el potencial ϕt := −t log f ′.

1. Si t ∈ (0, 1), entonces P (t) > 0 y existe un único estado de equilibrio para ϕt.

2. Para t = 1, se tiene P (1) = 0 y

si γ ∈ (0, 1), existe un estado de equilibrio ν ̸= δ0 para el potencial ϕ1. Además,

ν y δ0 son los únicos estados de equilibrio ergódicos para ϕ1.

si γ ≥ 1, entonces δ0 es el único estado de equilibrio para ϕ1.

3. Si t > 1, entonces P (t) = 0 y δ0 es el único estado de equilibrio para ϕt.

Por último, en el Caṕıtulo 6 estudiamos la existencia y unicidad de estados de equilibrio para

un sistema simbólico que sirve como modelo de una dinámica diferenciable con dos puntos

fijos indiferentes. Para eso, trabajamos sobre el full-shift en tres śımbolos Σ3 = {0, 1, 2}N0 y

definimos, para cada n ∈ N, los conjuntos

Mn := {x ∈ Σ3 : xi = 0 para 0 ≤ i ≤ n− 1, xn ̸= 0},

Nn := {x ∈ Σ3 : xi = 2 para 0 ≤ i ≤ n− 1, xn ̸= 2}.

Consideramos una constante A > 0, un par de sucesiones (an)n∈N y (bn)n∈N que convergen a

0, y definimos el potencial ϕ : Σ3 → R por

ϕ(x) =



an si x ∈Mn,

bn si x ∈ Nn,

−A si x ∈ [1],

0 si x ∈ {0, 2},

donde 0 y 2 denotan a la sucesión constante 0 y a la sucesión constante 2 respectivamente.

En los Teoremas 6.1.1, 6.2.1 y 6.3.1 caracterizamos la existencia y unicidad de estados de

equilibrio para ϕ. Más precisamente, en los Teoremas 6.1.1 y 6.3.1 damos condiciones bajo las

cuales se puede asegurar la existencia de un único estado de equilibrio. En el Teorema 6.2.1

mostramos que pueden existir tres estados de equilibrio ergódicos diferentes. Terminamos el

Caṕıtulo 6 exhibiendo ejemplos de potenciales que satisfacen las distintas hipótesis de los

teoremas antes mencionados.

En los Caṕıtulos 4, 5 y 6 la estrategia será similar: consideraremos un subconjunto apropiado

del espacio de fase, de tal forma que la función de primer retorno correspondiente pueda
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ser codificada mediante un full-shift con alfabeto numerable. Las teoŕıas desarrolladas por

Mauldin y Urbansky [MU01], y por Sarig [Sar99], nos permitirán estudiar la existencia de

estados de equilibrio para un potencial en el sistema inducido, y utilizando herramientas

que presentaremos más adelante podremos obtener conclusiones acerca de los estados de

equilibrio de nuestro potencial original.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo exhibimos una recopilación de algunos de los preliminares utilizados en

los caṕıtulos siguientes. En la Sección 1.1 definimos los conceptos de medida invariante y

ergodicidad, y también enunciamos el Teorema de descomposición ergódica. En las Secciones

1.2 y 1.3 exponemos las nociones entroṕıa para una medida invariante y entroṕıa topológica

respectivamente. Más especificamente, en el Ejemplo 1.2 presentamos el full-shift, que es

el espacio en el que trabajaremos en los Caṕıtulos 4 y 6. Por último, en la Sección 1.4

estudiamos los conceptos de presión topológica y estados de equilibrio.

1.1. Medidas invariantes y ergodicidad

Definición 1.1.1. Sea (X,B, µ) un espacio de medida y f : X → X una función medible.

Decimos que µ es invariante bajo f ( f -invariante o que f preserva µ) si

µ(f−1(B)) = µ(B) para todo E ∈ B.

También decimos que el sistema (f, µ) preserva la medida para referirnos a lo mismo.

Ejemplo 1.1. Sea (X,B) un espacio medible y f : X → X una transformación medible.

Considere x ∈ X y δx la delta de Dirac en x. Luego, δx es f -invariante si y sólo si f(x) = x,

pues

δx(f
−1(E)) = δf(x)(E) para todo E ∈ B.

Proposición 1.1.1 ([VO16, Proposition 1.1.1]). Sea (X,B, µ) un espacio de medida y

8
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f : X → X una transformación medible. Entonces µ es f -invariante si y sólo si∫
ϕ dµ =

∫
ϕ ◦ f dµ

para toda función ϕ ∈ L1(µ).

El siguiente teorema establece que, si µ es una medida de probabilidad f−invariante y

µ(B) > 0, entonces casi todo x ∈ B retorna infinitas veces a B bajo iteraciones de f .

Teorema 1.1.2 (Teorema de recurrencia de Poincaré). Sea (X,B, µ) un espacio de probabi-

lidad y f : X → X una transformación que preserva µ. Sea B ∈ B un conjunto medible tal

que µ(B) > 0. Entonces existe conjunto medible A ⊂ B con µ(A) = µ(B) tal que para todo

x ∈ A existe una sucesión de números naturales n1 < n2 < n3 . . . que satisface fnk(x) ∈ A

para todo k ∈ N.

Definición 1.1.2. Sea µ una medida de probabilidad sobre el espacio medible (X,B) y sea

f : X → X una transformación que preserva µ. Se dice que µ es ergódica con respecto a f

(o que (f, µ) es un sistema ergódico) si para todo B ∈ B se tiene que

f−1(B) = B =⇒ µ(B) ∈ {0, 1}.

Cuando la transformación f quede clara por contexto, solamente diremos que la medida µ

es ergódica.

Teorema 1.1.3 ([Wal82, Theorem 1.5]). Sea (X,B, µ) un espacio de probabilidad y f :

X → X una transformación que preserva la medida. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) T es ergódica.

(ii) Si B ∈ B es tal que µ(B △ T−1(B)), entonces µ(B) ∈ {0, 1}.

(iii) Para todo B ∈ B con µ(B) > 0 se tiene que µ(
⋃∞

i=1 T
−i(B)) = 1

(iv) Para todo par A,B ∈ B con µ(A) > 0 y µ(B) > 0 existe n ∈ N tal que µ(T−n(A)∩B) >

0.

Recordemos que, dado un espacio medible (X,B), dos medidas no nulas µ y ν definidas sobre

B se dicen mutuamente singulares si existe E ∈ B tal que µ(E) = ν(X \ E) = 0.

Proposición 1.1.4 ([EW11, Lemma 4.6]). Sea (X,B) un espacio medible y f : X → X una

transformación medible. Si µ y ν son dos medidas ergódicas con respecto a f , entonces son



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

mutuamente singulares o iguales.

Para terminar con esta sección vamos a enunciar el Teorema de descomposición ergódica,

el cual, informalmente hablando, establece que toda medida de probabilidad invariante se

puede escribir como combinación convexa de medidas ergódicas.

Consideremos (X,B, µ) un espacio de probabilidad y P una partición de X en conjuntos

medibles. Para cada x ∈ X vamos a denotar por P(x) al elemento de P que contiene a

x. Luego, existe una proyección canónica π : X → P dada por π(x) = P(x). Entonces,

podemos definir la σ-álgebra B̂ := {Q ⊂ P : π−1(Q) ∈ B} y la medida µ̂ definida por

µ̂(Q) = µ(π−1(Q)) para todo Q ∈ B̂. Aśı, obtenemos el espacio de probabilidad (P , B̂, µ̂).

La demostración del siguiente teorema se encuentra en [VO16, Section 5.1].

Teorema 1.1.5 (Descomposición ergódica). Considere un espacio de probabilidad (X,B, µ),
donde X es un espacio métrico separable y B es la σ-álgebra de Borel en X. Sea f : X → X

una transformación medible que preserva µ. Entonces existe un conjunto medible X0 ⊂ X

con µ(X0) = 1, una partición P de X0 en conjuntos medibles y una colección {µP : P ∈ P}
de medidas de probabilidad en X satisfaciendo

1. µP (P ) = 1 para µ̂-casi todo P ∈ P.

2. La función P 7→ µP (E) es medible para todo E ∈ B.

3. µP es f -invariante y ergódica para µ̂-casi todo P ∈ P.

4. µ(E) =
∫
µp(E) dµ̂(P ) para todo E ∈ B.

1.2. Entroṕıa

En esta sección consideramos (X,B, µ) un espacio de probabilidad y f : X → X una

transformación medible que preserva la medida µ. Escribimos log para referirnos al logaritmo

natural y adoptamos la convención 0 · log 0 = 0. También, a diferencia de la Sección 1.1, una

partición de (X,B, µ) será siempre una colección numerable (finita o infinita) y disjunta de

elementos de B cuya unión es igual a X.

Definición 1.2.1. Sean que P y Q son dos particiones de (X,B, µ). Diremos que Q es un

refinamiento de P (y escribimos P ≤ Q), si cada elemento de P se puede escribir como

unión de elementos de Q.

Definición 1.2.2. Dadas dos particiones P y Q de (X,B, µ), el refinamiento entre P y Q
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es la partición

P ∨Q := {P ∩Q : P ∈ P , Q ∈ Q}.

Más generalmente, si {Pn}n∈N es una sucesión de particiones de (X,B, µ) definimos

∞∨
n=1

Pn :=

{
∞⋂
n=1

Pn : Pn ∈ Pn para todo n ∈ N

}
.

Observación 1.2.1. Notemos que P ∨Q es un refinamiento tanto de P como de Q.

Definición 1.2.3. Sea P una partición de (X,B, µ). Se define la entroṕıa de P con respecto

a µ como

Hµ(P) :=
∑
P∈P

−µ(P ) log(µ(P )).

Notemos que Hµ(P) ≥ 0, pues −x log x ≥ 0 si x ∈ [0, 1].

El siguiente lema es fundamental para definir la entroṕıa de f con respecto a µ.

Lema 1.2.1 ([VO16, Lemma 3.3.4]). Sea {xn}n∈N ⊂ R una sucesión subaditiva, es decir,

xn+m ≤ xn + xm para todo par n,m ∈ N. Entonces,

ĺım
n→∞

xn
n

= ı́nf
n∈N

xn
n

∈ [−∞,∞).

Definición 1.2.4. Sea P una partición de (X,B, µ), se define la partición Pn por

Pn :=
n−1∨
i=0

f−i(P),

donde f−i(P) := {f−i(P ) : P ∈ P} para cada i ∈ N.

Notemos que por la Observación 1.2.1 se tiene que Pn ≤ Pn+1 para todo n ∈ N. Otro

importante hecho es que la sucesión {Pn}n∈N0 es subaditiva:

Lema 1.2.2 ([VO16, Lemma 9.1.7]). Si P es una partición de (X,B, µ), entonces

Hµ(Pn+m) ≤ Hµ(Pn) +Hµ(Pm)

para todo n,m ∈ N.

Definición 1.2.5. Sea P una partición de (X,B, µ). Se define la entroṕıa de f con respecto
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a P como el siguiente ĺımite

hµ(f,P) := ĺım
n→∞

1

n
Hµ(Pn).

Observación 1.2.2. Por los Lemas 1.2.1 y 1.2.2, hµ(f,P) está bien definida. Además,

hµ(f,P) ≥ 0.

Definición 1.2.6. Se define la entroṕıa de f con respecto a µ como

hµ(f) := sup
P∈F

hµ(f,P),

donde F := {P : P es partición de (X,B, µ) y Hµ(P) <∞}.

Teorema 1.2.3 ([VO16, Theorem 9.2.1]). Supongamos que P1 ≤ P2 ≤ P3 . . . es una sucesión

decreciente de particiones de (X,B, µ) con Hµ(Pn) <∞ para todo n ∈ N, y tal que
⋃∞

n=1Pn

genera la σ-álgebra B. Entonces,

hµ(f) = ĺım
n→∞

hµ(f,Pn).

Como consequencia directa del Teorema 1.2.3 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.2.4 ([VO16, Corollary 9.2.5]). Si P es una partición con Hµ(P) < ∞ tal que⋃∞
n=1Pn genera la σ-álgebra B. Entonces, hµ(f) = hµ(f,P).

A particiones P como las del Corolario 1.2.4 las llamamos particiones generadoras para la

función f .

Si además X es un espacio métrico y B es la σ-álgebra de Borel de X, se tienen los siguientes

resultados.

Corolario 1.2.5 ([VO16, Corollary 9.2.8]). Supongamos que P1 ≤ P2 ≤ P3 . . . es una

sucesión de particiones de (X,B, µ) tal que diamPn → 0. Entonces,

hµ(f) = ĺım
n→∞

hµ(f,Pn),

donde diamPn := sup{diamP : P ∈ Pn}.

Corolario 1.2.6 ([VO16, Corollary 9.2.10]). Sea P una partición de (X,B, µ) que satisface

diamPn → 0. Entonces, hµ(f) = hµ(f,P).
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1.3. Entroṕıa topológica

En está sección X es un espacio topológico compacto y f : X → X una función continua.

Definiremos una noción de entroṕıa que sólo depende de la topoloǵıa de X. Esta se conoce

como entroṕıa topológica de f y se denota por h(f). También enunciaremos el conocido

Principio variacional, que relaciona la entroṕıa topológica con lo visto en la Sección 1.2.

Definición 1.3.1. Sean α y β cubrimientos abiertos de X. Decimos que β es un refinamiento

de α (y escribimos α ≤ β) si todo elemento de β está contenido en algún elemento de α.

Definición 1.3.2. Si α y β son cubriemientos abiertos de X, se define su refinamiento como

el cubrimiento α ∨ β dado por

α ∨ β := {A ∩B : A ∈ α,B ∈ β}.

Más generalmente, si {αi}ni=1 es una colección finita de cubrimientos abiertos de X, se define

n∨
i=1

αi :=

{
n⋂

i=1

Ai : Ai ∈ αi para todo i ∈ {1, . . . n}

}
.

Observación 1.3.1. Para todo par de cubrimientos abiertos α, β se tiene que α ≤ (α ∨ β).
Además, si β es un subcubrimiento de α, se tiene que α ≤ β.

Definición 1.3.3. Sea α un cubrimiento abierto de X. Se define el cubrimiento f−1(α) como

f−1(α) := {f−1(A) : A ∈ α}.

Denotamos αn :=
∨n−1

i=0 f
−i(α).

Definición 1.3.4. Si α es un cubrimiento abierto de X, definimos

N(α) := mı́n{|β| : β es subcubrimiento de α}

donde |β| denota la cardinalidad de β. Además, se define H(α) := logN(α). Decimos que

H(α) es la entroṕıa del cubrimiento α.

Observación 1.3.2. Como X es compacto, N(α) < ∞ para cualquier cubrimiento abierto

α.

De manera similar a lo visto en la Sección 1.3, se tiene que la sucesión (H(αn))n∈N es

subaditiva:
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Lema 1.3.1. Sea α es un cubrimiento abierto de X. Luego,

H(αn+m) ≤ H(αn) +H(αm)

para todo n,m ∈ N.

Definición 1.3.5. Sea α un cubrimiento abierto deX. Se define la entroṕıa de f con respecto

a α como el siguiente ĺımite

h(f, α) := ĺım
n→∞

1

n
H(αn).

Observación 1.3.3. Por el Lema 1.3.1 la sucesión (H(αn))n∈N es subaditiva, luego h(f, α)

está bien definido gracias al Lema 1.2.1.

Definición 1.3.6. Se define la entroṕıa topológica de f como

h(f) := sup{h(f, α) : α es un cubrimiento abierto de X}.

La siguiente proposición es útil para calcular la entroṕıa topológica en algunos contextos.

Proposición 1.3.2 ([VO16, Corollary 10.1.13]). Sea X un espacio métrico compacto. Si

α es un cubrimiento abierto de X tal que el diámetro de αn =
∨n−1

j=0 f
−j(α) converge a 0

cuando n→ ∞, entonces h(f) = h(f, α).

Ejemplo 1.2. Dado k ∈ N consideramos el conjunto {0, 1, . . . , k−1} dotado de la topóloǵıa

discreta. Al conjunto Σk := {0, 1, . . . , k − 1}N0 dotado de la topoloǵıa producto se le conoce

como el full-shift en k-śımbolos. Notemos que Σk es compacto en virtud del Teorema de

Tychonoff.

Dados m ∈ N y {ω0, . . . , ωm−1} ⊂ {0, 1, . . . k − 1}, se define el cilindro [ω0 . . . ωm−1] de largo

m por

[ω0 . . . ωm−1] := {(xn)n∈N0 ∈ Σk : xn = ωn para todo 0 ≤ n ≤ m− 1}.

El conjunto de todos los cilindros forma una base para la topoloǵıa de Σk.

En Σk podemos definir la métrica d : Σk × Σk → [0, 1] dada por

d(x, y) = e−n(x,y),

donde n(x, y) := mı́n{n ∈ N0 : xn ̸= yn}. Se puede verificar que la topoloǵıa inducida por d

coincide con la topoloǵıa producto en Σk.
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Consideramos la función shift σ : Σk → Σk definida por

σ((xn)n∈N0) = (xn+1)n∈N0 ,

y definimos el cubrimiento abierto P de Σk dado por los cilindros de largo 1, es decir,

P := {[ω] : ω ∈ {0, 1, . . . , k − 1}}.

Es sencillo notar que

Pn =
n−1∨
j=0

σ−j(P) = {[ω0 . . . ωn−1] : ωi ∈ {0, 1, . . . , k − 1} para todo 0 ≤ i ≤ n− 1}.

Luego, como Pn es una partición de Σk para todo n ∈ N, se obtiene que

h(σ,P) = ĺım
n→∞

1

n
log |Pn| = ĺım

n→∞

1

n
log kn = log k.

Finalmente, como diamPn n→∞−−−→ 0, por la Proposición 1.3.2 tenemos que

h(σ) = h(σ,P) = log k.

Terminamos esta sección enunciando el Principio variacional para la entroṕıa que, como

veremos en la Sección 1.4, es un caso particular del Teorema 1.4.3. Para una demostración

de este hecho ver [Wal82, Theorem 8.6].

Teorema 1.3.3 (Principio variacional). Sea X un espacio métrico compacto y f : X → X

una función continua. Entonces

h(f) = sup{hµ(f) : µ ∈ Mf (X)},

donde Mf (X) es el conjunto de todas las medidas de probabilidad Borelianas f -invariantes.

1.4. Presión topológica

En esta sección se introduce el concepto de presión topológica (o simplemente presión). Acá,

consideramos solo transformaciones continuas en un espacio métrico compacto. Sin embargo,

en el Caṕıtulo 2 vamos a definir el concepto de presión para un caso particular definido en

un espacio no compacto.
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Sea X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua.

Definición 1.4.1. Un potencial en X es una función continua ϕ : X → R. Si ϕ es un

potencial, se define, para cada n ∈ N, el potencial Snϕ :=
∑n−1

i=0 ϕ ◦ f i.

Definición 1.4.2. Sea ϕ un potencial en X y α un cubrimiento abierto de X. Definimos

Pn(f, ϕ, α) := ı́nf

{∑
U∈γ

sup
x∈U

eSnϕ(x) : γ es un subcubrimiento finito de αn

}
.

Proposición 1.4.1. Si α es un cubrimiento abierto de X y ϕ es un potencial, la sucesión

(logPn(f, ϕ, α))n∈N es subaditiva.

Observación 1.4.1. Por el Lema 1.2.1 el ĺımite P (f, ϕ, α) := ĺımn→∞
1
n
logPn(f, ϕ, α) existe.

Para poder definir la presión de un potencial ϕ es esencial el siguiente lema.

Lema 1.4.2 ([VO16, Lemma 10.3.1]). Sea ϕ : X → R un potencial y (αn)n∈N una sucesión

de cubrimientos abiertos de X tal que diamαn → 0. Entonces ĺımn→∞ P (f, ϕ, αn) existe y es

independiente de la sucesión (αn)n∈N.

El Lema 1.4.2 nos permite hacer la siguiente definición.

Definición 1.4.3. Sea ϕ : X → R un potencial y (αn)n∈N una sucesión de cubrimientos

abiertos de X tal que ĺımn→∞ diamαn = 0. Definimos la presión P (f, ϕ) del potencial ϕ

como el ĺımite

P (f, ϕ) := ĺım
n→∞

P (f, ϕ, αn).

Observación 1.4.2. Es sencillo verificar que P (f, 0) = h(f).

El siguiente resultado está demostrado en [VO16, Theorem 10.4.1].

Teorema 1.4.3 (Principio variacional). Sea ϕ : X → R un potencial y denotemos por

Mf (X) al conjunto de todas las medidas de probabilidad de Borel f -invariantes. Entonces

P (f, ϕ) = sup

{
hµ(f) +

∫
ϕ dµ : µ ∈ Mf (X)

}
. (1.1)

Observación 1.4.3. Notemos que, de la Observación 1.4.2 y el Teorema 1.4.3, se obtiene el

Teorema 1.3.3.

Una consequencia del Teorema 1.4.3 y el Teorema 1.1.5 es el siguiente corolario.
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Corolario 1.4.4 ([VO16, Corollary 10.4.2]). Sea ϕ : X → R un potencial. Entonces

P (f, ϕ) = sup

{
hµ(f) +

∫
ϕ dµ : µ es ergódica

}
.

Uno de los principales objetos de estudio relacionados con la presión son las medidas que

realizan el supremo en (1.1). Esto motiva la siguiente definición.

Definición 1.4.4. Sea ϕ : X → R un potencial y µ ∈ Mf (X). Diremos que µ es un estado

de equilibrio para ϕ si

P (f, ϕ) = hµ(f) +

∫
ϕ dµ.

Al conjunto de estados de equilibrio de ϕ lo denotamos por E(f, ϕ).

Observación 1.4.4. Si µ es un estado de equilibrio para el potencial nulo, por la Observación

1.4.2 se tiene que h(f) = hµ(f). En este caso decimos que µ es una medida de máxima

entroṕıa.

Proposición 1.4.5 ([VO16, Corollary 10.5.6]). Si E(f, ϕ) ̸= ∅, entonces contiene medidas

ergódicas. Además, E(f, ϕ) es un conjunto convexo y sus puntos extremos son exactamente

las medidas ergódicas contenidas en el.



Caṕıtulo 2

Dinámica simbólica

En este caṕıtulo definimos el full-shift sobre un alfabeto infinito numerable y estudiamos

propiedades de la función shift. En la Sección 2.1 se define la noción de presión y se enuncia

un principio variacional para este caso. En la Sección 2.2 se introduce el concepto de estado

de Gibbs y extendemos la nocion de estado de equilibrio vista en el Caṕıtulo 1. Finalmente,

presentamos resultados relacionados con la existencia y unicidad de estados de equilibrio

para cierta familia de potenciales.

Definición 2.0.1. Consideremos Σ := {(xn)n∈N0 : xn ∈ N0} y σ : Σ → Σ la función dada

por

σ((xn)n∈N0) = (xn+1)n∈N0

para cada (xn)n∈N0 ∈ Σ. Al conjunto Σ dotado de la topoloǵıa producto se le conoce como

el full-shift en infinitos śımbolos o el full-shift con alfabeto numerable, y a la función σ se le

dice shift.

La topoloǵıa producto en Σ está generada por los cilindros, es decir, los conjuntos de la

forma

[i0i1 . . . in−1] := {x ∈ Σ : xj = ij para cada 0 ≤ j ≤ n− 1}.

Definición 2.0.2. Una palabra es una secuencia finita ω = x0 . . . xn−1 ∈ Nn
0 . Se define el

largo |ω| de una palabra ω como la cantidad de coordenadas que tiene.

Notemos que el full-shift en infinitos śımbolos no es compacto, sin embargo, es metrizable:

Para cada α > 0 consideremos la métrica dα : Σ× Σ → [0,∞) dada por

dα(x, y) = e−αn(x,y),

18
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donde n(x, y) := mı́n{n ∈ N0 : xn ̸= yn}. Para α, β > 0 las métricas dα y dβ son equivalentes

y compatibles con la topoloǵıa producto.

2.1. Presión y principio variacional

Consideremos una función ϕ : Σ → R. Se define

Zn(ϕ) :=
∑
ω∈Nn

0

exp

(
sup
x∈[ω]

Snϕ(x)

)
(2.1)

para cada n ∈ N, donde Snϕ :=
∑n−1

j=0 ϕ ◦ σj.

Lema 2.1.1 ([MU03, Lemma 2.1.2]). La sucesión (log(Zn(ϕ)))n∈N es subaditiva.

Aśı, gracias al Lema 1.2.1 podemos hacer la siguiente definición.

Definición 2.1.1. Definimos la presión de ϕ como

P (ϕ) := ĺım
n→∞

1

n
logZn(ϕ) = ı́nf

n∈N

(
1

n
logZn(ϕ)

)
. (2.2)

Como Σ no es compacto, los resultados vistos en la Sección 1.5 no aplican directamente a

este caso. Sin embargo, veremos que bajo ciertas hipótesis se tienen resultados similares.

Definición 2.1.2. Una función ϕ : Σ → R es aceptable, si es uniformemente continua y

osc(ϕ) := sup
n∈N0

{sup(ϕ|[n])− ı́nf(ϕ|[n])} <∞.

Observación 2.1.1. Notemos que las funciones aceptables no son necesariamente acotadas.

Para las funciones aceptables tenemos la siguiente versión del principio variacional.

Teorema 2.1.2 ([MU03, Theorem 2.1.8]). Sea ϕ : Σ → R una función aceptable, entonces

P (ϕ) = sup

{
hµ(σ) +

∫
ϕ dµ

}
,

donde el supremo es tomado sobre todas las medidas de probabilidad de Borel σ-invariantes

µ que satisfacen
∫
ϕ dµ > −∞.

Para terminar esta sección enunciamos el siguiente resultado, que será util más adelante.
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Proposición 2.1.3 ([MU03, Proposition 2.1.9]). Si la función ϕ : Σ → R es aceptable,

entonces P (ϕ) <∞ si y sólo si Z1(ϕ) <∞.

2.2. Estados de Gibbs y estados de equilibrio

Al igual que en la Definición 1.4.1, un potencial es una función continua ϕ : Σ → R.

Definición 2.2.1. Sea ϕ : Σ → R un potencial. Un estado de Gibbs para ϕ es una medida

de probabilidad Boreliana µ en Σ para la cual existen C ≥ 1 y Pµ ∈ R satisfaciendo

C−1 ≤ µ([ω])

exp (S|ω|ϕ(x)− Pµ|ω|)
≤ C,

para toda palabra ω y todo x ∈ [ω]. Si además µ es σ-invariante, decimos que µ es un

estado de Gibbs invariante.

Proposición 2.2.1 ([MU03, Proposition 2.2.2]). Si µ es un estado de Gibbs para ϕ, se tiene

que Pµ = P (ϕ).

Definición 2.2.2. Sea ϕ : Σ → R un potencial. Una medida de probabilidad Boreliana

σ-invariante µ es un estado de equilibrio para ϕ si
∫
ϕ dµ > −∞ y

P (ϕ) = hµ(σ) +

∫
ϕ dµ.

2.3. Existencia de estados de equilibrio

En esta sección presentamos resultados sobre la existencia y unicidad de estados de equilibrio

para potenciales sumables y localmente Hölder. Para esto, una herramienta fundamental es

el operador de transferencia.

Definición 2.3.1. Sea ϕ : Σ → R una función y α > 0. Definimos, para cada n ∈ N,

Vα,n(ϕ) = sup{|ϕ(x)− ϕ(y)|eα(n−1) : x, y ∈ Σ y xi = yi para todo i = 0, . . . , n− 1}.

Decimos que ϕ es localmente Hölder si existe α > 0 tal que

Vα(ϕ) := sup
n∈N

{Vα,n(ϕ)} <∞.

Observación 2.3.1. Note que toda función localmente Hölder es aceptable.



2.3. EXISTENCIA DE ESTADOS DE EQUILIBRIO 21

Definición 2.3.2. Un potencial ϕ : Σ → R es sumable si

∞∑
n=0

exp(sup(ϕ|[n])) <∞.

Denotemos por Cb(Σ) al espacio de las funciones continuas y acotadas definidas en Σ dotado

de la norma uniforme. Para un potencial sumable ϕ se define el operador de transferencia

Lϕ : Cb(Σ) → Cb(Σ) como sigue, para cada f ∈ Cb(Σ) y cada x ∈ Σ,

Lϕf(x) :=
∑

y∈σ−1(x)

exp(ϕ(y))f(y) =
∞∑
n=0

exp(ϕ(nx))f(nx).

Notemos que, como ϕ es sumable, entonces

∥Lϕf∥ ≤ ∥f∥
∞∑
n=0

exp(supϕ|[n]) <∞.

Aśı, Lϕ está bien definido. Además, es fácil ver que para cada n ≥ 1,

Ln
ϕf(x) =

∑
ω∈Nn

0

exp(Snϕ(ωx))f(ωx).

Consideremos C∗
b (Σ) el espacio dual de Cb(Σ) y el operador dual L∗

ϕ : C∗
b (Σ) → C∗

b (Σ) dado

por (L∗
ϕ ℓ)(f) = ℓ(Lϕf) para cada ℓ ∈ C∗

b (Σ). Si µ es una medida finita sobre Σ, la podemos

identificar con el operador µ : Cb(Σ) → R definido como

µ(f) =

∫
f dµ,

para todo f ∈ Cb(Σ). Aśı, L∗
ϕ actúa sobre el espacio de medidas finitas en Σ de la siguiente

forma: ∫
fd(L∗

ϕµ) =

∫
Lϕfdµ para todo f ∈ Cb(Σ).

A continuación enunciamos el resultado principal de esta sección, el cual se encuentra con-

tenido en [MU01, Corollary 2.10].

Teorema 2.3.1. Sea ϕ : Σ → R un potencial sumable y localmente Hölder. Entonces,

a) Existe una única medida µϕ que es vector propio para el operador L∗
ϕ, y su valor propio

correspondiente es eP (ϕ).
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b) La medida µϕ es un estado de Gibbs para ϕ.

c) El potencial ϕ admite un único estado de Gibbs σ-invariante. Además, dicho estado de

Gibbs es ergódico.

Ahora, expresamos en el siguiente teorema condiciones suficientes para la existencia y uni-

cidad de un estado de equilibrio (ver [MU03, Theorem 2.2.9]).

Teorema 2.3.2. Sea ϕ : Σ → R un potencial localmente Hölder y sumable con supϕ <

∞, y sea µ̃ϕ el único estado de Gibbs σ-invariante para ϕ dado por el Teorema 2.3.1. Si∫
ϕ dµ̃ϕ > −∞, entonces µ̃ϕ es el único estado de equilibrio para el potencial ϕ.

Teorema 2.3.3 ([MU03, Theorem 2.4.3]). Sea ϕ : Σ → R un potencial sumable y localmente

Hölder. Existen constantes A y B positivas y una función continua ψ tal que A ≤ ψ ≤ B,

Lϕψ = eP (ϕ)ψ y ∫
ψdµϕ = 1,

donde µϕ es el estado de Gibbs dado por el Teorema 2.3.1.

Observación 2.3.2. Notar que en el Teorema 2.3.3, como A ≤ ψ ≤ B, se tiene que la

medida dada por dµ = ψdµϕ es un estado de Gibbs. Además, µ es σ-invariante pues

Lϕψ = eP (ϕ)ψ y

∫
ψdµϕ = 1,

lo que implica que, dado f ∈ L1(µ),∫
f ◦ σ dµ =

∫
(f ◦ σ)ψ dµϕ = e−P (ϕ)

∫
(f ◦ σ)ψ d(L∗

ϕdµϕ) = e−P (ϕ)

∫
Lϕ((f ◦ σ)ψ) dµϕ

= e−P (ϕ)

∫
f Lϕψ dµϕ =

∫
f ψ dµϕ =

∫
f dµϕ.

Luego, la invarianza de µ sigue de la Proposición 1.1.1.

Definición 2.3.3. Dada una función ϕ : Σ → R se define

varnϕ = sup{|ϕ(x)− ϕ(y)| : xi = yi para i = 0, . . . , n− 1}.

Decimos que ϕ tiene variación sumable si
∑

n≥2 varnϕ <∞.

Gracias a la Observación 2.3.2 tenemos la siguiente versión de [Sar15, Theorem 5.5].

Teorema 2.3.4. Sea ϕ : Σ :→ R un potencial con variación sumable que satisface supϕ <∞
y P (ϕ) <∞, entonces
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1. ϕ tiene a lo más un estado de equilibrio.

2. Este estado de equilibrio, si existe, es el estado de Gibbs σ-invariante dado por el

Teorema 2.3.1.

Observación 2.3.3. Vale mencionar que en [Sar15] este teorema está escrito para una noción

de presión levemente diferente llamada la presión de Gurevich en el contexto de un shift de

Markov numerable topológicamente mixing. Sin embargo, la noción de presión presentada

aqúı y la presión de Gurevich coinciden en nuestro contexto. Para más detalles al respecto

ver [MU01, Section 7].



Caṕıtulo 3

Transformaciones inducidas

En este caṕıtulo vamos a describir un método que permite construir, a partir de un sistema

que preserva la medida, otro sistema diferente denominado sistema inducido. Esto es útil,

ya que el sistema inducido suele tener mejores propiedades y se pueden obtener interesantes

conclusiones acerca del sistema original solamente analizando el sistema inducido.

3.1. Función de primer retorno

Sea (X,B, µ) un espacio de probabilidad y f : X → X una transformación que preserva

µ. Sea también E ∈ B un conjunto tal que µ(E) > 0 y consideremos la medida µ|E como

la restricción de µ a la σ-álgebra BE := {A ∩ E : A ∈ B}. En ocasiones vamos a consi-

derar la normalización µE, definida por µE := µ|E/µ(E). Notar que µE es una medida de

probabilidad.

Definimos el tiempo de primer retorno a E como la función mE : E → N∪{∞} definida por

mE(x) := mı́n{n ∈ N : fn(x) ∈ E}

si {n ∈ N : fn(x) ∈ E} ≠ ∅, de lo contrario mE(x) = ∞. Sin embargo, por el Teorema 1.1.2,

esto último ocurre sólo en un conjunto de medida nula.

Consideremos los conjuntos

E∞ := {x ∈ E fn(x) /∈ E para todo n ∈ N},

E∗
∞ := {x ∈ X : fn(x) /∈ E para todo n ∈ N0}.

24
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Para cada n ∈ N, definimos

En := {x ∈ E : mE(x) = n},

E∗
n := {x ∈ X : x /∈ E, . . . , fn−1(x) ̸∈ E, fn(x) ∈ E}.

Proposición 3.1.1. Para todo n ∈ N ∪ {∞} se tiene En ∈ BE. En particular, el tiempo de

primer retorno mE es BE-medible.

Demostración. Notemos que

En = (E ∩ f−n(E)) \
n−1⋃
j=1

(E ∩ f−j(E))) ∀n ∈ N. (3.1)

Como f es B-medible, por (3.1) tenemos que En ∈ BE para todo n ∈ N.

Por otro lado,

E∞ = E \
∞⋃
j=1

Ej.

Aśı, E∞ ∈ BE. Ahora, si A ⊂ N ∪ {∞}, entonces

m−1
E (A) =

⋃
n∈A

En ∈ BE.

Esto prueba que mE es BE-medible.

El siguiente teorema establece que el tiempo de primer retorno es µ-integrable y nos entrega

el valor de su integral.

Teorema 3.1.2 (Kac). El tiempo de primer retorno mE es µ-integrable y∫
E

mE dµ = 1− µ(E∗
∞).

Demostración. Por la Proposición 3.1.1, tenemos que En es medible para n ∈ N0. Además,

observemos que

E∗
n = f−n(E) \

n−1⋃
j=0

f−j(E)

para todo n ∈ N, y

E∗
∞ = X \

∞⋃
j=0

f−j(E).
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Por lo que E∗
n ∈ BE para cada n ∈ N ∪ {∞}. Es claro que {En}∞n=1 ∪ {E∗

n}∞n=1 ∪ {E∞, E
∗
∞}

forma una partición de X, y por el Teorema 1.1.2 se tiene que µ(E∞) = 0. Luego,

1 = µ(X) = µ(E∗
∞) +

∞∑
n=1

(µ(En) + µ(E∗
n)). (3.2)

Ahora, notemos que f−1(E∗
n) = En+1 ⊔ E∗

n+1 para todo n ≥ 1. En efecto,

f−1(E∗
n) = {x ∈ X : f(x) ∈ E∗

n}

= {x ∈ X : f(x) ̸∈ E, . . . , fn(x) ̸∈ E, fn+1(x) ∈ E}

= {x ∈ E : f(x) ̸∈ E, . . . , fn(x) ̸∈ E, fn+1(x) ∈ E} ⊔ E∗
n+1

= En+1 ⊔ E∗
n+1.

Como µ es f -invariante,

µ(E∗
n) = µ(f−1(E∗

n)) = µ(E∗
n+1) + µ(En+1) para todo n ≥ 1. (3.3)

Aplicando (3.3) sucesivamente obtenemos que

µ(E∗
n) = µ(E∗

m) +
m∑

i=n+1

µ(Ei) para todo m > n. (3.4)

De (3.2) tenemos que
∑∞

m=1 µ(E
∗
m) <∞. Luego,

ĺım
m→∞

µ(E∗
m) = 0. (3.5)

Tomando m→ ∞ en (3.4) se tiene que

µ(E∗
n) =

∞∑
i=n+1

µ(Ei).

Reemplazando esto en (3.2),

1− µ(E∗
∞) =

∞∑
n=1

(
µ(En) +

∞∑
i=n+1

µ(Ei)

)
=

∞∑
n=1

∞∑
i=n

µ(Ei) =
∞∑
n=1

nµ(En) =
∞∑
n=1

∫
En

mE dµ

=

∫
E

mE dµ.

Esto termina la demostración.



3.1. FUNCIÓN DE PRIMER RETORNO 27

Observación 3.1.1. Note que de (3.5) tenemos que ĺımn→∞ µ(E∗
n) = 0. Esto será útil en la

demostración de la Proposición 3.1.4.

Corolario 3.1.3. Si µ es ergódica, entonces∫
E

mE dµ = 1.

Demostración. Si µ es ergódica, por la parte (iii) del Teorema 1.1.3 se tiene µ(E∗
∞) = 0.

Definición 3.1.1. Definimos la función de primer retorno a E como la función F : E\E∞ →
E dada por FE(x) := fmE(x)(x).

Observación 3.1.2. Note que por el Teorema 1.1.2 se tiene µE(E \ E∞) = 1.

Proposición 3.1.4. La medida µ|E satisface µ|E(F−1
E (B)) = µ|E(B) para todo B ∈ BE.

Demostración. Denotemos por F = FE. Sea B ∈ BE, entonces

µ(F−1(B)) =
∞∑
k=1

µ(F−1(B) ∩ Ek) =
∞∑
k=1

µ(f−k(B) ∩ Ek). (3.6)

Por otro lado, notemos que f−1(B) \ E1 = f−1(B) \ E, pues B ⊂ E. Luego, como µ es

f -invariante, tenemos que

µ(B) = µ(f−1(B))

= µ(f−1(B) ∩ E1) + µ(f−1(B) \ E1)

= µ(f−1(B) ∩ E1) + µ(f−1(B) \ E).

(3.7)

Análogamente,

µ(f−1(B) \ E) = µ(f−1(f−1(B) \ E))

= µ(f−2(B) \ f−1(E))

= µ((f−2(B) \ f−1(E)) ∩ E2) + µ((f−2(B) \ f−1(E)) \ E2)

= µ((f−2(B) \ f−1(E)) ∩ E2) + µ((f−2(B) \ f−1(E)) \ E)

= µ(f−2(B) \ E2) + µ(f−2(B) \ (f−1(E) ∪ E)),

donde la última igualdad se tiene porque E2 ⊂ (f−1(E))c. Reemplazando esto en (3.7) vemos

que

µ(B) = µ(f−1(B) ∩ E1) + µ(f−2(B) ∩ E2) + µ(f−2(B) \ (f−1(E) ∪ E)).
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Iterando este argumento se obtiene que

µ(B) =
n∑

k=1

µ(f−k(B) ∩ Ek) + µ(f−n(B) \
n−1⋃
k=0

f−k(E)). (3.8)

Observemos que

f−n(B) \
n−1⋃
k=0

f−k(E) ⊂ f−n(E) \
n−1⋃
k=0

f−k(E) = E∗
n,

y por la Observación 3.1.1 tenemos que µ(E∗
n) → 0. Por lo tanto, tomando n→ ∞ en (3.8),

tenemos que

µ(B) =
∞∑
k=1

µ(f−k(B) ∩ Ek).

Aśı, por (3.6) conclúımos que

µ|E(B) = µ(B) = µ(F−1(B)) = µ|E(F−1(B)) para todo B ∈ BE.

Esto prueba la Proposición 3.1.4.

3.2. Transformaciones inducidas

Los resultados de la Sección 3.1 muestran que dado un sistema que preserva la medida

(X,B, µ, f) y un conjunto de medida positiva E, podemos construir un sistema que preserva

la medida (E,BE, µE, FE). En lo que sigue, veremos que podemos hacer una construcción en

la dirección opuesta.

Consideremos (X,B) un espacio medible y f : X → X una función medible. Sea E un

subconjunto medible de X, BE la σ-álgebra sobre E definida en la Sección 3.1 y ν una

medida finita sobre BE invariante bajo la función F definida por F (x) = fm(x)(x), donde

m : E → N es una función medible (basta que esté definida sobre un conjunto de medida

total en E).

Definición 3.2.1. A la función F definida antes le decimos transformación inducida por f

asociada a m.

Como mencionamos antes, a partir de ν podemos construir una medida f -invariante νm de

la siguiente forma: consideramos los conjuntos En = {x ∈ E : m(x) = n} y definimos la
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medida νm por

νm(B) =
∞∑
n=0

∑
k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek) para todo B ∈ B.

Proposición 3.2.1. La medida νm es invariante bajo f y satisface

νm(X) =

∫
E

mdν.

En particular, νm es finita si y sólo si la función m es integrable con respecto a ν.

Demostración. Es sencillo verificar que νm es una medida. Ahora, probemos la invarianza

de νm. Dado B ∈ B,

νm(f
−1(B)) =

∞∑
n=0

∑
k>n

ν(f−(n+1)(B) ∩ Ek)

=
∞∑
n=1

∑
k≥n

ν(f−n(B) ∩ Ek)

=
∞∑
n=1

∑
k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek) +
∞∑
n=1

ν(f−n(B) ∩ En).

Aśı,

νm(f
−1(B)) =

∞∑
n=1

∑
k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek) +
∞∑
n=1

ν(f−n(B) ∩ En). (3.9)

Por otro lado, como ν es F -invariante,

∞∑
n=1

ν(f−n(B) ∩ En) = ν(F−1(B ∩ E)) = ν(B ∩ E) =
∞∑
k=1

ν(B ∩ Ek).

Reemplazando esto en (3.9) obtenemos que

νm(f
−1(B)) =

∞∑
n=1

∑
k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek) +
∞∑
k=1

ν(B ∩ Ek)

=
∞∑
n=0

∑
k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek)

= ν(B).
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Esto prueba que νm es f -invariante. Para probar la segunda afirmación notemos que

νm(X) =
∞∑
n=0

∑
k>n

ν(f−n(X) ∩ Ek) =
∞∑
n=0

∑
k>n

ν(X ∩ Ek)

=
∞∑
n=0

∑
k>n

ν(Ek) =
∞∑
k=1

kν(Ek)

=

∫
E

mdν.

Por lo tanto,

νm(X) =

∫
E

mdν.

Observación 3.2.1. Cuando
∫
E
mdν < ∞, se tiene que νm/νm(X) es una medida de

probabilidad f -invariante.

Corolario 3.2.2. Sea µ una medida de probabilidad f -invariante y F la función de primer

retorno de f a E. Si ν = µ|E, entonces

1. νm(B) = ν(B) = µ(B) para todo B ∈ BE.

2. νm(B) ≤ µ(B) para todo B ∈ B.

Demostración. Sea B ∈ BE. Claramente ν(B) = µ(B). De la definición de m = mE es

directo que f−n(B) ∩ Ek = ∅ para todo 0 < n < k. Luego,

νm(B) =
∞∑
n=0

∑
k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek)

=
∞∑
n=1

∑
k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek)︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑
k>0

ν(B ∩ Ek)

=
∑
k>0

ν(B ∩ Ek) = ν(B).

(3.10)

Esto prueba 1. Para probar 2, sea B ∈ B. Por 1 tenemos que

µ(B) = µ(B ∩ E) + µ(B ∩ Ec) = ν(B ∩ E) + µ(B ∩ Ec)

=
∞∑
k=1

ν(B ∩ Ek) + µ(B ∩ Ec).
(3.11)
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Como µ es f -invariante, µ(B ∩ Ec) = µ(f−1(B) ∩ f−1(Ec)). Luego,

µ(B ∩ Ec) = µ(f−1(B) ∩ f−1(Ec))

= ν(f−1(B) ∩ E ∩ f−1(Ec)) + µ(f−1(B) ∩ Ec ∩ f−1(Ec))

=
∞∑
k=1

ν(f−1(B) ∩ Ek ∩ f−1(Ec)) + µ(f−1(B) ∩ Ec ∩ f−1(Ec))

(3.12)

Notemos que f−1(B) ∩ E1 ∩ f−1(Ec) = ∅ y Ek ⊂ f−1(Ec) para todo k ≥ 2. Entonces

∞∑
k=1

ν(f−1(B) ∩ Ek ∩ f−1(Ec)) =
∞∑
k=2

ν(f−1(B) ∩ Ek).

Luego, de (3.12) obtenemos

µ(B ∩ Ec) =
∞∑
k=2

ν(f−1(B) ∩ Ek) + µ(f−1(B) ∩ Ec ∩ f−1(Ec))

Reemplazando esto en (3.11) se tiene

µ(B) =
∞∑
k=1

ν(B ∩ Ek) +
∞∑
k=2

ν(f−1(B) ∩ Ek) + µ(f−1(B) ∩ Ec ∩ f−1(Ec)).

Iterando este argumento obtenemos

µ(B) =
N∑

n=0

∑
k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek) + µ

(
f−N(B) ∩

N⋂
k=0

f−k(Ec)

)

≥
N∑

n=0

∑
k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek),

(3.13)

para todo N ≥ 1. Tomando N → ∞ en (3.13) sigue que

µ(B) ≥
∞∑
n=0

∑
k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek) = νm(B).

Esto prueba la parte 2.

Observación 3.2.2. Note que, si ν es una medida F -invariante yB ⊂ E es medible, entonces

por (3.10) se tiene que νm(B) = ν(B).

El siguiente corolario establece bajo qué condición la medida νm coincide con µ.
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Corolario 3.2.3. Bajo las mismas hipótesis del Corolario 3.2.2, se tiene que

νm = µ ⇐⇒ µ(E∗
∞) = 0.

En particular, si µ es ergódica, entonces νm = µ.

Demostración. Por la Proposición 3.2.1 y el Corolario 3.2.2 tenemos que

νm(X) =

∫
E

mdν =

∫
E

mdµ = µ(X)− µ(E∗
∞). (3.14)

De (3.14) es claro que si νm = µ, entonces µ(E∗
∞) = 0. Para la otra implicancia, tomemos

B ∈ B. Luego, por (3.14) se tiene que

µ(E∗
∞) + (νm(B

c)− µ(Bc)) = µ(B)− νm(B).

Por el Corolario 3.2.2, νm(B
c)− µ(Bc) ≤ 0 y µ(B)− νm(B) ≥ 0. Por lo tanto,

µ(E∗
∞) ≥ µ(B)− νm(B) ≥ 0.

Aśı, si µ(E∗
∞) = 0, entonces µ(B) − νm(B) = 0. Esto completa la otra implicacia. Final-

mente, si µ es ergódica, por el Teorema 1.1.3 se tiene que µ(E∗
∞) = 0. Aśı, por lo probado

anteriormente tenemos que νm = µ.

Terminamos esta sección con un resultado que será útil en los siguientes caṕıtulos.

Proposición 3.2.4. Sea m el tiempo de primer retorno a E y F la función de primer

retorno asociada. Si ν es una medida F -invariante ergódica tal que
∫
mdν < ∞, entonces

µ := νm/νm(X) es una medida ergódica.

Demostración. Sea B un subconjunto medible de X tal que f−1(B) = B. Observemos que

F−1(B ∩D) = {x ∈ D : x ∈ f−m(x)(B)} = {x ∈ D : x ∈ B} = B ∩D.

Como ν es ergódica, tenemos que ν(B ∩D) ∈ {0, 1}. Por otro lado,

µ(B) =
1

νm(X)

(
∞∑
n=0

∑
k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek)

)
=

1

νm(X)

(
∞∑
n=0

∑
k>n

ν(B ∩ Ek)

)

=
1

νm(X)

(
∞∑
n=0

∑
k>n

ν((B ∩D) ∩ Ek)

)
.

(3.15)
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Si ν(B ∩ D) = 0, de (3.15) obtenemos que µ(B) = 0 pues ν((B ∩ D) ∩ Ek) = 0 para todo

k ∈ N.

Si ν(B ∩D) = 1, entonces ν((B ∩D) ∩ Ek) = ν(Ek) para todo k ∈ N. Luego, de (3.15) se

tiene que

µ(B) =
1

νm(X)

∞∑
n=0

∑
k>n

ν(Ek) =
1

νm(X)

∞∑
n=0

nν(En) =
1

νm(X)

∫
mdµ = 1,

donde la última igualdad se tiene gracias a la Proposición 3.2.1. Por lo tanto, µ(B) ∈ {0, 1}
y conclúımos que µ es ergódica.

3.3. Fórmula de Abramov

En esta sección el resultado principal es conocido como la fórmula de Abramov. Esta relaciona

la entroṕıa de un sistema que preserva la medida definido en un espacio de Lebesgue y la

entroṕıa del sistema inducido.

Definición 3.3.1. Decimos que dos espacios de medida (X1,B1, µ1) y (X2,B2, µ2) son iso-

morfos si existe un par de conjuntos de medida total X ′
1 ⊂ X1, X

′
2 ⊂ X2, y una biyección

medible π : X ′
1 → X ′

2 con inversa medible, tal que

µ2(B) = µ1(π
−1(B)) para todo B ∈ B2.

Definición 3.3.2. Un espacio de Lebesgue es un espacio de probabilidad isomorfo a un

espacio (X,L, µ), donde X es un intervalo, L es la σ-álgebra de los conjuntos Lebesgue-

medibles y µ es una medida de probabilidad formada por una combinación convexa entre la

medida de Lebesgue en X y una medida que consiste de una cantidad a lo más numerable

de átomos (i.e. puntos con medida positiva).

Definición 3.3.3. Dado un sistema que preserva la medida (X,B, µ, f), un conjunto medible

E se dice generador si
⋃∞

n=0 f
−n(B) = X modµ.

Observación 3.3.1. Por el Teorema 1.1.3, si µ es ergódica, todo conjunto medible de medida

positiva es generador.

Teorema 3.3.1 (Fórmula de Abramov). Sea (X,B, µ) un espacio de Lebesgue y f : X → X

una transformación que preserva µ. Si (E,BE, µE, F ) es el sistema inducido por f en un
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conjunto generador E, con F la función de primer retorno a E, entonces

hµE
(F ) =

hµ(f)

µ(E)
.

Demostración. En [Sar20, Theorem 4.6] se prueba el caso en que f es invertible, a continua-

ción demostraremos el caso no invertible.

Supongamos que f : X → X no es invertible. Consideremos (X̂, B̂, µ̂, f̂) su extensión natural,

es decir, X̂ = {(xn)n∈Z : x0 ∈ X, f(xn) = xn+1 ∀n ∈ Z} y f̂ : X̂ → X̂ se define por

f̂((xn)n∈Z) = (xn+1)n∈Z para cada (xn)n∈Z ∈ X̂, B̂ es la menor σ-álgebra que contiene a los

conjuntos de la forma {(xn)n∈Z ∈ X̂ : xi ∈ B} para todo i ≤ 0 y todo B ∈ B, y µ̂ es la única

medida de probabilidad en B̂ tal que

µ̂({(xn)n∈Z ∈ X̂ : xi ∈ Bi}) = µ(Bi) (3.16)

para todo i ≤ 0 y Bi ∈ f−i(B) (para más detalles ver [Sar20, Section 1.6.3]).

Es claro que f̂ es invertible. Además, es bien conocido que, dado que X es un espacio de

Lebesgue,

hµ̂(f̂) = hµ(f). (3.17)

Sea F̃ la función de primer retorno al conjunto

[E] := {(xn)n∈Z ∈ X̂ : x0 ∈ E}.

Como E es generador es sencillo verificar que [E] es generador. Luego, dado que f̂ es inver-

tible, por la fórmula de Abramov para el caso invertible, (3.16) y (3.17),

hµ̂[E]
(F̃ ) =

1

µ̂([E])
hµ̂(f̂) =

1

µ(E)
hµ(f). (3.18)

Ahora, consideremos F la función de primer retorno a E y (Ê, B̂E, µ̂E, F̂ ) su extensión

natural. Entonces Ê = {(xn)n∈Z : xn ∈ E,F (xn) = xn+1 ∀n ∈ Z}. Sea π : Ê → [E] dada por

π((. . . , x−1, x0, x1, . . .))

= (. . . , x−1, f(x−1), . . . f
m(x−1)−1(x−1), x0, f(x0), . . . , f

m(x0)−1(x0), x1, . . .).

Es decir, entre xn y xn+1, agregamos el segmento de órbita previo al retorno de xn al conjunto
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E. Notemos que si B ⊂ [E] es medible, entonces

π−1(B) = {(xn)n∈Z ∈ Ê : x0 ∈ B},

y este último conjunto es medible por la construcción de la extensión natural. Aśı, π es

medible. Por construcción tenemos que π ◦ F̂ = F̃ ◦ π y que π es inyectiva. Además,

[E] \ π(Ê) =
∞⋃
k=1

{(xn)n∈Z ∈ [E] : xn ̸∈ E ∀n ≤ −k}︸ ︷︷ ︸
:=Bk

=
∞⋃
k=1

Bk. (3.19)

Fijemos k ≥ 1 y consideremos (xn)n∈Z ∈ Bk. Es fácil notar que existe N ∈ N tal que

(f̂)ℓ((xn)n∈Z) /∈ Bk para todo ℓ ≥ N . Por el Teorema 1.1.2 se tiene que µ̂(Bk) = 0 para cada

k ∈ N. Sigue de (3.19) que µ̂E(π(Ê)) = 1 y por lo tanto π define un isomorfismo. Luego,

hµ̂[E]
(F̃ ) = hµ̂E

(F̂ ) = hµE
(F ).

Reemplanzando en (3.18) obtenemos que

hµE
(F ) =

µ(E)

hµ(f)
.

Esto completa la demostración.



Caṕıtulo 4

Un punto fijo indiferente: caso

simbólico

Consideremos el full-shift en dos śımbolos Σ2 = {0, 1}N0 (ver Ejemplo 1.2), y la función shift

σ : Σ2 → Σ2 dada por σ((xn)n∈N0) = (xn+1)n∈N0 . Sea M0 := [1] y

Mn := {x ∈ Σ2 : xi = 0 para 0 ≤ i ≤ n− 1, xn = 1},

para cada n ≥ 1. Claramente la colección {Mn}n≥0 forma una partición de Σ2 \ {0}, donde
0 denota a la sucesión constante 0.

Sea (an)n∈N0 una sucesión de números reales tal que an
n→∞−−−→ 0. Definimos el potencial

ϕ : Σ2 → R como sigue,

ϕ(x) =

an si x ∈Mn,

0 si x = 0.

Queremos estudiar la existencia y unicidad de estados de equilibrio para el potencial ϕ

utilizando las herramientas de los caṕıtulos 2 y 3. Como mencionamos antes, este problema

ya fue abordado por Hofbauer [Hof77]. Los principales resultados son los Teoremas 4.1.1,

4.2.1 y 4.2.3.

Consideremos el conjunto D = [1] \
⋃∞

n=0 σ
−n(0). Sea m : Σ2 \ {0} → N dada por

m(x) := ı́nf{n ∈ N : σn(x) ∈ [1]}.

Observe que m|D es el tiempo de primer retorno a D. Sea F : D → D la función de primer

36



37

retorno dada por F (x) = σm(x)(x) para cada x ∈ D. Note que para todo x ∈ D, F (x) está

bien definida.

Definamos A0 := [11], y para todo n ≥ 1, el cilindro

An := {x ∈ D : x0 = xn+1 = 1, xj = 0 para j = 1, . . . , n}.

Observemos que {An}n≥0 forma una partición de D y

x ∈ An ⇐⇒ m(x) = n+ 1.

Es fácil ver que (D,F ) es conjugado al full-shift con alfabeto numerable (Σ, σ), donde

Σ = {(xn)n∈N0 : xn ∈ N0 para todo n ∈ N0},

y σ : Σ → Σ es la función shift. De hecho, la conjugación está dada por la función π : D → Σ

definida como

π(x) = (m(F k(x))− 1)k∈N0 ,

y notemos que π−1([k]) = Ak para todo k ≥ 0. Gracias a esto podemos aplicar los resultados

del Caṕıtulo 2 al sistema (D,F ).

Como π−1([n]) = An para todo n ≥ 0, los conjuntos An corresponden a los cilindros de

largo 1 bajo la conjugación. Para ahorrar notación escribiremos [i0 . . . in−1]D para referirnos

al conjunto

Ai0 ∩ F−1(Ai1) ∩ . . . ∩ F−(n−1)(Ain−1).

Estos conjuntos corresponden a los cilindros de largo n bajo la conjugación π.

Definimos, para cada p ∈ R, el potencial inducido Φp : D → R por

Φp(x) := Sm(x)ϕ(x)− pm(x) =

m(x)−1∑
j=0

ϕ(σj(x))− pm(x).

Vamos a denotar por P(p) a la presión del potencial Φp. Recordemos que por (2.1) se tiene

que

Zn(Φp) :=
∑

(i0,...,in−1)∈Nn
0

exp(supSnΦp|[i0...in−1]D).
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Luego, por (2.2) tenemos que

P(p) = ĺım
n→∞

1

n
logZn(Φp).

Lema 4.0.1. Sea ψ : Σ → R un potencial tal que ψ|[n] es constante para todo n ∈ N0.

Entonces,

Zn(ψ) = (Z1(ψ))
n (4.1)

para todo n ∈ N. En particular,

P (ψ) = logZ1(ψ).

Demostración. Sea n ∈ N. Notemos que, si x ∈ [i0 . . . in−1], entonces

Snψ(x) =
n−1∑
j=0

ψ(F j(x)) ≡
n−1∑
j=0

ψ|[ij ].

Aśı, por (2.1),

Zn(ψ) =
∑

(i0,...,in−1)∈Nn
0

exp(supSnψ|[i0...in−1]) ≡
∑

(i0,...,in−1)∈Nn
0

exp

(
n−1∑
j=0

ψ|[ij ]

)

=
∑
i0∈N0

exp(ψ|[i0]) · · ·
∑

in−1∈N0

exp(ψ|[in−1]) =

(
∞∑
k=0

exp(ψ|[ik])

)n

≡ (Z1(ψ))
n.

Esto prueba (4.1). Finalmente, por (2.2),

P (ψ) = ĺım
n→∞

1

n
logZn(ψ) = ĺım

n→∞

1

n
log(Z1(ψ))

n = logZ1(ψ).

En lo que sigue consideramos la sucesión (sn)n∈N0 dada por sn := a0 + . . . + an para cada

n ∈ N0.

Proposición 4.0.2. Para todo p ∈ R se tiene que

Z1(Φp) =
∞∑
n=0

exp(sn − p(n+ 1)). (4.2)
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En particular,

P(p) = log

(
∞∑
n=0

exp(sn − p(n+ 1))

)
.

Demostración. Sea p ∈ R. Primero, observemos que Φp|An es constante para cada n ∈ N0.

En efecto,

Φp|An =
n∑

j=0

(φ ◦ σj)|An − p(n+ 1) ≡ sn − p(n+ 1). (4.3)

Luego,

Z1(Φp) =
∞∑
n=0

exp(sup(Φp|An)) =
∞∑
n=0

exp(sn − p(n+ 1)),

y obtenemos (4.2). Ahora, por el Lema 4.0.1,

P(p) = logZ1(Φp) = log

(
∞∑
n=0

exp(sn − p(n+ 1))

)
.

Esto completa la demostración.

El siguiente teorema establece una relación entre los estados de equilibrio del potencial ΦP (ϕ)

y los estados de equilibrio para el potencial ϕ. Aqúı, P (ϕ) denota la presión del potencial ϕ.

Teorema 4.0.3. Sea µ un estado de equilibrio para el potencial ΦP (ϕ) tal que
∫
mdµ <∞.

Si P(P (ϕ)) = 0, entonces µm/µm(Σ2) es un estado de equilibrio para ϕ.

Demostración. Por la Observación 3.2.1 se tiene que ν = µm/µm(Σ2) es una medida de

probabilidad σ-invariante. Como µ es un estado de equilibrio para ΦP (ϕ), se tiene que

0 = P(P (ϕ)) = hµ(F ) +

∫
ΦP (ϕ) dµ. (4.4)

Notemos que νD = µ. En efecto, si B ⊂ D es medible, por la Observación 3.2.2 tenemos que

µm(B) = µ(B). (4.5)

Luego,

(νD)(B) =
ν(B)

ν(D)
=
µm(B)

µm(D)
=
µ(B)

µ(D)
= µ(B).
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Aśı, por el Teorema 3.3.1 se tiene que

hµ(F ) =
hν(σ)

ν(D)
. (4.6)

Por otro lado, ∫
ΦP (ϕ) dµ =

∫
Sm(x)ϕ(x) dµ(x)− P (ϕ)

∫
mdµ.

Por la Proposición 3.2.1 y (4.5),∫
mdµ = µm(Σ2) =

µm(D)

ν(D)
=
µ(D)

ν(D)
=

1

ν(D)
. (4.7)

Además,

∫
Sm(x)ϕ(x) dµ(x) =

∞∑
n=0

∫
An

Sn+1ϕ(x) dµ(x) =
∞∑
n=0

∫
An

(
n∑

k=0

ϕ ◦ σk

)
dµ

=
∞∑
n=0

∫ ( n∑
k=0

ϕ ◦ σk

)
dµ|An =

∞∑
n=0

n∑
k=0

∫
ϕ ◦ σkdµ|An

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

∫
ϕ d(µ|An ◦ σ−k) =

∫
ϕ d

(
∞∑
n=0

n∑
k=0

µ|An ◦ σ−k

)

=

∫
ϕ d

(
∞∑
n=0

∑
k>n

µ|Ak
◦ σ−n

)
=

∫
ϕdµm

= µm(Σ2)

∫
ϕdν =

1

ν(D)

∫
ϕdν,

(4.8)

donde la última igualdad sigue de (4.7). Reemplazando (4.6), (4.8) y (4.7) en (4.4) obtenemos

que

0 =
1

ν(D)
(hν(σ) +

∫
ϕ dν − P (ϕ)).

Esto implica que

P (ϕ) = hν(σ) +

∫
ϕ dν.

Por lo tanto, ν es un estado de equilibrio para el potencial ϕ. Esto concluye la demostración.

Consideremos la función de primera entrada L : [0] \ {0} → [1] dada por

L(x) = σm(x)(x),
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y para cada p ∈ R e y ∈ [1] definimos

Lp(y) :=
∑

x∈L−1(y)

exp(Sm(x)ϕ(x)− pm(x)). (4.9)

Sigue de la Proposición 4.0.2 que, para cada y ∈ [1],

Lp(y) ≡
∞∑
n=1

exp(Snϕ|[0 . . . 01]︸ ︷︷ ︸
n ceros

− np) ≡
∞∑
n=1

exp((a1 + . . .+ an)− np) = ep−a0Z1(Φp). (4.10)

El siguiente resultado lo escribiremos en un contexto más general, pues lo utilizaremos nue-

vamente en el Capitulo 6.

Lema 4.0.4. Sea k ∈ N y Σk = {0, . . . , k − 1}N0. Dado un potencial ψ : Σk → R se tiene

que

P (ψ) = ĺım
n→∞

1

n
log

(∑
P∈Pn

exp( ı́nf
x∈P

Snψ(x))

)
. (4.11)

En particular, para todo y ∈ Σk,

P (ψ) = ĺım
n→∞

1

n
log

 ∑
x∈σ−n(y)

exp(Snψ(x))

 . (4.12)

Demostración. Sea P = {[0], . . . [k − 1]} y Pn =
∨n−1

j=0 σ
−j(P) para n ∈ N. Sabemos que

P (ψ) = ĺım
n→∞

1

n
log

(∑
P∈Pn

exp(sup
x∈P

Snψ(x))

)
.

Sea ε > 0. Como ψ es uniformemente continua existe δ > 0 tal que

d(x, y) < δ =⇒ |ψ(x)− ψ(y)| < ε. (4.13)

Sea N ∈ N tal que, para cada n ≥ N , se tiene diamP < δ para todo P ∈ Pn. Entonces,

dado P ∈ Pn con n > N , y x1, x2 ∈ P , por (4.13) se tiene que

|Snψ(x1)− Snψ(x2)| ≤
n−N−1∑
j=0

|ψ(σj(x1))− ψ(σj(x2))|+
n−1∑

j=n−N

|ψ(σj(x1))− ψ(σj(x2))|

≤ (n−N)ε+ 2N sup |ψ|.
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Aśı, si n > N y P ∈ Pn,

sup
x∈P

Snψ(z)− ı́nf
x∈P

Snψ(x) ≤ (n−N)ε+ 2N sup |ψ|.

Luego, dado n > N tenemos que

1

n
log

(∑
P∈Pn

exp(sup
x∈P

Snψ(x))

)
≤ (n−N)ε+ 2N sup |ψ|

n
+

1

n
log

(∑
P∈Pn

exp( ı́nf
x∈P

Snψ(x))

)
.

Esto implica que

ĺım
n→∞

1

n
log

(∑
P∈Pn

exp(sup
x∈P

Snψ(x))

)
≤ ε+ ĺım

n→∞

1

n
log

(∑
P∈Pn

exp( ı́nf
x∈P

Snψ(x))

)
.

Tomando ε→ 0 se obtiene (4.11).

Finalmente, notando que, para cada y ∈ Σk y cada n ∈ N,

1

n
log

(∑
P∈Pn

exp( ı́nf
x∈P

Snψ(x))

)
≤ 1

n
log

 ∑
x∈σ−n(y)

exp(Snψ(x))


≤ 1

n
log

(∑
P∈Pn

exp(sup
x∈P

Snψ(x))

)
,

obtenemos (4.12).

Teorema 4.0.5. Se satisface

P (ϕ) = ı́nf{p ∈ R : P(p) ≤ 0}. (4.14)

Además,

P(p) = 0 =⇒ p = P (ϕ). (4.15)

Demostración. Sea x ∈ D. Por el Lema 4.0.4 se tiene que

P (ϕ) = ĺım
n→∞

1

n
log

 ∑
y∈σ−n(x)

eSnϕ(y)

 = ĺım
n→∞

1

n
log

 ∑
ω∈{0,1}n

eSnϕ(ωx)

 . (4.16)
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Por (4.16) se tiene que la serie

∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,1}n
eSnϕ(ωx)

es divergente para p < P (ϕ) y convergente para p > P (ϕ).

Notemos que dado ℓ ∈ N, todo y ∈ F−ℓ(x) cumple

F ℓ(y) = σm(y)+...+m(F ℓ−1(y))(y).

Entonces, por el Lema 4.0.1,

∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,1}n−1

eSnϕ(1ωx) =
∞∑
ℓ=1

∑
y∈F−ℓ(x)

e−p(m(y)+...+m(F ℓ−1(y))eSm(y)+...+m(Fℓ−1(y))ϕ(y)

≡
∞∑
ℓ=1

∑
(i0,...,iℓ−1)∈Nn

0

exp

(
ℓ−1∑
j=0

(Φp ◦ F j)|[i0...iℓ−1]D

)

≡
∞∑
ℓ=1

Zℓ(Φp) =
∞∑
ℓ=1

(Z1(Φp))
ℓ.

(4.17)

Aśı,
∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,1}n
eSnϕ(ωx) ≥

∞∑
ℓ=1

(Z1(Φp))
ℓ. (4.18)

Es claro que

∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,1}n
eSnϕ(ωx)

=
∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,1}n−1

eSnϕ(1ωx) +
∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,1}n−1

eSnϕ(0ωx).

(4.19)

Luego, de (4.17) sigue que

∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,1}n−1

eSnϕ(1ωx) =
∞∑
ℓ=1

(Z1(Φp))
ℓ. (4.20)
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Por otro lado, por (4.10) y (4.17) tenemos que

∞∑
n=1

∑
ω∈{0,1}n−1

eSnϕ(0ωx) =

Lp(x) +
∞∑
ℓ=1

∑
y∈L−1(F−ℓ(x))

e−p(m(y))+m(L(y))+...m(F ℓ−1(L(y)))eSm(y))+m(L(y))+...m(Fℓ−1(L(y)))
ϕ(y)

≤ Lp(x) +
∞∑
ℓ=1

∑
z∈F−ℓ(x)

e−p(m(z)+...+m(F ℓ−1(z)))eSm(z)+...+m(Fℓ−1(z)))
ϕ(z)Lp(z)

≤ ep−a0Z1(Φp) + ep−a0Z1(Φp)
∞∑
ℓ=1

∑
z∈F−ℓ(x)

e−p(m(z)+...+m(F ℓ−1(z)))eSm(z)+...+m(Fℓ−1(z)))
ϕ(z)

= ep−a0

(
Z1(Φp) +

∞∑
ℓ=1

(Z1(Φp))
ℓ+1

)
.

Aśı,
∞∑
n=1

∑
ω∈{0,1}n−1

eSnϕ(0ωx) ≤ ep−a0

(
Z1(Φp) +

∞∑
ℓ=1

(Z1(Φp))
ℓ+1

)
. (4.21)

Reemplazando (4.20) y (4.21) en (4.19) obtenemos que

∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,1}n
eSnϕ(ωx) ≤

∞∑
ℓ=1

(Z1(Φp))
ℓ + ep−a0

(
Z1(Φp) +

∞∑
ℓ=1

(Z1(Φp))
ℓ+1

)
. (4.22)

Por lo tanto, de (4.18) y (4.22) tenemos

∞∑
ℓ=1

(Z1(Φp))
ℓ ≤

∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,1}n
eSnϕ(ωx)

≤ ep−a0

∞∑
ℓ=1

(Z1(Φp))
ℓ+1 + ep−a0Z1(Φp) +

∞∑
ℓ=1

(Z1(Φp))
ℓ.

(4.23)

Luego, si P(p) ≥ 0, por el Lema 4.0.2 se tiene que Z1(Φp) ≥ 1. Por (4.23) tenemos que

∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,1}n
eSnϕ(ωx) = ∞,

y esto implica que p ≤ P (ϕ).
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Ahora, si P(p) < 0, por el Lema 4.0.2 se tiene Z1(p) < 1. Sigue de (4.23) que

∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,1}n
eSnϕ(ωx) <∞,

y conclúımos que p ≥ P (ϕ). Por lo tanto, se tiene que p ≤ P (ϕ) para cada p ∈ R tal que

P(p) ≥ 0, y p ≥ P (ϕ) para cada p ∈ R cumpliendo P(p) < 0. Esto implica que

p > P (ϕ) =⇒ P(p) < 0,

p < P (ϕ) =⇒ P(p) ≥ 0.
(4.24)

Consideremos p ∈ R tal que P(p) ≤ 0.

Si P(p) < 0, entonces p ≥ P (ϕ) gracias a (4.24).

Si P(p) = 0, supongamos que p < P (ϕ). Entonces existe p < q < P (ϕ). Luego, como

p 7→ P(p) es estrictamente decreciente donde es finita, tenemos que

P(q) < P(p) = 0. (4.25)

Pero como q < P (ϕ), de (4.24) se tiene que P(q) ≥ 0, lo cual contradice (4.25). Por otro

lado, si se tuviera p > P (ϕ), entonces existiria p > q > P (ϕ). Luego,

P(q) > P(p) = 0,

lo cual contradice (4.24). Por lo tanto, p = P(ϕ). Note que esto prueba (4.15).

Lo anterior demuestra que P (ϕ) es una cota inferior de {p ∈ R : P(p) ≤ 0}. Finalmente,

(4.24) implica que P(P (ϕ) + ε) < 0 para todo ε > 0. Por lo tanto,

P (ϕ) = ı́nf{p ∈ R : P(p) ≤ 0}.

4.1. Existencia de un único estado de equilibrio

El objetivo de esta sección es probar el Teorema 4.1.1, el cual establece una hipótesis sobre la

sucesión (an)n∈N0 que es suficiente para asegurar la existencia de un único estado de equilibrio

para el potencial ϕ.
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Teorema 4.1.1. Si
∑∞

n=0 e
sn > 1, entonces existe un único estado de equilibrio para el

potencial ϕ.

Para demostrar el Teorema 4.1.1 probaremos la existencia de un único estado de equilibrio

para el potencial inducido ΦP (ϕ), y utilizaremos el Teorema 4.0.2 para concluir la existencia

de un estado de equilibrio para ϕ. Para la unicidad, supondremos que existen dos estados de

equilibrio distintos para ϕ, y a partir de eso construiremos dos estados de equilibrio distintos

para el potencial inducido ΦP (ϕ), lo cual va a contradecir la Proposición 4.1.4.

Para aplicar los resultados del Caṕıtulo 2 será importante estudiar la convergencia de

Z1(Φp) =
∞∑
n=0

exp(sn − p(n+ 1)).

Observemos que Z1(Φp) <∞ para todo p > 0. En efecto,

exp(sn+1 − p(n+ 2))

exp(sn − p(n+ 1))
= exp(an+1 − p)

n→∞−−−→ e−p < 1. (4.26)

Proposición 4.1.2. Si
∑∞

n=0 e
sn > 1, existen p1 y p2 positivos tales que

0 < P(p1) <∞ y −∞ < P(p2) < 0.

En particular, se tiene que P (ϕ) > 0 y P(P (ϕ)) = 0.

Demostración. Si p > 0, por (4.26)
∑∞

n=0 exp(sn − p(n + 1)) < ∞. Ahora, definamos la

sucesión de funciones fk : N0 → [0,∞) por fk(n) = exp(sn − pk(n + 1)), donde (pk)k∈N0 es

estrictamente decreciente y pk → 0. Entonces fk ≤ fk+1 para todo k ∈ N0 y fk(n)
k→∞−−−→ esn .

Luego, por el Teorema de convergencia monótona,

ĺım
k→∞

∞∑
n=0

exp(sn − pk(n+ 1)) = ĺım
k→∞

∞∑
n=0

fk(n) =
∞∑
n=0

esn > 1.

Por lo tanto, P(pk)
k→∞−−−→ P(0) > 0. Por otro lado, si definimos fk de la misma manera,

pero consideramos una sucesión creciente (pk)k∈N0 con pk
k→∞−−−→ ∞. Entonces fk

k→∞−−−→ 0 y

fk ≥ fk+1 para todo k ∈ N0. Por el Teorema de convergencia monótona para una sucesión

decreciente de funciones tenemos que

ĺım
k→∞

∞∑
n=0

exp(sn − pk(n+ 1)) = 0,
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y por lo tanto, P(pk)
k→∞−−−→ −∞. Aśı, existen p1 y p2 positivos tales que 0 < P(p1) < ∞

y 0 > P(p2) > −∞. Como P(p) es estrictamente decreciente y continua en el conjunto de

los p ∈ R tales que P(p) < ∞, por el Teorema 4.0.5 conclúımos que P (ϕ) > p1 > 0 y

P(P (ϕ)) = 0.

Proposición 4.1.3. Si
∑∞

n=0 e
sk ≥ 1, entonces existe un único estado de Gibbs F -invariante

para el potencial inducido ΦP (ϕ).

Demostración. Por el Teorema 2.3.1 basta probar que el potencial ΦP (ϕ) es localmente Hölder

y satisface

Z1(ΦP (ϕ)) =
∞∑
n=0

exp(sup(ΦP (ϕ)|An) <∞.

Como ΦP (ϕ)|An es constante para todo n ≥ 0 se tiene directamente que ΦP (ϕ) es localmente

Hölder. Ahora, notemos que

∞∑
n=0

exp(sup(ΦP (ϕ)|An) =
∞∑
n=0

exp(sn − P (ϕ)(n+ 1)) = Z1(ΦP (ϕ)).

Luego, si
∑∞

n=0 e
sn = 1, entonces P(0) = 0. El Teorema 4.0.5 implica que P (ϕ) ≤ 0. Además,

por el Principio variacional se tiene que P (ϕ) ≥ 0, pues

hδ0(σ) +

∫
ϕ dδ0 = 0.

Aśı, conclúımos que P (ϕ) = 0. Por lo tanto,

∞∑
n=0

exp(sup(ΦP (ϕ)|An) =
∞∑
n=0

exp(sup(Φ0|An) =
∞∑
n=0

esn = 1 <∞.

Si
∑∞

n=0 e
sn > 1, por la Proposición 4.1.2 se tiene que P (ϕ) > 0. Luego, por (4.26) se tiene

que
∞∑
n=0

exp(sup(ΦP (ϕ)|An) <∞.

Esto completa la demostración.

Proposición 4.1.4. Supogamos que
∑∞

n=0 e
sn > 1 y sea µ el único estado de Gibbs F -

invariante para ΦP (ϕ). Entonces µ es el único estado de equilibrio para ΦP (ϕ). Además, se

tiene que
∫
mdµ <∞.
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Demostración. Denotemos por p = P (ϕ). Como µ es un estado de Gibbs y P(P (ϕ)) = 0,

existe C > 0 tal que, para cada n ≥ 0 y x ∈ An, se tiene

C−1 ≤ µ(An)

exp(Φp(x))
≤ C.

Sigue que

µ(An) ≤ C exp(Φp(x)) = C(exp(sn − p(n+ 1))).

Entonces,∫
mdµ =

∞∑
n=0

∫
An

mdµ =
∞∑
n=0

(n+ 1)µ(An) ≤ C
∞∑
n=0

(n+ 1)(exp(sn − p(n+ 1))).

Como
∑∞

n=0 e
sn > 1, por la Proposición 4.1.2 existe 0 < δ < p tal que

∞∑
n=0

exp(sn − δ(n+ 1)) ∈ (1,∞).

Luego,∫
mdµ ≤ C

∞∑
n=0

(n+ 1)(exp(sn − p(n+ 1))) = C
∞∑
n=0

n+ 1

exp((p− δ)(n+ 1))
exp(sn − δ(n+ 1)).

Como p− δ > 0, existe N ∈ N tal que
n+ 1

exp((p− δ)(n+ 1))
≤ 1 para todo n ≥ N . Sigue que

∫
mdµ ≤ C

(
N−1∑
n=0

n+ 1

exp((p− δ)(n+ 1))
(exp(sn − δ(n+ 1))) +

∞∑
n=N

exp(sn − δ(n+ 1))

)
<∞.

Para concluir, por el Teorema 2.3.2 es suficiente verificar que
∫
Φpdµ > −∞. Para esto,

notemos que∫
Φpdµ =

∞∑
n=0

∫
An

Φpdµ ≡
∞∑
n=0

µ(An)Φp|An ≡
∞∑
n=0

µ(An)(sn − p(n+ 1))

=
∞∑
n=0

µ(An)sn − p

∫
mdµ ≥ ( ı́nf

n∈N0

an)
∞∑
n=0

(n+ 1)µ(An)− p

∫
mdµ

= (( ı́nf
n∈N0

an)− p)

∫
mdµ > −∞.

(4.27)

Aśı, se tiene que µ es el único estado de equilibrio para ΦP (ϕ).
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Por el Teorema 4.0.3 se tiene que ν := µm/µm(Σ2) es un estado de equilibrio para el potencial

ϕ. Para completar la demostración del Teorema 4.1.1, sólo falta probar la unicidad de dicho

estado de equilibrio. Para eso, necesitaremos los siguientes resultados.

Lema 4.1.5. Sea ρ una medida σ-invariante. Si ρ ̸= δ0 entonces ρ([1]) > 0.

Demostración. Procederemos probando el contrarrećıproco. Supongamos que ρ([1]) = 0.

Entonces, como ρ es σ-invariante,

1 = ρ([0]) = ρ(σ−1([0])) = ρ([00]) + ρ([10]) = ρ([00]).

Luego, por inducción se obtiene que ρ([0n]) = 1 para todo n ∈ N, donde 0n denota la palabra

compuesta por n ceros. Esto implica que,

ρ({0}) = ρ

(
∞⋂
n=1

[0n]

)
= ĺım

n→∞
ρ([0n]) = 1.

Por lo tanto, ρ = δ0.

Corolario 4.1.6. Sea ρ una medida σ-invariante. Si ρ({0}) = 0, entonces ρ(D) > 0.

Demostración. Como ρ({0}) = 0, necesariamente ρ ̸= δ0. Por el Lema 4.1.5 tenemos que

ρ([1]) > 0. Como ρ({0}) = 0 se tiene ρ(σ−n(0)) = 0 para todo n ≥ 1, pues ρ es σ-invariante.

Luego,

ρ(D) = ρ

(
[1] \

∞⋃
n=1

σ−n(0)

)
= ρ([1]) > 0.

Proposición 4.1.7. Si P(P (ϕ)) = 0 y ρ es un estado de equilibrio ergódico para ϕ tal que

ρ(D) > 0, entonces ρD = ρ|D/ρ(D) es un estado de equilibrio para ΦP (ϕ). Además, existe a

lo más un estado de equilibrio ergódico ρ tal que ρ(D) > 0.

Demostración. Como ρ(D) > 0, entonces ρD es una medida de probabilidad F -invariante.

Ahora, por el Teorema 3.3.1,

hρD(F ) =
hρ(σ)

ρ(D)
. (4.28)

Además, como ρ es ergódica, sigue del Teorema 3.1.2 que∫
md(ρD) =

1

ρ(D)

∫
mdρ =

1

ρ(D)
, (4.29)
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y por (4.8), ∫
Sm(x)ϕ(x)d(ρD)(x) =

1

ρ(D)

∫
ϕdρ. (4.30)

Aśı, por (4.28), (4.29), (4.30) se tiene,

hρD(F ) +

∫
ΦP (ϕ)dρD = hρD(F ) +

∫
Sm(x)ϕ(x)dρD(x)− P (ϕ)

∫
mdρD

=
1

ρ(D)

(
hρ(σ) +

∫
ϕdρ− P (ϕ)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0 = P(P (ϕ)).

Por lo tanto, ρD es un estado de equilibrio para el potencial ΦP (ϕ).

Ahora, supongamos que ρ y η son estados de equilibrio ergódicos distintos con ρ(D) > 0 y

η(D) > 0. Entonces ρD y ηD son estados de equilibrio para ΦP (ϕ).

Como ρ y η son medidas ergódicas distintas, deben ser mutuamente singulares, es decir,

existen conjuntos medibles y disjuntos A,B ⊂ Σ2 tales que ρ(A) = 1 y η(B) = 1. Luego,

ρ(A ∩ D) = ρ(D) > 0, y η(A ∩ D) ≤ η(A) = 0. Esto implica que ρD(A ∩ D) > 0 y

ηD(A∩D) = 0. Por lo tanto ρD y ηD son dos estados de equilibrio distintos para el potencial

ΦP (ϕ), lo cual contradice la Proposición 4.1.4.

Ahora podemos completar la demostración del Teorema 4.1.1.

Supongamos que ρ ̸= ν es un estado de equilibrio ergódico para ϕ. Como
∑∞

n=0 e
sn > 1, se

tiene que P (ϕ) > 0 y P(P (ϕ)) = 0 gracias a la Proposición 4.1.2 . Luego ρ ̸= δ0, y como δ0 es

ergódica, se tiene que ρ y δ0 son mutuamente singulares, por lo tanto ρ({0}) = 0. Entonces,

por el Corolario 4.1.6 tenemos que ρ(D) > 0.

Como µ es ergódica (ver Teorema 2.3.1), por la Proposición 3.2.4 sabemos que la medida ν es

ergódica. El argumento anterior implica que ν(D) > 0, y por la Proposición 4.1.7 obtenemos

que ρ = ν, y esto es una contradicción. Esto prueba que ν es el único estado de equilibrio

ergódico para ϕ. Finalmente, por la Proposición 1.4.5, lo anterior implica que ν es el único

estado de equilibrio para ϕ. Esto completa la demostración del Teorema 4.1.1. □
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4.2. Existencia de más de un estado de equilibrio

En esta sección veremos que el potencial ϕ también nos entrega ejemplos en los que no hay

un único estado de equilibrio. Cuando
∑∞

n=0 e
sn = 1, se tiene que P(0) = 0, y por lo tanto

P (ϕ) = 0 y P(P (ϕ)) = 0, (4.31)

en virtud del Teorema 4.0.5 . Aśı, δ0 es un estado de equilibrio para ϕ. En este caso, la

unicidad de dicho estado de equilibrio dependerá de la integrabilidad del tiempo de primer

retorno con respecto al estado de Gibbs F -invariante entregado por la Proposición 4.1.3. El

resultado principal de esta sección es el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Supongamos que
∑∞

n=0 e
sn = 1, y sea µ el estado de Gibbs F -invariante

para el potencial Φ0 dado por la Proposición 4.1.3.

1. Si
∫
mdµ < ∞, existe un estado de equilibrio ν para el potencial ϕ distinto de δ0.

Además, ν y δ0 son los únicos estados de equilibro ergódicos para ϕ.

2. Si
∫
mdµ = ∞, entonces δ0 es el único estado de equilibrio para ϕ.

El Teorema 4.2.1 contiene los teoremas demostrados en [Hof77] para el caso
∑∞

n=0 e
sn = 1, y

además, agregamos el resultado sobre la unicidad en la parte 1. Vale mencionar que en [Hof77]

las hipótesis están planteadas en términos de la convergencia de la serie
∑∞

n=0(n+1)esn . Sin

embargo, esto es exactamente lo mismo que hacemos acá, tal como muestra el siguiente lema.

Lema 4.2.2. Supongamos que
∑∞

n=0 e
sn = 1 y sea µ el estado de Gibbs F -invariante para

el potencial Φ0 dado por la Proposición 4.1.3. Se tiene que∫
mdµ =

∞∑
n=0

(n+ 1)esn .

Demostración. Primero, notemos que L∗
Φ0
µ = µ. En efecto, por el Teorema 2.3.1, existe un

estado de Gibbs µΦ0 que satisface L∗
Φ0
µΦ0 = µΦ0 , pues de (4.31) se tiene que eP(P (ϕ)) = 1.

Luego, si ψ ∈ L1(µΦ0),∫
ψ ◦ FdµΦ0 =

∫
ψ ◦ Fd(L∗

Φ0
µΦ0) =

∫
LΦ0(ψ ◦ F )dµΦ0

=

∫
ψLΦ01dµΦ0 =

∫
ψdµΦ0 ,

(4.32)

donde la última igualdad se tiene porque
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LΦ01(x) =
∑

y∈F−1(x)

eΦ0(y) =
∞∑
n=0

exp(supΦ0|An) =
∞∑
n=0

esn = 1.

Aśı, (4.32) implica que µΦ0 es F -invariante gracias a la Proposición 1.1.1. Por el Teorema

2.3.1, existe un único estado de Gibbs F -invariante, aśı que µ = µΦ0 .

Luego, para cada n ≥ 0,

µ(An) =

∫
1Andµ =

∫
1And(L∗

Φ0
µ) =

∫
LΦ01Andµ

=

∫  ∑
y∈F−1(x)

eΦ0(y)1An(y)

 dµ(x)

=

∫
eΦ0|Andµ = esn .

(4.33)

Finalmente, usando (4.33) se tiene que,∫
mdµ =

∞∑
n=0

∫
An

mdµ =
∞∑
n=0

(n+ 1)µ(An) =
∞∑
n=0

(n+ 1)esn .

Ahora, probemos el Teorema 4.2.1.

Demostración (Teorema 4.2.1). Primero, supongamos que
∫
mdµ <∞. Tal como en (4.27),

se tiene que ∫
Φ0dµ ≥ (ı́nf

n≥0
an)

∫
mdµ > −∞.

Esto implica que µ es el único estado de equilibrio para Φ0 gracias al Teorema 2.3.2. Sigue

que ν = µm/µm(Σ2) es un estado de equilibrio para ϕ en virtud del Teorema 4.0.3.

Para ver que ν ̸= δ0 observemos que

µm({0}) =
∞∑
n=0

∑
k>n

µ(σ−n({0}) ∩ Ak−1) =
∞∑
n=0

∑
k>n

µ

 ⋃
ω∈{0,1}n

{ω 0} ∩ Ak−1


︸ ︷︷ ︸

= ∅

= 0.

Aśı, ν({0}) = 0 y conclúımos que ν ̸= δ0. Finalmente, si ρ es un estado de equilibrio ergódico

distinto de δ0 y ν, entonces ρ es mutuamente singular con δ0 y ν (ν es ergódica por la

Proposición 3.2.4), y esto implica que ρ({0}) = 0 y ν({0}) = 0. Por el Corolario 4.1.6 se
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tiene que ρ(D) > 0 y ν(D) > 0. La Proposición 4.1.7 implica que ρ = ν, lo que es una

contradicción. Esto prueba la parte 1.

Ahora, supongamos que
∫
mdµ = ∞ y que ρ ̸= δ0 es un estado de equilibrio ergódico para ϕ.

Luego, δ0 y ρ son mutuamente singulares, lo cual, al igual que antes, implica que ρ({0}) = 0.

Entonces, por el Corolario 4.1.6 ρ(D) > 0, y por la Proposición 4.1.7 se tiene que ρD es un

estado de equilibrio para Φ0. Del Teorema 2.3.4 sigue que ρD = µ. Luego, por el Corolario

3.1.3,

∞ =

∫
mdµ =

∫
md(ρD) =

1

ρ(D)

∫
mdρ =

1

ρ(D)
<∞,

y esto último es una contradicción. Por lo tanto, δ0 es el único estado de equilibrio ergódico

para ϕ. Por la Proposición 1.4.5 obtenemos que δ0 es el único estado de equilbrio para ϕ.

Esto completa la demostración del Teorema 4.2.1.

Solo falta analizar el caso en que
∑∞

n=0 e
sn < 1. En este caso se tiene que P(P (ϕ)) < 0, por

lo que no es posible utilizar argumentos similares a los empleados en las demostraciones de

los Teoremas 4.1.1 y 4.2.1. El argumento que exponemos a continuación es esencialmente el

mismo que en [Hof77].

Teorema 4.2.3. Si
∑∞

n=0 e
sn < 1, entonces δ0 es el único estado de equilibrio para ϕ.

Demostración. La hipótesis implica que P(0) < 0, luego por el Teorema 4.0.5 se tiene que

P (ϕ) ≤ 0. Por el Principio variacional se tiene que P (ϕ) = 0 y δ0 es un estado de equilibrio

para ϕ. Veamos ahora la unicidad. Supongamos que µ ̸= δ0 es un estado de equilibrio para

ϕ. Como µ ̸= δ0, existe Mi tal que µ(Mi) > 0.

Consideremos el potencial

ϕ(x) =

ϕ(x) , x ̸∈Mi,

ai , x ∈Mi,

con ai > ai tal que
∑∞

n=0 e
sn < 1, donde sn = a0 + · · · + ai + · · · + an. Entonces, por lo

mencionado al comienzo, se tiene que P (ϕ) = 0. Además,∫
ϕdµ−

∫
ϕdµ = µ(Mi)(ai − ai) > 0.

Por lo tanto,

P (ϕ) = 0 = P (ϕ) = hµ +

∫
ϕdµ < hµ +

∫
ϕdµ.

Esto último contradice el Principio variacional.
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Terminamos este caṕıtulo exhibiendo ejemplos de sucesiones (an)n∈N0 que satisfacen las dis-

tintas hipótesis de los Teoremas 4.1.1, 4.2.1 y 4.2.3. El siguiente ejemplo se encuentra en

[Lop93].

Ejemplo 4.1. Sea γ > 0. Consideremos la sucesión (an)n∈N0 dada por an = log

(
n

n+ 1

)γ+1

para n ≥ 1 y a0 = − log

(
∞∑
n=1

1

nγ+1

)
. Es claro que an

n→∞−−−→ 0. Además,

∞∑
n=0

esn = ea0

(
1 +

∞∑
n=1

ea1+···+an

)
= ea0

(
1 +

∞∑
n=1

1

(n+ 1)γ+1

)
= ea0

∞∑
n=1

1

nγ+1
= 1.

Luego, si t < 1 el potencial tϕ satisface la hipótesis del Teorema 4.1.1, y si t > 1 el potencial

tϕ satisface las hipótesis del Teorema 4.2.3. Ahora, notemos que

∞∑
n=0

(n+ 1)esn = ea0

(
1 +

∞∑
n=1

(n+ 1)ea1+···+an

)
= ea0

(
1 +

∞∑
n=1

1

(n+ 1)γ

)

= ea0
∞∑
n=1

1

nγ

Entonces,
∑∞

n=0(n + 1)esn = ∞ para γ ∈ (0, 1] y
∑∞

n=0(n + 1)esn < ∞ para γ > 1. Por lo

tanto, por el Lema 4.2.2, si γ ∈ (0, 1], ϕ satisface las hipótesis de la parte 2 del Teorema

4.2.1, y si γ > 1, el potencial ϕ satisface las hipótesis de la parte 1 del Teorema 4.2.1.



Caṕıtulo 5

Un punto fijo indiferente: caso

diferenciable

Dado γ > 0, sea a el único número en (0, 1) tal que a(1+aγ) = 1. Definamos f : [0, 1] → [0, 1]

por

f(x) =

x(1 + xγ) si x ∈ [0, a],

x(1 + xγ)− 1 si x ∈ (a, 1].

A f se le conoce como la transformación de Manneville-Pomeau.

Notemos que f ′(x) = 1+ (γ+1)xγ ≥ 1 para todo x ∈ [0, 1], y la igualdad se tiene solamente

cuando x = 0. En este caso decimos que 0 es un punto fijo indiferente. Vale mencionar que f

tiene una discontinuidad en a, sin embargo, definimos f ′(a) = 1 + (γ + 1)aγ. De esta forma,

la función f ′ es continua en todo [0, 1].

Dado t > 0, consideramos el potencial ϕt := −t log f ′ y definimos la presión de ϕt por

P (t) := sup

{
hµ +

∫
ϕtdµ : µ ∈ Mf

}
= sup

{
hµ − t

∫
log f ′dµ : µ ∈ Mf

}
Decimos que µ es un estado de equilibrio para ϕt si

P (t) = hµ − t

∫
log f ′dµ.

En este caṕıtulo estudiaremos la existencia y unicidad de estados de equilibrio para la familia

de potenciales ϕt = −t log f ′, con t > 0. Para esto, al igual que en Caṕıtulo 4, utilizaremos

las herramientas de los Caṕıtulos 2 y 3.

55
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Sea (yn)n∈N la sucesión definida por y1 = a y f |[0,a)(yn+1) = yn para n ∈ N. Es sencillo

notar que yn es decreciente y converge a 0. La siguiente proposición nos dice que la sucesión

(yn)n∈N tiene decrecimiento polinomial.

Proposición 5.0.1. Se satisface que

ĺım
n→∞

yγnn = γ−1. (5.1)

En particular, existen constantes positivas c1, c2, c3 y c4 tales que

c1 ≤ ynn
1/γ ≤ c2 y c3 ≤ (yn − yn+1)n

1+1/γ ≤ c4 para todo n ≥ 1. (5.2)

Demostración. Primero, notemos que para todo n ∈ N,

yn = f(yn+1) = yn+1(1 + yγn+1). (5.3)

Luego,

1 =
yn+1

yn
+

(
yn+1

yn

)
yγn+1. (5.4)

Como (yn)n∈N es decreciente se tiene que

0 ≤ yn+1

yn
≤ 1 para todo n ∈ N.

Luego,

ĺım
n→∞

(
yn+1

yn

)
yγn+1 = 0.

Aśı, tomando n→ ∞ en (5.4), se tiene que

ĺım
n→∞

yn+1

yn
= 1. (5.5)

Ahora, notemos que de (5.3) sigue que

y−γ
n+1 = y−γ

n (1 + yγn+1)
γ.

Usando la expansión de Taylor de (1 + x)γ en torno a 0, tenemos que

y−γ
n+1 = y−γ

n (1 + γyγn+1 + o(yγn+1)),
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donde

ĺım
n→∞

o(yγn+1)

yγn+1

= 0. (5.6)

Luego,

y−γ
n+1 − y−γ

n = γ

(
yn+1

yn

)γ

+
o(yγn+1)

yγn
,

y usando (5.5) y (5.6) se obtiene

ĺım
n→∞

y−γ
n+1 − y−γ

n = γ.

Sea ε > 0, entonces existe N ∈ N tal que

γ − ε ≤ y−γ
n+1 − y−γ

n ≤ γ + ε

para todo n ≥ N . Aśı, para cada k ∈ N se tiene que

y−γ
N + k(γ − ε) ≤ y−γ

N+k ≤ y−γ
N + k(γ + ε).

Equivalentemente,

y−γ
N

(N + k)γ
+

k(γ − ε)

(N + k)γ
≤

y−γ
N+k

(N + k)γ
≤ y−γ

N

(N + k)γ
+

k(γ + ε)

(N + k)γ
.

Luego,

γ − ε

γ
= ĺım inf

k→∞

(
y−γ
N

(N + k)γ
+

k(γ − ε)

(N + k)γ

)
≤ ĺım inf

k→∞

y−γ
N+k

(N + k)γ

≤ ĺım sup
k→∞

y−γ
N+k

(N + k)γ
≤ ĺım sup

k→∞

(
y−γ
N

(N + k)γ
+

k(γ + ε)

(N + k)γ

)
=
γ + ε

γ
.

(5.7)

Tomando ε→ 0 en (5.7) obtenemos que

ĺım
n→∞

y−γ
n

nγ
= 1.

Entonces,

ĺım
n→∞

yγnn = γ−1. (5.8)

Esto prueba (5.1).
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La primera parte de (5.2) sigue directamente de (5.1). Finalmente, notemos que dado n ∈ N,

(yn − yn+1)n
1+1/γ = (yn − yn+1)(n+ 1)1+1/γ

(
n

n+ 1

)1+1/γ

= (yn+1(1 + yγn+1)− yn+1)(n+ 1)1+1/γ

(
n

n+ 1

)1+1/γ

= yγ+1
n+1(n+ 1)1+1/γ

(
n

n+ 1

)1+1/γ

= (yn+1(n+ 1)1/γ)γ+1

(
n

n+ 1

)1+1/γ

.

(5.9)

Por lo tanto, por (5.8) y (5.9), se tiene que

ĺım
n→∞

(yn − yn+1)n
1+1/γ = γ−(γ+1)/γ.

Esto implica la segunda parte de (5.2) y conclúımos la demostración.

5.1. Función de primer retorno y presión en dos varia-

bles

De manera similar a lo hecho en el Caṕıtulo 4 consideramos m : (0, 1] → N dada por

m(x) = ı́nf{n ∈ N : fn(x) ∈ (a, 1]}.

Note que m|(a,1] es el tiempo de primer retorno a (a, 1].

Sea (an)n∈N0 la sucesión dada por a0 = 1 y an = (f |(a,1])−1(yn) para n ∈ N. Entonces, si
x ∈ (a, 1],

m(x) = n ⇐⇒ x ∈ (an, an−1],

y si x ∈ (0, a],

m(x) = n ⇐⇒ x ∈ (yn+1, yn].

Sea F la función de primer retorno a (a, 1], es decir, F : (a, 1] → (a, 1] está dada por

F (x) = fm(x)(x),

para cada x ∈ (a, 1]. Luego, por la Regla de la cadena, si x ∈ (an, an−1],
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F ′(x) = (fn)′(x) = f ′(x)f ′(f(x)) · · · f ′(fn−1(x)) ≥ f ′(x) = 1 + (γ + 1)xγ

≥ 1 + (γ + 1)aγ > 1.

Por lo tanto, existe λ > 1 tal que

F ′(x) ≥ λ ∀ x ∈ (a, 1]. (5.10)

De manera similar al Caṕıtulo 4, la función π : (a, 1] → NN0
0 dada por

π(x) = (m(F n)− 1)n∈N0 ,

determina un isomorfismo entre los espacios medibles ((a, 1],B((a, 1])) y (NN0
0 ,B(NN0

0 )) y

satisface π◦F = σ◦π. Bajo ese isomorfismo, el cilindro [n] corresponde al intervalo (an+1, an]

para cada n ∈ N0. Gracias a esto podemos aplicar los resultados del Caṕıtulo 2 al sistema

((a, 1], F ).

El siguiente resultado es una consecuencia de la Proposición 5.0.1.

Proposición 5.1.1. Existen constantes b1, b2 > 0 tales que para todo n ≥ 1 se tiene

b1n
1+1/γ ≤ F ′(x) ≤ b2n

1+1/γ para todo x ∈ (an, an−1]. (5.11)

Demostración. Sea x ∈ (an, an−1], entonces m(x) = n y f(x) ∈ (yn, yn−1]. Por la Regla de la

cadena,

F ′(x) = (fn)′(x) = (fn−1)′(f(x))f ′(x) ≥ (fn−1)′(f(x))(1 + (γ + 1)aγ) (5.12)

Además, se tiene que fn((yn+1, yn)] = (a, 1]. Entonces, por el Teorema del valor medio, existe

ξ ∈ (yn+1, yn) tal que

1− a

yn − yn+1

= (fn)′(ξ) = f ′(fn−1(ξ))(fn−1)′(ξ).

Luego, por la Proposición 5.0.1,

(fn−1)′(ξ) =
1− a

f ′(fn−1(ξ))(yn − yn+1)
≥ 1− a

f ′(fn−1(ξ))c4
n1+1/γ

≥ 1− a

(γ + 2)c4
n1+1/γ.
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Como ξ ∈ (yn+1, yn), f(x) ∈ (yn, yn−1) y f
′ es creciente, entonces

(fn−1)′(ξ) ≤ (fn−1)′(f(x)),

pues f j(ξ) y f j(x) Por lo tanto,

(fn−1)′(f(x)) ≥ 1− a

(γ + 2)c4
n1+1/γ.

Reemplazando en (5.12) obtenemos que

F ′(x) ≥ (1− a)(1 + (γ + 1)aγ)

(γ + 2)c4
n1+1/γ.

Basta tomar b1 =
(1− a)(1 + (γ + 1)aγ)

(γ + 2)c4
y se tiene la cota inferior de (5.11). Para la cota

superior, notemos que

F ′(x) = (fn)′(x) = (fn−1)′(f(x))f ′(x) ≤ (γ + 2)(fn−1)′(f(x))

≤ (γ + 2)(fn−1)′(yn−1).
(5.13)

Además, dado que f(yn) = yn−1,

(fn−1)′(yn−1)

(fn−1)′(yn)
=

∏n−2
j=0 f

′(f j(yn−1))∏n−2
j=0 f

′(f j(yn))
=
f ′(fn−1(yn))

f ′(yn)
≤ f ′(fn−1(yn)) ≤ γ + 2.

Luego, de (5.13) sigue que

F ′(x) ≤ (γ + 2)2(fn−1)′(yn). (5.14)

Por otro lado, fn−1((yn, yn−1]) = (a, 1], entonces, por el Teorema del valor intermedio y la

monotońıa de f ′, existe ζ ∈ (yn, yn−1) tal que

1− a = (fn−1)′(ζ)(yn−1 − yn) ≥ (fn−1)′(yn)(yn−1 − yn) ≥ (fn−1)′(yn)c3n
−(1+1/γ),

donde la última desigualdad se tiene por la Proposición 5.0.1. Aśı,

(fn−1)′(yn) ≤
1− a

c3
n1+1/γ.

Por lo tanto, de (5.14) obtenemos que

F ′(x) ≤ (γ + 2)2(1− a)

c3
n1+1/γ.
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Basta tomar b2 =
(γ + 2)2(1− a)

c3
y se tiene (5.11).

Dado t > 0 y p ∈ R, el potencial inducido Φt,p tiene la siguiente forma

Φt,p(x) := Sm(x)ϕt(x)− pm(x) =

m(x)−1∑
j=0

ϕt(f
j(x))− pm(x)

= −t log(fm(x))′(x)− pm(x) = −t logF ′(x)− pm(x).

Vamos a denotar por P(t, p) a la presión del potencial Φt,p y por Z1(t, p) a Z1(Φt,p).

Observemos que

Z1(t, p) =
∞∑
n=0

sup
x∈(an+1,an]

exp(Φt,p(x)) =
∞∑
n=0

sup
x∈(an+1,an]

exp(−t logF ′(x)− p(n+ 1))

=
∞∑
n=0

sup
x∈(an+1,an]

(
1

(F ′(x))t

)
e−p(n+1).

(5.15)

Proposición 5.1.2. Dado p ∈ R se tiene que

1. Si p > 0, entonces Z1(t, p) <∞ para todo t ≥ 0.

2. Si p = 0, entonces existe t∗ ∈ (0, 1) tal que Z1(t, 0) = ∞ para t ∈ (0, t∗] y Z1(t, 0) <∞
para t ∈ (t∗,∞).

Demostración. Por (5.15) y la Proposición 5.1.1,

Z1(t, p) =
∞∑
n=0

sup
x∈(an+1,an]

(
1

(F ′(x))t

)
e−p(n+1)

≤ b−t
1

∞∑
n=0

1

(n+ 1)t(1+1/γ)ep(n+1)
<∞ para todo p > 0.

Esto prueba 1.

Si p = 0, por el cálculo anterior y la Proposición 5.1.1 se tiene

b−t
2

∞∑
n=0

1

(n+ 1)t(1+1/γ)
≤ Z1(t, 0) ≤ b−t

1

∞∑
n=0

1

(n+ 1)t(1+1/γ)
.

Luego, tomando t∗ = γ/(γ + 1) obtenemos la parte 2.
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Proposición 5.1.3. El potencial Φ1,0 = − logF ′ es localmente Hölder.

Demostración. Sea m ∈ N. Consideremos el cilindro I de largo m,

I := (an0 , an0−1] ∩ F−1((an1 , an1−1]) ∩ . . . ∩ F−(m−1)((anm−1 , anm−1−1]).

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que n0 > 2. Notemos que Fm(I) = (a, 1]. Luego,

1− a ≥ ı́nf
ξ∈I

(Fm)′(ξ)|I|,

donde |I| denota el diámetro de I. Por la Regla de la cadena y (5.10) se tiene

ı́nf
ξ∈I

(Fm)′(ξ) ≥ (́ınf
ξ∈I

F ′(ξ))(́ınf
ξ∈I

(Fm−1)′(F (ξ))) ≥ b1n
1+1/γ
0 λm−1.

Por lo tanto,

|I| ≤ 1− a

b1n
1+1/γ
0 λm−1

. (5.16)

Sean x, y ∈ I con x ≥ y. Como la función t 7→ tγ es Höder con constante γ, existe L > 0 tal

que |tγ1 − tγ2 | ≤ L|t1 − t2|γ para todo par t1, t2 ∈ [0, 1]. Entonces,

|Φ1,0(x)− Φ1,0(y)| = logF ′(x)− logF ′(y) =

n0−1∑
j=0

log

(
f ′(f j(x))

f ′(f j(y))

)

≤
n0−1∑
j=0

f ′(f j(x))− f ′(f j(y))

f ′(f j(y))
≤

n0−1∑
j=0

f ′(f j(x))− f ′(f j(y))

= (γ + 1)

n0−1∑
j=0

(f j(x))γ − (f j(y))γ

≤ L(γ + 1)

n0−1∑
j=0

(f j(x)− f j(y))γ

≤ L(γ + 1)

n0−1∑
j=0

|f j(I)|γ.

Aśı,

|Φ1,0(x)− Φ1,0(y)| ≤ L(γ + 1)

n0−1∑
j=0

|f j(I)|γ. (5.17)
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Si 1 ≤ j ≤ n0 − 1,

|f j(I)| ≤ sup
ξ∈I

(f j)′(ξ)|I| ≤ (γ + 2) sup
ξ∈I

(f j−1)′(f(ξ))|I| ≤ (γ + 2)(f j−1)′(yn0−1)|I|, (5.18)

pues f(I) ⊂ (yn0 , yn0−1]. Además se tiene que

f j−1((yn0−1, yn0−2]) = (yn0−j, yn0−(j+1)].

Luego,

yn0−(j+1) − yn0−j ≥ (f j−1)′(yn0−1)(yn0−2 − yn0−1),

y por la Proposición 5.0.1 obtenemos que,

c4
(n0 − (j + 1))1+1/γ

≥ (f j−1)′(yn0−1)
c3

(n0 − 2)1+1/γ
.

Por lo tanto,

(f j−1)′(yn0−1) ≤
c4
c3

(
n0 − 2

n0 − (j + 1)

)1+1/γ

.

De (5.18) sigue que

|f j(I)| ≤ (γ + 2)|I|c4
c3

(
n0 − 2

n0 − (j + 1)

)1+1/γ

.

Reemplazando esto en (5.17) y usando (5.16), se tiene que

|Φ1,0(x)− Φ1,0(y)| ≤ |I|γL(γ + 1) + |I|γ(n0 − 2)γ+1L(γ + 1)(γ + 2)γ
(
c4
c3

)γ n0−1∑
j=1

1

(n0 − (j + 1))γ+1

≤ L(γ + 1)

(
|I|γ + |I|γ(n0 − 2)γ+1(γ + 2)γ

(
c4
c3

)γ ∞∑
j=1

1

jγ+1

)

≤ L(γ + 1)(1− a)γ

bγ1λ
γ(m−1)nγ+1

0

+

(
(1− a)(γ + 2)c4

b1c3

)γ
(

∞∑
j=1

1

jγ+1

)
︸ ︷︷ ︸

:=K1

(
n0 − 2

n0

)γ+1
1

λγ(m−1)

≤ L(γ + 1)(1− a)γ

bγ1︸ ︷︷ ︸
:=K2

1

λγ(m−1)
+K1

(
n0 − 2

n0

)γ+1

︸ ︷︷ ︸
≤1

1

λγ(m−1)

≤ 1

λγ(m−1)
(K2 +K1).
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Sea α > 0 tal que eα < λγ. Lo anterior implica que

eα(m−1)|Φ1,0(x)− Φ1,0(y)| ≤
(
eα

λγ

)m−1

(K1 +K2) ≤ (K1 +K2).

Luego,

Vα,m(Φ1,0) ≤ (K1 +K2) para todo m ≥ 1.

Por lo tanto, Vα(Φ1,0) ≤ K1 +K2 y conclúımos que Φ1,0 es localmente Hölder.

Observación 5.1.1. Es directo de la Proposición 5.1.3 que Φt,p es localmente Hölder para

todo t > 0 y p ∈ R.

En lo que sigue, consideramos la partición P = {(an, an−1]}n∈N, y para cada n ∈ N, definimos

Pn :=
∨n−1

j=0 f
−j(P).

Corolario 5.1.4. Existe K > 0 tal que, para cada n ∈ N,

K−1 ≤
∣∣∣∣(F n)′(x)

(F n)′(y)

∣∣∣∣ ≤ K (5.19)

para todo par de elementos x e y pertenecientes al mismo elemento de Pn.

Demostración. Sean x e y como en el enunciado. Por la Proposición 5.1.3 existe α > 0 tal

que ∣∣∣∣log (F n)′(x)

(F n)′(y)

∣∣∣∣ ≤ n−1∑
n=0

∣∣logF ′(F j(x))− logF ′(F j(y)
∣∣

≤
n−1∑
n=0

Vα,n−j(Φ1,0)e
−α(n−(j+1))

≤ Vα(Φ1,0)
∞∑
j=0

e−αj <∞.

Por lo tanto, basta considerar K = exp(Vα(Φ1,0)
∑∞

j=0 e
−αj) y se tiene (5.19).

Proposición 5.1.5. La función t 7→ P(t, 0) es estrictamente decreciente en (t∗,∞).

Demostración. Por definición,

Zn(t, 0) =
∑
P∈Pn

sup
x∈P

(expSn(−t logF ′(x))) =
∑
P∈Pn

sup
x∈P

(
n−1∏
j=0

(F ′(F j(x)))

)−t

.
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Luego, si s > 0 de (5.10) se tiene que

Zn(s+ t, 0) =
∑
P∈Pn

sup
x∈P

n−1∏
j=0

(F ′(F j(x)))︸ ︷︷ ︸
≥λ>1

−s(
n−1∏
j=0

(F ′(F j(x)))

)−t

≤ λ−nsZn(t, 0).

Entonces,

P(s+ t, 0) ≤ ĺım
n→∞

1

n
log(λ−nsZn(t, 0)) = −s log λ+ P(t, 0) < P(t, 0).

Esto prueba que t 7→ P(t, 0) es estrictamente decreciente en (t∗,∞).

Para concluir esta sección vamos a demostrar que la función t 7→ P(t, 0) se anula en 1.

Proposición 5.1.6. Se cumple que P(1, 0) = 0.

Demostración. Sea n ∈ N y P ∈ Pn. Luego, se tiene que F n(P ) = (a, 1]. Entonces,

1− a ≥ |P | ı́nf
x∈P

(F n)′(x).

Esto implica que
1

ı́nf
x∈P

(F n)′(x)
= sup

x∈P

1

(F n)′(x)
≥ |P |

(1− a)
. (5.20)

Similarmente, se tiene que

1− a ≤ |P | sup
x∈P

(F n)′(x).

Luego,
1

sup
x∈P

(F n)′(x)
≤ |P |

1− a
. (5.21)

Por el Corolario 5.1.4, existe K > 0 (independiente de n) tal que

sup
x∈P

(F n)′(x) ≤ K ı́nf
x∈P

(F n)′(x).

Aśı, sigue de (5.21) que

sup
x∈P

1

(F n)′(x)
=

1

ı́nf
x∈P

(F n)′(x)
≤ K

1− a
|P |. (5.22)

Observemos que
∑
P∈Pn

|P | = 1− a, pues Pn es una partición de (a, 1]. Luego, por un lado, de
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(5.20) tenemos que

P(1, 0) = ĺım
n→∞

1

n
log

(∑
P∈Pn

sup
x∈P

(
1

(F n)′(x)

))

≥ ĺım
n→∞

1

n
log

(
(1− a)−1

∑
P∈Pn

|P |

)
= 0.

(5.23)

Por otro lado, de (5.22) obtenemos

P(1, 0) = ĺım
n→∞

1

n
log

(∑
P∈Pn

sup
x∈P

(
1

(F n)′(x)

))

≤ ĺım
n→∞

log

(
K

(1− a)

∑
P∈Pn

|P |

)

= ĺım
n→∞

1

n
logK = 0.

(5.24)

Por lo tanto, por (5.23) y (5.24) conclúımos que P(1, 0) = 0.

Corolario 5.1.7. Para todo t ∈ (t∗, 1) se tiene P(t, 0) ∈ (0,∞), y para todo t ∈ (1,∞) se

tiene P(t, 0) < 0.

Demostración. Sigue directamente de las Proposiciones 5.1.6 y 5.1.5.

5.2. Relación entre P (t) y P(t, p)

En esta sección probaremos un resultado análogo al Teorema 4.0.5 para el potencial ϕt. Para

eso, tal como en el Caṕıtulo 4, vamos a definir la función de primera entrada a (a, 1]. Además,

dado que en este caso nuestra definición de presión es de naturaleza medible, tendremos que

dar una caracterización topológica para P (t) de tal forma que podamos usar argumentos

similares a los de la demostración del Teorema 4.0.5.

A lo largo de esta sección consideramos Q la partición de [0, 1] dada por Q := {[0, a], (a, 1]},
y Qn =

∨n−1
j=0 f

−j(Q) para cada n ∈ N.

Lema 5.2.1. Sea Y :=
⋃

n∈N f
−n(a). Existe un conjunto X totalmente ordenado dotado de

la topoloǵıa del orden, y una función continua y sobreyectiva π : X → [0, 1] tal que

1. Los conjuntos X \π−1(Y ) y [0, 1]\Y son iguales como conjuntos totalmente ordenados,

la función π es la identidad en X \ π−1(Y ), y π−1(Y ) consiste de dos copias distintas
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Y − e Y + de Y , tal que para todo y ∈ Y , π−1(y) = {y−, y+} con y− ∈ Y −, y+ ∈ Y + y

se cumple que y− < y+.

2. La topoloǵıa del orden en X es compacta y metrizable.

3. Existe una función continua f̃ : X → X tal que π ◦ f̃ = f ◦ π y

Y − =
⋃
n∈N

f̃−n(1) , Y + =
⋃
n∈N

f̃−n(0).

4. Sea P0 := [0, a−] y P1 := [a+, 1]. La función π̃ : X → {0, 1}N0 dada por (π̃(x))k = i si

f̃k(x) ∈ Pi para cada k ∈ N0, es una conjugación topológica entre (X, f̃) y el full-shift

({0, 1}N0 , σ).

5. Para toda medida f -invariante ν existe una medida f̃ -invariante µ tal que π∗µ = ν y

los sistemas (X, f̃ , µ) y ([0, 1], f, ν) son isomorfos en medida.

Demostración. Es conocido que ([0, 1], f) tiene una extensión (X, f̃) tal que X es compacto

y metrizable y f̃ es continua. Vamos a describir brevemente cómo se construye X, para más

detalles ver [Kel98, Appendix A.5]. El conjunto X es obtenido duplicando los puntos de

Y . Aśı, cada y ∈ Y es reemplazado por dos puntos y− e y+ y declaramos que y− < y+.

Esto último dota a X de un orden total. La topoloǵıa del orden en X es generada por los

intervalos de la forma [0, b) y (c, 1] con b y c enX. Denotemos por π : X → [0, 1] la proyección

canónica, y notemos que π es continua pues la preimagen de todo intervalo abierto en [0, 1]

es un intervalo abierto de la topoloǵıa del orden. Esto prueba la parte 1.

Como X satisface el axioma del supremo y está dotado de la topoloǵıa del orden, entonces

X es compacto (ver [Mun00, Theorem 27.1]). Además, es claro que la colección

{[0, b) : b ∈ (X ∩Q) ∪ (Y − ∪ Y +)} ∪ {(c, 1] : c ∈ (X ∩Q) ∪ (Y − ∪ Y +)}

genera la topoloǵıa del orden en X, aśı que X es segundo contable. Luego, X es metrizable,

probando la parte 2.

Consideremos f̃ : X → X tal que f̃ |X\π−1(Y ) = f |[0,1]\Y , definimos f̃(a−) := ĺımx→a− f(x) =

1 y f̃(a+) = ĺımx→a+ f(x) = 0, y para cada y ∈ Y \ {a}, definimos f̃(y−) = f(y)− y

f̃(y+) = f(y)+. Por ejemplo, f̃(y−2 ) = f(y2)
− = a− y f̃(y+2 ) = f(y2)

+ = a+. De esta forma,

f̃ es creciente en cada intervalo [0, a−] y [a+, 1]. Luego, la preimagen de un intervalo de la

forma (b, 1] es de la forma (c, a−] ∪ (d, 1] = (c, a+) ∪ (d, 1] y similarmente se tiene que la

preimagen de un intervalo de la forma [0, b) también es un abierto en la topoloǵıa del orden.
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Aśı, conclúımos que f̃ es continua. Además, si x ∈ X \ π−1(Y ) entonces

π(f̃(x)) = f(x) = f(π(x)),

y para y ∈ Y ,

π(f(y)−) = f(y) = f(π(y−)) , π(f(y)+) = f(y) = f(π(y+)).

Por lo tanto, π ◦ f̃ = f ◦ π y obtenemos la parte 3.

Para demostrar la parte 4, vamos a construir una métrica en X compatible con la topoloǵıa

del orden. Sea ρ la medida dada por

ρ :=
∞∑
n=0

∑
y∈f−n(a)

4−nδy.

Note que ρ es una medida de probabilidad, pues |f−n(a)| = 2n+1 para todo n ∈ N0. También

consideremos las funciones crecientes ι−, ι+ : [0, 1] → R definidas por

ι−(x) = x+ ρ([0, x)) y ι+ = x+ ρ([0, x]).

Observe que

ι+(x) < ι−(x′) , para x < x′ pues [0, x] ⊂ [0, x′),

ι−(x) = ι+(x) , para x ∈ [0, 1] \ Y pues si y ∈ Y, y ∈ [0, x] ⇐⇒ y ∈ [0, x),

ι+(y) = ι−(y) + 4−n , para y ∈ f−n(a).

Sea Ỹ := π−1(Y ). Definimos ι : X → R por ι(x) = ι+(x) si x ∈ X \ Ỹ , y para y ∈ Y

definimos ι(y−) = ι−(y) y ι(y+) = ι+(y). Notemos que ι es inyectiva y continua. Luego,

podemos definir la métrica d : X ×X → [0,∞) por

d(x, x′) = |ι(x)− ι(x′)|.

Ahora, probemos que la función π̃ definida en la parte 4 es una conjugación. Dada una

palabra ω ∈ {0, 1}, π̃−1([ω]) es un intervalo J̃ de la forma [y+, z−] = (y−, z+), [0, z−] = [0, z+)

o [y+, 1] = (y−, 1] con y, z ∈ Y . Como todos estos intervalos son abiertos en la topoloǵıa

del orden tenemos que π̃ es continua. Note que para y, z ∈ Y como antes, cada intervalo

(y, z], (0, z] e (y, 1] es la imagen de (0, 1] bajo una rama inversa de fn|(0,1] para algún n ∈ N.
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Denotemos por J cualquiera de estos intervalos. Como J̃ no contiene otros puntos de

π−1

(
n−1⋃
k=0

f−k(a)

)
,

tenemos que

diam(J̃) ≤ diam(J) + 2−n. (5.25)

En efecto, si J̃ es de la forma [y+, z−] entonces J = (y, z], luego

diam(J̃)− diam(J) = |ι(z−)− ι(y+)| − (z − y)

= ι−(z)− ι+(y)− (z − y) = ρ([0, z))− ρ([0, y])

≤
∞∑
k=n

∑
x∈f−k(a)

4−kδx ≤
∞∑
k=n

2k+14−k = 2−n.

De manera similar vemos que se satisface (5.25) cuando J̃ es de la forma [0, z−] o (y, 1].

Sabemos que f−n((a, 1]) se compone de 2n+1 intervalos disjuntos que corresponden a la

imagen de (0, 1] bajo las 2n+1 ramas inversas de fn. Afirmamos que para todo k ∈ N y toda

componente conexa I de f−k((a, 1]) se tiene

diam(I) ≤ yk − yk+1. (5.26)

Para probar esta afirmación procederemos por inducción. Tenemos que (f |(a,1])−1((a, 1]) ⊂
(a, 1] y (f |[0,1])−1((0, a]) = (y2, y1] ⊂ (0, a]. Como f ′ es creciente se tiene que

diam((f |(a,1])−1((a, 1])) ≤ |y1 − y2|.

Dado k ∈ N, supongamos que toda componente conexa I de f−k((a, 1]) cumple (5.26) y sea

I una componente conexa de f−(k+1)((a, 1]). Luego, f(I) y f((yk+2.yk+1]) = (yk+1, yk] son

componentes conexas de f−k((a, 1]). Si I ̸= (yk+2, yk+1], se tiene que

sup(yk+2, yk+1] ≤ ı́nf I. (5.27)

Por el Teorema del valor medio, existen ξ ∈ I y ζ ∈ (yk+2, yk+1] tales que

diam(f(I)) = f ′(ξ) diam(I) y |yk − yk+1| = f ′(ζ)|yk+1 − yk+2|.

Aśı, usando la hipótesis de inducción, el hecho de que f ′ es creciente y (5.27), obtenemos
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que

diam(I) =
diam(f(I))

f ′(ξ)
≤ |yk − yk+1|

f ′(ζ)
= |yk+1 − yk+2|.

Esto completa la inducción y prueba la afirmación. Por lo tanto, por (5.25) y la Proposición

5.0.1,

diam(J̃) ≤ diam(J) + 2−n ≤ |yn − yn+1|+ 2−n ≤ c4
n1+1/γ

+ 2−n.

Aśı, diam(J̃) → 0 cuando el largo de ω tiende a ∞. Esto implica que para cada ω ∈ {0, 1}N0 ,

existe un único x ∈ X tal que π̃(x) = ω, es decir, π̃ es biyectiva. Como X es compacto, se

tiene que π̃ es un homeomorfismo. Además, por construcción π̃ ◦ f̃ = σ ◦ π̃. Esto prueba que

π̃ es una conjugación topológica.

Notemos que un subconjunto B de X es el mismo conjunto que π(B) en [0, 1] con los puntos

de π(B) ∩ Y duplicados. Entonces la σ-álgebra de Borel de X \ Ỹ es igual a la σ-álgebra de

Borel de [0, 1] \ Y . Como

a ̸∈ f−1(Y ) =
∞⋃
k=1

f−n({a}),

es sencillo verificar que Y es de medida cero para cualquier medida de probabilidad Bore-

liana f -invariante. Similarmente se tiene que Ỹ es de medida cero para cualquier medida de

probabilidad f̃ -invariante. Luego, para cada medida de probablilidad Boreliana f̃ -invariante

tenemos que π∗µ es igual a la extensión a la σ-álgebra de Borel de [0, 1] de la restricción de

µ a los Borelianos de X \ Ỹ , que coinciden con los Borelianos de [0, 1] \ Y . Por otro lado,

para cada medida de probabilidad f -invariante ν existe una única medida de probabilidad

f̃ -invariante tal que π∗µ = ν.

Por lo tanto, (X, f̃ , µ) y ([0, 1], f, ν) son isormorfos en medida. Esto prueba la parte 5.

La siguiente proposición nos entrega una caracterización topológica de P (t).

Proposición 5.2.2. Para cada t > 0,

P (t) = ĺım
n→∞

1

n
log

(∑
Q∈Qn

sup
x∈Q

exp(Snϕt)

)
, (5.28)

y para cada y ∈ (0, 1] se tiene

P (t) = ĺım
n→∞

1

n
log

 ∑
x∈f−n(y)

exp(Snϕt(x))

 . (5.29)
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Demostración. Sea t > 0, por la parte 4 del Lema 5.2.1, para ϕ̃t := ϕ ◦ π se tiene

P (ϕ̃t, f̃) = sup
µ∈Mf̃ (X)

{
hµ(f̃) +

∫
ϕ̃tdµ

}
= sup

ν∈Mf ([0,1])

{
hν(f) +

∫
ϕtdν

}
= P (t). (5.30)

Sean P0 y P1 los conjuntos definidos en la parte 4 del Lema 5.2.1. Notemos que bajo la

conjugación π̃ : X → {0, 1}N0 , el cubrimiento abierto C := {P0, P1} de X corresponde al

cubrimiento abierto C := {[0], [1]} de {0, 1}N0 . Luego, por el Principio variacional se tiene

que P (ϕ̃) = P (ϕ̃ ◦ π̃−1). Sean Cn =
∨n−1

k=0 f̃
−k(C) y Cn =

∨n−1
k=0 σ

−k(C) para cada n ∈ N,
entonces

P (ϕ̃) = P (ϕ̃ ◦ π̃−1) = ĺım
n→∞

1

n
log

∑
P∈Cn

sup
x∈P

exp

(
n−1∑
j=0

ϕ̃(π̃−1(σj(x)))

)
= ĺım

n→∞

1

n
log

∑
P∈Cn

sup
x∈P

exp

(
n−1∑
j=0

ϕ̃(f̃ j(π̃−1(x)))

)
= ĺım

n→∞

1

n
log

(∑
P∈Cn

sup
x∈P

exp(Snϕ̃(x))

)
.

(5.31)

Como para cada x ∈ X \ Y tenemos que

ϕ̃(x) = ϕ(π(x)) = ϕ(x),

y para cada y ∈ Y ,

ϕ̃(y−) = ϕ(π(y−)) = ϕ(y) = ϕ(π(y+)) = ϕ̃(y+),

obtenemos que

ĺım
n→∞

1

n
log

(∑
P∈Cn

sup
x∈P

exp(Snϕ̃(x))

)
= ĺım

n→∞

1

n
log

(∑
Q∈Qn

sup
x∈Q

exp(Snϕt)

)
. (5.32)

Por lo tanto, de (5.30), (5.31) y (5.32) sigue que

P (t) = ĺım
n→∞

1

n
log

(∑
Q∈Qn

sup
x∈Q

exp(Snϕt)

)
.

Esto prueba (5.28).
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Ahora, consideremos y ∈ (0, 1] y ε > 0. Como ϕt es uniformemente continua existe δ > 0 tal

que

|x− x′| < δ ⇐⇒ |ϕt(x)− ϕt(x
′)| < ε. (5.33)

Sea N ∈ N tal que, para cada n ≥ N , se tiene diamQ < δ para todo Q ∈ Qn. Entonces,

dado Q ∈ Qn con n ≥ N , y x1 y x2 en Q, por (5.33) se tiene que

|Snϕt(x1)− Snϕt(x2)| ≤
n−N−1∑
j=0

|ϕt(σ
j(x1))− ϕt(σ

j(x2))|+
n−1∑

j=n−N

|ϕt(σ
j(x1))− ϕt(σ

j(x2))|

≤ (n−N)ε+ 2N sup |ϕt|.

Aśı, si n > N y Q ∈ Qn,

sup
x∈Q

Snϕt(x)− Snϕt(z) ≤ (n−N)ε+ 2N sup |ϕt|,

para todo z ∈ Q. Como f−n(y) tiene exactamente un elemento en cada Q ∈ Qn, para n > N

se tiene que

1

n
log

(∑
Q∈Qn

sup
x∈Q

exp(Snϕt)

)
≤ (n−N)ε+ 2N sup |ϕt|

n
+

1

n
log

 ∑
x∈f−n(y)

exp(Snϕt(x))

 .

Esto implica que

ĺım
n→∞

1

n
log

(∑
Q∈Qn

sup
x∈Q

exp(Snϕt)

)
≤ ε+ ĺım

n→∞

1

n
log

 ∑
x∈f−n(y)

exp(Snϕt(x))

 . (5.34)

Tomando ε→ 0 en (5.34) obtenemos (5.29). Esto termina la demostración.

Consideremos la función de primera entrada L : (0, a] → (a, 1] dada por

L(x) = fm(x)(x),

y para cada t > 0, p ∈ R e y ∈ (a, 1] definimos

Lt,p(y) :=
∑

x∈L−1(y)

exp(Φt,p(x)) =
∑

x∈L−1(y)

exp(−tSm(x) log f
′(x)− pm(x)).

También denotamos por Lt,p al operador de transferencia asociado al potencial Φt,p definido

en el Caṕıtulo 2.
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Aśı, para cada y ∈ (a, 1],

(Lt,p1)(y) =
∑

x∈F−1(y)

exp(Φt,p(x)).

Lema 5.2.3. Existe C > 0 tal que, para todo t > 0, p ∈ R, e y ∈ (a, 1], se tiene

epLt,p1(y) ≤ Lt,p(y) ≤ CtepLt,p1(y).

Demostración. Sea y ∈ (a, 1], entonces para cada x ∈ F−1(y) se tiene que f(x) ̸∈ (a, 1] y

m(x) = m(f(x)) + 1. Luego, como f ′ ≤ (γ + 2), tenemos que

Lt,p1(y) =
∑

x∈F−1(y)

exp

−t
m(x)−1∑
j=0

log f ′(f j(x))− pm(x)


=

∑
x∈F−1(y)

exp

−t log f ′(x)− t

m(f(x))−1∑
j=0

log f ′(f j(f(x)))− p(m(f(x)) + 1)


≥ (γ + 2)−te−p

∑
x∈F−1(y)

exp

−t
m(f(x))−1∑

j=0

log f ′(f j(f(x)))− pm(f(x))


= (γ + 2)−te−p

∑
z∈L−1(y)

exp

m(z)−1∑
j=0

log f ′(f j(z))− pm(z)


= (γ + 2)−te−pLt,p(y).

Similarmente, usando que f ′ ≥ 1 obtenemos que

Lt,p1(y) ≤ e−pLt,p(y).

Por lo tanto, basta tomar C = (γ + 2) y se tiene el Lema 5.2.3.

Proposición 5.2.4. Sea t > 0 y p ∈ R. Existe R > 0 tal que, para cada y e y′ en (a, 1], se

tiene

R−1 ≤
Ln

t,p1(y)

Ln
t,p1(y

′)
≤ R.

En particular, para todo y ∈ (a, 1],

R−1 ≤ Zn(t, p)

Ln
t,p1(y)

≤ R
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y

P(t, p) = ĺım
n→∞

1

n
log(Ln

t,p1(y)).

Demostración. Sea t > 0 y p ∈ R. Por la Observación 5.1.1 tenemos que Φt,p es localmente

Hölder, digamos con expontente α. Luego, si n ∈ N, para x y x′ en el mismo elemento de Pn

se tiene ∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

Φt,p(F
j(x))−

n−1∑
j=0

Φt,p(F
j(x′))

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
j=0

|Φt,p(F
j(x))− Φt,p(F

j(x′))|

≤ Vα(Φt,p)
n−1∑
j=0

e−α(n−j)

≤ Vα(Φt,p)
∞∑
j=0

e−α(n−1) =:M.

(5.35)

Sean y e y′ elementos de (a, 1], consideremos F−n(y) = {xj}j∈N y F−n(y′) = {x′j}j∈N, enu-
merados de tal forma que, para cada j ∈ N, xj y x′j pertenecen al mismo elemento de Pn.

Entonces, por (5.35) se tiene

exp(SnΦt,p(xj))

exp(SnΦt,p(x′j))
≤ eM para todo j ∈ N.

Esto implica que
Ln

t,p1(y)

Ln
t,p1(y

′)
≤ eM .

Intercambiando roles entre y e y′ y tomando R = eM obtenemos que

R−1 ≤
Ln

t,p1(y)

Ln
t,p1(y

′)
≤ R, (5.36)

para todo n ∈ N y todo y e y′ en (a, 1]. Además, dado j ∈ N y P ∈ Pn tal que xj ∈ P , (5.35)

implica que

supx∈P exp(SnΦt,p(x))

exp(SnΦt,p(xj))
≤ eM y

exp(SnΦt,p(xj))

supx∈P exp(SnΦt,p(x))
≤ eM .

Luego, se tiene que para todo y ∈ (a, 1],

R−1 ≤ Zn(t, p)

Ln
t,p1(y)

≤ R.
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Por lo tanto,

P(t, p) = ĺım
n→∞

1

n
logLn

t,p1(y).

Esto concluye la demostración.

Corolario 5.2.5. Sean t > 0 y p ∈ R, y sea R > 0 dado por la Proposición 5.2.4. Para todo

y ∈ (a, 1] y todo n ∈ N se tiene que

P(t, p) ≤ 1

n
log
(
RLn

t,p1(y)
)
. (5.37)

Demostración. Dado y ∈ (a, 1] y n ∈ N, por la Proposición 5.2.4 se tiene

R−1 ≤ Zn(t, p)

Ln
t,p1(y)

≤ R. (5.38)

Luego,
1

n
log(Zn(t, p)) ≤

1

n
log(RLn

t,p1(y)),

para todo n ∈ N. Por lo tanto, de (2.2) obtenemos que

P(t, p) = ı́nf
n∈N

(
1

n
logZn(t, p)

)
≤ 1

n
log(RLn

t,p1(y)), (5.39)

para cada n ∈ N.

Conclúımos esta sección con un resultado análogo al Teorema 4.0.5 en este contexto.

Teorema 5.2.6. Para todo t > 0 se satisface

P (t) = ı́nf{p ∈ R : P(t, p) ≤ 0}.

Además,

P(t, p) = 0 =⇒ p = P (t). (5.40)

Demostración. Sea y ∈ (a, 1]. Por la Proposición 5.2.2,

P (t) = ĺım
n→∞

1

n
log

 ∑
x∈f−n(y)

exp(Snϕt(x))

 . (5.41)
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Luego, la serie
∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈f−n(y)

exp(Snϕt(x))

diverge si p < P (t) y converge si p > P (t).

Notemos que dado ℓ ∈ N, todo x ∈ F−ℓ(y) cumple

F ℓ(x) = fm(x)+...+m(F ℓ−1(x))(x).

Entonces,

∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈f−n(y)

eSnϕt(x) =
∞∑
n=1

∑
x∈[0,a]∩f−n(y)

e−pneSnϕt(x) +
∞∑
n=1

∑
x∈(a,1]∩f−n(y)

e−pneSnϕt(x)

≥
∞∑
n=1

∑
x∈(a,1]∩f−n(y)

e−pneSnϕt(x)

=
∞∑
ℓ=1

∑
x∈F−ℓ(y)

e−p(m(x)+...+m(F ℓ−1(x)))eSm(x)+...m(Fℓ−1(x))
ϕt(x)

=
∞∑
ℓ=1

Lℓ
t,p1(y).

(5.42)

Aśı,
∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈f−n(y)

eSnϕt(x) ≥
∞∑
ℓ=1

Lℓ
t,p1(y). (5.43)

Por otro lado, es claro que

∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈f−n(y)

eSnϕt(x) =
∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈[0,a]∩f−n(y)

eSnϕt(x)+
∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈(a,1]∩f−n(y)

eSnϕt(x) (5.44)

Luego, de (5.42) sigue que

∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈(a,1]∩f−n(y)

eSnϕt(x) =
∞∑
ℓ=1

Lℓ
t,p1(y). (5.45)
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Además, por el Lema 5.2.3 y la Proposición 5.2.4 se tiene que

∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈[0,a]∩f−n(y)

eSnϕt(x) =

Lt,p(y) +
∑
ℓ=1

∑
x∈L−1(F−ℓ(y))

e−p(m(x)+m(L(x))+...+m(F ℓ−1(L(x))))eSm(x)+m(L(x))+...+m(Fℓ−1(L(x)))
ϕt(x)

= Lt,p(y) +
∞∑
ℓ=1

∑
z∈F−1(y)

e−p(m(z)+...m(F ℓ−1(z)))eSm(z)+...m(Fℓ−1(z))
ϕt(z)Lt,p(z)

≤ CtepLt,p1(y) + Ctep
∞∑
ℓ=1

∑
z∈F−1(y)

e−p(m(z)+...m(F ℓ−1(z)))eSm(z)+...m(Fℓ−1(z))
ϕt(z)Lt,p1(z)

≤ CtepRLt,p1(y)

(
1 +

∞∑
ℓ=1

Lℓ
t,p1(y)

)
.

Por lo tanto,

∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈[0,a]∩f−n(y)

eSnϕt(x) ≤ CtepRLt,p1(y)

(
1 +

∞∑
ℓ=1

Lℓ
t,p1(y)

)
. (5.46)

Reemplazando (5.45) y (5.46) en (5.44) obtenemos que

∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈f−n(y)

eSnϕt(x) ≤ CtepRLt,p1(y)

(
1 +

∞∑
ℓ=1

Lℓ
t,p1(y)

)
+

∞∑
ℓ=1

Lℓ
t,p1(y). (5.47)

Si P(t, p) > 0, por el Corolario 5.2.5 tenemos que

log(RLn
t,p1(y)) > 0,

para todo n ∈ N. Esto implica que Ln
t,p1(y) > R−1. Luego,

∞∑
ℓ=1

Lℓ
t,p1(y) = ∞,

y por (5.43) conclúımos que

∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈f−n(y)

eSnϕt(x) = ∞.

Esto último implica que P (t) ≥ p.
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Si P(t, p) < 0, entonces existe κ > 0 tal que P(t, p) < −κ. Por la Proposición 5.2.4,

P(t, p) = ĺım
n→∞

1

n
logLn

t,p1(y).

Luego, existe N ∈ N tal que, para todo n > N ,

Ln
t,p1(y) < e−nκ.

Por lo tanto,
∞∑
ℓ=1

Lℓ
t,p1(y) ≤

N∑
ℓ=1

Lℓ
t,p1(y) +

∞∑
ℓ=N+1

e−ℓκ <∞.

Aśı, por (5.47) se tiene que

∞∑
n=1

e−pn
∑

x∈f−n(y)

eSnϕt(x) <∞,

y conclúımos que P (t) ≤ p. Por lo tanto tenemos que

p > P (t) =⇒ P(t, p) ≤ 0,

p < P (t) =⇒ P(t, p) ≥ 0.
(5.48)

Consideremos p ∈ R tal que P(t, p) ≤ 0.

Si P(t, p) < 0 entonces p ≥ P (t) gracias a (5.48).

Si P(t, p) = 0, supongamos que p < P (t). Entonces, existe q ∈ R tal que p < q < P (t).

Luego, como p 7→ P(t, p) es estrictamente decreciente cuando es finita, tenemos que

P(t, q) < P(t, p) = 0. (5.49)

Pero como q < P (t), (5.48) implica que P(t, q) ≥ 0, lo que contradice (5.49). Por otro lado,

si se tuviera que p > P (t), entonces existiŕıa q ∈ R tal que p > q > P (t). Luego,

P(t, q) > P(t, p) = 0,

lo cual contradice (5.48) pues q > P (t). Por lo tanto, se tiene que p = P (t). Note que esto

prueba (5.40).

Lo anterior demuestra que P (t) es una cota inferior para {p ∈ R : P(t, p) ≤ 0}. Finalmente,
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(5.48) implica que P(t, P (t) + ε) ≤ 0 para todo ε > 0. Por lo tanto,

P (t) = ı́nf{p ∈ R : P(t, p) ≤ 0}.

5.3. Estados de equilibrio

En esta sección estudiamos la existencia y unicidad de estados de equilibrio para la familia de

potenciales ϕt = −t log f ′, con t > 0. En el Teorema 5.3.4 probamos la existencia de un único

estado de equilibrio cuando t ∈ (0, 1). Para t = 1, el Teorema 5.3.8 establece que es posible

tener existencia de más de un estado de equilibiro. Finalmente, si t > 1, en el Teorema 5.3.9

mostramos que nuevamente existe un único estado de equilibrio para el potencial −t log f ′.

El siguiente teorema será importante en las demostraciones de los Teoremas 5.3.4 y 5.3.8.

Teorema 5.3.1. Sea ψ : [0, 1] → R un potencial. Supongamos que ψ admite un único estado

de equilibrio ergódico. Entonces existe un único estado de equilibrio para ψ.

Demostración. Sea ν el estado de equilibrio ergódico para ψ y sea µ un estado de equilibrio

arbitrario. Probaremos que µ = ν.

Consideremos {µF : F ∈ F} la descomposición ergódica de µ dada por el Teorema 1.1.5. Sea

µ̂ la medida definida sobre F también dada por el Teorema 1.1.5. Entonces,∫
ψdµ =

∫ (∫
ψdµF

)
dµ̂(F ),

y por el Teorema de Jacob (ver [VO16, Theorem 9.6.2]), se tiene que

hµ(f) =

∫
hµF

(f)dµ̂(F ).

Aśı, como µ es un estado de equilibrio,

P (ψ) = hµ(f) +

∫
ψdµ =

∫ (
hµF

(f) +

∫
ψdµF

)
dµ̂(F ). (5.50)

Por otro lado, por definición,

P (ψ) ≥ hµF
(f) +

∫
ψdµF para todo F ∈ F .
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Luego, (5.50) implica que

P (ψ) = hµF
(f) +

∫
ψdµF µ̂− c.t.p F ∈ F . (5.51)

Además, como µ es ergódica para µ̂ − c.t.p F ∈ F , y ν es el único estado de equilibrio

ergódico, por (5.51) obtenemos que µF = ν para µ̂ − c.t.p F ∈ F . Luego, por el Teorema

1.1.5, para todo Boreliano E ⊂ [0, 1],

µ(E) =

∫
µF (E)dµ̂(F ) =

∫
ν(E)dµ̂ = ν(E).

Por lo tanto, conclúımos que ν es el único estado de equilibrio para ψ.

La demostración del teorema que enunciamos a continuación la vamos a omitir, pues es

análoga a la demostración del Teorema 4.0.3.

Teorema 5.3.2. Sea t > 0, y µ un estado de equilibrio para Φt,P (t) tal que
∫
mdµ < ∞. Si

P(t, P (t)) = 0, entonces µm/µm([0, 1]) es un estado de equilibrio para ϕt = −t log f ′.

A continuación probamos un resultado similar al Lema 4.1.5 en este contexto.

Lema 5.3.3. Sea ρ una medida de probabilidad f -invariante. Si ρ ̸= δ0, entonces ρ((a, 1]) >

0.

Demostración. Como yn → 0, se tiene que

{0} =
∞⋂
n=1

[0, yn].

Supongamos que ρ((a, 1]) = 0. Entonces ρ([0, a]) = 1. Como ρ es f -invariante,

1 = ρ([0, a]) = ρ(f−1([0, a])) = ρ([0, y1]) + ρ((a, a1]) = ρ([0, y1]).

Por inducción se tiene que ρ([0, yn])) = 1 para todo n ≥ 1. Por lo tanto,

ρ({0}) = ρ

(
∞⋂
n=1

[0, yn]

)
= ĺım

n→∞
ρ([0, yn]) = 1.

Esto implica que ρ = δ0.

La existencia y unicidad de estados de equilibrio para ϕt dependerá del signo de P(t, 0).
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Comencemos analizando el caso en que P(t, 0) > 0.

Teorema 5.3.4. Si t ∈ (0, 1), existe un único estado de equilibrio para el potencial ϕt =

−t log f ′.

Comencemos la demostracion del Teorema 5.3.4 con el siguiente lema.

Lema 5.3.5. Si t ∈ (0, 1), entonces P (t) > 0 y P(t, P (t)) = 0.

Demostración. Sea t ∈ (0, 1). Si t ∈ (0, t∗], por la Proposición 5.1.2 se tiene que Z1(t, 0) = ∞.

Luego, en virtud de la Proposición 2.1.3 obtenemos que P(t, 0) = ∞. Probaremos que existe

p > 0 tal que P(t, p) ∈ (0,∞).

Por la Proposición 5.1.1 existen b1 y b2 positivos tales que para todo n ∈ N se tiene

b1n
1+1/γ ≤ F ′(x) ≤ b2n

1+1/γ para todo x ∈ (an, an−1]. (5.52)

Sea n ∈ N y P ∈ Pn. Sigue de (5.52) que

bn1

n−1∏
j=0

(m(F j(x)))1+1/γ ≤ (F n)′(x) ≤ bn2

n−1∏
j=0

(m(F j(x)))1+1/γ para todo x ∈ P.

Luego, si p > 0

P(t, p) = ĺım
n→∞

1

n
log

(∑
P∈Pn

sup
x∈P

(
1

(F n)′(x)

)t

e−p(m(x)+...+m(Fn−1(x))

)

≥ ĺım
n→∞

1

n
log

b−nt
2

∑
P∈Pn

(
n−1∏
j=0

m|F j(P )

)−t(1+1/γ)

e−p(m|P+...+m|Fn−1(P ))


= ĺım

n→∞

1

n
log

b−nt
2

∑
(k0,...,kn−1)∈Nn

(k0 . . . kn−1)
−t(1+1/γ)e−p(k0+...kn−1)


= ĺım

n→∞

1

n
log

(
b−nt
2

(
∞∑
k=1

1

kt(1+1/γ)epk

)n)

= −t log b2 + log

(
∞∑
k=1

1

kt(1+1/γ)epk

)
.

(5.53)

Por el Teorema de convergencia monótona,

log

(
∞∑
k=1

1

kt(1+1/γ)epk

)
p→0+−−−→ log

(
∞∑
k=1

1

kt(1+1/γ)

)
.
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Recordemos que t∗ = γ/(γ + 1), entonces como t ∈ (0, t∗] tenemos que
∞∑
k=1

1

kt(1+1/γ)
= ∞.

Por lo tanto, de (5.53) sigue que

P(t, p)
p→0+−−−→ ∞.

Esto implica que existe p0 > 0 tal que P(t, p0) ∈ (0,∞). Un argumento similar al hecho

en (5.53) muestra que P(t, p)
p→∞−−−→ −∞, aśı que existe p1 > 0 tal que P(t, p1) ∈ (−∞, 0).

Como la función p 7→ P(t, p) es continua donde es finita conclúımos que existe una ráız para

P(t, p). Por el Teorema 5.2.6 tenemos que P (t) > p0 > 0 y P(t, P (t)) = 0.

Si t ∈ (t∗, 1), gracias al Corolario 5.1.7 tenemos que P(t, 0) ∈ (0,∞). Luego, el Teorema 5.2.6

implica que P (t) > 0. Como P(t, 0) ∈ (0,∞) y P(t, p)
p→∞−−−→ −∞, por continuidad, existe

una ráız para la función p 7→ P(t, p). Por el Teorema 5.2.6 conclúımos que P(t, P (t)) = 0.

Esto completa la demostración.

Proposición 5.3.6. Si t ∈ (0, 1), existe un único estado de equilibrio para el pontencial

Φt,P (t). Además, si µt es dicho estado de equilibrio, se tiene que
∫
mdµt <∞.

Demostración. Por el Lema 5.3.5 se tiene que P (t) > 0 y P(t, P (t)) = 0. Por la Observación

5.1.1 tenemos que Φt,P (t) es localmete Hölder, y por la Proposición 5.1.2 se tiene Z1(t, P (t)) <

∞, aśı que Φt,P (t) es sumable. Luego, por el Teorema 2.3.1, existe un único estado de Gibbs

F -invariante µt para el potencial Φt,P (t). Como µt es un estado de Gibbs y P(t, P (t)) = 0,

existe C > 0 tal que, para todo n ∈ N se tiene

C−1 ≤ µt((an, an−1])

exp(Φt,P (t)(x))
≤ C para todo x ∈ (an, an−1]. (5.54)

Probaremos que µt es el estado de equilibrio para Φt,P (t). Aśı que para concluir, en virtud

del Teorema 2.3.2, es suficiente probar que
∫
Φt,P (t)dµt > −∞ y

∫
mdµt <∞. Comencemos

verificando esto último.

De (5.54) se tiene que,∫
mdµt =

∞∑
n=1

nµt((an, an−1]) ≤ C
∞∑
n=1

n sup
x∈(an,an−1]

(exp(−t logF ′(x))− P (t)n))

= C
∞∑
n=1

n

sup
x∈(an,an−1]

((F ′(x)))teP (t)n
≤ C

∞∑
n=1

n

eP (t)n
.

(5.55)

Como P (t) > 0, entonces
∑∞

n=1
n

eP (t)n <∞. Aśı, por (5.55) tenemos que
∫
mdµt <∞.
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Ahora, observemos que∫
Φt,P (t)dµt =

∞∑
n=1

∫
(an,an−1]

Φt,P (t)dµt

=
∞∑
n=1

(∫
(an,an−1]

−t logF ′dµt − P (t)

∫
(an,an−1]

mdµt

)
≥

∞∑
n=1

(∫
(an,an−1]

−tn log(γ + 2)− P (t)

∫
(an,an−1]

ndµt

)
= −(t log(γ + 2) + P (t))

∫
mdµt > −∞.

(5.56)

Por lo tanto, por el Teorema 2.3.2 sigue que µt es el único estado de equilibrio para el

potencial Φt,P (t).

Consideremos la medida µt dada por la Proposición 5.3.6. Luego, por el Teorema 5.3.2 se

tiene que νt := (µt)m/(µt)m([0, 1]) es un estado de equilibrio para el potencial ϕt = −t log f ′.

Para concluir la demostración del Teorema 5.3.4 solamente falta probar la unicidad. Para

esto, necesitamos el siguiente resultado, cuya demostración es análoga a la demostración de

la Proposición 4.1.7.

Proposición 5.3.7. Sea t > 0. Si P(t, P (t)) = 0 y ρ es un estado de equilibrio ergódico

para ϕt tal que ρ((a, 1]) > 0, entonces ρ(a,1] = ρ|(a,1]/ρ((a, 1]) es un estado de equilibrio para

Φt,P (t). Además, existe a lo más un estado de equilibrio ergódico ρ tal que ρ((a, 1]) > 0.

Ahora podemos completar la demostración del Teorema 5.3.4.

Supongamos que ρ ̸= νt es un estado de equilibrio ergódico para ϕt. Por el Lema 5.3.5 se

tiene que P (t) > 0 y P(t, P (t)) = 0. Luego ρ ̸= δ0, y obtenemos que ρ((a, 1]) > 0 gracias al

Lema 5.3.3.

Como µt es ergódica (ver Teorema 2.3.1), por la Proposición 3.2.4 sabemos que νt es ergódica.

El argumento anterior implica que νt((a, 1]) > 0, y por la Proposición 5.3.7 obtenemos que

ρ = νt, lo cual es una contradicción. Esto prueba que νt es el único estado de equilibrio

ergódico para ϕt.

Finalmente, por el Teorema 5.3.1 conclúımos que νt es el único estado de equilibrio para ϕt.

Esto completa la demostración del Teorema 5.3.4. □

El siguiente teorema caracteriza la existencia y unicidad de estados de equilibrio cuando

t = 1. En este caso, la existencia de un único estado de equilibrio depende de γ.
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Teorema 5.3.8. Se tiene que P (1) = 0. Además, se tienen los siguientes casos:

1. Si γ ∈ (0, 1), existe un estado de equilibrio ν ̸= δ0 para el potencial ϕ = − log f ′.

Además, ν y δ0 son los únicos estados de equilibrio ergódicos para ϕ.

2. Si γ ≥ 1, entonces δ0 es el único estado de equilibrio para ϕ.

Demostración. Por la Proposición 5.1.6 se tiene P(1, 0) = 0, y esto implica P (1) = 0 gracias

al Teorema 5.2.6, aśı que δ0 es una estado de equilibrio. Luego, como P(1, 0) = 0 tenemos

que Z1(1, 0) < ∞ (ver Proposición 2.1.3), y por la Proposición 5.1.3 se tiene que Φ1,0 es

localmente Hölder. Entonces, el Teorema 2.3.1 nos dice que existe un único estado de Gibbs

F -invariante µ para el potencial Φ1,0. Aśı, existe C > 0 tal que, para cada n ∈ N se tiene

C−1 ≤ µ((an, an−1])

exp(Φ1,0(x))
≤ C para todo x ∈ (an, an−1].

Luego, de la Proposición 5.0.1 sigue que∫
mdµ =

∞∑
n=1

nµ((an, an−1]) ≤ C
∞∑
n=1

n sup
x∈(an,an−1]

exp(Φ1,0(x)) = C
∞∑
n=1

n sup
x∈(an,an−1]

1

F ′(x)

≤ C

b1

∞∑
n=1

n

n1+1/γ
≤ C

b1

∞∑
n=1

1

n1/γ
.

Similarmente,
1

b2C

∞∑
n=1

1

n1/γ
≤
∫
mdµ.

Por lo tanto,
1

b2C

∞∑
n=1

1

n1/γ
≤
∫
mdµ ≤ C

b1

∞∑
n=1

1

n1/γ
.

Esto implica que ∫
mdµ <∞ ⇐⇒ γ ∈ (0, 1). (5.57)

Por otro lado, de (5.56) se tiene∫
Φ1,0dµ ≥ − log(γ + 2)

∫
mdµ.

Entonces, si γ ∈ (0, 1), por el Teorema 2.3.2, µ es el único estado de equilibrio para Φ1,0.

Aśı, la medida ν := µm/µm((a, 1]) es un estado de equilibrio ergódico para ϕ = − log f ′, en

virtud del Teorema 5.3.2. Además, por el Teorema 2.3.1 se tiene que µ es ergódica. Aśı, la
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Proposición 3.2.4 implica que ν es ergódica.

Ahora, veamos que ν ̸= δ0. Notemos que

µm({0}) =
∞∑
n=0

∑
k>n

µ(f−n({0}) ∩ (ak, ak−1]) = 0,

donde la última igualdad se tiene porque f−n({0}) ∩ (ak, ak−1] = ∅ para todo k > n. En

efecto, si x ∈ f−n({0}) ∩ (ak, ak−1], entonces f
n(x) = 0 y fk(x) ∈ (a, 1], esto implica que

0 = fk−n(fn(x)) = fk(x) ∈ (a, 1],

y esto último es una contradicción. Aśı, conclúımos que ν ̸= δ0.

Para finalizar la demostración de la parte 1, tenemos que probar que ν y δ0 son los únicos

estados de equilibrio ergódicos. Supongamos que ρ es un estado de equilibrio ergódico distinto

de ν y δ0. Por el Lema 5.3.3 sigue que ρ((a, 1]) > 0 y ν((a, 1]) > 0. Además, como ρ y ν

son mutuamente singulares, existen conjntos medibles disjuntos A y B tales que ρ(A) = 1 y

ν(B) = 1. Esto implica que ρ(A ∩ (a, 1]) > 0 y ν(A ∩ (a, 1]) = 0, aśı que ρ(a,1] ̸= ν(a,1]. Sin

embargo, por el Teorema 5.3.7 tenemos que ρ(a,1] y ν(a,1] son estados de equilibrio distintos

para el potencial Φ1,0, lo cual es una contradicción. Esto prueba la parte 1.

Ahora, consideremos γ > 1. Luego, por (5.57) se tiene
∫
mdµ = ∞. Supongamos que ρ ̸= δ0

es un estado de equilibrio ergódico para ϕ, por el Lema 5.3.3 tenemos que ρ((a, 1]) > 0. La

Proposición 5.3.7 implica que ρ(a,1] es un estado de equilibrio para el potencial Φ1,0. Por el

Teorema 2.3.4 necesariamente ρ(a,1] = µ. Luego, del Corolario 3.1.3 sigue que

∞ =

∫
mdµ =

∫
md(ρ(a,1]) =

1

ρ((a, 1])

∫
mdρ =

1

ρ((a, 1])
<∞,

y esto último es una contradicción. Por lo tanto, δ0 es el único estado de equilibrio ergódico

para el potencial ϕ = − log f ′. Finalmente, por el Teorema 5.3.1 conclúımos que δ0 es el

único estado de equilibrio para ϕ = − log f ′. Esto completa la demostración del Teorema

5.3.8

El último resultado de este caṕıtulo establece que para t > 1 también se tiene la existencia

de un único estado de equilibrio.

Teorema 5.3.9. Si t > 1, entonces P (t) = 0 y δ0 es el único estado de equilibrio para

ϕt = −t log f ′.
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Demostración. Sea t > 1. Por el Corolario 5.1.7 sabemos que P(t, 0) < 0. Luego, el Teorema

5.2.6 nos dice que P (t) ≤ 0. Por otro lado,

hδ0 − t

∫
log f ′dδ0 = 0.

Esto implica que P (t) = 0 y que δ0 es un estado de equilibrio.

Supongamos que ρ ̸= δ0 es un estado de equilibrio para ϕt, entonces por el Lema 5.3.3 se tiene

que ρ((a, 1]) > 0. Luego, existe n ∈ N tal que ρ((an, an−1]) > 0. Recordemos que P (1) = 0 y

notemos que, como log f ′ ≥ 0 y log f ′(x) > log(f ′(a)) > 0 para todo x ∈ (a, 1], se tiene

(t− 1)

∫
log f ′dρ ≥ (t− 1)

∫
(an,an−1]

log f ′dρ ≥ (t− 1)ρ((an, an−1]) ı́nf
(an,an−1]

log f ′ > 0.

Por lo tanto, ∫
log f ′dρ < t

∫
log f ′dρ.

Como ρ es un estado de equilibrio para ϕt, esto último implica que

P (1) = 0 = P (t) = hµ − t

∫
log f ′dρ < hµ −

∫
log f ′dµ,

lo cual es una contradicción. Aśı, conclúımos que δ0 es el único estado de equilibrio para

ϕt.



Caṕıtulo 6

Dos puntos fijos indiferentes

En este caṕıtulo, inspirados en la construcción dada en en Caṕıtulo 4, estudiaremos la exis-

tencia y unicidad de estados de equilibrio para un sistema simbólico que sirve como modelo

para una dinámica con dos puntos fijos indiferentes. Para eso, vamos a trabajar sobre el

full-shift en 3 śımbolos Σ3 := {0, 1, 2}N0 y la función shift σ : Σ3 → Σ3. De forma similar a lo

hecho en el Caṕıtulo 4 definiremos un potencial ϕ : Σ3 → R menor o igual que 0, de manera

que ϕ(0) = ϕ(2) = 0, donde 0 denota la sucesión constante igual a 0 y 2 denota la sucesión

constante igual a 2.

Definamos las colecciones {Mn}n∈N y {Nn}n∈N por

Mn := {x ∈ Σ3 : xi = 0 para 0 ≤ i ≤ n− 1, xn ̸= 0},

Nn := {x ∈ Σ3 : xi = 2 para 0 ≤ i ≤ n− 1, xn ̸= 2},

para cada n ∈ N. Notemos que {Mn}n∈N y {Nn}n∈N forman una partición de [0]\{0} y [2]\{2}
respectivamente. Sean (an)n∈N y (bn)n∈N dos sucesiones de números reales que convergen a

0. Dado A > 0, definimos el potencial ϕ : Σ3 → R por

ϕ(x) =



an si x ∈Mn,

bn si x ∈ Nn,

−A si x ∈ [1],

0 si x ∈ {0, 2}.

87
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Consideremos el conjunto

D = [1] \ {(xn)n∈N0 ∈ [1] : para algún N ∈ N, xn ̸= 1 para todo n ≥ N},

el tiempo de primer retorno m : D → N y la función de primer retorno F : D → D. Notemos

que F está bien definida en todo el conjunto D. Para cada n ∈ N definamos el conjunto

En := {x ∈ Σ3 : x0 = xn = 1, xi ̸= 1 para 1 ≤ i ≤ n− 1}. (6.1)

Luego, si x ∈ D

m(x) = n ⇐⇒ x ∈ En.

De (6.1) es claro que cada En se puede escribir como unión disjunta de 2n−1 cilindros que

denotaremos por {Ak
n}2

n−1

k=1 . Por ejemplo, E1 = [11] = A1
1 y E2 = [101] ∪ [121].

Tal como en el Caṕıtulo 4, el sistema (D,F ) es conjugado al full-shift (Σ, σ), con Σ = NN0
0 .

En este caso, los conjuntos Ak
n corresponden a los cilindros de largo 1 bajo la conjugación

correspondiente.

Al igual que en el Caṕıtulo 4, para cada p ∈ R, vamos a denotar por Φp al potencial inducido

Φp(x) = Sm(x)ϕ(x)− pm(x) para todo x ∈ D.

P(p) denotará la presión del potencial Φp y escribiremos Zn(p) para referirnos a Zn(Φp).

Como Φp es constante en cada Ak
n, por el Lema 4.0.1, se tiene que

Zn(p) = Z1(p)
n (6.2)

para todo n ∈ N, y
P(p) = logZ1(p) para todo p ∈ R. (6.3)

Esto además implica que Φp es localmente Hölder.

La demostración del siguiente teorema es análoga a la demostración del Teorema 4.0.5.

Teorema 6.0.1. Sea satisface

P (ϕ) = ı́nf{p ∈ R : P(p) ≤ 0}.

En particular,

P(p) = 0 =⇒ p = P (ϕ).
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Lema 6.0.2. Supongamos que P(P (ϕ)) ≤ 0 y sea ρ un estado de equilibrio para ϕ. Si

ρ({0, 2}) = 0, entonces ρ([1]) > 0.

Demostración. Supongamos que ρ([1]) = 0. Como ρ({0, 2}) = 0, existe, sin pérdida de

generalidad, k ∈ N tal que ρ(Mk) > 0. Dados ak > ak y −A < −A, definimos el potencial

ϕ(x) =


ϕ(x) si x ̸∈ [1] ∪Mk,

ak si x ∈Mk,

−A si x ∈ [1].

Denotamos por ΦP (ϕ) al potencial inducido por ϕ asociado a P (ϕ), y P (ΦP (ϕ)) es su presión.

Por (6.3) podemos considerar ak y A tal que

P (ΦP (ϕ)) = P(P (ϕ)) ≤ 0.

Luego, como P (ΦP (ϕ)) ≤ 0, aplicando el Teorema 6.0.1 al potencial ϕ obtenemos que

P (ϕ) ≤ P (ϕ). (6.4)

Por otro lado, ∫
ϕdρ−

∫
ϕdρ = ρ([1])︸ ︷︷ ︸

=0

(−A− A) + ρ(Mk)(ak − ak)︸ ︷︷ ︸
> 0

> 0. (6.5)

Por lo tanto, sigue de (6.4) y (6.5) que

P (ϕ) ≤ P (ϕ) = hρ(σ) +

∫
ϕdρ < hρ(σ) +

∫
ϕdρ.

Esto último contradice el Principio variacional. Aśı, necesariamente ρ([1]) > 0.

Corolario 6.0.3. Suponga que P(P (ϕ)) ≤ 0 y sea ρ un estado de equilibrio para ϕ tal que

ρ({0, 2}) = 0. Entonces ρ(D) > 0.

Demostración. Por el Lema 6.0.2 tenemos que ρ([1]) > 0. Sigue del Teorema 1.1.2 que

ρ(D) = ρ([1] \ {(xn)n∈N0 ∈ [1] : para algún N ∈ N, xn ̸= 1 para todo n ≥ N}) = ρ([1]) > 0.
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En lo que sigue, vamos a denotar por P2 a la presión del potencial ϕ|{0,2}N0 , es decir, la

presión del potencial ϕ restringido al full-shift en 2 śımbolos {0, 2}N0 .

Proposición 6.0.4. Dado p ∈ R, se tiene que

1. Si p < P2, entonces Z1(p) = ∞.

2. Si p > P2, entonces Z1(p) <∞.

Además, si Z1(0) = ∞, entonces Z1(P2) = ∞.

Demostración. Notemos que

Z1(p) =
∞∑
n=1

e−pn

2n−1∑
k=1

sup e
Snϕ|Ak

n = e−A

e−p +
∞∑
n=1

e−pn
∑

ω∈{0,2}n
sup eSnϕ|[ω1]

 , (6.6)

y por la Proposición 4.0.4,

P2 = ĺım
n→∞

1

n
log

 ∑
ω∈{0,2}n

ı́nf eSnϕ|[ω]

 ≤ ĺım
n→∞

1

n
log

 ∑
ω∈{0,2}n

sup eSnϕ|[ω1]


≤ ĺım

n→∞

1

n
log

 ∑
ω∈{0,2}n

sup eSnϕ|[ω]

 = P2.

(6.7)

Luego, de (6.7) sigue que

P2 = ĺım
n→∞

1

n
log

 ∑
ω∈{0,2}n

sup eSnϕ|[ω1]

 .

Aśı, por (6.6) se tiene que Z1(p) = ∞ si p < P2 y Z1(p) <∞ si p > P2.

Ahora, supongamos que Z1(0) = ∞. Por (6.6), si Z1(P2) <∞, entonces tomando A suficien-

temente grande se tiene que Z1(P2) ≤ 1. Aśı, es suficiente probar que Z1(P2) > 1.

Supongamos por contradicción que Z1(P2) ≤ 1, entonces P(P2) ≤ 0. Luego, por la parte 1,

y el Teorema 6.0.1 se tiene que

P2 = ı́nf{p ∈ R : P(p) ≤ 0} = P (ϕ). (6.8)

En particular, P(P (ϕ)) = P(P2) ≤ 0. Como σ es expansiva, existe un estado de equilibrio
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ergódico µ para el potencial ϕ|{0,2}N0 (ver [VO16, Corollary 10.5.9]). Entonces,

P (ϕ) = P2 = hµ +

∫
ϕ|{0,2}N0dµ.

Esto implica que la medida µ definida sobre {0, 1, 2}N0 , dada por µ(B) = µ(B∩{0, 2}N0) para

cada boreliano B ⊂ Σ3, es un estado de equilibrio para el potencial ϕ y satisface µ([1]) = 0.

Luego, como P(P (ϕ)) ≤ 0, por el Lema 6.0.2 tenemos que µ ∈ {δ0, δ2}, lo cual implica que

P (ϕ) = 0. Sigue de (6.8) que Z1(P2) = Z1(P (ϕ)) = Z1(0) = ∞, y esto es una contradicción.

Por lo tanto, Z1(P2) > 1.

6.1. Existencia de un único estado de equilibrio

El objetivo de esta sección es probar el teorema que enunciamos a continuación.

Teorema 6.1.1. Si Z1(0) > 1, existe un único estado de equilibrio para ϕ.

Antes de comenzar a demostrar el Teorema 6.1.1, veamos una sencilla consecuencia. En lo

que sigue, vamos a considerar sn = a1 + . . .+ an y rn = b1 + . . . bn para cada n ∈ N.

Corolario 6.1.2. Si

máx

{
∞∑
n=1

esn ,
∞∑
n=1

ern

}
> eA ó mı́n

{
∞∑
n=1

esn ,
∞∑
n=1

ern

}
>
eA

2
, (6.9)

entonces Z1(0) > 1. En particular, existe un único estado de equilibrio para ϕ.

Demostración. Recordemos que

Z1(0) =
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

exp(supΦ0|Ak
n
). (6.10)

Para cada n ∈ N, existen j ∈ {1, . . . , 2n} y k ∈ {1, . . . , 2n} tales que

Aj
n+1 = [10 . . . 01]︸ ︷︷ ︸

n ceros

y Ak
n+1 = [12 . . . 21]︸ ︷︷ ︸

n doses

.

Como Φ0|Aj
n+1

≡ −A+ sn y Φ0|Ak
n+1

≡ −A+ rn, de (6.10) sigue que

e−A

(
∞∑
n=1

esn +
∞∑
n=1

ern

)
≤ Z1(0).
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Luego, si se verifica (6.9), entonces Z1(0) > 1. Aśı, por el Teorema 6.1.1, existe un único

estado de equilibrio para ϕ.

Comencemos la demostración del Teorema 6.1.1 con la siguiente proposición.

Proposición 6.1.3. Si Z1(0) > 1, existen p y q positivos tales que

0 < P(p) <∞ y −∞ < P(q) < 0. (6.11)

Demostración. Primero, supongamos que Z1(0) = ∞. Por la Proposición 6.0.4 se tiene que

Z1(P2) = ∞ y Z1(p) < ∞ para todo p > P2, aśı que P(P2) = ∞ y P(p) < ∞ para p > P2.

Por el Teorema de convergencia monótona tenemos que P(p)
p→P+

2−−−−→ ∞ y P(p)
p→∞−−−→ −∞.

Luego, necesariamente existen p y q positivos satisfaciendo (6.11).

Ahora, supongamos que Z1(0) ∈ (1,∞). Entonces P(0) ∈ (0,∞). Nuevamente por el Teo-

rema de convergencia monótona se tiene que P(p)
p→0+−−−→ P(0) ∈ (0,∞) y P(p)

p→∞−−−→ −∞.

Aśı, en este caso tambien existen p y q positivos verificando (6.11). Esto completa la demos-

tración.

Proposición 6.1.4. Suponga que Z1(0) > 1. Entonces P (ϕ) > 0 y P(P (ϕ)) = 0. Además,

existe un único estado de Gibbs F -invariante para ΦP (ϕ).

Demostración. Por la Proposición 6.1.3, existen 0 < p < q tales que

0 < P(p) <∞ y −∞ < P(q) < 0.

Luego, existe p0 ∈ (p, q) tal que P(p0) = 0, pues p 7→ P(p) es continua donde es finita. Por

lo tanto, por el Teorema 6.0.1 tenemos que P (ϕ) = p0. Es decir, se tiene que P (ϕ) > 0 y

P(P (ϕ)) = 0. Esto prueba la primera parte.

Finalmente, como ΦP (ϕ) es constante en cada Ak
n se tiene inmediatamente que ΦP (ϕ) es

localmente Hölder. Además, como P(P (ϕ)) = 0, tenemos que Z1(P (ϕ)) = 1, en particular,

ΦP (ϕ) es sumable. Por lo tanto, por el Teorema 2.3.1, existe un único estado de Gibbs F -

invariante para ΦP (ϕ). Esto completa la demostración.

Proposición 6.1.5. Si Z1(0) > 1 y µ es el estado de Gibbs F -invariante para ΦP (ϕ) dado

por la Proposición 6.1.4, entonces µ es el único estado de equilibrio para el potencial ΦP (ϕ).

Además, se tiene
∫
mdµ <∞.
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Demostración. Por la Proposición 6.1.4 tenemos que P(P (ϕ)) = 0. Luego, como µ es un

estado de Gibbs y P(P (ϕ)) = 0, existe C > 0 tal que, para cada n ≥ 0 y 1 ≤ k ≤ 2n−1, se

tiene que

C−1 ≤ µ(Ak
n)

exp(ΦP (ϕ)(x))
≤ C,

para todo x ∈ Ak
n. Sigue que

µ(Ak
n) ≤ C exp(supΦP (ϕ)|Ak

n
).

Entonces,

∫
mdµ =

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

∫
Ak

n

mdµ =
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

nµ(Ak
n) ≤ C

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

n exp(supΦP (ϕ)|Ak
n
)

= C
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

n exp

(
sup

(
n−1∑
j=0

(ϕ ◦ σj)|Ak
n

))
e−P (ϕ)n.

Como Z1(0) > 1 y Z1(P (ϕ)) = 1, por la Proposición 6.1.3, existe 0 < δ < P (ϕ) tal que

Z1(δ) ∈ (1,∞). Luego,

∫
mdµ ≤ C

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

n exp

(
sup

(
n−1∑
j=0

(ϕ ◦ σj)|Ak
n

))
e−P (ϕ)n

= C
∞∑
n=1

n

e(P (ϕ)−δ)n

2n−1∑
k=1

exp

(
sup

(
n−1∑
j=0

(ϕ ◦ σj)|Ak
n

))
e−δn

= C
∞∑
n=1

n

e(P (ϕ)−δ)n

2n−1∑
k=1

exp(supΦδ|Ak
n
).

Dado que P (ϕ)− δ > 0, existe N ∈ N tal que
n

e(P (ϕ)−δ)n
≤ 1 para todo n ≥ N . Esto implica

que,

∫
mdµ ≤ C

(
N−1∑
n=1

n

e(P (ϕ)−δ)n

2n−1∑
k=1

exp(supΦδ|Ak
n
) +

∞∑
n=N

n

e(P (ϕ)−δ)n

2n−1∑
k=1

exp(supΦδ|Ak
n
)

)

≤ C

(
N−1∑
n=1

n

e(P (ϕ)−δ)n

2n−1∑
k=1

exp(supΦδ|Ak
n
) + Z1(δ)

)
<∞.

Para concluir, por el Teorema 2.3.2 es suficiente verificar que
∫
ΦP (ϕ)dµ > −∞. Para esto,
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notemos que

∫
ΦP (ϕ)dµ =

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

(∫
Ak

n

ΦP (ϕ)dµ

)
=

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

(
µ(Ak

n)

(
n−1∑
j=0

(ϕ ◦ σj)|Ak
n
− P (ϕ)n

))

≥ ( ı́nf
n∈N

{an, bn,−A} − P (ϕ))
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

µ(Ak
n)n

= (ı́nf
n∈N

{an, bn,−A} − P (ϕ))

∫
mdµ > −∞.

Por lo tanto, µ es el único estado de equilibrio para ΦP (ϕ).

La demostración del siguiente teorema es análoga a la demostración del Teorema 4.0.3.

Teorema 6.1.6. Sea µ un estado de equilibrio para ΦP (ϕ) tal que
∫
mdµ <∞. Si P(P (ϕ)) =

0, entonces µm/µm(Σ3) es un estado de equilibrio para ϕ.

Supongamos que Z1(0) > 1. Sea µ el único estado de equilibrio para ΦP (ϕ) dado por la

Proposición 6.1.5. Luego, µ satisface
∫
mdµ < ∞. Como P(P (ϕ)) = 0 (ver Proposición

6.1.4), el Teorema 6.1.6 implica que ν := µm/µm(Σ3) es un estado de equilibrio para ϕ.

Además, por el Teorema 2.3.1, la medida µ es ergódica. Aśı, ν también es ergódica en virtud

de la Proposición 3.2.4.

Para concluir la demostración del Teorema 6.1.1, solamente falta probar la unicidad. Para

eso, necesitamos la siguiente proposición, cuya demostración es análoga a la demostración

de la Proposición 4.1.7

Proposición 6.1.7. Si P(P (ϕ)) = 0 y ρ es un estado de equilibrio ergódico para ϕ tal que

ρ(D) > 0, entonces ρD = ρ|D/ρ(D) es un estado de equilibrio para ΦP (ϕ). Además, existe a

lo más un estado de equilibrio ergódico ρ tal que ρ(D) > 0.

Ahora, recordemos que de la Proposición 6.1.4 se tiene que P (ϕ) > 0, entonces ν ̸∈ {δ0, δ2}.
Como ν es ergódica, tenemos que ν es mutuamente singular a δ0 y a δ2, aśı que ν({0, 2}) = 0.

Luego, como P(P (ϕ)) = 0, sigue del Corolario 6.0.3 que ν(D) > 0.

Supongamos que ρ ̸= ν es un estado de equilibrio ergódico para ϕ. Por el argumento anterior

se tiene que ρ(D) > 0. Aśı, ν y ρ cumplen ν(D) > 0 y ρ(D) > 0. La Proposición 6.1.7

implica que ρ = ν.

Por lo tanto, ν es el único estado de equilibrio ergódico para ϕ. Finalmente, gracias a la

Proposición 1.4.5 conclúımos que ν es el único estado de equilibrio para ϕ. Esto completa la
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demostración del Teorema 6.1.1. □

6.2. Existencia de más de un estado de equilibrio

El objetivo de esta sección es probar el Teorema 6.2.1. Para enunciarlo, es necesario deducir

algunas cosas.

A lo largo de esta sección siempre supondremos que Z1(0) = 0. Note que por (6.3) esto es

equivalente a P(0) = 0, y por lo tanto, por el Teorema 6.0.1 se tiene que P (ϕ) = 0. Aśı, δ0 y

δ2 son estados de equilibrio para ϕ. Además, como Φ0 es localmente Hölder y Z1(0) = 1 <∞,

por el Teorema 2.3.1, existe un único estado de Gibbs F -invariante µ para el potencial Φ0,

y además, µ es ergódica.

Como µ es un estado de Gibbs y P(P (ϕ)) = 0, existe C > 0 tal que

C−1 ≤ µ(Ak
n)

exp(Φ0|Ak
n
)
≤ C, (6.12)

para todo n ∈ N y 0 < k < 2n−1. Ahora, podemos enunciar el Teorema 6.2.1.

Teorema 6.2.1. Supongamos que Z1(0) = 1.

1. Si
∫
mdµ <∞, existe un estado de equilibrio ergódico ν ̸∈ {δ0, δ2} para el potencial ϕ.

Además, ν, δ0 y δ2 son los únicos estados de equilibrio ergódicos para ϕ.

2. Si
∫
mdµ = ∞, entonces δ0 y δ2 son los únicos estados de equilibrio ergódicos para ϕ.

Demostración. Primero, supongamos que
∫
mdµ <∞. Luego,

∫
Φ0dµ =

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

∫
Ak

n

Φ0dµ =
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

(
µ(Ak

n)
n−1∑
j=0

(ϕ ◦ σj)|Ak
n

)

≥ ( ı́nf
n∈N

{an, bn,−A})

(
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

nµ(Ak
n)

)

= (ı́nf
n∈N

{an, bn,−A})
∫
mdµ > −∞.

Entonces, por el Teorema 2.3.2, µ es el único estado de equilibrio para Φ0 = ΦP (ϕ).

Como P (ϕ) = 0 y P(P (ϕ)) = 0, por el Teorema 6.1.6 se tiene que ν := µm/µm(Σ3) es un
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estado de equilibrio para ϕ. Notemos que,

ν({0, 2}) =
∞∑
n=0

∑
k>n

µ(σ−n({0, 2}) ∩ Ek) =
∞∑
n=0

∑
k>n

µ

 ⋃
ω∈{0,1,2}n

({ω0} ∪ {ω2}) ∩ Ek


︸ ︷︷ ︸

=∅

= 0.

Aśı, ν ̸∈ {δ0, δ2}. Por otro lado, por la Proposición 3.2.4 tenemos que ν es ergódica, pues µ

es ergódica.

Para ver que no hay más estados de equilibrio ergódicos, supongamos por contradicción que

ρ ̸∈ {ν, δ0, δ2} es un estado de equilibrio ergódico para ϕ. Antes vimos que ν{0, 2} = 0, y

como ρ es mutuamente singular a δ0 y a δ2, también se tiene ρ({0, 2}) = 0. Luego, gracias

al Corolario 6.0.3 obtenemos que ρ(D) > 0 y ν(D) > 0. Por la Proposición 6.1.7, se tiene

que ρ = ν, lo cual es una contradicción. Aśı, ν, δ0 y δ2 son los únicos estados de equilibrio

ergódicos para ϕ. Esto prueba la parte 1.

Ahora, supongamos que
∫
mdµ = ∞. Si ρ ̸∈ {δ0, δ2} es un estado de equilibrio ergódico para

ϕ, entonces ρ({0, 2}) = 0, pues ρ es mutuamente singular a δ0 y a δ2. De manera similar a lo

hecho antes, el Corolario 6.0.3 implica que ρ(D) > 0, y por la Proposición 6.1.7 obtenemos

que ρD = ρ|D/ρ(D) es un estado de equilibrio para ΦP (ϕ) = Φ0. Luego, en virtud del Teorema

2.3.4 conclúımos que ρD = µ. Sin embargo, sigue del Corolario 3.1.3 que

∞ =

∫
mdµ =

∫
md(ρD) =

1

ρ(D)

∫
D

mdρ =
1

ρ(D)
<∞,

y esto último es una contradicción. Por lo tanto, δ0 y δ2 son los únicos estados de equilibrio

ergódicos para ϕ. Esto completa la demostración del Teorema 6.2.1.

Terminamos esta sección, enunciando un par de consecuencias del Teorema 6.2.1.

Corolario 6.2.2. Supongamos que Z1(0) = 1. Si
∑∞

n=1(n+1)esn < 1 y
∑∞

n=1(n+1)ern < 1,

entonces
∫
mdµ <∞. En particular, existe un estado de equilibrio ergódico para ϕ, distinto

de δ0 y δ2.

Demostración. Supongamos que
∑∞

n=1(n + 1)esn < 1 y
∑∞

n=1(n + 1)ern < 1. De (6.12) se

tiene

∫
mdµ =

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

∫
Ak

n

mdµ =
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

nµ(Ak
n) ≤ C

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

n exp(supΦ0|Ak
n
)
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= C
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

n exp

(
sup

(
n−1∑
j=0

(ϕ ◦ σj)|Ak
n

))

= Ce−A

(
1 +

∞∑
n=2

2n−1∑
k=1

n exp

(
sup

(
n−1∑
j=1

(ϕ ◦ σj)|Ak
n

)))

≤ Ce−A

(
1 +

∞∑
n=1

[(
∞∑
k=1

(k + 1)esk

)n( ∞∑
k=1

(k + 1)erk

)n]
+

∞∑
n=1

n(esn + ern)

)
<∞.

Aśı, por la parte 1 del Teorema 6.2.1, se tiene el Corolario 6.2.2.

Corolario 6.2.3. Supongamos que Z1(0) = 1. Si
∑∞

n=1 ne
sn = ∞ o

∑∞
n=1 ne

rn = ∞,

entonces
∫
mdµ = ∞. En particular, δ0 y δ2 son los únicos estados de equilibrio ergódicos

para ϕ.

Demostración. Supongamos que
∑∞

n=1 ne
sn = ∞ o

∑∞
n=1 ne

rn = ∞. Luego, de (6.12) sigue

que

∫
mdµ =

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

nµ(Ak
n) ≥ C−1

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

n exp(supΦ0|Ak
n
)

≥ C−1e−A

(
∞∑
n=1

nesn +
∞∑
n=1

nern

)
= ∞.

Por lo tanto, por la parte 2 del Teorema 6.2.1 conclúımos que δ0 y δ2 son los únicos estados

de equilibrio ergódicos para ϕ.

6.3. Caso Z1(0) < 1 y ejemplos

Comenzamos esta sección caracterizando los estados de equilibrio para ϕ cuando Z1(0) < 1.

Teorema 6.3.1. Si Z1(0) < 1, entonces δ0 y δ2 son los únicos estados de equilibrio ergódicos

para ϕ.

Demostración. En esta demostración vamos a considerar a0 = b0 = −A y M0 = N0 = [1].

Primero, observemos que en este caso P(0) < 0. Luego, por el Teorema 6.0.1 tenemos que

P (ϕ) ≤ 0. Por otro lado,

hδ0 +

∫
ϕdδ0 = 0,
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lo cual implica que P (ϕ) = 0 y δ0 es un estado de equilibrio para ϕ. Análogamente, tenemos

que δ2 también es un estado de equilibrio para ϕ.

Supongamos que ρ ̸∈ {δ0, δ2} es un estado de equilibrio ergódico, entonces ρ({0, 2}) = 0

pues ρ es mutuamente singular a δ0 y a δ2. Luego, existe n ∈ N0 tal que ρ(Mn ∪ Nn) > 0.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ρ(Mn) > 0. Dado an ∈ R, definimos el potencial

ϕ(x) =

ϕ(x) si x ̸∈Mn,

an si x ∈Mn.

Sea Φ0 el potencial inducido por ϕ asociado a p = 0, es decir, Φ(x) = Sm(x)ϕ(x) para cada

x ∈ D. También denotamos por P (Φ0) a la presión de Φ0. Por (6.3) podemos escoger an > an

de tal forma que P (Φ0) < 0. Luego, aplicando el Teorema 6.0.1 al potencial ϕ obtenemos

que P (ϕ) = 0 = P (ϕ). Por otro lado,∫
ϕdρ−

∫
ϕdρ = ρ(Mn)(an − an) > 0.

Luego,

P (ϕ) = P (ϕ) = hρ +

∫
ϕdρ < hρ +

∫
ϕdρ,

lo cual contradice el Principio variacional. Esto termina la demostración.

Para finalizar este caṕıtulo, daremos ejemplos de sucesiones (an)n∈N y (bn)n∈N tales que

el potencial ϕ satisface las distintas hipótesis de los Teoremas 6.1.1, 6.2.1 y 6.3.1. Antes,

necesitamos el siguiente lema.

Lema 6.3.2. Si
∑∞

n=1 e
sn < 1 y

∑∞
n=1 e

rn < 1, entonces Z1(0) <∞.

Demostración. Notemos que,

Z1(0) =
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

exp

(
sup

(
n−1∑
j=0

(ϕ ◦ σj)|Ak
n

))

= e−A

(
1 +

∞∑
n=2

2n−1∑
k=1

exp

(
sup

(
n−1∑
j=1

(ϕ ◦ σj)|Ak
n

)))

≤ e−A

(
1 +

∞∑
n=1

[(
∞∑
k=1

esk

)n( ∞∑
k=1

erk

)n]
+

∞∑
n=1

esn + ern

)
,

y esto último es finito si
∑∞

n=1 e
sn < 1 y

∑∞
n=1 e

rn < 1.
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Ejemplo 6.1. Sean α y β números positivos. Consideremos las sucesiones

an = log

(
n

n+ 1

)α+1

y bn = log

(
n

n+ 1

)β+1

,

para cada n ∈ N. Entonces,

sn = log

(
1

n+ 1

)α+1

y rn = log

(
1

n+ 1

)β+1

.

Consideremos ζ(γ) =
∞∑
n=1

1

nγ
para cada γ > 0. Luego,

∞∑
n=1

esn =
∞∑
n=1

1

(n+ 1)α+1
= ζ(α + 1)− 1,

∞∑
n=1

ern =
∞∑
n=1

1

(n+ 1)β+1
= ζ(β + 1)− 1.

(6.13)

Sabemos que γ 7→ ζ(γ) es finita y continua en (1,∞). Además, ζ(γ)
γ→1+−−−→ ∞ y se tiene que

ζ(2)− 1 =
π2

6
− 1 ∈ (0, 1). Por lo tanto, existe γ ∈ (0, 1) tal que

ζ(γ + 1)− 1 = 1. (6.14)

Luego, si {α, β} ⊂ (γ,∞), por (6.13) y el Lema 6.3.2 se tiene que Z1(0) <∞, independiente

de la elección de A.

Supongamos que {α, β} ⊂ (γ,∞). Consideremos

A = log

(
1 +

∞∑
n=2

2n−1∑
k=1

exp

(
sup

(
n−1∑
j=1

(ϕ ◦ σj)|Ak
n

)))
.

Notemos que A ∈ (0,∞) pues Z1(0) <∞. Luego,

Z1(0) =
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

exp

(
sup

(
n−1∑
j=0

(ϕ ◦ σj)|Ak
n

))

= e−A

(
1 +

∞∑
n=2

2n−1∑
k=1

exp

(
sup

(
n−1∑
j=1

(ϕ ◦ σj)|Ak
n

)))
= 1.

Aśı, si t ∈ (0, 1), el potencial tϕ satisface la hipótesis del Teorema 6.1.1, y si t ∈ (1,∞), el
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potencial tϕ satisface la hipótesis del Teorema 6.3.1.

Ahora, observemos que

∞∑
n=1

(n+ 1)esn =
∞∑
n=1

1

(n+ 1)α
= ζ(α)− 1,

∞∑
n=1

(n+ 1)ern =
∞∑
n=1

1

(n+ 1)β
= ζ(β)− 1.

Entonces, por (6.14), si {α, β} ⊂ (γ + 1,∞), se tiene

máx

{
∞∑
n=1

(n+ 1)esn ,
∞∑
n=1

(n+ 1)ern

}
< 1.

Por el Corolario 6.2.2 tenemos que ϕ cumple las hipótesis del Teorema 6.2.1, parte 1. Por

otro lado, si α ∈ (γ, 1] ó β ∈ (γ, 1], entonces

∞∑
n=1

(n+ 1)esn = ∞ ó
∞∑
n=1

(n+ 1)ern = ∞,

y por el Corolario 6.2.3 conclúımos que ϕ satisface las hipótesis del Teorema 6.2.1, parte 2.

Observación 6.3.1. En el caso en que (α, β) ∈ ((1, γ + 1]× (1,∞)) ∪ ((1,∞)× (1, γ + 1])

no sabemos si el tiempo de primer retorno es integrable con respecto al estado de Gibbs

F -invariante correspondiente. Por lo tanto, en este caso no sabemos si hay unicidad o mul-

tiplicidad de estados de equilibrio para el potencial ϕ.
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