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1. Introduccién

En el desarrollo de la dindmica compleja, un objetivo importante ha sido comprender la
estructura de distintos espacios de polinomios complejos. Ampliamente se ha estudiado el espacio
de polinomios cuadraticos, isomorfo a C, y dentro de él al conjunto de Mandelbrot. El paso siguiente
es estudiar el espacio de polinomios ctibicos bajo conjugaciones afines. En [BH88| y [BH92], Branner
y Hubbard iniciaron un estudio sistemético de este espacio, probando en particular que resulta ser
una variedad compleja bidimensional. Para comprender su estructura con mayor detalle, es 1util
tomar curvas unidimensionales dentro de él, especialmente aquellas generadas por relaciones en las
orbitas de los punto criticos. En este trabajo, nos interesara estudiar aquellas donde uno de los
puntos criticos es eventualmente mapeado a un punto fijo.

Consideremos asi el espacio
polyS™ .= {(f,a) : f polinomio ctibico y f’(a) = O}/N

donde (f,a) ~ (g,a’) siy solo si existe cambio de coordenadas afin ¢ tal que pof = gopy (a) = d’.
Llamamos a poly§™ el espacio de moduli de polinomios ctibicos con punto critico marcado, y dado
un par (f,a) diremos que a es el punto critico marcado de f.

Dados naturales ¢ > 0, p > 1, podemos definir los conjuntos 4, C poly§™ dados por
los polinomios cuyo punto critico marcado es mapeado en exactamente ¢ iteraciones a un punto
periédico de periodo exactamente p. Esta condicién se puede presentar como una ecuacién sobre
los coeficientes de los polinomios, por lo que su clausura .#, corresponde a una curva algebraica.

Estas curvas, en espacial aquellas con £ = 0, han sido estudiadas sisteméticamente por Milnor,
Bonifant y Kiwi en [Mil09], [BKM10] y [BM10]. Se conjetura que las curvas %, son irreductibles
para todo £ y todo p, sin embargo atin no se ha probado en completa generalidad. En este trabajo,
buscaremos probar la irreductibilidad de las curvas %7 dadas por aquellos polinomios cuyo punto
critico marcado es mapeado en exactamente ¢ iteraciones en un punto fijo.

Teorema: Para todo { > 0, la curva ;1 es irreductible.

Es conocido que .%7,1 es suave, por lo que la pregunta sobre la irreductibilidad de .#%,; serd
equivalente a la de la conexidad de /% ;.

La irreductibilidad de las curvas .#;,1 ya fue probada por Buff, Epstein y Koch en [BEK18].
Sin embargo, su demostracién se basa en técnicas algebraicas, similares a las usadas por Bousch
en [Bou92] para demostrar la irreductibilidad de otras curvas dindmicas conocidas como curvas
dinatomicas. Nuestra demostracién, en cambio, utilizard las herramientas dindmicas que fueron
usadas por Arfeux y Kiwi en [AK20] para probar la irreductibilidad de las curvas .# ,, de polinomios
con punto critico marcado periédico con periodo p. La demostracién de Arfeux y Kiwi, a su vez, esta
basada en las demostraciones de la irreductibilidad de las curvas dinatémicas dadas por Buff-Tan
([BT14]) y Schleider-Lau ([Sch94]).

Estudiar las curvas .% p, en general, es relevante en cuanto tales curvas son consideradas un
tipo curvas especiales, que aparecen de forma importante en el andlogo dindmico de la conjetura
de André-Oort. Tal conjetura fue demostrada para el caso cibico en [FG16] y [GY17], y més
recientemente para grados superiores en [FG20]. Por otro lado, probar la irreductibilidad de las



curvas .1 usando las técnicas de Arfeux y Kiwi, puede ser primer paso para poder adaptar su
argumento al caso general, y asi probar la irreductibilidad de las curvas .7 .



2.  Preliminares

Para iniciar nuestro trabajo, haremos un resumen de aquellos preliminares utilizados, tanto
para introducir conceptos y resultados conocidos, como para fijar notaciones.

2.1. Clasificacion de puntos fijos y comportamiento local

Partiremos entregando resultados clésicos sobre la clasificaciéon de puntos fijos de funciones
analiticas. Para informacién més detallada, se puede revisar en [Mil06, Capitulos 8, 9 y 10] y [CG93,
Capitulo II].

Sea O C C un dominio, f : O — C una funcién analitica y zp € O tal que f(z9) = z0. El
multiplicador de zg se define por A = f/(zg), y nos permite clasificar los puntos fijos: decimos que
zo €s

= superatractor, si f'(z9) =0,

= atractor, si 0 < |f'(z0)] < 1,

» repulsor, si |f'(z0)] > 1,

= parabdlico, si f'(zp) es una raiz de la unidad,

= irracionalmente neutral, si |f'(z0)| = 1 pero f’(2p) no es una raiz de la unidad.

Notemos que si zg es un punto superatractor, entonces es un punto critico de fy, y por tanto
un cero de orden n — 1 de f’(2) para algin n > 2.

El siguiente teorema nos refleja el comportamiento local del mapeo f cerca de un punto fijo
atractor, superatractor o repulsor.

Teorema A. Sea f: O — C una funcion analitica y zg € O un punto fijo de f.

= Sizy es un punto fijo atractor o repulsor con multiplicador X, entonces existen vecindades U y
V de zo y 0 respectivamente, y un isomorfismo conforme h : U — V tal que (ho f)(z) = A-h(2)
para todo z € U. El mapeo h es unico salvo multiplicacion por constantes distintas de 0.

= Sizg es un punto fijo superatractor y zo es un cero de orden n—1 de f'(z), entonces existen
vecindades U y V' de zy y 0 respectivamente, y un isomorfismo conforme h : U — V, tal
que h(z0) =0 y (ho foh 1) (w) = w™. Mds aiin, h es tinico salvo multiplicacion por raices
(n — 1)—ésimas de la unidad.

Cuando zp es un punto fijo atractor o repulsor, el mapeo h del teorema anterior es llamado
la linealizacion de Koenigs de f en zg. En el caso que zg sea un punto fijo superatractor, llamamos
al correspondiente mapeo h la coordenada de Bdttcher de f cerca de zj.

Las linealizaciones de Koenigs y las coordenadas de Bottcher se mueven suavemente junto
con f, en el siguiente sentido. Considere V un abierto en C y {fs}aey una familia de funciones
desde un abierto O a C. Suponga que el mapeo (z,a) — fo(z) es holomorfo en O x V, y que
z(«) es un punto fijo de f, dependiendo analiticamente de «. Si |[A(a)| # 0,1, entonces para cada
a existe una vecindad W de ap y un abierto V' C C tal que para todo o € W, z(a) € V, y la
linealizaciéon de Koenigs h, estd definida en V. Mas ain, V y W pueden ser elegidos tal que el



mapeo (z,a) — hq(z) sea holomorfo en V' x W. Del mismo modo, si [A(«)] =0y z(«) es un cero
del mismo orden de f/ (z), entonces para cada «aq existe una vecindad W de ag y un abierto VC C
tal que para todo aw € W, z(a) € V, y la coordenada de Bottcher h,, estd definida en V. M4s ain,
V' y W pueden ser elegidos tal que el mapeo (z, ) — h(2) sea holomorfo en V' x W.

Si zg es punto periddico de una funcién f, con periodo ¢, entonces 2 es punto fijo de f? y las
definiciones y propiedades anteriores se trasladan. Es decir, el multiplicador de zy serd |(f?)'(20)|,
se clasificara de acuerdo a su comportamiento como punto fijo de f9, etc.

2.2.  Conjuntos de Fatou y Julia

Dos conjuntos claves en el estudio de la dindmica compleja son los conjuntos de Fatou y
Julia, llamados asi por el gran aporte de Pierre Fatou y Gaston Julia a principios del siglo XX en
el drea. Los resultados expuestos en esta seccién pueden encontrarse en [Mil06, Capitulos 4 y 8].

Dado f: C — C polinomio de grado d > 2, podemos definir los conjuntos

Ap(oo) ={z€C: f*(z) = oo},
K(f) =C\Ag(o0),

J(f) = 0K(f) =0Az(c0),
F(f)=C\J(f).

Llamamos J(f) el conjunto de Julia, K(f) el conjunto lleno de Julia, F(f) el conjunto de Fatou y
Ay(00) la cuenca de infinito.

Todo punto periddico repulsor o parabdlico pertenece a J(f), y los puntos periédicos repul-
sores son densos en J(f).

El conjunto de Julia J(f), as{ como el conjunto lleno de Julia K(f), son conexos si y solo si
todos los puntos criticos de f pertenecen a K(f).

Una componente de Fatou V es una componente conexa del conjunto de Fatou. Dado z €
F(f), lamaremos Vy(z) a la componente de Fatou conteniendo a z. Si V' es una componente de
Fatou, entonces f(V') también lo es. V' se dice que periddica si existe m tal que f™ (V) = V. Dennis
Sullivan ([Sul85, Teorema 1]), demostré el Teorema del Dominio no Errante:

Teorema B. Si f es una funcion racional, toda componente de Fatou V es eventualmente periddica

2.3.  Coordenadas de Béttcher en oo y funcion de Green

Estudiaremos ahora el comportamiento de un polinomio f cerca de oo, y cémo esto influye
en su dindmica. Las ideas y resultados mencionados acd pueden encontrarse en [Mil06, Capitulo 9]
y [BHS88, Seccién 1].

1
Sea f : C — C polinomio de grado d. Consideremos F(z) = ———, con F(0) = 0. Entonces

f(1/z)

F estd bien definida y es holomorfa en una vecindad de 0, y 0 es un punto fijo superatractor de



F. Existe entonces coordenada de Bottcher hr conjugando F por el mapeo z — 2%, con h'(0) = 1.

Definimos 1

2) = ———.
De esta forma, obtenemos coordenadas ¢; cerca de infinito, asintética a la identidad en infinito,
tal que ¢7(f(2)) = (¢5(2))?. Diremos, sin que induzca a confusién, que ¢y es la Coordenada de
Béttcher de f (cerca de 00).

Si V es abierto de C y {fa}acy es una familia de polinomios de grado d tal que el mapeo
(z,a) — fo(z) es holomorfo, entonces dado ag podemos encontrar vecindad W de g y R > 0 tal
que para todo o € W, se tiene que ¢y, estd definido en V = C\Dg, donde Dg = {z € C: |2| < R}.
Mas ain, W y R pueden ser elegidos de manera que el mapeo (z,a) — ¢y, (2) sea holomorfo en

V xW.

Existe una tnica extensién de |¢¢| a Ag(oco) cumpliendo la ecuacién funcional

|07 (f(2))] = los(2)|".

Definimos la funcién de Green gy de f por

gr: C — [0,00)
0 size K(f)
log|¢gr(2)] size Ap(oo).

z

El siguiente teorema corresponde a las proposiciones 1.1 y 1.2 en [BH88]:

Teorema C. Sea f: C — C polinomio de grado d y g5 su funcion de Green, entonces:
= g es continua en todo C,
» para todo z € C, g (f(2)) =d- gf(2),
m gr(2) =0 siy solo si z € K(f),

» gy es armdnica en Ay(co) y los puntos criticos de gy son precisamente las preimdgenes ite-
radas de los puntos criticos de f en C\K(f),

» sid =3, entonces el mapeo (f,z) — gs(z) es continuo en poly§™ x C.

El 1ltimo punto del teorema anterior es cierto también para polinomios de grado superior,
pero debe tenerse cuidado al definir el dominio con el que trabajamos.

2.4. Rayos dindmicos.

Una forma clésica de estudiar la dindmica de un polinomio f fuera de K(f) es a través de
los rayos dindmicos. Para los resultados cuando K (f) es conexo, se puede revisar [Mil06, Capitulo
18]. Los resultados cuando K (f) es disconexo se pueden encontrar en [BKM10] y [GM93, Apéndice
A]. Adoptaremos la misma notacién y nos aproximaremos a estos rayos de la misma forma que en
el articulo de Arfeux y Kiwi.



Sea f polinomio de grado d > 2. Llamaremos lineas de Green a las lineas de flujo de —Vgy.
Usando la ecuacién funcional

¢5(f(2)) = (65(2))%,

podemos extender la coordenada de Bottcher ¢; a través de las lineas de Green a la cuenca de
infinito bajo el flujo de —Vgy, que denotaremos .A%(c0).

Si K(f) es conexo, entonces Ay (oo) = A%(00), por lo que ¢ se extiende de forma analitica
a todo Af(co). Més atn, si
D=D;={2€C:|z] <1},

entonces -
¢f: Af(00) —» C\D
es isomorfismo conforme. Para cada t € R/Z llamamos
Ry(t) = ¢5 (], 00[e®™™)
el rayo dindmico de f con argumento t.

Si K(f) es disconexo, para cada t € R/Z existe una tnica linea de Green maximal R}(t), y
un nimero p(t) > 1 tal que ¢y se extiende a R}(t) y

b7+ R}(t) =]p(t), cole*™
es homeomorfismo.

Si p(t) = 1, llamamos '
Ry (t) = Rj(t) = ¢ ' (|1, 00[e*™)
el rayo externo de f con argumento t. Para cada r > 0, denotaremos Ry (t)(r) = (b;l(e’““”t).

Si p(t) > 1, tenemos que a medida que r \, p(¢), el punto ¢]71(r62“it) converge a un punto
critico w de gy. Decimos que R’J’Z(t) termina en w. En tal caso, podemos considerar los rayos
derecho e izquierdo con argumento t, denotados por R}' (t)y RJ? (t) respectivamente, como el limite
de Ry(s) cuando s — t por la derecha y por la izquierda respectivamente al considerarlos como

arcos parametrizados por |¢¢|. Es decir, para cada r > 0, se define
+ ,
RE()(r) = Tim Ry(s)(r).

Estos limites no son suaves, y se les llamara rayos singulares. De esta forma, si seguimos una linea
de flujo gradiente de gy desde infinito, podemos llegar hasta K(f) (en cuyo caso el rayo R(t) es
suave), o terminar en algin punto critico de g¢. Si continuamos siguiendo la linea de flujo gradiente
hacia la izquierda en cada uno de estos puntos, obtenemos RJT (t). Si por el contrario, continuamos

siguiendo la linea de flujo gradiente hacia la derecha, obtenemos R;f (t).

Si wp es el punto critico que maximiza g¢(w) entre los puntos criticos de f, entonces ¢ se
extiende a todo el conjunto

{z € C:gs(z) > gf(wo)}
Si el rayo Ry(t) es suave, las expresiones R}r (t) y Ry (t) denotardn ambas al rayo Ry(t).

Consideremos my : R/Z — R/Z la multiplicacién por d. los mapeos mq y f estdn relacionados
de la siguiente manera:



Teorema D. Para todo t € R/Z, f(RJjF(t)) = R}—-L(md(t)).

Si un rayo R}t (t) tiene un limite bien definido cuando se aproxima a J(f), decimos que R}—-L (t)
aterriza en este punto. Todo rayo con argumento racional aterriza. Mas atn, si t es peridédico bajo
multiplicacién por d en R/Z, entonces el rayo Rf(t) aterriza en un punto periédico repulsor o
parabdlico.

Dado un z € J(f), definimos
Az)={teR/Z: Rf(t) aterriza en z}
Se tiene el siguiente teorema demostrado por Genadi Levin y Feliks Przytycki en [LP96, Teorema
1].

Teorema E. Si z es un punto periddico repulsor o parabdlico, entonces A(z) es compacto no vacio.
Mids ain, si {z} no es una componente conexa de J(f), entonces A(z) es finito.

En general, si z € J(f), entonces mq(A(2)) = A(f(2)). Més atin, si un rayo Rf(dt) aterriza

en un punto f(z) y z no es critico, entonces solo uno de los rayos ij (t+j/d) aterriza en z. Si z es
critico con grado local n, entonces n de esos rayos aterrizan en z.

Si el conjunto
{f"(w) :n =0, f'(w) =0}

es finito, entonces f se llama geométricamente finito y todos los rayos R}jf (t) (suaves o singulares)
aterrizan. En el caso que f € %%, tenga un conjunto de Julia disconexo, tenga un punto periédico
parabdlico o todos sus puntos criticos sean preperiddicos, f es geométricamente finito.

2.5.  Polinomios cuadrdticos y conjunto de Mandelbrot

El espacio de polinomios méas estudiado ha sido el de polinomios cuadréticos. Las ideas y
resultados acé seran ttiles al momento de estudiar las curvas .#%,1. Se puede revisar més informacion
en [CG93, Capitulo VIII]

Todo polinomio cuadratico es conjugado a un tinico polinomio de la forma Q.(z) = 2% + c.
El conjunto de Mandelbrot corresponde al conjunto

M :={ceC: K(Q.) es conexo},

equivalentemente, M es el conjunto de los ¢ para los cuales Q" (0) 4 oo.

Llamemos ¢, a la coordenada de Bottcher de Q.. Para cada ¢ € M, ¢, esta bien definida
en ¢. Més atn, gracias a Adrien Douady y John H. Hubbard ([DH09, Teorema 8.1]), se tiene el
siguiente resultado:

Teorema F. El mapeo ®p( : C\M — C\D dado por ®r(c) = ¢.(c) es un isomorfismo conforme.

Para cada 6 € R/Z, definimos el rayo de pardmetro de Mandelbrot

Rm(0) = @3 (1, 00[e®™ ).

10



Notemos que ¢ € Ra(0) siy solo si ¢ € Rg,(6). Si Ry (0) tiene un limite ¢ € M bien definido al
acercarnos a M, decimos que este rayo aterriza en c. Rayos de pardmetro con argumentos racionales
aterrizan.

Si 0 es estrictamente preperidédico bajo ., decimos que ¢ es un punto Misiurewicz. En
tal caso, existen finitos rayos dindmicos Rg,(0;) aterrizando en ¢ € J(Q.). Cada 6; es racional
y estrictamente preperiédico bajo multiplicacién por 2. Mas atn, cada rayo Ra(6;) aterriza en

ce M.

11



3.  Estructura general

La demostracién de irreductibilidad de la curva .7 ; seguird una estructura similar a la dada
por Arfeux y Kiwi para el caso de las curvas .75 p,.

Todo polinomio cibico es afinmente conjugado a algtin polinomio de la forma
fan(2) = (2 —a)*(z +2a) + b

Los puntos criticos de f,, son £a. Decimos que a es el punto critico marcado y —a el punto

critico libre. Dos polinomios distintos de la forma fq, v far,»» son afinmente conjugados bajo una

conjugacién afin que envia a a a’, si y solo si @’ = —a y b/ = —b. De esta forma, el espacio de
cm

moduli poly§™ puede ser identificado con el cuociente C2/Z, donde Z : C? — C? es la involucién
Z(a,b) = (—a, —D).

Podemos considerar la curva Sg; C C? de polinomios f,; tal que a es punto prefijo con
preperiodo exactamente £. Se sigue que Sg,1 es un cubrimiento doble de .%% 1. Por tanto, para probar
que .1 es conexa, basta probar que Sy es conexa. De esta forma, serd conveniente trabajar con
la curva Sy 1. El caso ¢ = 0 viene dado por la curva {a —b = 0} y el caso ¢ = 1 estd dado por la
curva {2a+b = 0}\{(0,0)}. Ambas curvas son conexas, por lo que nos remitiremos a probar el caso
{>2

Serd 1til eliminar el subindice de los polinomios en Sy ;. Por tanto, dado f € Sy 1, llamaremos
a(f) a su punto critico marcado, —a(f) su punto critico libre, y a;(f) = f7(a(f)).

Podemos considerar en C? el locus de conezidad C definido por los (a,b) tal que el conjunto
de Julia de f, 5 es conexo. Separaremos la curva Sp,1 en el locus de conexidad de Sy 1, definido por
C(Se1) :==CNSe1, y su complemento (S 1), llamado locus de escape. Se puede deducir de [BH8S,
Corolario 3.8] que C(S¢,1) es acotado. Luego, como toda componente de una curva algebraica es no
acotada, entonces debe intersecar a £(Sy,1). Por lo tanto, para probar la conexidad de Sp 1 (y por
consiguiente de .%,1), basta con probar que todas las componentes conexas de £(Sg,1) pueden ser
conectadas a través de un camino en Sy 1. A cada componente conexa U de £(Sp1) la llamaremos
una region de escape.

En la seccién 4 comentaremos y probaremos algunas propiedades bésicas de las regiones de
escape que eran conocidas para las curvas Sp, y se mantienen acd. Serd 1til, dada f en una regién
de escape U, definir su kneading. El conjunto {z € C: g¢(2) < g¢(—a(f))} es la unién de dos discos
topoldgicos, lamados Do(f) v D1(f) de manera que a(f) € Do(f). Definimos asi el kneading de f
como la secuencia binaria tot1t2 ... € {0,130 donde ¢; =i si y solo si a;(f) € D;(f). En §4.2 se
verd que el kneading no depende de la funcién f escogida, sino que depende solo de U, por lo que
podemos llamarlo el kneading de U y denotarlo por x(U). Notemos que como ar(f) es fijo, entonces
Lj = lj41 = Lj4+2 = ..., por lo que anotaremos K(U) =0ty ...1e—17¢. Probaremos ademds que 1y = 1,
entonces tp—1 = 0 (ver §4.2).

Para conectar las regiones de escape, dada una regién U con «(U) = Oty . . . ty—17¢, definiremos
el concepto de tiempo de retorno a Dy(f). Dado j < £ —1 tal que ¢; = 0, definimos el tiempo de
retorno j; de a;(f) como el minimo k > 0 tal que f*(a;(f)) € Do(f). En otras palabras, u; = k
siy solosi k(U) =1 .. Lj,l()lk_lOLjJrkH .... Notemos que si j < £ — 1y ¢; = 0, necesariamente
debe existir tal k, pues o bien ty_1 = 0 0 ¢ty = 0. Definimos el tiempo de retorno maximal p de U
como el maximo de los p; entre los j < £ —1 tal que ¢; = 0.
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Nuestra estrategia serd conectar cada regién de escape U con una regién con kneading “més
cerca” de las regiones cuyo kneading es 01°=201, y todas estas con una tnica regién con kneading
0. En concreto, dada una regiéon U con x(U) # 01°=21,_17; y tiempo de retorno maximal u, co-
nectaremos U con una regién U’ tal que x(U') se obtiene a partir de k(i) realizando uno de los
siguientes movimientos:

= Movimiento tipo A: si se tiene

KU)=0-1""1 0pp1tpsa. -

KUY =001 10 11,4y ..
para algunos ¢ € {0,1}, j > p.

= Movimiento tipo B: si para algin k € {1,..., — 2},

KU) =001+ 110 - 1971 Ol e - - -

KUY =001 i1 117 Oy bkt - - -

Es decir, el movimiento tipo B transforma tx, de un 0 a un 1, dejando el resto de los simbolos fijos.
Por otro lado, el movimiento de tipo A cambia una cadena de 1’s en el inicio por 0’s, mientras
que ¢, pasa de 0 a 1 y el resto de los simbolos cambian de forma desconocida. Notemos que el
movimiento de tipo A puede ocurrir solamente si el tiempo de retorno maximal p corresponde al
tiempo de retorno de a(f) a Do(f).

Gracias al Lema 9.1, si pasamos repetidas veces desde una region U a otra con kneading
obtenido a partir de x(U) con un movimiento de tipo A o B, entonces después de un ndmero
finito de pasos es posible llegar a una regién con kneading 01°~201 o 01¢=2,,_10. En el tltimo
caso, daremos un argumento adhoc para conectar esta regién con una cuyo kneading sea 01°~201.

Finalmente, probaremos que existe una unica regiéon con kneading 0 que podemos conectar con
todas las regiones con kneading 01¢=201.

A medida que nos movemos a través de cada region de escape y conectamos distintas regiones,
serd necesario entender cémo varian los rayos dinamicos. Dedicaremos la seccién 5 a estudiar esto.
Con tales resultados, podremos iniciar con la travesia a través de la curva Sp; para conectar las
regiones de escape.

Dada regién de escape U, partiremos por encontrar un polinomio f € U para el cual exista
un rayo singular Rf (t) con argumento racional conectando —a(f) con algin ax(f) € Do(f) tal que
= j1g, o bien conectando —a(f) con as(f) si x(U) = 01°=24,_10. Un rayo con tales caracteristicas
serd llamado una R-conexion, las que serdn definidas y estudiadas en la seccion 6. El Teorema 6.2
serd el principal de esa seccién y nos asegurara la existencia de tales conexiones. Luego, a partir
del polinomio f encontrado, nos acercaremos al locus de conexidad C(Sy,1) a través de una curva
llamada rayo de pardmetro Ry (0) (definido en §4.1), y en la seccién 7 estudiaremos el aterrizaje de
tal rayo en C(Sg,1). Probaremos que en el caso de tener una conexién con un ay(f) para k < £ —1,
entonces el rayo Ry (0) aterrizard en un mapeo fo posteriticamente finito, es decir, un mapeo tal que
sus puntos criticos tienen dérbita finita. En el caso de tener una conexién con ag(f), probaremos que
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el rayo Ry(0) aterrizard en un mapeo fy parabdlico, es decir, con un punto periédico parabdlico.
Ambos resultados estdn contenidos en el Teorema 7.2. Finalmente, en la seccién 8, probaremos
que en fy aterriza otro rayo Ry (¢) contenido en una regién U’ cuyo kneading se obtiene a partir
de un movimiento de tipo A si tenemos una R-conexién con ag(f) (Teorema 8.4), de tipo B si
tenemos una R-conexién con algiin ay(f) para 0 < k < £—1 (Teorema 8.3), o con kneading 01°=201
si k(U) = 0172410 y tenemos una R-conexién con ay(f) (Teorema 8.5). Finalmente, el mismo
Teorema 8.4, nos permitird pasar de las regiones con kneading 01°=201 a una regién con kneading
0. En la seccién 9 terminaremos la demostracién probando que la regién con kneading 0 a la que
llegamos es tnica.

5
—w® — 3w
En la figura 1 se muestra la curva Ss 1, parametrizada con las variables a = 331
— 3w
5 3
—w’ + 6w’ + 3w
b= 3+ 3 4+ , separada en el locus de conexidad y las regiones de escape. Cada regién de
— 3w

escape estd etiquetada segin su kneading correspondiente. Se marcan dos secuencias de polinomios
(1-2-3 y 4-5-6), que muestran cémo se conectan las regiones de escape. La secuencia 1-2-3 muestra la
situacién donde un rayo fijo conecta —a(f) con el punto fijo as(f), en cuyo caso el punto de aterrizaje
del rayo de pardmetro en el locus de conexidad (2) es un mapeo parabdlico. En la secuencia 4-5-6 se
ilustra la situacién donde dos rayos conectan —a(f) con el punto critico ag(f), en cuyo caso punto
de aterrizaje del rayo de pardmetro (5) es un mapeo pcf, donde —a(f) = ao(f)-
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Figura 1: Arriba, la curva Sz 1. Se marcan representaciones de los rayos conectando las regiones.
En cada paso se marca un polinomio f.
Abajo, el conjunto K (f) para cada polinomio f marcado arriba, con una representacién de los rayos
conectando —a(f) con un punto ag(f).




4. Regiones de Escape

Partiremos estudiando las regiones de escape de la curva Sy 1. Recordemos que una regién de
escape corresponde a una componente conexa del locus de escape £(Sy,1). El trabajo acé realizado
es andlogo a aquel hecho en las curvas &g, descrito en [Mil09, Capitulo 5]. En §4.1, estudiaremos la
suavidad del mapeo f +— ¢;(2a(f)) y definiremos los rayos de pardmetro Ry (t). En §4.2 recorda-
remos la definicién de kneading de un polinomio f € £(Sy,1), trabajaremos con ella y probaremos
que sélo depende de la region U donde vive f. En §4.3 introduciremos el concepto de discos de
nivel k, que utilizaremos de forma posterior. Finalmente, en §4.4, probaremos que a cada regiéon
U con kneading 0 se le puede asociar un polinomio . cuadratico, de manera que cada f € U sea
conjugado (en cierta vecindad del punto critico) a @Q., a través de un mapeo cuasiconforme. Los
resultados en esta seccion seran utilizados a lo largo de esta tesis.

4.1.  Rayos de pardmetro

Dado f en una regién de escape U, no existen preimédgenes iteradas w de —a(f) tal que
|or (W) > |or(—a(f))| = |¢s(2a(f))|. Luego, como 2a(f) tampoco es preimagen de —a(f), entonces
0¢(2a(f)) estd bien definido. Podemos considerar, por tanto, el mapeo

[OT) u — C\E
fo= érQa(f)).

Probaremos que ®; es analitico, y méds atin, un cubrimiento holomorfo de C\D. Previo a eso,
necesitaremos el siguiente lema. Recordemos que el locus de conexidad C es el conjunto de los
polinomios f, 5 con conjunto lleno de Julia conexo, y su restriccién en Spq era C(Sp1).

Lema 4.1. Sea fy € %\Sgﬁl. Entonces fy estd en el interior del locus de conexidad C.

Demostracion. Consideremos una sucesion (fy,)nen C Sp1 convergiendo a fy. Tenemos entonces
que a¢(fn) = aet1(fn), y por tanto ae(fo) = ae+1(fo). Como fo & Se1, entonces existe algin
Jj < £ tal que a;(fo) es un punto fijo, y por tanto as—1(fo) = ae(fo). Para todo n se tiene que
al—l(fn) # af(fn)v pero nlinéoaé—l(fn) = nh;néoaé(fn)a por lo que al—l(fO) = af(fo) €S un cero
miltiple del mapeo fo(2) — ae(fo). Esto significa que a¢(fy) es un punto critico de fy, y por tanto
fé(ae(fo)) = 0. Ahora bien, si fo no estuviera en el interior de C, la sucesién (f,,)nen anterior puede
ser tomada en el locus de escape. Luego, para todo n se tiene que ay(f,) es un punto periédico
repulsor, de donde |f} (a¢(fn))| > 1, y por continuidad se tendria |f{(ae(fo)| > 1. Esto contradice
que f{(ae(fo)) =0, por lo que concluimos que fy debe estar en el interior de C. O

Podemos ahora probar el siguiente lema:
Lema 4.2. &y : U — C\D es un cubrimiento holomorfo sin puntos de ramificacion.
Demostracion. Veamos primero que @y es holomorfa. Por continuidad de gf(2), se tiene que |®y|

es continua. Mds atin, el argumento de @y (f) depende de la linea de Green maximal conteniendo
a 2a(f). Por la dependencia continua de las soluciones de ecuaciones diferenciales respecto a los
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pardmetros iniciales, se tiene que el argumento de @y (f) depende continuamente de f, y asi ®y es
continua.

Dada fy € U, probaremos que existe una vecindad V de fy para el cual ®y|y es analitica.
Podemos encontrar un R > 0 y una vecindad V de fy tal que para todo f € U, el mapeo ¢y
estd definido en C\Dg y depende analiticamente de f. Existe M > 0 tal que |fM(2a(fo))| > R.
Podemos restringir V de manera que para todo f € V, |f™(2a(f))| > R, teniendo asi que el mapeo
f= (¢f(2a(f)))3M = ¢¢(fM(2a(f))) es holomorfo en V y la imagen de V no contiene a 0. De

. . ’ 7 M 7’ .
este modo, podemos restringir mas ain V de manera que sea conexo y (I’MH)’; (V) esté contenido
en un conjunto simplemente conexo de C\{0}. Asi, como @M |, es analitica y @[y es continua,
concluimos que ®y|y es analitica.

Para probar que ®;; es un cubrimiento, basta ver que es localmente invertible y propia. Que
sea localmente invertible se sigue de la misma demostracién que para el caso de las curvas S p.
Para ver que es propia, basta estudiar el comportamiento de ®;; cerca de co y en la frontera de U.
Cualquier punto en la frontera de U estd en m. Sin embargo, si no estuviese en la curva misma,
por el Lema 4.1, tendria que estar en el interior de C(Sg1), y por tanto no puede estar en U. Luego,
todo punto en U estd en Se1 y asi dado un fy en la frontera de U, este debe estar en C(S;1).
Por tanto, si g¢ es la funcién de Green de f, entonces gy, (2a(fy)) = 0 y por continuidad de gy
(Teorema 2.3), se tiene que gf(2a(f)) — g5, (2a(fo)) = 0si f — fo. Concluimos asi |y (f)] — 1 si
f converge a O(U).

Para ver el comportamiento en el infinito, podemos usar (gracias a [BH88, Corolario 4.3])
que dado un r > 1, si [®y(fap)| =7y |2| > 2r, entonces |¢y, ,(z) — z| < 12r?/|z|. De esta forma,
si tuviéramos que |2a| > 4r, entonces |¢y, , (2a) — 2a| < 3r, y por tanto

|®u(fap)|l = |5, ,(20)] > [2a] = 3r > 1,

lo que contradice que |®y(fap)] = r. De esta forma, siempre que |®y(fop)] = r, se tiene que
|2a| < 4r, y por tanto si 2a — oo, entonces $y(fop) — 0.

Concluimos asi que @ es propia, y por tanto un recubrimiento de C\ID, con alguna multi-
plicidad . O

A partir de ®y podemos definir (de forma similar a los rayos externos del Mandelbrot),
los rayos de pardmetro en U: dado 6 € R\Z, decimos que un rayo de pardmetro con argumento
6, Ry(0), es una preimagen conexa de |1, 00[e?™® bajo ®;. En otras palabras, un arco mapeado
biyectivamente a |1, co[e?™%. Si la multiplicidad de ®; es u, entonces existen y rayos de pardmetro
Ru(0). Notemos que f pertenece a algin rayo de pardmetro Ry (0) si y solo si ¢;(2a(f)) = re* ¥
para algin r > 1, es decir, 2a(f) € R}(6). Esto ocurre si y solo si los rayos R}(6 & 1/3) terminan
en —a(f). Ademds, si f € Ry(6), todo rayo singular es eventualmente mapeado a uno de los rayos
R}(0+1/3), Ry (0 —1/3), R; (0 +1/3) o R; (0 —1/3).

A partir del Lema 4.2 podemos concluir ademés que toda regiéon de escape es no acotada.
Por tanto, tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.3. Ezisten finitas regiones de escape en E(Sg1).

Demostracion. Consideremos R suficientemente grande de manera que para todo (a,b) € C se tenga
que |a] + [b] < R. Luego la esfera S = {(a,b) € C* : |a] + |b] = R} separa a C* en dos regiones,
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una acotada donde esté contenido el locus de conexidad C y una no acotada. Como toda regién de
escape U es no acotada, conexa y limita con el locus de conexidad, entonces debe intersecar a S.
Mais ain, como U es un abierto de S 1, entonces U NS es un abierto de SN Sy 1. Sin embargo S es
compacto, por lo que SN Sy es compacto, y cada z € SN S, 1 pertenece a alguna regién de escape
U. Asi, la coleccién {U N (SN Sp1) : U es regién de escape} forma un cubrimiento por abiertos de
SN Se1 y por tanto es finita, concluyendo que el niimero de regiones de escape es finito. O

4.2.  Kneading

Dado f en una regién de escape U, recordemos que el conjunto {z € C: gs(z) < gs(—a(f))}
es la unién de dos discos topolégicos, llamados Do(f) y D1(f) de manera que a(f) € Do(f). Si f
pertenece a un rayo de pardmetro Ry (6), entonces para todo t €]6 —1/3,60 + 1/3], los rayos Rf (t)
aterrizan en Dy(f), y para todo t €]0 + 1/3,0 — 1/3[ los rayos Rfi(t) aterrizan en Dy (f). El disco
Di(f) es mapeado de forma biyectiva al conjunto {z € C : gf(z) < 3gs(a(f))}, mientras que el
disco Dy(f) es mapeado de forma 2 — 1 al mismo conjunto.

Notemos que para todo j € N, se tiene que gs(a;(z)) = 0, por lo que a;(f) € Do(f) U D1(f).
Recordemos entonces que el kneading de f corresponde a la secuencia binaria de ceros y unos
k(f) = tot1ta ..., donde ¢; =i siy solo si a;(f) € D;(f). Notemos que bajo esta definicién, ¢y = 0,
y tj = iy para todo j > €. Mas aun, el siguiente lema nos permite probar que si ¢, = 1, entonces
Ly—1 — 0

Lema 4.4. Sea f en una region de escape U, con k(f) = tot1ta...Le—17z. Se tienen las siguientes
i) Existe un tinico z € C tal que f7(z) € D1(f) para todo j > 0.
it) Site =1, entonces tp—1 = 0.

1) Para todo g en U, k(g) = k(f).

Demostracion. Para probar i), recordemos que el disco D;(f) es mapeado de forma biyectiva a
D' = f(Di(])) = {= € C: g;() < 3g(~a(/))}. La inversa

o= (Ilprp) D = DiHC D

es una contraccién en la métrica hiperbdlica de D’, por lo que contiene un tnico punto fijo zg, y

©"(2) 2222 2o para todo z € Dyi(f). Un punto z € D (f) cumple que f7(z) € Dy(f) para todo j <

n siy solosi z € " (D'). Luego, f(z) € Dy(f) para todo j € Ny si y solo si z € ﬂ " (D) = {20}
neN

Por tanto, z = z; es el tinico punto en C tal que f7(z) € Di(f) para todo j > 1. Esto completa ).

De esta forma, si 1y = 1, entonces f7(a;_1(f)) = as(f) € D1(f) paratodo j > 1. Sias_1(f) €
D1(f), entonces ag—1(f) = ae(f), lo que es falso. Por tanto, si ¢, = 1, entonces as—1(f) € Do(f) y
por tanto ty—1 = 0. Tenemos asi ii).

Por la continuidad de a(g) y gq4 respecto a g, los discos Dy (g) y D1(g) dependen continuamente
de g en el siguiente sentido: dado un mapeo fy y un compacto K C D;(fy), entonces para todo g
suficientemente cerca de fj se tendrd que K C D;(g). Por tanto, si para algun fo € £(Sg1) se tiene
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que a;(fo) € D;(fo), entonces para g cerca de fy se tiene que a;(f) € D;(g). Asi, k(g) es localmente
constante, y por tanto constante en U, pues es conexo. Asi k(g) = k(f) y concluimos i) O

Debido a la parte #i4) del lema anterior, podemos definir el kneading de una regién de escape
U como el kneading de cualquiera de los mapeos contenidos en ella, y denotarlo por x(U).

4.8.  Discos de nivel k

Siguiendo las ideas de Branner y Hubbard en [BH92], introduciremos para cada k el concepto
de discos de nivel k. Se puede encontrar mayor informacién al respecto [BKM10]. Sin embargo,
utilizaremos acé la notacién usada por Arfeux y Kiwi.

Dado k > 1, el conjunto
L ={z € C: fI(2) € Do(f) U Di(f),0 < j < k}
(k)

es el conjunto de nivel k de f. Cada componente conexa de L 7 esun disco topolégico, y lo llamamos
un disco de nivel k. Para z € L}k) denotamos por D}k)(z) al disco de nivel k conteniendo a z. En
tal caso, f(D}k)(z)) = Dgck_l)(f(z)). M4s atin, f es inyectiva en Dgck)(z) siy solo sia(f) & D;k)(z).

Dada una palabra w € {0,1}*, w =ig...i,_1, definimos
LP(w)={z€C: f(z) € Di (f),0< j < k}.

Notemos que Lgcl)(O) =Do(f) y Lgcl)(l) = Dy (f). En general, L(fk) (w) es la unién de discos de nivel
k + 1. En el caso particular de la palabra 1%, se tiene que Lgck)(lk) es un solo disco de nivel k. Por

tanto, o bien L;k) (01F—1) = D}k) (a(f)), o L;k) (01%=1) es la unién de dos discos de nivel k disjuntos.
La siguiente figura muestra esquematicamente los conjuntos de nivel 1, 2 y 3.
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Figura 2: Esquema ilustrativo de los conjuntos y discos de nivel 1, 2 y 3, de acuerdo al disco de
nivel 3 conteniendo al punto critico a = a(f) (marcado con el punto rojo). Los conjuntos de nivel 1,
2 y 3 estan delimitados por las curvas negras, azules y rojas respectivamente. Cada disco de nivel
l1o2 D;k)(w) estd marcado con la palabra w correspondiente. En el caso de los discos de nivel 3,

s6lo estd marcada la palabra correspondiente al disco D}S)(a).

4.4. Regiones con kneading 0

Para concluir con esta seccién, consideremos U regién de escape tal que k(U) = 0. Sea K la
componente conexa de K (f) conteniendo a ag(f). Para cualquier k, tenemos que ao(f) € Lgck) (0%),
de donde L) (0F) = D;k) (ap(f)). Como ay(f) € Lgck)(Ok) para todo k, entonces por [BKM10,
Teorema 3.9{ tenemos que existen vecindad U’ de K, mapeo cuasiconforme ¢ y polinomio cuadratico
Q.(2) = 2%2+ctal que f = poQ.op~ 1 en U’. En tal caso decimos que f es hibridamente equivalente a
Q.. Elmapeo f : U' — f(U’) es llamado un quadratic like maps. Tales mapeos han sido ampliamente
estudiados y utilizados en la dindmica compleja (por ejemplo, ver [DH85]). Diremos que Q). es el
polinomio asociado a f. La conjugacion nos muestra que 0 es punto prefijo de @, por lo que c es
un punto Misiurewicz (ver §2.5).

Lema 4.5. Sea U regidn de escape de la curva S(¢,1). Se tiene que el polinomio cuadrdtico asociado
a cada f € U es independiente de f.

Demostracion. Como U es conexa, basta probar que para cada f € U existe vecindad V tal que el
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polinomio asociado a cada mapeo en V es el tnico. Sea V una copia de un disco en C alrededor
de f Luego, podemos escribir V = {fy : A € A}, con A un disco de C, de manera que f depende
analiticamente de A. Para cada A, llamemos Q) el polinomio asociado a fy. Como todos los
puntos periddicos de cada f € U son repulsores, por [DH85, Proposicién 12] se tiene que c¢()\)
depende analiticamente de A. Ahora bien, cada ¢(\) es un punto Misiurewicz, con 0 prefijo para
Qc(\) con preperiodo ¢. Estos puntos forman un conjunto discreto, y A es conexo, por lo que se
deduce que ¢(\) es constante en A, y por tanto el polinomio asociado a cada f en V es independiente

de f. Por conexidad de U se deduce que el polinomio asociado a cada f € U es independiente de
f O

Dado el lema anterior, podemos definir el polinomio cuadrético asociado a U como el poli-
nomio cuadratico asociado a cualquier f € U. Tenemos asi un mapeo

¢ : {componentes conexas de Sp1} — C

que a cada componente U le asocia un complejo ¢(U), de manera que el polinomio cuadritico
asociado a U sea z — 22 + ¢(U). Este mapeo resulta ser inyectivo, por lo que dado un polinomio
cuadratico (), existe a lo mas una regién de escape cuyo polinomio asociado sea Q.

Lema 4.6. El mapeo U — c(U) es inyectivo.

Demostracion. Fijemos R > 1 y consideremos A el conjunto de los polinomios cibicos fqp (no
necesariamente en Sy ) tal que gy, ,(a) < gy, ,(—a) vy ¢y, ,(2a) = R. Branner y Hubbard demos-
traron que A es homeomorfo a D (por ejemplo, ver [Bra93, Seccién 7]). Para cada A = (a,b) € A
consideremos los conjuntos

Uy = {Z eC: gfx(z) < ng,\(*a)}a
Ui = {Z eC: gfx(z) < gfx(_a')}'

Entonces cada fi|y; : Uy — U es un quadratic-like map y la familia {f\}ea es una quadratic-
like family. Mas adn, de acuerdo a [Bra93, Seccién 7], esta familia es una Mandelbrot-like family.
Esto es, si M es el conjunto de aquellos A para los cuales el polinomio asociado a fy tiene su
Conjunto de Julia conexo, entonces el mapeo x : My — M tal que el polinomio asociado a fy es
Q(2) = 2% + x()\) es un homeomorfismo.

Ahora bien, cada regién de escape U C E(Sp1) con kneading 0 posee al menos un polinomio
fap tal que (a,b) € My (basta tomar algin punto en ®;,'(R)). Luego ¢(U) = x((a,b)). Como x es
inyectiva, concluimos que si U # U’, entonces c¢(U) # ¢(U’), por lo que ¢ es inyectiva (y més ain,
cada U con kneading 0 posee un tnico punto en @&1(R), por lo que tiene multiplicidad 1). O
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5. Acumulacién de Rayos

Durante esta seccion estudiaremos cémo varian los rayos dindmicos y sus puntos de aterrizaje
a medida que hacemos variar de forma continua los polinomios en Sy ;.

En §5.1 consideraremos una familia de polinomios en una regién de escape dependiendo
analiticamente de un 6 € R, y estudiaremos cémo varian los rayos dindmicos y sus puntos de
aterrizaje a medida que varia el 6. En particular, estamos interesados en conocer el caso donde los
rayos en cierto intervalo |6y, 61[ son suaves. En §5.2, nos centraremos en variar mapeos f dentro de
un mismo rayo de pardmetro. Finalmente, en §5.3 estudiaremos la convergencia de los rayos Ry (t)
a medida que f se acerca al locus de conexidad C(Sy1) a través de un rayo de pardmetro. Para
esto, introduciremos la nocién de limite superior de rayos dindmicos.

5.1.  Variando en regiones de escape

Partiremos considerando el caso en que nos movemos dentro de una regién de escape . Para
esto, consideremos una familia {fy}ocr tal que:

» fo = fa(0),50), con a(f),b(f) funciones analiticas,

para todo 6 € R, se tiene que fy € U,

fo estd en un rayo de pardmetro con argumento 6,

g¢,(—a(0)) es independiente de 6.

La existencia de tal familia se obtiene levantando la curva 6 — re'™ por el cubrimiento
® : U — C\D de la subseccién §4.1. Para simplificar la notacién, denotaremos R7(t) a Rf (t),
a;(0) a a;(fe), 9 = ¢y, ctc. Del mismo modo, cuando el contexto sea claro, haremos un abuso
de notacién utilizando 6 tanto para el pardmetro en R como para su imagen en R\Z. El siguiente

teorema es el principal de esta subseccién, y serda fundamental especialmente durante la seccién 6.

Teorema 5.1. Sea |0y, 01 intervalo acotado no trivial y t € Q/Z tal que para todo 6 €]6y,01], el
rayo Ry (t) es suave. Entonces se cumplen las siguientes:
i) Para todo r > 0, se tiene que Um Ro(t)(r) = Ry (t)(r) y Um Ry(t)(r) = R, (t)(r).
0—07 ! 007 0
ii) Si para algin 0 €]0o,601] y k > 0, el rayo Ry(t) aterriza en ay(0), entonces para todo 6 €6y, 61 [
el rayo Ro(t) aterriza en ay(0). Mds ain, los rayos R, (t) y Ry (t) también aterrizan en ay(0o)
y ar(61) respectivamente.

La demostracién de i) no presentard mayor dificultad y la haremos de inmediato. Sin em-
bargo, para demostrar i) serd necesario trabajar con mas herramientas, por lo que el resto de esta
subseccion se orientara en completar la demostracion de esa afirmacién.

Demostracion de i). Probaremos el primer limite, pues el segundo es andlogo. Dado r > 0, podemos
encontrar £ > 0 y § > 0 suficientemente pequenos de manera que para todo 6 €)1 —,601[ y
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s €]t,t+ 4], la inversa de la coordenada de Bottcher, (bgl, estd definida en e" 727, Luego, tenemos
que
Ry (r) = lim Rg,(s)(r) = lm lim Re(s)(r)

s—tt s—tt 900

lim Ry(t)(r) = lim lim Ry(s)(r).

067 90—, st
Por tanto, para probar lo pedido basta con probar que si consideramos en |¢,¢ + §[x]0; — &, 61] el
mapeo (s,6) — Ry(s)(r), entonces el siguiente limite existe:

i .
i o Fo(s)(r)

Sea A el conjunto de puntos de acumulacién en (¢, 6;) del mapeo mencionado, probaremos
que A consta de solo un punto. Asumiendo que ¢ es suficientemente pequeno, podemos encontrar R
tal que para todo 6 €]6; —e,0;[, la coordenada de Bottcher ¢y estd bien definida y depende analiti-
camente de 6 en C\Dg. Consideremos N tal que 3V 7 > méx(gy, (Dg)), de manera que si gy, (2) =,
entonces gy, (f7) (2)) = 3N gp, (2) = 3Nr y por tanto f3 (z) & Dg. Luego, por definicién de A, dado
z € A podemos encontrar puntos z,, = Ry, (s,)(r) tal que 8, — 07, s, — tT y 2, — 2. Se tiene que
go,(2) = nl;rr;o 90, (zn) = 7 > 0, por lo que | f3¥(z)| > Ry asf para n suficientemente grande también

se tiene que |f3' (zn)| > R. De aqui que 3" re2midNen — b0, (fo (zn)) = ¢6,(f5 (2)), concluyendo
que fy\ (2) = Ry (3V)(3Nr). Concluimos asi que f (A) = {Rj (3Vt)(3"Vr)} es un singleton, pero

al ser A conexo deducimos que A es un singleton. Por tanto el limite ( g)h'rr(l , Ro(s)(r) existe. O
5,0)—(t,01

Habiendo probado la afirmacién i) del Teorema 5.1, procederemos a probar por etapas la
afirmacién ii). Para probar la primera parte de esta afirmacién, utilizaremos el siguiente lema, que
por lo demads tendrd importancia en si mismo maés adelante.

Lema 5.2. SeaV C S;1 copia de un abierto conezo de C. Seat € Q/Z y supongamos que para todo
f €V se tiene que el rayo Ry(t) es suave. Entonces el punto z(f) donde aterriza R(t) depende
suavemente de f. Mds ain, si para algin k>0 y un fo € V se tiene que Ry, (t) aterriza en ax(fo),
entonces para todo f € V se tiene que Ry(t) aterriza en ap(f).

Demostracion. Consideremos una sucesién r, € (0,00) de manera que r, — 0, y definamos para

cada n
pn: ¥V — C

o= Rp()(ra).
Por suavidad de los rayos, se tiene que p, depende analiticamente de f. Ademds, para cada f,
tenemos que py,(f) nzee, z(f). Por tanto, para probar que z(f) depende suavemente de f, basta
que exista subsucesién p,; de p, convergiendo uniformemente en compactos de V a una funcién
limite suave. Sin embargo, médulo cambio de coordenadas, podemos asumir que la familia {p, }nen
omite dos puntos de C. Luego, por el Teorema de Montel concluimos lo buscado.

Si para fo € V se tiene que Ry, (t) aterriza en ag(fo), tenemos que los mapeos

Tjt yV — C
[ on, (f) = ax(f)
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convergen (uniformemente en compactos) a T'(f) = z(f)—ax(f). Este mapeo es suave y tiene un 0 en
f = fo- Por tanto, si no es idénticamente 0, entonces para j suficientemente grande se tiene que existe
f; tal que T(f;) = 0. Sin embargo, de ocurrir esto se tendria que ax(f;) = Ry, (t)(rn,;) & K(f;), lo
que es una contradiccién. Luego, T'(f) = 0 y por tanto z(f) = ax(f). O

Con esto, tenemos como resultado la parte i) del Teorema 5.1, que se refiere al aterrizaje de
Ry(t) para los 6 €]y, 04]:

Corolario 5.3. Si para algin 0 €)00,01] el rayo Ry(t) es suave y para un 0 €6y, 0;[ se tiene que
R5(t) aterriza en ay(f), entonces para todo 0 €]6y, 61 el rayo Ry(t) aterriza en ay(6)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, separando |6y, 61[ en intervalos méds pequeios super-
puestos, podemos suponer que |6y, 61[C [0,1].

Sea r = gr(—a(#)) (que no depende de 6). Podemos considerar
A={z€C:||z| —r| <e,arg(z) €]bp, 01[}

vy V la componente conexa de @QI(A) conteniendo a { fg}sej,,6,[- Para cada f € V se tiene que
f € Ru(0) para algin 6, y como el rayo Ry(t) es suave, entonces Ry(t) también lo es. Usando el
lema anterior, se obtiene lo pedido. O

Para terminar de probar la segunda parte del Teorema 5.1, falta considerar los rayos limite le
y Ry, . Esto seréd consecuencia de la estabilidad que tienen los rayos aterrizando en puntos repulsores.
El siguiente resultado demuestra el caso cuando los rayos limites son suaves. Si bien este hecho fue
probado por Goldberg y Milnor ([GM93, Lema B.1]), utilizaremos el resultado més completo, que
se puede encontrar en [BM10, Lema 2.6]. Para este lema, es conveniente considerar Py el espacio de
polinomios ménicos de grado d > 2 tal que la suma de los puntos criticos considerando multiplicidad
sea 0. Este espacio puede identificarse con C?~!. Ademés, dado t € Q/Z, consideraremos el mapa

Rs(t): [0,00) — C
o= Re(t)(r),

donde R(t)(0) es el punto de aterrizaje de Ry (t).

Lema 5.4. Sean fo € Py yt un dngulo periddico bajo multiplicacion por d. Supongamos que el rayo
Ry, (t) aterriza en un punto periddico repulsor z(fy) € J(fo). Entonces existe una vecindad V C Pqy
de fo tal que, para cualquier f € V, el rayo Ry(t) correspondiente aterriza en un punto periddico
2(f) € J(f). Mas ain, este punto z(f) es holomorfo como funcidn de f, y el rayo dindmico entero
Rs(t) € C junto con su punto de aterrizaje, varia continuamente con f en la topologia compacto
abierto.

Corolario 5.5. Suponga que para todo 0 €]y, 0:[ el rayo Ry(t) es suave, y que para algin 0 en
este intervalo y k > 0 el rayo Ry(t) aterriza en ay(0). Para cadai = 0,1, si el rayo Ry, (t) es suave,
entonces aterriza en ax(6;).

Demostracion. Bajo las condiciones del enunciado, por el Corolario 5.3, para todo 8 €]6y,01] el
rayo Ry(t) aterriza en ax(6). Luego, para el caso k = £, se tiene por el lema anterior que si el rayo

Ry, (t) es suave, entonces aterriza en lim+ ae(0) = ae(o).
0—0,
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Para el caso k < ¢ — 1, basta considerar A el conjunto de puntos de acumulacién del mapeo
(0,7) — Ry(t)(r) cuando 6 — 0 y r — 07 simultdneamente. Tenemos que A es conexo y f*~%(A)
pertenece al conjunto de puntos de acumulacién del mapeo (8,7) — Ry(3*Ft)(r). Como el rayo
Ry(3'7"%t) es periddico, el lema anterior nos asegura que tal conjunto es {as(6)}, y por tanto A es
un singleton. De aqui que ay(fy) es el punto de aterrizaje de Ry, (t). El caso con 6; es andlogo. O

Ahora bien, este argumento no funciona cuando el rayo Ry (t) o R;l (t) no es suave. Proba-
remos el caso cuando Rg'l (t) es singular, pues el otro caso es anélogo. Para este caso, utilizaremos
un “rayo auxiliar”, que cumplira el rol de los rayos suaves del caso anterior. Consideremos Vj el
abierto de C\D obtenido al eliminar los segmentos

11, |po(—a(0))] [627ri(9j:1/3)

y sus preimagenes bajo el mapeo z — z3. Sea % la preimagen de Vp en {z € C : Re(z) > 0} bajo el
mapeo z — e?. Podemos encontrar un € > 0 y un m > 0 suficientemente pequenos tal que la recta

R(t) ={x+ (mz+t)i:z >0}

esté contenida en Vj para todo 6 €]6; — ¢, 61] (ver Figura 3). Consideremos la curva C(t) C Vy dada
por

Ct)={e*:z€ R(t)}.

Notemos que si ¢ es periddico de periodo n bajo multiplicacién por 3, entonces C(t) también es
periédica bajo z — z3: un punto e® (") o5 mapeado después de n veces a e3" *+(B"ma+3"t)i
e3"9¢+(m~3”x+t)i c C(t)

Consideremos as, para cada 6 €]f; — ¢, 61], el “rayo auxiliar” Cp(t) = ¢, ' (C(t)), que es una
curva suave. De forma andloga a la definicién de los rayos, podemos llamar Cy(t)(r) al punto de
Cy(t) que interseca a la curva de nivel {gf = r}. Gracias a [Kiw04, Corolario 1.2], podemos deducir
que Cp(t) se acumula en el mismo punto donde aterriza Ry (t) (diremos que aterriza en ese punto).
Notemos que tal punto debe ser repulsor o prerrepulsor para todo 6, pues fy € £(Se,1) y por tanto
todo punto periddico es repulsor. De esta forma, podemos enunciar el andlogo al Lema 5.4 en este
contexto:

Lema 5.6. Suponga que Cy, (t) aterriza en un punto periddico repulsor z(fo, ). Entonces para todo
0 suficientemente cerca de 01 en 161 — €,01[, la curva Cy(t) aterriza en un punto repulsor z(fy),
que depende analiticamente de 0. Mds ain, la curva entera Cy(t) junto con su punto de aterrizaje
dependen continuamente de 6.

La demostracién de este lema sigue la misma linea que la demostracién del Lema 5.4 dada
por Milnor y Bonifant. Por simplicidad, los detalles seran omitidos.

Demostracion. Sea q el periodo de t bajo ms, de manera que z(fp,) v Cp, (t) son fijos bajo fgl. Para
simplificar la notacién, llamaremos @y := qug

La curva Cy(t) puede parametrizarse de forma suave por el mapeo

rg: R — C
s ¢;1(63QS+(3q5+t)i)
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-1 &=

Figura 3: A la izquierda, segmentos extraidos para generar el conjunto Vjp, con § = 1/3 (en negro),
6 =3/40 (enrojo), y 6 = 1/15 (en azul). A la derecha, segmentos extraidos para generar el conjunto

Vo para 0 = 1/3. En rosa, la recta R(t) para t = 2/3.

Notemos que

_ s s i s s i (s+1) (s+1) i
Fi(ra(s)) = £y (T FETHIN) = g (2 FETHINI) = (3TN = 1y (s 4 1)

El mapeo (6, s) — r9(s) es suave en 61 —e,01[xR y continuo en ]6; —¢,60;] x R.

Para f en una vecindad de fp,, existe un dnico punto fijo repulsor z(f) de f? cerca de
z(fo,), variando analiticamente; asumiremos que € es suficientemente pequeno para que fy esté
en tal vecindad para todo 0 €]6, — ¢,60;]. Para cada f en tal vecindad, sea A(f) el multiplicador
de z(f) como punto fijo de f9. Podemos escoger coordenadas de Koenigs wy = hya variando
holomérficamente con f tal que wy(z) = 0 solo en z = z(f), de manera que w¢(f9(z)) = A(f)wy(2).
Para 0 €]0; —¢, 1], la curva Cy(t) puede ser descrita en estas coordenadas por un mapeo s — wy(s)
para s cerca de infinito cumpliendo wy(s—n) = wy(s)/A(fe)™. De aqui se deduce que wy(s) converge
a 0 uniformemente cuando s — —oo. Luego ry(s) AN z(fp) uniformemente. Asi, si sg estd
suficientemente cerca de —oo de manera que rg, (So) estd en el dominio de las coordenadas de
Koenigs, entonces para 6 cerca de 6 el punto ry(sg) también lo estd, y la curva Cy(t) efectivamente
aterriza en z(fy). O
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Corolario 5.7. Suponga que para todo 0 €]y, 01[ el rayo Ry(t) es suave, y que para algin 0 en este
intervalo y k > 0 el rayo Rg(t) aterriza en ay(f). Para cada i = 0,1, si el rayo Ry, (t) es singular,
entonces aterriza en ax(6;).

Demostracion. Cuando k = ¢, sabiendo que para 0 €]6; — ¢, 61[ el punto donde aterriza Cy(t) es
a¢(0), concluimos que Cpy, (t) aterriza en lim az(0) = a,(61).
0—01

Para el caso k < £ — 1, de forma andloga al caso suave, podemos considerar A el conjunto
de puntos de acumulacién de Cy(t)(r) cuando 6 — 67 y r — 0 simultdneamente. Este conjunto
es conexo y es mapeado por f(f*k al conjunto de puntos de acumulacién de Cq(3°t)(r) cuando
0 — 67 yr — 0", que por el lema anterior es a;(61). Luego A es un singleton, y asf ay(6;) es el
punto de aterrizaje de Cp, (t), que es igual al punto de aterrizaje de R:{l (t).

La demostracién para el limite en 6 se obtiene de la misma forma. O

Los Corolarios 5.3, 5.5 y 5.7 completan la demostracién del inciso ii) del Teorema 5.1.

5.2.  Variando dentro de un rayo

Consideremos ahora un 0 € Q/Z y un rayo Ry /() en particular. Nos interesa saber cémo
varian los rayos dindmicos racionales a medida que nos movemos dentro del rayo Ry(#). En concreto,
el teorema que demostraremos es el siguiente.

Teorema 5.8. Sean 6 € Q/Z, Ry(0) un rayo de pardmetro, fo € Ry(0) yt € Q/Z.

i) Si el rayo Ry, (t) es suave y aterriza en a(fo) para algin k > 0, entonces para todo f € Ry (0)
el rayo correspondiente Ry(t) es suave y aterriza en ax(f).

i) Si para o € {+,—} el rayo R (t) es singular y aterriza en ax(fo) para algin k > 0, entonces
para todo f € Ry(0) el rayo correspondiente R (t) es singular y aterriza en ay(f).

Demostracion. Notemos que si f € Ry(0), entonces el rayo dindmico con argumento ¢ es suave
si y solo si ninguno de los dngulos 6 + 1/3 6 0 — 1/3 estd en la érbita de ¢ bajo mg. Es decir, si
O = {3"t : n > 0}, el rayo Ry(t) es suave si y solo si ON{0+1/3,6 —1/3} = 0. Luego, que tal
rayo sea suave o singular se preserva a través del rayo Ry ().

Ahora bien, supongamos que para todo f € Ry(8) el rayo Ry(t) es suave. Por tanto, O N
{0+1/3,0 —1/3} = 0. Como t es racional, O es finita, por lo que podemos encontrar un € > 0 tal
que para todo ¥ €]0 — ¢, 0 + €[, se tiene que ON{Y¥+1/3,9 —1/3} = 0. Consideremos V un conexo
conteniendo a Ry (f) que sea mapeado por @y a {re?™ :r > 1y J €]0 —¢,0 +¢[}. Se tiene que V
es abierto, fo € V, y para todo f € V el rayo R;(t) es suave. Por el Lema 5.2 se tiene que para todo
f €V, y en particular para todo f € Ry(8), el rayo R(t) aterriza en ay(f), habiendo probado i).

Para probar i), supongamos primero que o = +. Como el rayo R;fo (t) es singular, entonces
OnNn{0+1/3,0 —1/3} # (. Como ¢ es racional, O es finito, por lo que para ¢ cerca de 6 esta
interseccion es vacfa, y por tanto, si f estd en un rayo Ry(¥), entonces el rayo Rf(t) es suave.
Consideremos f € Ry(0) y familias {hy}ocr, {h)}oer como en la seccién anterior, con f = hg
v fo = hjy. Un mismo argumento que el de la parte i) del Teorema 5.1 muestra que el punto
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z(¥) donde aterriza el rayo suave Ry (t) (con ¥ < 0 suficientemente cerca) varfa continuamente y
converge al punto donde aterriza R}LU (t). Ahora bien, como este rayo aterriza en ag(fo), entonces
3=kt es periédico para ms con algtin periodo p, por lo que h;f_k(z(ﬁ)) es periédico para hj, con
algtin periodo dividiendo a p. Sin embargo la funcién kP (k=" (z)) —h*~*(z) se hace 0 cuando h = fj,
z = ax(fo) y su derivada en ese punto no es 0 cuando k # 0. Luego, si k # 0, entonces para cada h
cerca de fy existe un dinico punto z(h) moviéndose continuamente con h que hace 0 a esa funcién,
forzando a que z(h) = ay(h). De esa forma, los rayos Ry (t) aterrizan en ay(hy) cuando k # 0.
Ahora bien, si k = 0, el mismo argumento nos dice que el rayo Ry, (3t) aterriza en a1(hy) y uno de
los rayos Ry, (t +1/3) aterriza en el punto cocritico —2a(hy), por lo que el rayo Ry, (t) aterriza en
ao(’ﬂ).

Finalmente, la parte i) de este teorema nos dice que los rayos Ry, (¢) aterrizan en ay(hy), y
tendiendo ¥ — 6~ concluimos, por el Teorema 5.1, que el rayo R? (t) aterriza en ay(f). Esto prueba
i1) para rayos derechos. La demostracién cuando o = — sigue la misma linea utilizando argumentos
¥ mayores a 6. O

5.8.  Aproximdndonos al locus de conezidad

Estudiaremos ahora el movimiento de los rayos cuando nos aproximamos al locus de conexi-
dad C(S¢,1). Consideremos Ry(#) un rayo en una regién de escape U y fo un punto de acumulacién
de este rayo en C(Sp,1). Nos interesa conocer cdmo se acumulan los rayos R]jf(t) y R}(t) a medida
que nos acercamos a fy. Serd necesario trabajar no solo con el limite puntual de los rayos, sino
que con el conjunto de todos los puntos de acumulacién. Para esto, introduciremos una nocién de
limite superior, y estudiaremos el limite superior de rayos (suaves o singulares) cuando f converge a
C(S¢1)- El resultado principal, resumido en el Corolario 5.12, nos dice, en sencillo, que cuando nos
acercamos a un fo en el locus de conexidad, para cada o € {4, —, x}, los rayos R;(t) se acumulan
en dos partes: el rayo limite correspondiente R;‘CO (t), junto a un “resto”que queda contenido dentro
del conjunto lleno de Julia. Este resto, ademas, serd solo el punto de aterrizaje de R (t) si tal
punto resulta ser un punto periédico repulsor.

Estudiemos primero la acumulacién de curvas en general. Supongamos que para cada f €

Ry(0) tenemos una curva y(f) que depende continuamente de f. Definimos lim supy(f) como el
f=fo
conjunto

{z € C: VW vecindad de z, VW vecindad de fo, 3f € W N Ry (0) tal que v(f) N W #£ 0}.

Equivalentemente, z € limsupv(f) si y solo si existen f, — fo en Ry(0) y 2z, € v(fn) tal que
f=fo
zn — z. El siguiente resultado nos entrega informacién relevante respecto a estos limites:

Lema 5.9. Sea fo € C(S¢,1) un punto de acumulacion de Ry(0). Sea y(f) una curva definida para
cada f € Ry(0), dependiendo continuamente de f. Se tienen las siguientes:

i) limsupy(f) = ) Y(f).
=% >0 feRyu(0):
If—foll<e
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ii) Si existe M > 0 tal que v(f) C Dy para todo f suficientemente cerca de fy, entonces
limsupy(f) es conezo.

f=fo
iii) fo(limsupy(f)) = limsup £(v(f)).
F=Jo f—fo

Demostracion. Para simplificar notacién, para cada € > 0 denotaremos

Xe = U ’Y(f)
FERY(0):
lf=foll<e

De esta manera, la primera afirmacién del lema corresponde a probar que

lmsupy(f) =[] Xz
f_>f0 e>0

Sea z € limsup~(f) y consideremos ¢ > 0. Definamos W la bola abierta con centro fy y radio e.
f=fo
Para cualquier vecindad W de z, existe f € WNRy(0) tal que v(f) N W # 0. Luego, X. N W # (),
y por tanto z € X.. Como esto es valido para todo € > 0, concluimos que lim supy(f) C ﬂ X..
f_>f0 e>0

Para la segunda contencién, consideremos z € n X.. Para cada n € N, consideremos ¢ =

e>0
1/n. Se tiene que Dy, (2)N X1, # 0, por lo que existen f,, € Ry(0) y 2, € C tal que || f,,—foll < 1/n

y zn € Y(fn). Tenemos sucesiones f,, — foy zn — z tal que z, € v(f,), por lo que z € limsupy(f).
f=fo
Esto concluye 7).

Para la segunda afirmacién, llamemos L = limsup y(f) y supongamos que no es conexo, es
f=fo
decir, existen A y B abiertos de Ctal que L C AUB, ANL#0, BNL#0yAnBnNL=40.
Veamos que sin pérdida de generalidad, podemos asumir que A N B = (J: por parte 4) sabemos que
L es cerrado. Luego, L\A y L\B son cerrados, y por normalidad de C (como espacio topoldgico),
existen A’ y B’ abiertos disjuntos tal que (L\B) C A’ y (L\A) C B’. Reemplazando A por A’ y B
por B’ tenemos abiertos disjuntos cuya unién cubre L.

Consideremos f,, — fo en Ry (). Como las curvas dependen continuamente de f, entonces
para n suficientemente grande tenemos que y(f,) N A #£ 0y v(f») N B # (. Como v(f,) es conexa,
entonces existe z, ¢ AU B tal que z, € 7(f,). Por hipdtesis, para n suficientemente grande se
tiene que Y(f,) € Dy, por lo que (z,)nen s una sucesién acotada. Por tanto tiene subsucesién
(2n,, )ken convergiendo a algun z € C. Dado que f,, — fo ¥ zn, — 2, entonces z € L. Sin embargo,
zn € C\(A U B) que es cerrado, por lo que z € C\(A U B), lo que contradice nuestra hipétesis de
que L C AU B. Por tanto L = limsup~(f) es conexo y probamos ii).

f=fo
Finalmente, consideremos z € fo(limsup~(f)), v sea = € limsup~(f) tal que fo(z) = z.
f=fo f=fo
Consideremos f, — fo y zn € 7(fs) tal que z, — z. Luego fu(zn) € fu(v(fn)) v fa(2n) —
fo(z) = z, por lo que z € limsup f(y(f)). Esto prueba la primera contencién de #ii) La igualdad

f—=fo
de esta afirmacién no serd utilizada en este trabajo, por lo que no la demostraremos. O
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Pasemos a estudiar cémo se acumulan los rayos dindmicos a medida que nos acercamos al
locus de conexidad. Como los rayos de pardametros estan definidos por las coordenadas de Bottcher,
el siguiente lema sobre convergencia de Carathéodory de las funciones ¢ nos serd de utilidad:

Lema 5.10. Sea (fn)nen una sucesion de funciones en U convergiendo a fo € C(S¢1). Para
n > 0 definamos U, = {z € C : gy, (2) > g5,(—a(fn))} vy Vi = &5, (Un). Del mismo modo, sean
Up = C\K (fo) y Vo = ¢4,(Upy) = C\D. Se tiene que:

i) Si K C Uy es compacto, entonces existe N € N tal que K C U,, para todon > N.

it) SiU C C es abierto conexo conteniendo a oo y existe N € N tal que U C U,, para todon > N,
entonces U C Uy.

iti) Para todo compacto K C Uy, se tiene que ¢y, |k — ¢5,|x uniformemente.

iv) Para todo compacto K C Vy, se tiene que K C 'V, para n suficientemente grande, y ¢J:n1|K —
¢J701|K uniformemente.

Demostracién. Sea K C Uy compacto. Como Uy C C\K(fy), entonces para todo z € K se tiene
que gf,(z) > 0. Més ain, por compacidad de K, existe 7 > 0 tal que gy, (z) > 2r para todo z € K.
Nuevamente por compacidad de K, y por continuidad de g¢(z) respecto a f, podemos encontrar
N suficientemente grande tal que gy, (z) > r para n > N y z € K. Del mismo modo, sabiendo
que g¢,(—a(fy)) = 0, por continuidad de —a(f) respecto a f y gs(z) respecto a f y z, podemos
asumir que si N es suficientemente grande, entonces gy, (—a(f,)) < r paran > N. Juntando ambas,
concluimos que gy, (z) > gy, (—a(f,)) para todo z € K, por lo que K C U, paran > N.

Para probar ii), supongamos que U N K(fy) # 0. Como U es conexo, co € U y K(fo)
es cerrado, entonces U N J(fy) # . Mds atin, como los puntos periédicos repulsores son densos
en J(fo), entonces existe z(fo) € U N J(fy) periédico repulsor para fy. Pero entonces existe un
correspondiente punto periédico z(f,,) de f, convergiendo a z(fp) cuando n — co. De esta forma,
para n suficientemente grande, z(f,) € U, y por tanto z(f,,) € U, € C\K(f), lo que es un absurdo.

Las afirmaciones i) y i) pueden interpretarse como que los dominios (U,,c0) convergen
Carathéodory a (U, 00). Por [McM94, Teorema 5.1 y Teorema 5.4] tenemos que las aplicaciones de
Riemann de U, y sus inversas convergen uniformemente en compactos a la aplicaciéon de Riemann
de U (normalizadas con derivada positiva en 0). Reescalando y componiendo con 1/z, tenemos que
(¢4, )nen converge en compactos a ¢p, que los dominios de (gbj?nl)neN convergen Carathéodory al

dominio de (;5]701, vy que (gb;nl)neN converge en compactos a QS;(}, lo que prueba iii) y iv). O

Gracias a este lema, tenemos un primer resultado sobre limite de rayos, necesario para probar
més adelante los resultados buscados.

Lema 5.11. Sean fo € C(Sr1) un punto de acumulacion de Ry(8), t € Q/Z y o € {+,—}.
Llamemos
limsup R}(t) = L*,
f—fo
limsup R%(t) = L°.
f—=fo
Se tiene que L*\K (fo) = L°\K (fo) = Ry, (t).
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Demostracion. Probaremos L*\ K (fo) C L°\K(fo) € Ry, (t) € L*\K (fo).

Como R}(t) C R%(t), primera contencién es directa. Para la segunda, consideremos z €
Lo\ K (fo). Existen por tanto sucesiones (fn)nen ¥ (zn)nen tal que f, = fo, 2n = 2y 2, € RS, (t).
Llamemos 7, = gy, (2n) ¥ 7 = gs,(2). Por continuidad de la funcién de green, tenemos que r, —
r # 0. Sea K compacto de C\D conteniendo a e"»+27 y a ™27 por el Lema 5.10 tenemos
que para n suficientemente grande, quTnl estd definido en K y converge uniformemente a gb;ol. Asi,

2 = (b;nl (e F2mit) ¢;01 (em27it) € Ry (t). Como z, — z, concluimos que z € Ry, ().
Finalmente, para demostrar la dltima contencién, consideremos z € Ry (t) y (fn)n € N C

Ru(0) convergiendo a fy. Definamos ug = ¢, (2) = ¢y, (2)|e*™ y K = {ug}. Por el Lema 5.10, para
n suficientemente grande tenemos que (;5]7"’1 estd bien definido en ug y qSJ?nl (up) — (;5;01 (up) = z. Pero

como ug = |¢y,(2)]e?™, entonces (b;l(uo) € R (t), por lo que z € limsup R}(¢). Evidentemente
" " f—fo

z & K(fo), pues z € Ry, (t). O

De esta forma tenemos el resultado principal de esta seccién:

Corolario 5.12. Sea fo € C(S¢1) un punto de acumulacion de Ry (0), yt € Q/Z. Llamemos

limsup R} (t) = L*,
f—=fo

limsup R%(t) = L°.
f=fo
Se tiene que:
i) Ry, (t) € L
it) L7\Ryg,(t) = L7 0 K(fo).

ii1) Si para f € Ry(0) se tiene que R (t) es singular, entonces imsup(R$(¢)\R}(t)) € K(fo).
f—=fo '

i) L* N K(fo) vy L7 N K(fo) son conezos.

Demostracion. i) y i) son directas de la igualdad del lema anterior. Para probar iii), consideremos
sucesiones (fn)nen ¥ (2n)nen tal que f, € Ry(0), frn = fo, 2n = 2y 2 € R?(t)\R;Z(t). Existe pre-
imagen iterada w;,, de —a(f,) donde termina R} (t), de manera que 0 < gy, (wn) < gy, (—a(fn)) — 0.
Por tanto gy, (w,) — 0 y por tanto g5, (2) = 0, es decir, z € K(fy).

Finalmente, si consideramos sucesiones (f,)nen ¥ (2n)nen tales que f,, € Ry (0), fr — fo,
Zn = 2, 2n € R (t) ¥ g, (2n) < a para todo n, entonces gy, (z) < a. Por tanto, si llamamos

Ya(f) = R}(t) N {z : g5, (2) < a},

entonces
lim sup v, (f) = (imsup R}(t)) N {z : g5, (2) < a}.

f—=fo f—=fo

Llamemos I', a este conjunto. De esta forma, para cada a > 0, I', es conexo por el Lema 5.9, y

si a < b, entonces 'y, C T'y. Asi, L* N K(fy) = ﬂ I', es conexo. Si para todo f € Ry(0), el rayo
a>0
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Ry (t) es suave, esto termina de probar iv). Para el caso en que no, li]ErLs;lp(R‘} (t)\R}(t)) es conexo
0
por el Lema 5.9, y tenemos que

L7 A K (fo) = (L* 0 K (fo)) Ulim sup(RF () \ 5 (1))-

f=fo

Como ambos conjuntos en la unién son conexos y se intersecan (en los puntos de acumulacién de
los puntos donde termina R}(t)), entonces L7 N K(fy) es conexo, completando la demostracién de
iv) y del corolario. O

Para el caso cuando Ry, (t) aterriza en un punto periédico repulsor, es posible determinar con
mayor precisién cémo se acumulan los rayos Rf(t). Esto es resultado inmediato de la estabilidad
presentada en el Lema 5.4.

Lema 5.13. Sea fo € C(Sp,1) un punto de acumulacion de Ry(0). Si Ry, (t) aterriza en un punto
periodico repulsor z(fy), entonces limsup Ry (t) = Ry, (t) U {z0}
f

—fo

Demostracion. Se sigue directo de que Ry(t) junto con su punto de aterrizaje varfe continuamente
cerca de fjy. O
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6. R-conexiones

Durante esta seccion extenderemos la definicién de ray connection utilizada por Kiwi y Arfeux
para el caso de f en una regién de escape de Sy 1, las que llamaremos R-coneziones. El objetivo de
esta seccién serd probar la existencia de R-conexiones entre —a(f) y puntos en la érbita del punto
critico prefijo que se encuentren en Dy(f). Estas R-conexiones nos permitirdn, en las secciones 7 y 8,
“trasladar” aquel punto con el que conectamos hacia el disco D1 (f), de esta forma uniendo regiones
de escape cuyos kneading se relacionan a partir de los movimientos descritos en la seccién 3.

Vamos a definir una R-conezidn de la siguiente manera:

Definicién 6.1. Dados U una regidn de escape, f €U, 0 € R/Z y o € {+,—}, decimos que R?(Q)
es una R-conexion entre —a(f) y ar(f) si:

= 0€Q/Z,
- —a(f) € R}(0),
= R7(0) aterriza en ay(f).

Bajo esta definicién, buscaremos R-conexiones especiales que nos permitiran después transitar
entre regiones. El teorema principal que buscaremos probar en esta seccion es el siguiente:

Teorema 6.2. Sea U region de escape con kneading k(U). Sea p el tiempo de retorno maximal de
felU. Luego:

1. Existen k < £ —1 y un rayo Ry (o) tal que para todo f € Ry(6y), los rayos R}'(Go —-1/3) y
R (00 +1/3) son R-coneziones entre —a(f) y ar(f) € Do(f), donde ax(f) tiene tiempo de
retorno p.

2. Si k(U) = 01721,_10, entonces existe un rayo Ry(0o) tal que para todo f € Ry(6o), uno de
los rayos Ry (60 +1/3) o RJT(GO —1/3) es fijo y es una R-conexion entre —a(f) y ac(f).

Una consecuencia directa del Teorema 5.8 es que dados una regién de escape U, o € {£}
y un rayo Ry(9), si para algin fo € Ry(?) el rayo R () es R-conexién entre —a(fp) y algin
ar(fo), entonces para todo f € Ry(V) el rayo R7(0) es R-conexién entre —a(f) y ax(f). Luego,
para probar el Teorema 6.2, basta encontrar las R-conexiones para solo alguna f en un rayo de
pardmetro racional. Esto lo lograremos haciendo variar de manera suave las funciones entre los
rayos de pardmetro, y asi perturbar de manera suave la dinamica en el plano. Consideremos asi una
familia {fy}ocr definida como en §5.1. Nuestro objetivo serd encontrar algin 6y € Q para el cual
el mapeo fp, presenta una R-conexién con las propiedades buscadas.

Para poder trabajar en la demostracion, estudiaremos primero la relacién que existe entre
la dindmica del circulo bajo mgs y el aterrizaje de rayos dindmicos. Con esto podremos estudiar
el aterrizaje de los rayos que contienen al punto —a(f). Esto estard contenido en § 6.1. Luego, la
demostracion del Teorema 6.2 la separaremos en 3 partes. En § 6.2 demostraremos el primer punto
del teorema para el caso donde el tiempo de retorno maximal p es mayor que 1. Luego, veremos los
casos donde p = 0 en § 6.3. Finalmente, el segundo punto del teorema serd probado en § 6.4.
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6.1. Aterrizaje de rayos R (6 = 1/3)

En orden de probar el Teorema 6.2, en primer lugar analizaremos dénde aterrizan los rayos
RJ (04 1/3). Para esto trabajaremos con la dindmica de 6 + 1/3 en el circulo bajo ms y cémo se
ve esto reflejado en el aterrizaje de los rayos.

Para estudiar la dindmica de 6 +1/3, seguiremos el trabajo de Arfeux y Kiwi. Consideremos,
para k > 0, los angulos

apim s 1
A SR U
1 1
B’“'_§_3(3k—1)
Definimos el intervalo
I/C ::]ﬁk,ozk[. (1)

A su vez, dado 0 € R/Z, definamos los intervalos

T5(0):=[0—1/3,0+1/3],
I (0) = [0+1/3,0 —1/3],
Ty (0) :=10—-1/3,0+1/3),
7 (0) =10 +1/3,6 —1/3].

Cada par de intervalos {Z§,Z¢} genera una particién del circulo. La dindmica bajo mg de
un dngulo ¢t € R/Z respecto a tales particiones estd intimamente relacionada con el aterrizaje de
rayos dindmicos: un rayo R7(t) aterriza en D;(0) siy solo si t € Z7 (0).

Definamos la funcién
iting : R/Z — {0, 1}
t— gty ...,
donde 1; = 0 0 1; = 1 de acuerdo a si m}(t) € Z(0) o m}(t) € Z{(H), respectivamente.

Gracias a [AK20, Lema 4.4] conocemos el itinerario de 6 + 1/3 para 6 € I y 0 € —I.
Sabemos que para 6 € I, U —I,

iting (0 — 1/3) = 01 1 0up1th42 - .-, (2)
iting (0 +1/3) = 01" 71044 1thio - - (3)

para algunos ¢;, L;-. Sin embargo, revisando la demostracion es posible precisar atin mas el resultado:

Lema 6.3. Si 0 € I, entonces
i) 0+ 1/3<mb 10 —1/3) <mb2(0-1/3) <...<mz(0—1/3) <6 —1/3.
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ii) mk(04+1/3) € Z7(0).

ii) 6 —1/3 > mg(a,) > mi(ag) > ... >mE Hag) > 04 1/3.

Si bien para esta seccién basta con las igualdades en (2) y (3), més adelante serd necesario
conocer lo enunciado en el Lema 6.3. El andlogo a este lema para § € —Ij también es verdadero,
pero sera suficiente con conocer las igualdades ya mencionadas.

Pasemos ahora a revisar c6mo esta dindmica confluye con el aterrizaje de los rayos Ry (6 £
1/3). Esta dindmica est4 intimamente relacionada con las preimagenes del tinico punto fijo en Dy (0).
Durante esta seccién, llamaremos z(#) al punto fijo en D;(6) y denotaremos por 2'(0) y 2" (9) a sus
preimégenes, elegidas de manera que R;/3(2 /3) aterrice en z'(1/3), y que se muevan continuamente

dependiendo de 6.
Recordemos acé que segun § 4.3, el conjunto de nivel k, Lék) (01%—1), corresponde al conjunto
de aquellos puntos en Dg(f) cuyos primeros k — 1 iterados caen en D;(6). Este conjunto era igual

a D(gk)(ao(ﬁ)) si contiene al punto critico marcado, o dos discos de nivel k distintos de lo contrario,
cada uno de estos mapeados de forma inyectiva en su imagen. De esta forma, si ug es el tiempo de
retorno de ag(6) a Do(0) y k < po, entonces Lék)(Olk_l) = Dék)(z’(ﬁ)) = ng)(z”(ﬁ)) = Dék)(ao ),
y si k > po, entonces Lgk)(Olk_l) es la unién disjunta de Dék)(z’(e)) con Dék)(z”(ﬁ)).

Es posible saber dénde aterrizan los rayos Rj (6 & 1/3) usando los discos Dék)(z’(ﬁ)) y

ng)(z”(ﬁ)). Para esto, invocaremos el siguiente resultado que se deduce de [AK20, Lema 4.5]:

Lema 6.4. Sean pg el tiempo de retorno de ag(6), k > po > 1y 0 € R.
i) Si 0 € I, entonces los rayos Ry (0 +1/3) y Ry (0 — 1/3) aterrizan en Dék)(z’(e)),

i) Si 0 € —I, entonces los rayos Ry (0 +1/3) y Ry (0 —1/3) aterrizan en Dék)(z“(e)),
Un ultimo lema respecto al aterrizaje de Rj (6 +1/3) que serd importante es el siguiente:

Lema 6.5. Sea 0 € R tal que 30 no es periddico bajo ms. Entonces los rayos R;(H —1/3) y
R, (8 +1/3) aterrizan en el mismo punto.

Demostracion. Para probar esto, basta probar que no existen preimégenes estrictas de —a(f) en
estos rayos, o equivalentemente que Ry(30) es suave. De no ser asi, existirfa n € N tal que R$(3"0)
o R, (3"0) contiene a —a(#), y por tanto m3(6) =60 —1/3 o m%(0) = 0+ 1/3. Asi m5(36) = 36, lo
que contradice la hipétesis. O

6.2. R-conexion con pu > 1
Consideremos ahora U una regién de escape tal que el tiempo maximal de retorno p sea

mayor a 1. Sabemos por la subseccién anterior dénde aterrizan los rayos que contienen a —a(#), por
lo que podemos ahora estudiar qué rayos aterrizan en la 6rbita del punto critico prefijo. Veremos
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entonces el siguiente resultado, que dice relacién con la existencia de rayos racionales aterrizando
en esta Orbita:

Lema 6.6. Sea u>1y0¢€l,U—1,. Entonces:
i) No existen rayos singulares aterrizando en ay(6).
ii) Si Rg(t) aterriza en ag(0), entonces t € Q/Z.
iii) Para cada j =0,...,¢, existe un t; € Q/Z tal que Ry (t;) o Ry (t;) aterriza en a;(6).

Demostracion. Para probar 7), supongamos que existe un rayo singular R§(t), cono =+ 00 = —,
aterrizando en a,(f). Luego, para algin k € N, el rayo RJ(3%t) contiene a —a(f), de donde m4(t) =
0+ 1/3 o m(t) = 0 — 1/3. Por Lema 6.3, sabemos que RJ(3*+1t) aterriza en D1(6) y Rg(3%+t)
aterriza en Dy(6), lo que contradice que a,(#) sea fijo.

Sea ahora
X ={t € R/Z : Ry(t) aterriza en a,(9)}.

Por la parte i), este X es igual a
A(ae(0)) = {t e R/Z : R O(t) o R, (t) aterriza en a,(6)}.

Sabemos que este conjunto es compacto no vacio (por ejemplo, ver el Teorema E). Mds atn, si X
es finito, entonces todo ¢t € X es periddico, y en particular X C Q/Z. Por tanto, para demostrar i)
basta probar que X es finito. De no ser asi, entonces por [Mil06, Lema 18.8], el mapeo ms|x : X — X
no puede ser inyectivo, por lo que existirfan t # ¢ en X tal que ms(t) = m3(t’). De aqui que los
rayos Ry(t) y Rg(t') son distintos (y como son suaves, no se intersecan), pero ambos son mapeados
a Ry(3t) por fo. Como fy es localmente invertible cerca de as(f), esto es una contradiccién. Por
tanto X C Q/Z y completamos la demostracién de ii).

Finalmente, como X es no vacio, i) nos garantiza la existencia de un t, € Q/Z tal que Ry(t,)
aterriza en ay(f). Tomando preimdgenes de este rayo de forma inductiva, para cada j < £ podemos
asegurar la existencia de t; € Q/Z tal que Ry (t;) o R, (t;) aterriza en a;(f) (ver §2.4). O

Nuestra estrategia ahora para encontrar la R-conexién buscada parte por encontrar rayos
singulares aterrizando en la érbita del punto critico prefijo.

Lema 6.7. Sea p el tiempo de retorno mazimal y supongamos que p > 1. Consideremos j < £ —1
tal que a;(0) € Dy(8) tenga tiempo de retorno p, escogiendo j = 0 si p = po. Entonces existe
Op € I, U—1I, yto € Q/Z tal que para 0 = + 0 0 = —, el rayo R§ (to) es singular y aterriza en
a;(0y). St j =0, podemos escoger §y de manera que 8y € I,,.

Demostracion. Como a;(6) tiene tiempo de retorno p, entonces a;(6) € Lé”)(()l“*l). Asi, tenemos

que a;(0) € Dé“)(z’(ﬂ)) para todo 6, o a;(0) € D((,”)(z”(ﬁ)) para todo 6. En el primer caso encon-
traremos un 6y € I, cumpliendo lo pedido, y en el segundo un §y € —I,,. Notemos que si j =0 (es

decir, si p1 = o), entonces Dé”)(z’(ﬁ)) = D((,“)(z”(@))7 por lo que en particular podremos encontrar
0y € I, cumpliendo lo que buscamos.
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Supongamos primero entonces que a;(§) € Dé’”(z'(&)) para todo 6. Consideremos 6 € I,

cualquiera, y t € Q/Z tal que uno de los rayos (suave o singular) Rgi(t) aterriza en a;(6) (que existe
por Lema 6.6). Si los rayos Rg(t) son singulares, entonces basta tomar 6y = 0, ty = ¢, y hemos
probado el teorema. En caso contrario, tenemos dos posibilidades: que para todo 6 € I, el rayo

Rp(t) es suave, o que exista un 7 € I,, tal que los rayos RE(t) son singulares.

Supongamos primero que para todo § € I, el rayo Ry(t) es suave. En tal caso, por el
Teorema 5.1, estos rayos aterrizarfan en a;(6) para todo 6. Probaremos que existe y € I, tal que
mi5 (t) = mf5 (6 — 1/3):

Consideremos las funciones 0 : [a,, 8,] — [0,00) ¥ 6 [y, Bu] — [0,00) dadas por
5(0) = largo([0 — 1/3,m4 (6 — 1/3)]) C R/Z,
5(0) = largo([0 — 1/3,mf(t)]) € R/Z.

Analizaremos los valores de estas funciones en los extremos y en el interior del intervalo [¢,, 8,,] para
utilizar el Teorema del Valor Intermedio y concluir la existencia de un 6y € I, tal que §(6y) = 0(6o).

Para 6 = o, 6(a,) = 0, mientras que S(QM) > 0, pues de no ser asi 3"t serfa periddico
con iting(?)“t) = 01#~1. Sin embargo, haciendo tender 6 N\, o, tenemos por la segunda parte del
Teorema 5.1 que R} (3"1) aterriza en a;(ey,), que no es periédico.

Para 0 € I,,, el rayo Ry(t) es suave y aterriza en a;(#) € Dy(6). Como a;(6) tiene tiempo de
retorno u, entonces Ry(3Ft) aterriza también en Dy(6), de donde mf (¢) €]0 — 1/3,0 + 1/3[, y asi
0<d(0) <2/3.

Para § = 3, §(8,) = 2/3, mientras que si tomamos 0’ € }BM By [, entonces se tiene

- =
que B, —1/3 <mh(t) <0 +1/3 < B, +1/3,y asi 6(8,) < 2/3.

Juntando esto, por Teorema de Valor Intermedio, existe 8y € I, tal que 6(6y) = 6(6o), es
decir, m4(t) = m4 (6o — 1/3). Notemos ademds que en particular, esto nos asegura que 6y € Q/Z

Con esto los rayos Rg,(t) v R;O (6o — 1/3) son mapeados por fy al mismo rayo R, (3/t).
Se tiene por hipdtesis que Ry, (t) aterriza en Dy, (z'(6y)). Sabemos por el Lema 6.4 para el caso
[ > po que el rayo R;; (0o — 1/3) aterriza en Dég)(z’(ﬁo)). Del mismo modo, cuando g = pg, se
tiene que el punto donde aterriza Ry (o — 1/3) estd en L(g”)(Oll‘*l) = Dé’;)(z’(eo)). Llamemos por
tanto v = Ry, () N D§ (2'(60)) y v = Ry, (8 — 1/3) N D) (' (60)), tenemos que fo,(7) v fo, (7)
estdn contenidas en ng(Déﬁ)(z’(Ho))) = Dé’;il)(z(%)), y que fé‘o_l es inyectiva en este disco (ver
§4.3). Luego, fo,(v) = fo,(7'), por lo que fp, no es inyectiva en Dég)(z’(eo)). La tnica forma de
que esto sea posible es que ag(fp) € Dég)(z'(Qo)), de donde p19p = 'y j = 0. Pero en tal caso, las
dos preiméagenes de fy,(7) en Dé’:)(z’(ﬁo)) se acumulan en ag(6p), por lo que el rayo Rg;(@o —1/3)

aterriza en ag(6p). Tomando tg = 6y — 1/3 tenemos la existencia del rayo buscado.

En el otro caso, existe algin 7 € I, tal que los rayos RE(t) son singulares. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que 7 > 6. Luego, podemos considerar 6y > ¢ minimal tal que
los rayos R;to (t) son singulares. Entonces para todo 6 € [0,6q[ el rayo Ry(t) es suave, y por el
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Teorema 5.1 este rayo aterriza en a;(6). Por el mismo teorema, si @ — 6 , entonces concluimos que
Ry (t) aterriza en a;(fo), y tomando to = ¢ encontramos el rayo que buscdbamos.

El caso en que a;(0) € Dé’”(z”(@)) es anélogo. O

Con esto podemos encontrar la R-conexién buscada:

Corolario 6.8. Sea p el tiempo de retorno maximal y supongamos que p > 1. Entonces existe
0o € I, U—1I, tal que los rayos R;O (00 —1/3) y Ry (0o +1/3) son R-coneziones entre —a(fo) y un
ai(0o) en Do(6o) con tiempo de retorno p. Si pn = g, podemos escoger g € I,,.

Demostracion. Consideremos a;(#) como en el enunciado del Lema 6.7, de donde existe 6y € I,,U—1I,,
(06p€l,sipu=po)yteQ/Ztal que R;O (t) o Ry (t) es singular y aterriza en a;(fp). Supongamos
lo primero. Luego, para algin j' € N, el rayo R;:)(3-7lt) contiene a —a(fy), de donde R;;O (3j/t) =
Rj (60—1/3) 0 Ry, (39't) = Ry (00+1/3), y aterriza en a;y j(6p). Como iting (§o+1/3) = 140011 - ..
y i es tiempo de retorno maximal, entonces R;O (37't) = Rjo (6o —1/3), y aj4;(00) € Do(6o). Por
el Lema 6.4, aj4;(6p) € Dég)(z/(ﬁo)) 0 aj4;(6o) € D(gg) (2"(00)), por lo que a;;/(0y) tiene tiempo
de retorno p. En particular j 4+ j° < £ — 1 (pues tiene tiempo de retorno finito y mayor que 1).
Llamando k = j+j’, tenemos que Ry, (0o —1/3) es R-conexién con ax(6), y en virtud del Lema 6.5,
Ry, (0o + 1/3) también aterriza en ay (o), probando lo pedido. O

6.3. R-conexion cuando pu =1

A continuacién probaremos el Teorema 6.2 para el caso u = 1. Separaremos la demostraciéon
para cuando a¢(f) € Dg(0) y cuando ag(f) € D1(6), pero en ambos casos la estructura serd la
misma: Encontrar rayos racionales aterrizando en la 6rbita de ag(f), para luego encontrar 6y € R
y t € Q/Z tal que los rayos R;o t)y Ry, (t) sean singulares y uno de éstos aterrice en la érbita de
ag(bp), evitando que 36y sea periédico bajo ms.

Lema 6.9. Supongamos que x(U) = 0°"'1. Ewiste 0y €]1/3,2/3[ tal que los rayos R;ro (0o — 1/3)
y Ry (0o + 1/3) son R-coneziones entre —a(6o) y algin ax(fh), con k < £ — 1 (en particular
ax(6o) € Do(6h))-

Demostracion. Consideremos algtin 6 €]1/3,2/3[. El rayo R5(0) es fijo, suave, y aterriza en D1 (6).

Como ay(f) es el tnico punto fijo en D; (), entonces Ry(0) aterriza en ag(f).

Tomando preimagenes repetidas veces, podemos encontrar s € Q/Z tal que 3‘s = 0 y rayos
(suaves o singulares) con argumentos s + 1/3 y s — 1/3 aterrizan en ag(#). Como no pueden estar
ambos argumentos en ]1/3,2/3[, esto nos da la existencia de algin t € [0,1/3] U [2/3,1] (con
t = s+ 1/3 segiin corresponda) tal que 3¢ = 0 y al menos uno de los rayos Rg (t) o R (t) aterriza

en ag(f) (o ambos en caso de ser suaves).

Si los rayos R%t (t) son singulares, fijemos 6y = 6. De lo contrario, notemos que para 6 = s,

los rayos R;t (t) son singulares (pues t = s+ 1/3 0ot = s — 1/3), por lo que podemos encontrar un
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0o €]1/3,2/3[ que minimice {|0—8| : 6 €]1/3,2/3[ y R (t) son singulares}. Supongamos sin pérdida
de generalidad que 6y > 6, de manera que para todo 0 € [0, 6], el rayo Rg(t) es suave, y por el
Teorema 5.1, aterriza en ag(6). Tendiendo 6 A 6y, tenemos que Ry(t) converge a R;; (), que es
singular y aterriza en ag(y) (nuevamente por el Teorema 5.1). Asi, encontramos un 6y €]1/3,2/3[
tal que los rayos R;‘Z (t) son singulares, y uno de estos dos aterriza en ag(6p).

Finalmente, esto significa que existe un k € Ny tal que Rg'o (3%t) contiene a —a(fy) y aterriza
en ay(6p), de donde 3¥t = 0y 4 1/3. Como 6y €]1/3,2/3], se tiene que 36y €]6p — 1/3,6, + 1/3[, por
lo que ag+1(60) € Do(8p), concluyendo que k < ¢ — 1, el rayo R;FD(HO — 1/3) aterriza en ay (), y
por Lema 6.5, el rayo R, (69 + 1/3) también lo hace. O

Para el caso donde k() = 0, introduciremos un poco de notacién respecto a conjuntos
de rotacién, ampliamente estudiados por Zakeri en [Zakl18]. Un conjunto X C R/Z se dice un
conjunto de rotacién para mg si mg(X) = X y my|x se puede extender a un mapeo mondtono
g:R/Z — R/Z de grado 1. Dado que g es monétono de grado 1, puede ser levantado a una funcién
monétona G : R — R tal que G(z + 1) = G(x) + 1. Definimos el nimero de rotacion de X por

p(X):= lim o)~

n—00 n

(mod Z).

Se puede probar que éste nimero no depende de la extension g ni del levantamiento G. Nuestro
interés estard en el caso que p(X) = p/q € Q/Z (con p,q coprimos, o p =0y g =1 si p(X) =0).
En tal caso, toda orbita periddica de my en X tiene ¢ elementos, y si son listados en orden ciclico
como p1, . . ., Pqg, entonces mq(p;) = pj+p para todo j (donde el subindice es tomado médulo g).

Volvamos a la situacién en la que nos encontramos. Si x(I/) = 0, tenemos por § 4.4 que fy es
hibridamente equivalente a un polinomio cuadratico Q(z) = 22 +c en un abierto U’ conteniendo a la
componente conexa Ko de K(fp) donde esta ag(#). Llamemos z; := Q*(0), que por la conjugacién
anterior es un punto fijo. Sabemos que

{t e R/Z : Rg(t) aterriza en z;}

es un conjunto de rotacién para mg, con nimero de rotacién p/q € Q/Z (por ejemplo, ver [Mil00,
Lema 2.3]). Diremos en este caso que el nimero de rotacién de z; es p/q. Asi, siguiendo [PZ19,
Teoremas A y BJ, existe una correspondencia continua de grado 1 entre los argumentos de rayos
aterrizando en K¢ y los argumentos de rayos aterrizando en Ky. De esta manera, el conjunto

{t € R/Z : RE(t) aterriza en a,(0)}

es conjunto de rotacién para mg, con nimero de rotacién p/q. En particular en a,(0) aterrizan
rayos racionales (y tomando preimagenes, también en cada a;(6)). El siguiente lema nos permitira
posteriormente encontrar rayos singulares aterrizando en la dérbita de ag(). Es importante notar
que si 30 €]0 + 1/3,0 — 1/3], todos los rayos aterrizando en la 6rbita de ag(f) son suaves (de lo
contrario, algun iterado aterrizaria en Dy (0)).

Lema 6.10. Supongamos k(U) = 0. Sean 0 € I, y to € Q/Z tal que Ry(ty) aterriza en ap—1(6).
Sean t1 <ty < ... <ty tal que {t1,...,t,} = {3%to 1 k > 1} y to €]ty t1[. Se tienen las siguientes
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i) Para cada i, existe un dngulo racional s; €)t;, t;11] (donde los subindices son tomados modulo
q+1) tal que s; es preimagen iterada de tg bajo mg y el rayo Ry(s;) aterriza en algin ag,(6),
con k; < £ —1.

it) Los dngulos 0 £+ 1/3 pertenecen ambos al mismo intervalo |t;, t;+1].

Demostracion. Probaremos primero el equivalente a i) para el polinomio cuadratico Q. asociado a
U. Consideremos t(?) el 4ngulo correspondiente a t, segin la correspondencia de rayos aterrizando en
Koy K(Q). El punto z; = Q*(0) es fijo, y en él aterrizan ¢ rayos t() < ... < t(9) todos en la 6rbita
de t©), y que los denotamos de manera que t(0) €]t(@) +(D[ teniendo asi que cada t() es el dngulo
correspondiente a t;. Consideremos rayos Rg(s) y Rg(s + 1/2) aterrizando en 0, donde 2¢~1s = ¢
(ver Figura 4). La curva Rg(s)U{0} URg(s+1/2) divide al plano en dos componentes conexas, una
de esas conteniendo a Q°~1(0) (y por tanto al rayo Rg(t(?))) y la otra conteniendo a z; (y por tanto
a los rayos Ro(t)) parai = 1,...,q). Por tanto, uno de los dngulos s,s 4 1/2 est4 en el intervalo
6@, 0]y el otro en el intervalo [¢(*), t(V)[. Llamémoslos s(? y s(9) respectivamente. Luego, el rayo
R (3s) aterriza en ¢, y por [Mil00, Lema 2.8], se tiene que el dngulo 3s debe pertenecer al intervalo

t0),tU+D[ de menor largo. Como para cada i = 1,...,q — 1, el intervalo |t t(+1)[ es mapeado
biyectivamente a ]t(”p), t(”‘l‘”’)[ por ma, tenemos que los iterados 3Fs deben pasar por cada uno
de esos intervalos. Concluimos asi que para cada i = 1,...,¢ — 1, existe un dngulo s() = 3¥is en el

intervalo ]t t0+D[ de manera que el rayo Rg(s')) aterriza en QF(0). Més atin, necesariamente
ki < ¢ — 1, pues de lo contrario el d4ngulo s serfa igual a algin t(%) (si ki =€), o perteneceria a
8D O (si k; = £ — 1), pero s €]t® tG+[ Pasando bajo la correspondencia a rayos dinamicos
de fg, y llamando s; al 4ngulo correspondiente a s(*), concluimos i ).

Para concluir ), basta notar que Rj(6 —1/3)U{—a(8)} UR};(#+1/3) es un conjunto conexo

q

que no interseca a I' = Ky U U Ry(t;) , por lo que debe estar contenido en la misma componente
i=0

conexa de C\I'. De esa forma, los dngulos § — 1/3 y 6 4+ 1/3 deben estar contenidos en el mismo

intervalo |¢;, t;11]- O

A partir de este lema, seremos capaces de determinar la existencia un 6y para el cual alguno
de los rayos obtenidos en el lema anterior sean singulares, y desde ahi encontrar la R-conexién
buscada.

Corolario 6.11. Six(U) =0, entonces existe 0y € R tal que los rayos Rjﬂ (6o—1/3) y Ry, (6o+1/3)
son R-conexiones entre —a(6y) y algin ax(0p), con k < £ —1 (en particular ax(6y) € Do(6y)).

Demostracion. Fijemos 6 € I, y sean t,, y s, como en el Lema 6.10. Sea i tal que los déngulos 641/3
estén en el intervalo ]t;, t; 1], y sea j < £ — 1 tal que Ry(s;) aterrice en a;(6). Como a;(f) € Do(6),
entonces s; ¢ [0+1/3,0—1/3]. Supongamos sin pérdida de generalidad que t; < s; < 0+£1/3 < t;,;.
Notemos que se tiene

ti—1/3<s—-1/3<0<0+1/3<t;1—1/3. (4)

Como para 6 = s; — 1/3 los rayos R;t(si) no son suaves, podemos considerar fy mdximo
entre los < 6 cumpliendo esto. De esta manera, para todo 6 €]6y, 0] el rayo Ry(s;) es suave y
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R (21/62) = Rg(t(9)

Rq(22/31) R (26/31) Ro(1695/1984)

Figura 4: Situacién descrita en la demostracién del Lema 6.10 en el plano dindmico del polinomio
cuadratico Q(z) = 22 —0,5622...—0,6428.. .4, donde Q(ﬁ)(O) es punto fijo con numero de rotacién
3/5. Se consideré el pardmetro t(9) = 21/62 segiin la notacién de la demostracién. En rojo, los rayos

Rq(s) y Ro(s +1/2).

aterriza en en a;(0) (ver Corolario 5.3). Al tender § — 67, el rayo Ry(s;) converge a Ry (si)y
aterriza en a;(6p). Luego, para algin iterado j’ se tiene que 31"s; = 0 +1/3, y el rayo R, (60+1/3)
aterriza en a(6p), donde k = j + j'. Por la desigualdad (4), como s; — 1/3 < 6y < 6, concluimos
que 6y + 1/3 €]t;, tiy1], por lo que 6y + 1/3 # t,, para todo n. Como los tnicos iterados de Ry, (s1)
aterrizando en ay—1(fo) o a¢(f) son los rayos Ry (t,), concluimos que k < £ — 1. De esta forma,
Ry (00 + 1/3) es una de las R-conexiones buscada. Por el Lema 6.5, el rayo Ry (o — 1/3) también
es R-conexién entre —a(6y) y ar(6p), concluyendo la demostracién del corolario. O

6.4. R-conexion con punto fijo

Finalmente, probaremos la segunda parte del teorema 6,2, a saber, que existe un 6y y un
rayo fijo que es R-conexién entre —a(6y) y a¢(6y). Para eso usaremos el siguiente lema:

Lema 6.12. Sipp > 1, entonces RQ_/?)(O) y Ry/3(1/2) aterrizan en puntos distintos.
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Demostracion. Sean wi,ws las preimdgenes de —a(2/3) en Dy(2/3), numeradas de manera que
wy € R2/3( ). Consideremos I'y = Rj 5(1/3) U {—a(2/3)} U R; 5(0), la preimagen de I'y por fa/3
debe contener a wy y a wz. Luego deben existir preimdgenes de Rj ,(1/3) y R; /3(0) terminando
o acumuldndose en estos puntos. Como gs(w1) = gs(w2) y los rayos dindmicos siguen las lineas
de flujo gradiente de gy, ningtin rayo puede contener a ambas preimdgenes. Estudiaremos cuéles
preimagenes de estos rayos se acumulan en cada w;.

Figura 5: Representacién de la curva I'; y las preimégenes wy, wy del punto —a(2/3).

Las preimédgenes de R2/3( ) corresponden a R2/3(2/3) y a los segmentos de los rayos R2/3( )y

+
Ry)5
R,,5(1/3) aterrizan en D1(2/3), mientras que R, ,(0) y R2/3(1/3) comparten un mismo segmento
entre —a(2/3) y wi, pues no hay mds preimdgenes de —a(2/3) contenidas en tal segmento. De esta

forma, la tinica preimagen de Rj 5(0) que puede estar acumuldndose en ws es Rj 5(2/3).

(1/3) desde la primera preimagen de —a(2/3) que contengan hacia infinito. Tanto R; /3(0) como

Del mismo modo, las preimdgenes de R;(1/3) son Rj 4(1/9), R;5(4/9) v R 5(—2/9).
El rayo Rj5(1/9) termina en D1(2/3), por lo que debemos determinar cudl otra preimagen de
2/3(1/3) termina en wy y cudl en wy. Veremos que R2/3(4/9) no puede terminar en wy.
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J Rys(-2/9)

I

' '

Figura 6: Posibles configuraciones de rayos terminando en w; y ws. En rojo las preimagenes de
R§/3(0) y en azul las preimdgenes de R§/3(1/3).

Siwy € R§/3(4/9), podemos considerar I'; la curva formada al unir R3 5(4/9), {w1} y el
segmento de I, /3(0) desde w1 hacia infinito. Esta curva divide al plano en 2 componentes conexas.
Los rayos con argumentos en ]1/3,4/9[ aterrizan en una de estas componentes, y aquellos con
argumentos entre |2/3, —2/9[ en la otra. Sin embargo, todos aquellos rayos son mapeados a D1(2/3),

por lo que I3y (01) tiene dos componentes conexas. Esto ocurre sélo si 2 > g, lo que contradice

2/3
nuestra hipétesis.

De esta forma, Rj ;(4/9) termina en w. Considerando I's = {wz} U R} 5(2/3) U R; /5(4/9),
esta curva nuevamente divide al plano en 2 componentes conexas. El rayo R /3 (0) aterriza en una
de estas mientras que Ry/3(1/2) aterriza en la otra, lo que prueba el enunciado. O

Corolario 6.13. Si x(U) = 01721,_10, entonces existe Oy € Q/7Z tal que Oy + 1/3 es fijo y el rayo
Ry (00 +1/3) es una R-conezion entre —a(bp) y ae(fo)

Demostracion. Tenemos que en Dy(f) existen dos puntos fijos de fy, uno de esos az(6). Si RQ_/?)(O)

aterriza en ag(2/3), entonces 6y = 2/3 cumple lo pedido. Si no, por el Lema 6.12, Ry/3(1/2) aterriza
en ap(2/3). El rayo Ry(1/2) es suave para § €]1/6,5/6[, por lo que aterriza en ay(#). Luego, si
6\, 1/6, entonces Ry(1/2) converge a 1%17/6(1/2)7 que aterrizarfa en a¢(1/6), y 6o = 1/6 cumple lo
buscado. O

De esta forma, hemos completado la demostraciéon del Teorema 6.2
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7. Aterrizaje

En esta seccién trabajaremos en lo que ocurre cuando nos movemos por un rayo de parametro
con una R-conexién a medida que nos acercamos al locus de conexidad. El objetivo serd probar que
este rayo aterriza en un mapeo parabdlico o postcriticamente finito f; que mantiene el itinerario
del punto critico marcado. Para esto, es necesario definir a qué nos referimos con el itinerario para
ese polinomio:

Definicion 7.1.

» Sea fo un mapeo parabdlico y 0 € Q/Z tal que Ry (0 + 1/3) y Ry, (6 — 1/3) aterrizan en
OV, (—a(fo)) (la componente de Fatou conteniendo a —a(fy)). Sea

I'= Ry, (0 = 1/3) UV, (=a(fo)) U Rf, (0 +1/3).

Entonces C\I estd formada por 2 componentes conezxas. Llamémoslas Uy y Uy de manera que
los rayos con pardmetro en 10 — 1/3,0 + 1/3[ estén contenidos en Uy.

Definimos el kneading de fo con respecto a 6 como

H(f079) = lolly ey
donde

L i, st aj(fo) e U;
R St aj(fo) erl.

» Sea fo un mapeo pcfy 6 € Q/7Z tal que Ry (0 +1/3) y Ry, (6 —1/3) aterrizan en —a(fy). Sea
I'= Ry (0 —1/3) U{-a(fo)} U R, (0 +1/3).

Entonces C\I estd formada por 2 componentes conezxas. Llamémoslas Uy y Uy de manera que
los rayos con pardmetro en 10 — 1/3,0 + 1/3[ estén contenidos en Uy.

Definimos el kneading de fo con respecto a @ como

l‘i(f079) =lolly ey

donde
. i, St aj(fo) eU;
R St aj(fo) erl.

Bajo esta definicién, durante esta seccion buscaremos probar el siguiente teorema:

Teorema 7.2. Sea U una region de escape con k(U) = 1ty ... 1e—177 y Ry(0) un rayo de parametro
con 8 € Q/Z.

1. Si para f € Ry(0) existe una R-conexion entre —a(f) y ar(f), con k < £ — 1, entonces
Ru(0) aterriza en un mapeo pcf fo. Mds ain, los rayos Ry, (0 £ 1/3) aterrizan en —a(fo), y
K(fo0,0) = i1ty ..ty _1y, donde 1 = 1; para j #k y i, = *.
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2.50 =0+1/300 =0-1/3 es fijo y para f € Ry(0), uno de los rayos RJT(Q’) 6 R;(0")
es una R-conexion entre —a(f) y ar(f), entonces Ry(0) aterriza en un mapeo parabdlico f.
Mas ain, los rayos Ry, (0 +£1/3) aterrizan en OVy,(—a(fo)) y £(fo,0) = 0ty ... 1e—aty_4t, para
algunos vj,_,, 1y € {0,1,%}.

La demostracién de la primera parte del Teorema 7.2 estd contenida en §7.2. La demostracién
del segundo punto esta en §7.3. En ambas partes, serd tutil entender con mayor profundidad cémo
se acumulan los rayos dindmicos racionales cuando nos acercamos al locus de conexidad a través de
Ru(9), lo que estudiaremos en §7.1.

7.1.  Acumulacion de rayos racionales

Recordemos la definicién de limite superior entregada en la seccién 5. Sea Ry (0) un rayo de
pardmetro con fp un punto de acumulacién de éste en el locus de conexidad. Para o € {4, —, %},

definimos el limsup R$(¢) como el conjunto
f=fo

{#z € C: VW vecindad de z, VW vecindad de fo, 3f € W N Ry(0) tal que R7(t) "W # 0}.

Estudiaremos el caso donde los dangulos ¢ y € son racionales. El siguiente lema, andlogo al correspon-
diente en el caso estudiado por Arfeux y Kiwi ([AK20, Lema 5.3]), nos dice Ry (0) debe aterrizar,
y estudia el comportamiento de los limites de los rayos racionales en J(fp).

Lema 7.3. Sea 0 € Q/Z y Ry(0) un rayo de parametro. Tenemos que:
i) Ry(0) aterriza en un mapeo parabdlico o pcf fo.
ii) Sit € Q/Z es periddico, entonces J(fo) Nlimsup R}(t) = {uo}, donde ug es punto de aterrizaje
de Ry, (t). e

iii) Sit € Q/Z es estrictamente preperiddico y wo € J(fo) Nlimsup R} (t), entonces wy es estric-
f—=fo
tamente preperiodico.

iv) S19 =0+1/3 00" =0—1/3 es periddico, entonces fo es un mapeo parabdlico y el rayo Ry, (0")
aterriza en un punto parabdlico zg.

Si bien en el trabajo de Arfeux y Kiwi se enmarca en el contexto de las curvas 7 p, la
demostracién de las partes 1), i) y i) para nuestro caso es completamente andloga. Solo la
demostracién de i) requiere una pequeia adaptacién, por lo que nos remitiremos a probar este
punto.

Demostracion de i). Sea g un punto de acumulacién de Ry(#) en el locus de conexidad. Supongamos

que g no es parabdlico, luego todos los puntos periddicos en J(g) son repulsores. Como 6 € Q/Z,

existe k > 0 tal que 3%(6 + 1/3) es periédico bajo ms, por lo que R,(3%( + 1/3)) aterriza en un

punto periédico repulsor zg. Luego, por el Lema 5.4 y el Corolario 5.13, se tiene que para f cerca

de g los rayos Ry(3%(0 + 1/3)) son suaves y limsup Ry (3%(0 + 1/3)) = {20} U R,(3%(0 + 1/3)).
f—g
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Ahora bien, para f € Ry(0), se tiene que —a(f) € R?(G—i— 1/3). Luego, si f — g, obtenemos
que —a(g) € K(g)Nlimsup Rfi (0+41/3). Sin embargo, por el Corolario 5.12 y el Lema 5.11, el limite
=g

K (g)Nlim sup Rf (641/3) es conexo y es mapeado por g* dentro de K (g)Nlimsup Ry (3%(0+1/3)) =
f—g f—g
{20}, por lo que K(g) N limsup Rf(@ + 1/3) es un solo punto. Como el punto de aterrizaje de
f—g

Ry (0 + 1/3) pertenece a este conjunto, concluimos que R,(6 + 1/3) aterriza en —a(g), que serfa
preperiédico, concluyendo que g es un mapeo pcf.

Asi, todo punto de acumulacién de Ry () en el locus de conexidad es parabdlico o pcf. Como
solo hay numerables mapeos parabdlicos o pcf en Sp 1 y el conjunto de acumulacién de este rayo es
conexo, concluimos que dicho conjunto se reduce a un punto, es decir, Ry/(0) aterriza. O

7.2.  Aterrizaje en mapeos pcf

Consideremos ahora el caso donde 36 € Q/Z no es periédico bajo ms. Veremos primero que
el polinomio fy donde aterriza Ry (6) es pcf. Luego, utilizaremos esto para probar el primer punto
del Teorema 7.2.

Lema 7.4. Sea 0 € Q/Z tal que 30 no es periddico bajo mg. Luego Ry(0) aterriza en un mapeo

pef fo-

Demostracion. Supongamos que fy es un mapeo parabdlico, con un punto periddico parabdlico zj.
Luego, para algun iterado ¢ se tiene que fi(z0) = 20 y (fd)'(20) = 1, por lo que 2y es un cero
con multiplicidad mayor a 1 de f{(z) — z. Asi para f cerca de fy, deben existir u(f),w(f) puntos
periédicos de f que convergen a zp si f — fo. Més atn, para f € Ry () necesariamente estos
puntos son distintos (de lo contrario tendrfan multiplicador 1, y f tendria puntos parabdlicos, lo
que no ocurre en £(Sy1)).

Separaremos la demostracién en dos casos: cuando w(f) y u(f) pertenecen a la misma com-
ponente conexa de K(f) y cuando no. Veremos que ambos casos llevan a que zy es estrictamente
preperiddico, lo que es un absurdo, concluyendo, por el Lema 7.3, que fy es pcf.

En el caso donde u(f) y w(f) pertenecen a componentes distintas de K(f), existe un k para

el cual el D}k) (u(f)) # Dgck) (w(f)) (por ejemplo, ver [BKM10, Lema 3.8]). Podemos encontrar

por tanto una preimagen &(f) de —a(f) y rayos singulares Rj(s), R’J’}(s') terminando en &(f),

de manera que u(f) y w(f) estdn en componentes distintas de R}(s) U {§} U R}(s'). De esta

forma, si f — fo, como u(f) v w(f) convergen al mismo punto, entonces zy debe pertenecer a

J(fo) N lf]rcns;lpR}(s) o J(fo)N 1i;rls;1pR’}(s’). Como un iterado de s y s’ es § £ 1/3 y 30 no es
—Jo —Jo

periédico, s y s’ son estrictamente preperiédicos y por el Lema 7.3, zq es estrictamente preperiédico.
Esto genera contradiccién.

En el caso donde w(f) y u(f) pertenecen a la misma componente K de K(f), tenemos que K
no es un punto. Luego, por [BH92, Teoremas 5.2 y 5.3], la componente conexa Ky de Ky conteniendo
al punto critico ag(f) es periddica, y K es eventualmente mapeada a Ky. Como ag(f) es prefijo,
tenemos que Ky es fija y k(U) = 0. Como K es periédica pero es mapeada eventualmente a K, que
es fija, entonces K = K. Deducimos que f cerca de K es hibridamente equivalente a un polinomio
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cuadritico Q(z) = 2% + ¢, cuyo punto critico 0 es un punto eventualmente fijo. Consideremos rayos
Ro(s), Ro(s+1/2) aterrizando en 0. Dados puntos «’ # w’ distintos a 0 en K¢, [BFH92, Teorema
I] nos asegura la existencia de n > 0 y dngulos t1 y t2 tal que Rg(t1) aterriza en w', Rg(t2) aterriza
en w', y los dngulos 2"t71, 2"ts estédn en componentes distintas de (R/Z)\{s, s+1/2}. Luego, Q™ (u’)
y Q" (w') estdn en componentes conexas distintas de C\(Rq(s)U{0}URq(s+1/2)). Asi, por [PZ19,
Teoremas A y BJ, encontramos rayos (suaves o singulares) R (t), R?/ (t+1/3) aterrizando en ag(f),

tal que f™(u(f)) y f"(w(f)) estdn en componentes distintas de C\(R%(t) U{ao(f)}U R?/ (t+1/3)).

Tendiendo f — fo, tenemos que f"(20) € J(fo) Nlimsup R(t) o f"(20) € J(fo) N limsup R?/ (t+
f=fo f=fo

1/3). Para algin iterado k > 1, el rayo R;(3%t) es suave y estrictamente preperiédico: si los rayos

ya eran suave, tomar k = 1, y es estrictamente preperiédico pues aterriza en ai(f) # a¢(f); de

lo contrario, para algiin k > 1, 3¥¢ = 30 que no es periédico, y por tanto Rf(3kt) es suave y
estrictamente preperiédico. Como

E(I(fo) Nlimsup R$(t)) € J(fo) N limsup Ry (3%1)

f—=fo f—=fo
y ’
EI(fo) N limsup R} (t +1/3)) € J(fo) N lim sup Ry (3%),
f=fo F—=fo
concluimos que f"**(z9) € J(fo) N limsup R;(3*t). Por el Lema 7.3, f"**(2y) es estrictamente
f—=fo

preperiddico, y por tanto también zy. Esto contradice que zg sea un punto periédico parabdlico. [J

Corolario 7.5. Sea U una regidn de escape con k(U) = t1ta...1e—17, y sea Ry(0) un rayo de
pardmetro con argumento racional. Si para f € Ry(0) existe una R-conexion entre —a(f) y ax(f),
con k < £ —1, entonces Ry(8) aterriza en un mapeo pcf fo. Mds ain, los rayos Ry, (0 £ 1/3)
aterrizan en —a(fo) y k(fo,0) = thihth ...ty 11, donde Vi =15 para j #k y iy = *.

Demostracion. Como k < £ —1y para f € Ry/(f) al menos uno de los rayos R} (6 + 1/3) aterriza
en a(f), entonces Ry (30) aterriza en ary1(f) # ae(f) y por tanto 3¢ no es periddico. Usando el
lema anterior, Ry(0) aterriza en un mapeo pcf fo. Ademds, por el Lema 6.5, para f € Ry (6) los
rayos R?(Q —1/3) y R; (0 +1/3) aterrizan ambos en el mismo punto, en este caso ay(f).

Sea ¢ > 2 tal que t = 370 sea periédico (de manera que para f € Ry (0) el rayo Rf(t) aterriza
en as(f)), y consideremos w el punto periédico donde aterriza Ry, (¢). Como fy es pcf, entonces w
es repulsor. Por el Lema 6.6 y el Corolario 5.13, para f cerca de fj el rayo Ry (¢) es suave y converge
a Ry, (t) cuando f — fy. Pero como para f € Ry (0) el rayo Rs(t) aterriza en ao(f), se tiene que

w = ay(fo) y K(fo) ﬂlfjﬂisjprf(t) = {ae(fo)}-

Para cada j < £—1, consideremos t; una preimagen iterada de ¢ tal que para todo f € Ry(6),
uno de los rayos R}t(tj) aterriza en a;(f), pudiendo escoger t, = 0 +1/3 ot = 6 —1/3. En
orden de probar que t; = i} para j # k y 1y = *, probaremos que Ry, (t;) aterriza en a;(fo). El
argumento que se usard es andlogo al usado en la demostraciéon del Lema 7.3. Como para o = +
o 0 = —, el rayo R{(t;) aterriza en a;(f), entonces a;(fo) € K(fo) N h’}n S}lp R%(t;). Sin embargo,

—Jo

por el Corolario 5.12 y el Lema 5.11, el limite limsup K(fo) N R}(;) es un conjunto conexo que
f=fo
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es mapeado por féij a K(fo) Nlimsup R¢(t) = {a¢(fo)}, por lo que corresponde a un sélo punto.
f=fo

De esta forma, a;(fo) es punto de aterrizaje de Ry, (t;), que es lo que buscabamos. Mas atin, para
j =k, el mismo argumento conduce a que —a(fy) € K(fo) Nlimsup RF(0 +1/3) = {ax(fo)}, por

f=fo

lo que —a(fo) = ar(fo) y los rayos Ry, (0 £+ 1/3) aterrizan en —a(fp).

Con esto, tenemos que se puede definir x(fy,0), y més aun, si £(fo,0) = ¢oththy ... 1p_1t), se

obtiene que ¢j = *, mientras que para j # k, tanto ¢; como L;- toman el valor de 0 o 1 de acuerdo a

sit; €]0—1/3,0+1/3[ot; €]0+1/3,0 — 1/3[ respectivamente, deduciendo que ¢; = ¢;. O

7.8.  Aterrizaje en parabdlico

Enfoquémonos ahora en el segundo caso, a saber, cuando 6 + 1/3 o 6 — 1/3 es fijo. En
este caso, tenemos ya que el punto de aterrizaje fo del rayo Ry(6) es un mapeo parabélico. Por
tanto, durante esta seccién estudiaremos el limite de los rayos R;(6 £ 1/3) y sus preimagenes. Los
resultados principales estan en el siguiente lema:

Lema 7.6. Sea 0 € Q/Z tal que @ =0+1/3 060 =60 —1/3 es fijo y Ry(0) un rayo de pardmetro
tal que para todo f € Ry(0) existe una R-conexion entre —a(f) y ae(f). Sea fo el mapeo parabdlico
donde aterriza Ry (0). Entonces:

i) Ry, (0") aterriza en un punto fijo parabdlico zy € OVy,(—a(fo)).

ii) Si 0" € {6+ 1/3,0 — 1/3} no es fijo, entonces Ry, (0") aterriza en un punto prefijo wy €
Wy, (—a(fo))-
iti) Ry, () no aterriza en OV, (—a(fo)).

Demostracion. Sabemos por el Lema 7.3 que Ry, (0") aterriza en un punto fijo parabélico zg. Ahora
bien, dado que —a(f) € R3(¢') para todo f € Ry(f), entonces —a(fo) € limsup R}(¢). Como
f=fo

limsup R}(0') es conexo, entonces debe contener un elemento en 9V,(—a(fy)), pero sabemos por
f—=fo
Lema 7.3 que limsup R}(0") N J(fo) = {20}. Por tanto z9 € (Vy,(—a(fo))). Con esto probamos i).
f—=fo

De forma anéloga a la anterior, —a(fy) € lim sup R} (6", que es conexo, por lo que lim sup R} !
f=fo f=fo
debe intersecar a dVy, (—a(fo)). Consideremos wy en esta interseccién. Por el Lema 7.3, wy # zo,
pero

fo(wo) € J(fo) N fo(limsup R}(0")) € J(fo) Nlimsup R}(6")) = {20},

f—=fo f=fo

por lo que fo(wp) = 2zp. Sin embargo, como Vj, (—a(fy)) contiene un solo punto critico, fy es 2-1
en esta componente. Como la frontera de Vj, (—a(fo)) es una curva de Jordan (por ejemplo, ver
[RY08, Teorema 1)), entonces la extensién continua de fy en esta frontera es 2 — 1. Asi, wg y 2p son
las tnicas preimégenes de zp bajo fo en OV, (—a(fo)). Concluimos por lo tanto que

Vi, (—a(fo)) N h'Jrcn S}lp R3(0") = {wo}.
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Para poder demostrar ii), probaremos que no existen més componentes acotadas de Fatou
que contengan a wq en su frontera.

Veremos primero que no existe componente acotada de Fatou distinta a Vj,(—a(fo)) que
contenga a 2 en su frontera. Como z( es punto fijo, para toda componente acotada de Fatou P se
tiene que si zg € OP, entonces zg € 0fy(P). Ademds, dado que Ry, (6") es fijo y aterriza en zy, por
el Lema del Caracol se tiene que fj(z0) = 1 (e.g. [GM93, Lema 16.3]), y Vy,(—a(fo)) es fija (ver
[Mil06, Teorema 10.15]). M&s ain, como a(fy) tiene drbita finita y —a(fy) es atraido por zp, no
existen otros puntos periédicos parabdlicos o atractores. Del mismo modo, cualquier disco de Siegel
tiene su frontera contenida en la clausura del la 6rbita de los puntos criticos de fy (por ejemplo,
[Mil06, Teorema 11.17]). Pero como ésta 6rbita es numerable, tampoco pueden existir discos de
Siegel en K(fy). Por tanto, por la clasificacién de componentes de Fatou periédicas (ver [Mil06,
Teorema 16.1]), concluimos que Vy,(—a(fy)) es la tnica componente acotada de Fatou periédica.
M34s atin, por el Teorema del Dominio no Errante (Teorema B), toda toda componente acotada de
Fatou P es eventualmente mapeada a Vi, (—a(fo)). Probaremos entonces que si P # Vy, (—a(fo)) es
una componente acotada de Fatou tal que zg € 0P, entonces fo(P) # Vy,(—a(fo)), lo que generara
contradiccién.

Sea P # Vi, (—a(fy)) es componente acotada de Fatou tal que zy € dP. Para simplificar
notacién, llamaremos V = Vj (—a(fo)). Como zp no es punto critico, existen vecindades U y W
de zp tal que foly : U — W es invertible. La frontera OV es una curva de Jordan (por ejemplo,
revisar [RY08, Teorema 1]). Por tanto, podemos restringir W a un disco topoldgico suficientemente
pequeiio de manera que W NV sea conexo. Luego, (fo|r) > (W NV) debe ser conexo, y como todo
punto en U NV es mapeado a W NV, entonces (fo|y) (W NV) C V. Asi, ningtin punto en U N P
es mapeado a W NV, y por tanto P no es mapeado a V. Como mencionamos anteriormente, esto
es una contradiccion.

Concluimos que la tinica componente acotada de Fatou que contiene a zg en su frontera es
Vi, (—a(fo)). Finalmente, como wg no es critico, entonces fy es localmente invertible cerca de wy,
de manera que la inica componente acotada del conjunto de Fatou que contiene a wg en su frontera
es también Vy, (—a(fo)). De esta forma, el rayo Ry, (6") aterriza en wp, con lo que probamos iii).

Finalmente, para probar i), como 36 = ¢’, entonces Ry, () debe aterrizar en una preimagen
de zp. Ahora bien, solo existen dos preimagenes de zg en OV, (—a(fy)), por lo que existe preimagen z
de zg tal que z & OV, (—a(fo)). Una preimagen del rayo Ry, (6') aterriza en este punto, pero Ry, (¢")
y Ry, (8") aterrizan en zy y wo respectivamente, por lo que Ry, (6) aterriza en z ¢ 0V, (—a(fo)).
Con esto concluimos la demostracién de iii) y del lema. O

Emplearemos ahora el lema anterior para probar la segunda parte del Teorema 7.2.
Corolario 7.7. Sea 0 € Q/Z y U una regidn de escape con k(U) = O0tyta...1e—17. Si 60 =60+1/3
0t =0-1/3 es fijo, y para f € Ry(0) el rayo RF(0') es R-conexion entre —a(f) y ac(f),
entonces Ry (0) aterriza en un mapeo parabdlico fo. Mas ain, los rayos Ry, (6 £1/3) aterrizan en
Vi (=alfo)) y K(fo0,0) = Ou1 ... Le—aty_q1y para algunos vy_q, 1y € {0,1,}.

Demostracion. Por el Lema 7.3, tenemos ya que Ry (6) aterriza en un mapeo parabdlico fo, y

por el Lema 7.6 sabemos que los rayos Ry, (0 +1/3) v Ry, (6 — 1/3) aterrizan en 0V, (—a(fo)).
Luego podemos considerar el kneading de fo con respecto a 0, k(fo,0) = tjtith.... Sea j < £ —1.
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Como fo(a;j(fo)) = aj4+1(fo) no es un punto fijo, entonces a;(fy) no es el punto de aterrizaje de
Ry, (0 £1/3). Luego 1 # *. Supongamos que ¢ = 0, probaremos que ¢; = 0. Como a;(fo) es un
punto eventualmente fijo y K (fy) es conexo, existe t €]0 — 1/3,0 + 1/3[ racional tal que Ry, (t)
aterriza en a;(fo) (e.g. Teorema E). Como a;(fy) ¢ lim S}lp R}(0 £1/3), existen vecindades W

de fo y W de a;(fo) tales que R}(0 £1/3)NW =0 para todo f € W N Ry(#). Sea D.(a;(fo))

un disco cuya clausura esté contenida en W. Restrinjamos W a una vecindad W’ suficientemente

pequetla tal que si f € W', entonces a;(f) € Dc(a;(fo)). Como a;(fo) € Ry, (t) C limsup R}(t),
f=fo

entonces existe f € W' N Ry(f) y z € R}(t) tal que z € Dc(a;(fo)). De esta manera, como
D¢ (a;(fo)) es un conjunto conexo que no interseca a R}(0+1/3) U{—a(f)}UR}(0 —1/3), entonces
De(a;(fo)) € Do(f) 0 De(a;(fo)) € Di(f), pero como De(a;(fo)) MR} () # 0yt €]0—1/3,0+1/3],
entonces D.(a;(fo)) € Do(f). Como a;(f) € De(a;(fo)), entonces a;(f) € Do(f) y asi t; =0.

El caso t; = 1 es andlogo, tomando ¢ €]0+1/3,0—1/3[. De esta forma, ¢; = ¢} para j < -1,
por lo que (fo,0) = 0ty ... o2, t) 41} O
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8. Transitando entre regiones

Hemos trabajado hasta ahora con aproximarnos al locus de conexidad desde rayos de pardme-
tros en regiones de escapes. En esta seccién probaremos que podemos transitar a través de los puntos
de aterrizaje hacia una nueva region de escape, generando un cambio conveniente en sus kneading.
Los resultados principales de esta seccién son los teoremas 8.3, 8.4 y 8.5. Estos trataran los ca-
sos cuando aterrizamos en el locus de conexidad desde un rayo con R-conexién con ag(f) para
0< k<l k=0yk=/{respectivamente.

Durante esta seccién, tendremos fijos U una regién de escape, k € {0,1,...,¢ — 2} U {¢},
0o € Q/Z y un rayo Ry(bp), tal que para f en este rayo exista una R-conexién entre —a(f) y
ax(f) € Do(f). Para el caso k = ¢, asumiremos que 6 = 6y + 1/3 o 6 = 6y — 1/3 es fijo, y por
tanto para f € Ry (o), uno de los rayos R?(Q{)) es R-conexién entre —a(f) y a(f). Llamaremos
fo al punto de aterrizaje de Ry(0p). Estudiaremos el comportamiento de los rayos dindmicos con
argumentos 6y, 6y +1/3 y 6y — 1/3 cerca de fo.

Lema 8.1. Existe una vecindad V de fy, copia de un abierto de C, tal que:

i) Cualquier rayo de pardmetro con argumento 0y, 0o+1/3 y 6y —1/3 que interseque a V, aterriza
en fo.

it) Si0<k<{l—1, entonces para f € V el rayo Ry(36y) es suave y aterriza en agxt1(f).

iti) Si0 <k <{l—1, entonces para f € V el rayo Ry(6p) es suave y no aterriza en ar(f).

Demostracion. Probaremos que podemos encontrar vecindades de fy cumpliendo cada punto pe-
dido. Intersecandolas, y restringiéndolas para tener una copia de un abierto de C, tendremos la
vecindad V pedida.

Dado que hay finitas regiones de escape (Lema 4.3), y en cada una existen finitos rayos de
pardmetro con argumento 6y, 6y + 1/3 y 6y — 1/3, si estos no aterrizan en fy podemos encontrar
una vecindad suficientemente pequena de fy que no los interseque.

Por otro lado, por lo probado en el Corolario 7.5 si 1 < k < ¢ — 1 entonces el rayo Ry, (360)
aterriza en ag41(fo). Como este punto es prefijo repulsor y no tiene puntos criticos en su érbita,
entonces para f cerca de fj el rayo Ry(30) es suave y aterriza en axy1(f) (pues es el punto prefijo
repulsor que converge a ax+1(fo) cuando f — fp).

Finalmente, si 1 < k < £—1, entonces nuevamente por el 7.5, los rayos Ry, (0y+1/3) aterrizan
en ai(fo) = —a(fo). Luego, el rayo Ry, (0y) debe aterrizar en 2a(fy) # ax(fo). Asi, como este punto
es prefijo repulsor y tiene orbita libre de puntos criticos, entonces existe vecindad suficientemente
pequeiia de fy tal que el rayo Ry(6p) es suave y aterriza en un punto prefijo repulsor que converge
a 2a(fo) cuando f — fo. Este punto donde aterriza no puede ser ay(f), pues ax(f) converge a

ar(fo) # 2a(fo). O

De ahora en adelante, denotaremos V), a alguna vecindad cumpliendo con lo pedido en el
lema anterior. Como Vo NU es abierto, podemos encontrar 0 < ¢ < 1/3 suficientemente pequeno
tal que para todo 6 € [y — €, 6y + €], exista un rayo Ry (6) suficientemente cerca del rayo Ry (6o)
intersecando a Vo NU.
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Si k < ¢ — 1, entonces consideremos gg € Ry (6o +¢) N Vo NU, y definamos Sy componente
conexa de V) sin los rayos de pardmetro con dngulos 6y y 6y = 1/3 (en cualquier regién de escape),
conteniendo a gg.

Sik={~y 6 =0y+1/3, entonces consideremos go € Ry (0o +) N Vo NU. Si ) = 0y — 1/3,
entonces consideremos gg € Ry (g —e) N Vo NU. En ambos casos, llamemos Sy componente conexa
de Vy sin los rayos de pardmetro con dngulos 6), &+ 1/3, conteniendo a gq.

De esta manera, siempre tenemos que Sy estd contenida entre el rayo Ry (6y) y algin otro
rayo de pardmetro (en U o en otra regién de escape), pudiendo este ser el mismo Ry (6p). El siguiente
lema nos indica cémo se comportan los rayos involucrados dentro de Sy.

Lema 8.2. Sea Sy definida como en el pdrrafo anterior. Se tienen las siquientes:
i) Si0 <k <{l—1, entonces para todo f € Sy, el rayo Ry(0p+ 1/3) es suave y aterriza en ap(f)
it) Si k=0, entonces para todo f € Sy, el rayo Ry(6y) es suave y aterriza en ao(f).

iii) Si k ={, entonces para todo f € Sy, el rayo Rs(6;) es suave y aterriza en ae(f)

Demostracion. Partamos primero viendo el caso k < £ — 1. Por la definicién de V) y el Lema 8.1,
para f € V, el rayo Ry(36) es suave. Por tanto, los rayos Ry(6p) y Ry(6o £ 1/3) son suaves salvo
cuando f estd en un rayo de pardmetro con argumento 6y o 6y £ 1/3. Como Sy estd libre de tales
rayos, entonces para todo f € Sy los rayos Ry(6y) y Ry(6p = 1/3) son suaves, y por tanto el punto
donde aterrizan depende suavemente de f.

Como para f € Vy, el rayo R;(36p) aterriza en axy1(f), entonces debe haber una o dos
preimdgenes de este rayo aterrizando en ax(f) (dependiendo si k > 0 o k = 0, respectivamente).
Como estos rayos son suaves, el o los rayos que aterrizan en ay(f) se mantienen a lo largo de Sp.
Por tanto, basta ver dénde aterrizan los rayos Ry, (0o) y Ry, (00 £ 1/3), con go € Ru(6o +¢) N So.
Tenemos que 0y — 1/3 €](6y +¢) + 1/3, (60 + ) — 1/3[, por lo que el rayo R, (0y — 1/3) aterriza
en Di(go). Como gog € U, sabemos que ar(go) € Do(go), por lo que en este punto puede aterrizar
Ry, (00 +1/3) ¥y Ry, (o). Para el caso k = 0, ambos deben aterrizar en ag(go), habiendo probado
tanto ), como el caso de i) donde k = 0. Para el caso 0 < k < ¢ — 1, por definicién de Vg y el
Lema 8.1, el rayo Ry, (6p) no aterriza en ay(go). Por tanto el rayo Ry, (6o + 1/3) aterriza en ax(go),
habiendo terminado de demostrar 7).

Para el caso k = ¢, asumiremos 6 = 6y + 1/3, pues el otro caso es andlogo. Tenemos que el
rayo R(6}) es fijo, por lo que es suave salvo en los rayos de pardmetro con argumentos 6 £ 1/3,
que no intersecan Sy. Es decir, para todo f € Sp, el rayo Ry(6]) es suave, y por tanto el punto
donde aterriza depende suavemente de f. Ahora bien, llamemos z(f) el punto fijo en Dy(f) distinto
a ar(f). Como 0 = 6p+1/3 €](o+¢)—1/3, (6o +¢)+1/3[, entonces el rayo Ry, () debe aterrizar
en z(go) 0 ae(go), y por consiguiente todo para todo f € Sy el correspondiente rayo aterriza en z(f)
0 ay(f). Sin embargo, como Sy contiene rayos suficientemente cerca de Ry(6p) con pardmetros en
160,60 + €], podemos considerar f € Ry (6p) N Vo y una sucesion (f,)nen tal que f, € U NSy, fn
estd en un rayo de pardmetro 6, con 0, — 0f, vy f, — f. Si los rayos Ry, (0,) aterrizan en z(f,),
entonces al tender f,, — f estos rayos se aproximan a RJ; (8), que debiese aterrizar en z( f) Pero

como f € Ry (), entonces el rayo RJ; (6}) es R-conexién con ay(f), lo que contradice lo anterior.
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Asi, necesariamente los rayos Ry, () aterrizaban en a¢(f,) y por consiguiente para todo f € So,
el rayo R(6)) aterriza en ay(f), terminando la demostracién de 444) y del lema. O

Finalmente, estudiaremos en cada caso el kneading de la region donde vive el otro rayo donde
limita Sy, con lo que podremos probar los teoremas principales de esta seccién. El primero de estos
dice relacién con el caso donde existe una R-conexién con algin ay(f), donde 1 < k < £ — 1.

Teorema 8.3. Sea U una regidn de escape y 0y € Q/Z. Supongamos que para f € Ry(0y) existe
una R-conexidn entre —a(f) y ar(f) € Do(f), con1 <k < £—1. Sea fy el mapeo pcf donde aterriza
Ru(0o). Luego, existen una region de escape U' y un rayo Ry () aterrizando en fy tal que si

KU) =001 ... tp—10tk41 ...,

entonces
!
H(u ) = OL1 PN kallLle e

En particular, si ax(f) tiene tiempo de retorno mazimal, entonces k(U') se obtiene de k(U) con un
movimiento de tipo B.

Demostracion. Sean Vg y Sy como fueron definidas anteriormente. Como para f € Vg el rayo R (6)
es suave, no existen rayos de pardmetro con argumentos 6y + 1/3 en V. Luego, Sy se encuentra
comprendida entre Ry (6p) y un rayo de pardmetro Ry (6p) en una regiéon U’. Probaremos que
esta region U’ es la regién buscada. Por el Lema 8.2, para f € S, el rayo Ry(0y + 1/3) aterriza
en ak(fy). Siguiendo el orden ciclico en Vy, podemos encontrar § > 0 suficientemente pequefio tal
que para todo 0 € [0y — 4, 6p[, existe un rayo Ry (0) cerca de Ry (6y) intersecando a Sy. Para
f € Ru 0y —96) NSy, tenemos que Oy + 1/3 €]y + 1/3 — 6,600 — 1/3 — §[, por lo que R¢(6p +1/3)
aterriza en Dy (f) y asf ax(f) € Di(f). De esta forma, si k(U’') = 0t}cy ... 1, 1}, entonces i} = 1.

Finalmente, si tomamos f € Ry (6o)N Vo y una sucesion (fp)nen tal que f,, € U'NSo, f estd
en un rayo de parametro 6, con 8, — 6, ,y f, — f, entonces tenemos que Ry, (6p +1/3) converge
a R;f (0o +1/3), y sigue aterrizando en ay(f). De esta forma existe f € Ry () tal que se tiene

una R-conexién entre —a(f) y ax(f). Como el rayo Ry (0y) aterriza en fy, por el Teorema 7.2, se
tiene que (fo,00) = 0ty ...t} _1 * L3y - ... Pero como k(fo,00) = Oty ...tk—1 * Lgy1 - .., concluimos
que para j # k, L; = 1, completando la demostracion. O

El segundo de los teoremas de esta seccidon se refiere al caso donde existe una R-conexién con
el punto critico ag(f):

Teorema 8.4. Sea U una region de escape con k(U) = Otyta ... te—177 y 6o € Q/Z. Supongamos que
para [ € Ry(6y) existe una R-conexion entre —a(f) y ao(f). Sea fo el mapeo pcf donde aterriza
Ru(bp). Dado m > 0 con iy, = 0, existen regiones de escape Uy, Uy y rayos Ruy, (Yo), Ry (91)
aterrizando en fq tal que

k(U;) = Obgi)Lg) . Léi_)lby)
con L;i) =0s11; =1y Lﬁ,? = i. En particular, si ag(f) tiene tiempo de retorno mazimal p, y
elegimos m = p entonces k(Uy) se obtiene de K(U) con un movimiento de tipo A.
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Demostracion. Sean Vy y Sy como fueron definidas anteriormente. El sector Sy estd comprendido
entre rayos de pardmetro Ry (6p) v Ry (9), con ¢ € {0y,00 + 1/3,00 — 1/3}. Probaremos que
9 =0+ 1/3 y U es una de las regiones U; pedidas.

Al igual que antes, podemos encontrar § > 0 suficientemente pequenio tal que para todo
0 € [¥ — 4,9, existe un rayo Ry (0) cerca de Ry () intersecando a Sp. Ahora bien, para f € S
los rayos R¢(6p) y Ry¢(0o + 1/3) son suaves y aterrizan en ag(f) (por el Lema 8.2), por lo que en
particular ambos rayos aterrizan en Dy(f). Para probar que ¢ = 6y + 1/3, supongamos primero que
¥ =0y —1/3. Luego, 0y €]0p — 6,00 — 6 +1/3[=]9 —6+1/3,9 —d — 1/3], lo que contradice que para
f € Ry (¥—38)NSy, el rayo Ry(6y) aterrice en Do(f). Del mismo modo, si suponemos que 9 = 6y,
entonces 0y +1/3 €]6y —6+1/3,60 — 6 —1/3[, lo que contradice que Ry (6 +1/3) aterrice en Dy(f)
para f € Ry (9 — §) N Sp. De esta forma, la tnica opcién posible es que ¢ = 6y + 1/3.

Ahora bien, si tomamos f € Ry (0o +1/3) N Vo y una sucesion (fy)nen tal que f,, € U'N S,
fn estd en un rayo de pardmetro 6, con 6,, — 6y +1/37,y f, — f, entonces los rayos Ry(6p+1/3)
y Ry(0o) converge a Rz(6p +1/3) y R}' (0o) respectivamente, y siguen aterrizando en ag(f), por lo

que existe f € Ry (0o + 1/3) tal que se tiene una R-conexién entre —a(f) y ao(f).

Por el mismo argumento, cambiando U por U’ y 6y por 6y + 1/3, podemos encontrar una
vecindad U"” y un rayo Ry (6o + 2/3) = Ry (0o — 1/3) aterrizando también en fy, tal que para
f en este rayo se tiene una R-conexién entre —a(f) y ao(f). Probaremos que las regiones U’ y U"”
cumplen lo pedido para las regiones Uy y Uy (no necesariamente en ese mismo orden).

Llamemos x(U') = 0ujthy ...ty 1, y kU") = 0y .. .1 1. Como los rayos Ry (6o + 1/3

v Rur (0o — 1/3) aterrizan en fo, sabemos por el Teorema 7.2, que x(fo, 0 + 1/3) = xifth...¢) 11}
v k(fo,0 —1/3) = iy .1} 1] Sit; = 1y en a;(fo) aterriza un rayo Ry, (t;), entonces t; €
100+1/3,00—1/3], y asi tenemos que t; €]0, 0o—1/3[ y t; €]00+1/3, 0, por lo que v; = ¢/ = 0. Por
otro lado, si ty, = 0, y t,, es tal que Ry, (t,,) aterriza en a,,(fo), entonces t,, €|6p —1/3,60 +1/3].
De esta manera, podemos tener o bien que t,, €]6p — 1/3,6¢[ 0 tm €]600, 00 + 1/3]. El primer caso
implica que ¢, = 1y ¢!/ = 0, mientras que el segundo implica que ¢/, =0y ¢/ = 1. En el primer
caso, llamamos U’ = Uy y U" = Uy, mientras que en el segundo U’ = Uy y U"” = U1, que son las
regiones buscadas. O

Finalmente, nuestro tdltimo teorema de la seccién se refiere al caso donde existe una R-
conexion con el punto fijo ag(f):

Teorema 8.5. Sea U una region de escape con k(U) = 01721, 50 y 0y € Q/Z tal que O = 6y +1/3
00, = 6y —1/3 es fijo. Supongamos que para f € Ry(0o) existe una R-conexidon entre —a(f) y
a¢(f). Sea fo el mapeo parabdlico donde aterriza Ry (0o). Existen una region de escape U' y un rayo
Ry (0o) aterrizando en fy tal que k(U') = 01°7101.

Demostracion. Consideremos Vg y Sp como fueron definidas anteriormente. Asumiremos que 0, =
0o + 1/3, pues la otra demostracién es andloga. Tenemos que Sy estd comprendida entre Ry (6g) y
Ry (¥), con ¢ € {6y,00 — 1/3}. Probaremos que 9 = 6.

Como para f € Sy, el rayo Ry(6p + 1/3) aterriza en ay(f), entonces al acercarnos a Ry ()
estos rayos se acercan a R}'(Gg + 1/3), que sigue aterrizando en as(f). Luego, para f € Ry ()
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tenemos una R-conexién entre —a(f) y a¢(f). Sin embargo, si ¢ = 6y — 1/3, entonces al aterrizar en
fo, el Lema 7.6 nos dice que Ry, (0o —1/3+1/3) = Ry,(0o) aterriza en 0V (—a(fo)). Sin embargo,
como Ry (0y) aterriza en fy, el mismo lema nos dice que esto no ocurre, lo que lleva a contradiccién.
Concluimos 9 = 6.

Estudiaremos ahora el kneading de U’. Llamemos x(U') = 0}ty ... 1) i, Como se menciond
en el parrafo anterior, se tiene que para f € Ry (V) el rayo RT (6p+1/3) aterriza en a¢(f), de donde
este punto estd en D1(f) y asf ¢y, = 1. Por el Lema 4.4, concluimos también que t,—; = 0. Finalmente,
como los rayos Ry (0p) v Rur(0o) aterrizan en fy, el Teorema 7.7 nos dice que los primeros £ — 1
simbolos de x(U) y k(U") coinciden con aquellos en x(fy,8y), y por tanto coinciden entre ellos. Asi,
concluimos que para 0 < j < £ — 1, se tiene que L} = 1. De esta forma x(U’) = 01¢~201. O
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9. Demostracion final

Habiendo trabajado hasta acd las distintas partes de la demostracién, podremos ahora co-
nectar las regiones de escape en Sy 1 y asi probar la conexidad de esta curva para todo £ > 2.
Separaremos la demostraciéon en dos partes: primero probaremos que es posible conectar cualquier
regién de escape con alguna cuyo kneading es la secuencia 01°~201. Luego, probaremos que todas
las regiones con tal kneading pueden ser conectadas con una tnica regién con kneading 0. Para
probar lo primero, utilizaremos el siguiente lema:

Lema 9.1. Si se parte de una secuencia Oty ...1p_177 y se realizan movimientos de tipo A y tipo
B, entonces se llegard después de finitos pasos a 01272%71%.

Demostracion. Si la secuencia original es 01£_2L2_1L2, no hay nada que demostrar. De lo contrario,
definamos las funciones u(k),v(k) de la siguiente forma. Para ambas funciones, consideremos los
primeros ¢ — 1 simbolos de x, K = Ow; ...w;—2. La funcién u(x) se definird como la cantidad de 1’s
que aparecen en K. Para la funcién v(k), si K = 0°~!, entonces definimos v(x) = 0. Si K # 0, dados
n>0,m>1tal que K =0-0"1"wp4my1 - . - wWe—2, definimos v(k) = n+m. Vemos que u(x) y v(k)
toman valores entre 0 y /—2. Mds atn, los movimientos de tipo A aumentan los valores de v, mientras
que los movimientos de tipo B aumentan el valor de u y no disminuyen el de v. De esta forma, si x’
se obtiene a partir de k luego de un movimiento de tipo A y B, entonces (v(k'), u(k)) > (v(k), u(k))
en el orden lexicogréfico. Asi, partiendo desde cualquier secuencia Ocq ... ty_17g, después de finitos
movimientos se llega a una secuencia que maximiza el par (v(k),u(x)). El méximo de estos pares
se da cuando v(k) = u(k) = £ — 2, es decir, cuando & es de la forma 0172/, .}, probando lo
buscado. O

Con este resultado podremos unir cada regién de escape con alguna con kneading 01¢=201.
Sin embargo, para completar la demostracién, necesitaremos indicar cudl serd la regién final a la
que conectaremos todas las otras regiones de escape. Para esto, necesitaremos el siguiente lema:

Lema 9.2. Sea ¢ >3 y0 < p < {—1. Entonces existe un tinico polinomio cuadrdtico Q(z) = z*>+c
tal que 0 es mapeado en exactamente £ pasos a un punto fijo con nimero de rotacién p/(¢ — 1).
Del mismo modo, existe un tnico polinomio cuadrdtico Q(z) = z? + ¢ tal que 0 es mapeado en
exactamente dos pasos a un punto fijo.

Demostracion. Notemos que la condicién Q3(0) = Q?(0) # Q(0) exige que ¢ = —2. Por tanto
Q(z) = z? — 2 es el tnico polinomio cuadrético que mapea 0 en exactamente dos pasos a un punto
fijo.

Sea ahora £ >3y 0 < p < £—1. En primer lugar, se sabe por [Gol92, Corolario 8] que existe
un tnico conjunto de rotacién para ms con nimero de rotacién p/(¢ — 1). Sea P este conjunto y ¢
algin elemento cualquiera en P. Existe un tnico intervalo de (R/Z)\P de largo mayor a 1/2, y un
Unico intervalo I de largo minimo que es mapeado de forma biyectiva por m§_2 al intervalo de largo
mayor. De esta forma, existe un tinico 6 € I tal que 2720 =t 4 1/2. Sea ¢ el punto de aterrizaje
del rayo R ¢(0). Probaremos que existe el inico polinomio cuadratico que cumple lo pedido en el

enunciado es Q. (z) = 22 + co.

Si un polinomio cuadratico Q(z) = 22 + ¢ mapea 0 después de £ pasos a un punto fijo con
ntimero de rotacién p/(¢ — 1), entonces en este punto Q°(0) aterrizan los rayos Rg(s), con s € P.
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De esta manera, el rayo Rg(t) aterriza en Q°(0) y por tanto Rg(t +1/2) en Q°~1(0). De acuerdo a
[Mil00, Lema 2.8], si un rayo Rg(s) aterriza en Q(0) entonces s debe estar en el intervalo I definido
anteriormente. Debe existir un rayo Rg(s) aterrizando en Q(0) que sea mapeado en £ — 2 pasos a
Ro(t+1/2), por lo que tal 4ngulo s debe estar en I y ser mapeado por moe—2 a t + 1/2. El tnico
angulo cumpliendo esto es 6, por lo que el rayo Rg(6) aterriza en Q(0) = c. De esta forma, c es el
punto de aterrizaje de R (), es decir, c=cp y Q = Qc,-

Para completar la demostracion del lema, basta probar que ()., cumple lo buscado. Ahora
bien, como ¢o es el punto de aterrizaje del rayo Ra(f), entonces el rayo Rq, (¢) aterriza en
¢ = Qe (0). Como 6 es mapeado en £ — 1 pasos por mg a t, entonces 0 es mapeado en exactamente
¢ pasos al punto de aterrizaje de Rq., (t). Basta probar que este punto es fijo, o equivalentemente,
que todos los rayos con argumento en P aterrizan en el mismo punto. Ahora bien, # tiene tinicas dos
preimagenes s, s + 1/2 bajo mg, ambas en el intervalo de mayor largo de (R/Z)\P, de manera que
los rayos Rq, (s) vy Rq., (s + 1/2) aterrizan en 0. Luego todos los angulos de P estédn en el mismo
intervalo |s,s +1/2[ 6 |s + 1/2, s[. De acuerdo a [BFH92, Teorema IJ, y sabiendo que mq(P) = P,
esto implica que los rayos con argumento en P aterrizan todos en el mismo punto. Esto termina la
demostracion del lema. O

Finalmente, terminaremos la demostracién de la conexidad de la curva .#% ; conectando todas
las regiones de escape de Sg; una tnica regién de kneading 0

Teorema 9.3. Sea ¢ > 2. Se tiene que:

i) Toda region de escape U de Sp1 con kneading k(U) = Ot1ta . .. Lo—2ls # 01¢=24,_177 puede conec-
tarse a una region de escape U' cuyo kneading se obtiene a partir de k(U) con un movimiento
del tipo A o B.

it) Toda region U de Sg1 con kneading x(U) = 01¢=24,_177 puede conectarse a una reqion de
escape U' cuyo kneading es 01¢201.

iii) Erxiste una region Uy con kneading 0 de manera que toda region U de S 1 con kneading k(U) =
01=201 puede conectarse con Up.

iv) La curva Sp1 es coneza.

Demostracion. Consideremos U una regién de escape con kneading Oty ...tp_17y 7 01¢=244_177. Por
el Teorema 6.2, existe un rayo R;(6y) para el cual los rayos dindmicos con argumento 6y £+ 1/3
son R-conexiones con algin ai(f) con tiempo de retorno maximal, con k < ¢ — 1. Luego, por
Teorema 7.2, este rayo aterriza en un mapeo pcf fo € C(Sp,1). Més atn, por el Teorema 8.3 o 8.4,
existen una regién U’ y un rayo Ry (9) aterrizando en fy, donde el kneading de U’ se obtiene a
partir del kneading de U con un movimiento de tipo B (en el caso 0 < k < £ — 1) o de tipo A (en
el caso k = 0). Esto prueba 7).

Sea ahora U una regién cuyo kneading es de la forma 01¢=2.,,_17;. Si 1y = 1, entonces ty_; = 0
y no hay nada que probar. De lo contrario, por Teorema 6.2 podemos encontrar rayo Ry (6p) tal
que 0y = 0y +1/3 0 0 = 0y — 1/3 es fijo y para f € Ry(0y) el rayo Ry(6)) es R-conexién entre
—a(f) y ae(f). Por el Teorema 7.2, el rayo Ry (o) aterriza en un mapeo parabdlico fo € C(Sp1), ¥y
m4ds ain, por el Teorema 8.5 existe regién de escape U’ y rayo Ry (6p) aterrizando en fy, tal que
k(U') = 01~201. Esto concluye ii).
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Para probar iii), siguiendo el Lema 9.2, consideremos @, el Gnico polinomio cuadratico de
la forma 22 + ¢y cumpliendo que 0 es mapeado después de exactamente ¢ pasos a un punto fijo
repulsor con nimero de rotaciéon —1/(¢ — 1) = (£ — 2)/(¢£ — 1), y Up la tnica regién de escape con
kneading 0 asociada a este polinomio (que es tinica por el Lema 4.6). Sea U una regién de escape
con kneading 01°=201. Probaremos que U puede ser conectada con Uy. Como en U el tiempo de
retorno maximal es £ — 1 = pg, entonces por el Teorema 6.2 existen un 6y € Ip_1 =Jay_1, Be—1[ y un
rayo Ry (o) tal que para f en este rayo, los rayos dindmicos R¢(6p + 1/3) son R-conexiones entre
—a(f) v ao(f). Como 6y € I,_1, sabemos por el Lema 6.3 que

Oo—1/3>ap1—1/3= mgfl(ag,l) > ma(ap_1) >ma(ae_1) > ... > mgfz(agfl) >0y +1/3.

Luego, para cada k > 1 el rayo Rf(3kag_1) es suave y aterriza en algin punto cuya érbita esta
contenida en D1 (f). Por el Lema 4.4, el tnico punto con tal itinerario es el punto fijo en D1 (f), es
decir, a¢(f), por lo que todos los rayos Rf(?)kag,l) rayos aterrizan en tal punto.

Por el Teorema 7.2, el rayo Ry (6p) aterriza en un mapeo pcf fo, y por el Teorema 8.4 (con
m = £—1), existen una regién de escape U’ con kneading 0 y un rayo Ry (9) aterrizando en fo. Més
ain, como para k > 1 los rayos R(3"a,_1) aterrizan en el punto fijo repulsor a,(f), por [GM93,
Teorema B.4] los rayos Ry, (3%ay_1) aterrizan en el punto fijo repulsor a(fo). Luego, para f cerca
de fy lo mismo ocurre, y en particular para f € Ry (0) cerca de fo, los rayos Ry (3%ay_1) son suaves
y aterrizan en ay(f). Mostraremos con esto que la regién U’ es la regién Uy definida anteriormente.

Como x(U’) = 0, dado f € U', por §4.4 podemos encontrar abierto D conteniendo la com-
ponente conexa Ky de K(f) tal que ag(f) € Ky, cumpliendo que f|p es hibridamente equivalente
a un polinomio Q(z) = 2% + ¢. Por medio de la conjugacién hibrida podemos deducir que Q*(0) es
punto fijo, y es distinto a Q°~1(0). Ademds, dado que los rayos Ry (3*a,_1) aterrizan en a,(f) y
el conjunto {3ay_1,...,3 tay_1} forma un conjunto de rotacién para ms con nimero de rotaciéon
—1/(¢ — 1), por la correspondencia de [PZ19, Teoremas A y B] se tiene que el conjunto

{t € R/Z : Rg(t) aterriza en Q*(0)}

es conjunto de rotacién para msy con nimero de rotacién —1/(¢ — 1). Es decir, Q(0) tiene niimero
de rotacién —1/(¢ — 1), por lo que 0 es mapeado por @ en exactamente ¢ pasos a un punto fijo con
ntimero de rotacién —1/(¢ — 1). De esta forma, @ es el polinomio Q., definido anteriormente y asi
U’ es la tnica regién Uy asociada a este polinomio. Con esto probamos #ii).

Finalmente, para probar que Sy_; es una curva conexa, basta conectar cualquier regién de
escape con la regién Uy de la parte anterior. Dada una regién de escape U, el Lema 9.1 junto con la
parte i) de este teorema nos dice que podemos conectar I con una regién con kneading 01/~ 1, _11,.
La parte i) del teorema nos permite conectar esta regién con una regién con kneading 01°~201.
Finalmente la parte 4ii) nos permite conectar esta dltima regién con una dnica regién de escape
Up. Esto termina de probar el punto iv), este teorema, y por consiguiente, termina de demostrar el
objetivo de esta tesis.

O
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