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“There are two kinds of mathematicians.

The matematicians who tackle a difficult problem
and they find a simple solution

and then we can move on and build on that.
There is another type of mathematician

who works on very difficult problems,

and, after the solution is found,

the problems remains very difficult”

Atle Selberg"

'Esta frase fue mencionada por Enrico Bombieri en el volumen de verano de 2008 de “The Institute Let-
ter”, publicado por el Instituto de Estudios Avanzados en Princeton. Ademads, Bombieri agregd: “It’s clear
that Selberg was in the first group. He always looked for simplicity, elegance, and depth.”. Se puede encontrar
en https://www.ias.edu/sites/default/files/documents/publications/Summer’202008.pdf.
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Introduccion

Siguiendo [BZ01], decimos que un conjunto A de niimeros algebraicos tiene la propiedad
de Bogomolov (B) si existe un nimero real positivo 7" tal que el conjunto

A(T) = {a € A\ {0} : h(a) < T}

consiste de todas las raices de la unidad en A, donde h(a) es la altura logaritmica absoluta
de Weil. Mas precisamente,

Definicién. Sea a € QQ un ntimero algebraico y K un cuerpo de nimeros que contiene a
a. La altura absoluta de Weil de o es

H(a) = [] max{L |al,}*"

vEMK

La altura logaritmica absoluta de Weil es
dy
h(a) =log(H(a)) = > —log" |al,

donde My es el conjunto de todos los lugares en K, log™ |a|, = logmax {1, |al,}, d, = [K, :

Q) yd=[K:Q]

Observacion. h(a) no depende de la eleccion de K.

Un teorema de Kronecker dice que h(a) = 0 si y sélo si « es cero o una raiz de la unidad,
asi que los conjuntos con la propiedad (B) cumplen que el cero estd aislado de los valores de
h(c).

Todo cuerpo de nimeros cumple la propiedad (B). También existen extensiones alge-
braicas infinitas de Q que cumplen (B). Daremos un breve restimen de los resultados més
generales en orden cronoldgico.

2000: En [AZ00], Francesco Amoroso y Umberto Zannier mostraron que la méxima extension
abeliana K de un cuerpo de niimeros K satisface (B). En particular, cada extensién
abeliana de K satisface (B).

2001: En [BZ01], Enrico Bombieri y Umberto Zannier probaron que cada extensién de Galois
infinita L/Q con grado local acotado en algiin primo racional (ver Definicién 2.3.1) tiene
la propiedad (B).



2011:

2011:

2015:

En [Hab13], Philipp Habegger introdujo una familia de extensiones Galois infinitas
no abelianas de Q que satisfacen (B). Mds concretamente, sea F una curva eliptica
definida sobre Q y FEiq. €l grupo de puntos de torsion en E definido en alguna clausura
algebraica de Q. Habegger consideré el cuerpo Q(FEjqs) generado por el conjunto de
coordenadas de los puntos en FEi,¢ respecto a un modelo de Weierstrass de E con
coeficientes racionales.

Si E tiene multiplicacién compleja, Q(Fios) cae dentro de la familia de [AZ00] asi que
satisface (B).

Por lo tanto, el caso interesante es cuando F no tiene multiplicaciéon compleja y en
este contexto es donde Habegger demostré que Q(Ey,s) también satisface (B) y no
estd contenido en K*" para ningin cuerpo de nimeros K.

En [ADZ14], Francesco Amoroso, Sinnou David y Umberto Zannier generalizaron
[BZ01, Theorem 2] y [AZ00]. Si K es un cuerpo de nimeros y L/K una extensién
de Galois infinita con grupo de Galois G, ellos mostraron que si £ C L es el cuerpo
fijo por Z(G) y E/K tiene grado local acotado en algin lugar no arquimedeano v
en K acotado por dy, entonces, L tiene la propiedad (B), con cota inferior uniforme
en v, dyg y [K : Q]. Ademds, obtuvieron el siguiente corolario: si K es un cuerpo de
nimeros y L/K una extensién de Galois infinita con grupo de Galois G tal que G/Z(G)
tiene exponente finito b, entonces L tiene la propiedad (B), de manera uniforme en b

y [K: Q]

En [Gall6], Aurélien Galateau encontro una familia de extensiones Galois infinitas de
Q generadas por invariantes j de ciertas curvas elipticas con mulplicacion compleja que
satisface (B) y no pertenece a la familia establecida en [ADZ14]. En particular, si G es
el grupo de Galois de uno de estos cuerpos, Galateau demostré que G/Z(G) no tiene
exponente finito y encontrd una cota inferior explicita para la altura de los elementos
de estos cuerpos, que depende solo de cierto primo racional ligado a su construccion.

En esta tesis exhibiremos una familia de extensiones algebraicas infinitas de Q que sat-
isfacen (B) pero que no cae dentro de la familia establecida en [ADZ14], [Hab13] y [Gall6].

Maés concretamente, fijemos p un nimero primo impar. Dado K un cuerpo cuadratico,
sea Hg su cuerpo de clases de Hilbert, es decir, la maxima extensién abeliana no ramificada
de K (ver por ejemplo [Cox14, Theorem 5.18]). Luego, consideremos la coleccién de cuerpos
cuadraticos

S, ={K/Q : pno escinde en K} .

Sea L, el compuesto de Hg’s donde K varfa sobre S,. Nuestros resultados son los
siguientes.

Teorema A. L, satisface la propiedad (B).

Teorema B. Si E es un cuerpo de nimeros tal que L,/E es una extension de Galois
infinita, entonces

Gal(L,/E)/Z(Gal(L,/E))

tiene exponente infinito.



Demostraremos que L, tiene grado local acotado sobre p (ver Definicién 2.3.1) y L,/Q
es una extension normal, asi que el Teorema A sigue de [BZ01, Theorem 2|. M4ds ain,
haciendo uso de la descripcién explicita de extensiones cuadréticas de cuerpos p-adicos fuimos
capaces de usar la efectividad de [BZ01, Theorem 2| respecto al limite inferior de las alturas,
obteniendo el siguiente teorema.

Teorema C. L, satisface que

log p
liminf h(a) > —>—.
minfh(e) 2 72577
Observacion. A pesar de que el Teorema A es una consecuencia del Teorema C, la de-

mostracion del Teorema A es mds simple y representa de mejor manera el porqué L, tiene
la propiedad (B).

Para demostrar el Teorema B, seguimos la misma idea de [Gall6, Proposition 3.2] con la
diferencia que explotamos mas la estructura de grupos dihedrales generalizados que poseen
los grupos de Galois de los cuerpos de clases de Hilbert sobre Q cuando consideramos cuerpos
cuadraticos imaginarios.

Nuestra construccién es similar y extiende la de [Gall6]. En su caso, en vez de tomar el
conjunto S, consideran el siguiente conjunto ([Gall6, Lemma 3.1]):

R, = {@(\/—_q) g es primo, ¢ =3 mod 4y <—?q) = —1},

para luego construir un cuerpo llamado Lp, de la misma manera que se construye L,,.

En [Gall6, Proposition 3.3] se demuestra que Lp, no pertenece a las extensiones estable-
cidas en [Habl13]. Ademads, tenemos la inclusion Lp, C L, ya que R, C S,. Luego, el
siguiente resultado es una consecuencia inmediata.

Teorema D. Si E es una curva eliptica definida sobre un cuerpo de nimeros K, entonces

L, ¢ K(E,).

Por completitud replicaremos la demostracién aqui.

Por contradiccién supongamos que L, C K(Eiq).

Si E tiene multiplicacién compleja, K(FEi,) C K? con lo cual Gal(L,/L, N K) =~
Gal(L,K/K) serfa abeliano, lo que contradice el Teorema B.

Si E' no tiene multiplicacién compleja, sea ¢ un primo que satisface las condiciones de R,
y es suficientemente grande de tal forma que ¢ no ramifica en K, la curva eliptica E tiene
buena reduccién en todos los primos de K sobre ¢ y es posible ocupar el teorema de imagen
abierta de Serre ([Ser72]):
Gal(K(Elq])/K) ~ GLy(F).

Si K; = Q(v/—q), la extension Hg, /Q ramifica de buena manera en ¢ y no ramifica en
otros primos por lo que Hg, € K(E[qg]). Ademéds, podemos escoger ¢ tal que

Gal(Hy,/Q) ~ C(Ox,) x L/2Z
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no sea abeliano, para esto basta que C'(Of,) no tenga exponente 2 (ver Lema 3.1.1 y Lema
1.1.2).

Es posible incrustar este grupo de Galois como un subgrupo normal de GLy(F,) que no
estd contenido en su centro. Al ser PSLy(F,) un grupo simple, se tiene que |Gal(Hg,/Q)| >
q(¢* — 1) y por ende

€Ok = W=D

Siguiendo [Lou92], por la férmula analitica del nimero de clases tenemos que

C(Ox) = BN ),

donde w(K,) es el nimero de raices de la unidad en K, y x el caracter asociado a K.
Sabemos que w(K,) <6y L(1,x) <log(,/q) + 1, como se observa en [Lou92, p.214]. Luego,

C(Ok,)] < = allog(y/a) +1)

llegando a una contradiccion.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo enunciaremos los resultados precisos que necesitaremos para mostrar
que nuestra construcciéon no cae en los casos previamente establecidos. Las secciones 1.2 y
1.3 se inspiran principalmente de [Gall6, Lemma 3.1] y parte de la demostracién de [Gall6,
Proposition 3.2].

1.1 Grupos dihedrales generalizados

Dado N un grupo abeliano no trivial queremos entender como es el centro de su grupo
dihedral generalizado.

Definicién 1.1.1. El grupo dihedral generalizado de N es el producto semidirecto
N x7Z/27
donde Z /27 actia en N invirtiendo elementos, asi que la operacién de grupo viene dada por

(n1,0) - (n2,a) = (n1ng, a)
(n1,1) - (ng,a) = (mny ', 1+ a)

Lo denotamos por Dih(V).

El tnico resultado que necesitaremos en este topico es el siguiente lema.

Lema 1.1.2. Si N es un grupo abeliano no trivial entonces Z(Dih(N)) es un grupo de
exponente 2.

DEMOSTRACION. Sean € N.
Si (n,0) € Z(Dih(V)), operando (n,0) con (n,1) vemos que

(n,O) ) (n7 1) = (nQa 1) = (61\[, 1) = (TL, 1) ) (na 0)7

con lo cual n? = ey y (n,0) tiene orden 2.

Por otro lado, es claro que todo elemento en Dih(V) de la forma (n, 1) tiene orden 2. [
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1.2 Densidad analitica de algunos conjuntos de primos

Dado un niimero primo p, queremos ver que ciertos numeros modulo p abundan y para
eso usaremos el concepto de densidad, aqui seguimos [[R90, Chapter 16, §1].

Definicién 1.2.1 (Densidad de Dirichlet). Un conjunto de enteros positivos P se dice
que tiene densidad de Dirichlet si

. ZpE'P pis
lim ———
s—1+ In(s — 1)71

existe y en este caso denotamos el limite como d(P) llamandolo densidad de Dirichlet de P.

Lema 1.2.2. Las siguientes son propiedades bdsicas provenientes de la definicion.

(a) Si P es finito entonces d(P) = 0.
(b) Si P =Py UPy donde Py y Py son disjuntos y d(P1), d(P2) existen entonces
d(P) = d(Py) + d(Ps).
DEMOSTRACION. Ver [IR90, Proposition 16.1.4]. O

Ahora enunciamos el famoso teorema de Dirichlet sobre primos en progresién aritmética
en su version fuerte.

Teorema 1.2.3 (L. Dirichlet). Sean a,m € Z con (a,m) = 1. Sea P(a;m) el conjunto
de primos q tal que ¢ = a mod m. Entonces

d(P(a;m)) = 1/¢(m).
De esto se desprende el siguiente corolario, que nos sera 1til mas adelante.

Corolario 1.2.4. Sea p un numero primo tmpar. Si A es el conjunto de primos que
son residuos cuadrdaticos modulo p y que ademds son congruentes a 3 modulo 4, entonces

d(A) = 1/4.

DEMOSTRACION. Si 7 es un residuo cuadratico médulo p y r = 3 mod 4, por el teorema
chino del resto existe una unica clase s en Z/4pZ tal que r = s mod 4p. Por el teorema de
Dirichlet d(P(s;4p)) = 1/2(p—1). Ademas, es sabido que la cantidad de residuos cuadréticos
médulo p es (p — 1)/2, asi que por la aditividad de la densidad d(A) = 1/4. O

Observacion. Lo mismo aplica si cambiamos a residuos no cuadrdticos o primos congru-
entes a 1 modulo 4.



1.3 Exponente del grupo de clases

Dado K un cuerpo de ntimeros cuadratico imaginario, el propdsito de esta seccion es ver
que el exponente del grupo de clases C(Of) crece a medida que |dk| lo hace en una coleccién
especifica de cuerpos cuadraticos.

Empecemos enunciando un teorema de Francesco Pappalardi [Pap95, Theorem 1.2].

Teorema 1.3.1. Si d es un entero positivo y m(d) es el exponente del grupo de clases
de Q(v/—d), para todos los d < x tales que —d es un discriminante se tiene que

logd/4
d) > o=
mid) > loglogd’

. — -1 .
salvo a lo mds O (.CL'I A(loglog z) ) ETCEPCIONES.

z . 1 .
Mds precisamente, para cada A < ;log?2 se tiene que

# d<uz: m(d) < 10gd/4 <4 Il—A(loglogm)_l‘

log log d

Observacion. En particular, el conjunto de excepciones tiene densidad natural cero y por
ende también tiene densidad de Dirichlet cero.

Nos interesa que el exponente vaya creciendo en un grupo especifico de cuerpos cuadraticos,
pero antes de eso veamos un calculo.

Lema 1.3.2. Si A es un numero real positivo, entonces

-1
$A(log log x)

lim ————— = +o0.
T—+00 log x

DEMOSTRACION. Tomando el logaritmo de la expresién basta calcular
) Alogx
lim

———— —loglog .
z—+oo log log B8 T

Si t = loglogz, obtenemos lim;_, o 4 tt_tQ el cual claramente diverge por la regla de

I’Hopital. O

Proposiciéon 1.3.3. Sea p un numero primo impar. Si C es la coleccion de cuer-
pos cuadrdticos Q(v/—q) donde q es un primo congruente a 3 mddulo 4 y que es residuo
cuadrdtico mddulo p, entonces, para todo n € N existe Q(\/—¢,) € C tal que

m(g,) > n.

DEMOSTRACION. La condicién ¢ = 3 mod 4 ciertamente hace que —¢ sea un discrimi-
nante. Por el teorema de los nimeros primos m(x) ~ ﬁ, luego, gracias al Teorema 1.3.1 y
Lema 1.3.2 podemos encontrar un primo ¢ suficientemente grande tal que m(q) > n. Como
esta condicién depende del tamano de ¢, podemos tomar un ¢, tal que Q(y/—¢,) € C y
m(q,) > n, ya que si esto no fuera posible, quiere decir que los niimeros mayores que ¢
del conjunto A del Corolario 1.2.4 estdn todos contenidos en el conjunto de excepciones del

Teorema 1.3.1, con lo cual A tendria densidad de Dirichlet cero, pero esto no es cierto. [J
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Observacion. Lo mismo aplica si consideramos q que no sea residuo cuadrdtico modulo
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Capitulo 2

Grados locales

Salvo que se especifique lo contrario, K es un cuerpo de ntumeros cuadratico y dx su
discriminante. El objetivo de este capitulo es calcular el grado de ciertas extensiones de Q,
en términos de el comportamiento de p en K.

2.1 Extensiones cuadraticas

En este contexto, el anillo de enteros O es

O - 2 [t /|

y si p es un primo racional, su comportamiento en K esta dado por

p? sip|dg

;o de
pOk = pop o (7>_1

d
pOk  se mantiene primo si (—K) =—-1
p

d
donde p es un ideal primo, p’ es el conjugado de p bajo Gal(K/Q) y <?K) es el simbolo de
Kronecker (ver por ejemplo [Cox14, Proposition 5.16]).

Si v, es la valuacién p-adica y v es el lugar inducido por la valuacién, sabemos que
2=> [K,: Q)
w|v

donde w son los lugares en K que extienden a v, que a su vez provienen de las valuaciones
de los primos p C Ok sobre p.

Fijemos p|p y sea w el lugar en K inducido por p. En vista de la igualdad anterior
obtenemos el siguiente lema, el cual nos sera 1til en la siguiente seccion.

12



Lema 2.1.1. St w es un lugar en K sobre p

Ky Qp] =

1 sip seescinde en K
2 st p ramifica o es inerte en K

2.2 Cuerpo de clases de Hilbert

Sea H/K el cuerpo de clases de Hilbert de K, es decir, la médxima extension Abeliana no
ramificada de K (ver por ejemplo [Cox14, Theorem 5.18]). Por el teorema de reciprocidad
de Artin para el cuerpo de clases de Hilbert

C(Ox) ~ Gal(H/K) (2.1)

y el isomorfismo viene dado por qPx — 04 donde q es un ideal primo de Ok, Pk es el
subgrupo de ideales fraccionarios principales y o4 es el elemento de Frobenius de q.

El resultado que nos interesa es el siguiente.

Proposicion 2.2.1. Sil es un lugar en H sobre un primo racional p, entonces

[H:Q,] <4
cuando p ramifica o es inerte en K.

DEMOSTRACION. Sea w el lugar en K bajo [ y sean B C Op, p € Ok los primos
correspondientes a cada lugar.

Por [Narl3, Theorem 5.11] sabemos que [H; : K] = en/k(B) fu/x(PB), asi que basta
calcular estos invariantes.

H/K es una extensién abeliana no ramificada, por lo que ey/x(B) = 1y fu/x(P) =
ord(o,) = ord(pPx) donde la tltima igualdad viene del isomorfismo (2.1).

Si p es inerte en K entonces p = pOg. Por otro lado, si p ramifica en K entonces
p? = pOk. Luego,

[H, : K] =ord(pPk) < S? p fa@l ca en
1 sipesinerte en K

por lo que el resultado sigue del Lema 2.1.1 y la ley de las torres.

2.3 Grado local del compuesto

Por tltimo, veamos que pasa con el grado local cuando tomamos el compuesto de ciertos
cuerpos de numeros. Empecemos con un concepto bastante utilizado en el contexto de
cuerpos que satisfacen la propiedad (B).

13



Definicién 2.3.1. Sea K un cuerpo de nimeros, v un lugar no arquimedeano en K y
L/K una extension algebraica. Decimos que L/K tiene grado local acotado en v si existe un
entero n tal que para cada extension w de v en L se tiene que [L,, : K,] < n.

Como mencionamos en la introduccién, Enrico Bombieri y Umberto Zannier demostraron
que toda extensién de Galois L/Q con grado local acotado en algin primo racional satisface
la propiedad (B) (ver [BZ01, Theorem 2]). La construccién que realizaremos cae dentro de
esta familia, para mostrar aquello necesitaremos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.2. Sea K un cuerpo de numeros y fijemos un lugar no arquimedeano
v en K. Sea F una familia infinita de extensiones finitas de K. Supongamos que existe un
entero d tal que para todo H en F y para todo lugar ljv en H se tiene que [H; : K,] < d.
Entonces, si L es el compuesto de las extensiones en F, L tiene grado local acotado en v.

DEMOSTRACION. Bdsicamente replicamos la demostraciéon de [BZ01, Proposition 1].

Por [Narl3, Corollary 2, p.226] K, tiene una cantidad finita de extensiones de grado m,
lo cual aplica para todo m € N. Luego, la coleccién C de extensiones de K, de grado a lo
més d es finita. En particular, si M es el compuesto de los cuerpos en C la extension M/ K,
es finita.

Por hipétesis, para cada H € F su completacién en cualquier lugar [|v estd contenido en
C, entonces, si w es cualquier lugar en L sobre v, podemos incrustar L,, — M ya que L es el
compuesto de las extensiones en F. Asi, [L,, : K,| < [M : K,] donde el dltimo sélo depende
de vy d.

Por lo tanto, L tiene grado local acotado en v. [

Observacion. En [BZ01, Proposition 1] se muestra que para cualquier cuerpo nimeros
K, el cuerpo KD (compuesto de extensiones de K de grado a lo mds d) tiene grado local
acotado sobre cualquier lugar en K. Nuestro caso es distinto, el grado sobre Q de los cuerpos
de numeros que consideraremos va ir en incremento, por lo que su compuesto no estard
contenido en algin K.

Otro resultado interesante se debe a Sara Checcoli. En [Chel3, Theorem 1] ella demuestra
que si K/Q es una extension Galois infinita, K tiene grado local acotado en cada primo (de
manera uniforme) si y solo si Gal(K/Q) tiene exponente finito. De nuevo, en nuestro caso
esta propiedad no se satisface.

14



Capitulo 3

Propiedad de Bogomolov

En este capitulo desarrollamos el resultado principal de esta tesis, el cual es una familia de
cuerpos que satisface la propiedad (B) pero no pertenece a la familia establecida en [ADZ14].

3.1 Resultados principales

Fijemos p un niimero primo impar. Dado K un cuerpo cuadratico, sea Hx su cuerpo de
clases de Hilbert y consideremos la coleccién de cuerpos cuadraticos

S, ={K/Q : p no escinde en K} .

Sea L, el compuesto de Hg’s donde K varia sobre S,. La extensién L,/Q es Galois como
muestra el siguiente lema.

Lema 3.1.1. Si K/Q es una extension Galois, entonces la extension Hy /Q es Galois.

Mas ain, si K es un cuerpo cuadrdtico imaginario, el grupo de Galois de Hyi /Q es un
grupo dihedral generalizado

Gal(Hk /Q) ~ Gal(Hi/K) x Z/2Z.

En particular,

DEMOSTRACION. Sea L/Hj una extensiéon de cuerpos y o : Hig — L un morfismo de
Q-algebras.

Notemos que o(Hg) es una extension abeliana no ramificada de o(K) = K, asi que
o(Hg) C Hg y por lo tanto o(Hy) = Hg. Luego, la extensién Hy /Q es Galois.

Para probar la segunda afirmacion, sea 7 la conjugacion compleja. Notemos que tenemos
la secuencia exacta

0 — Gal(Hg/K) — Gal(Hk/Q) — Gal(K/Q) — 0
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la cual escinde pues 7 € Gal(Hk /Q). Entonces,
Gal(Hi/Q) ~ Gal(Hg /K) x Gal(K/Q)

donde 7 actiia en Gal(Hg/K) conjugando elementos.

Sin embargo, si p es un ideal primo de Ok y o0, el elemento de Frobenius, es sabido
que o) = T oo, 07 ', asi que en vista del isomorfismo (2.1), Gal(K/Q) actia en C(Ok)
mandando a un primo a su conjugado, que es su inverso pues estamos en una extension

cuadratica. Por lo tanto,

donde Z /27 actua en C(Of) inviertiendo elementos. O

Teorema A. L, satisface la propiedad (B).

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.2.1, L, es el compuesto de cuerpos de niimeros
tal que para cada lugar en ellos sobre p, el grado de su completacion sobre QQ, estd acotado
por 4. Luego, L, tiene grado local acotado en p por la Proposicién 2.3.2. Como L,/Q es
una extensién normal, L, tiene la propiedad (B) por [BZ01, Theorem 2. ]

De hecho, podemos ir un poco mas alla y establecer una cota inferior para liminf,cz,, h(a).
Esto sera expuesto en la siguiente seccién.

Ahora que L, satisface (B), veamos que no existe un cuerpo de nimeros E tal que el
cociente de Gal(L,/E) sobre su centro tiene exponente finito.

Teorema B. Si E es un cuerpo de nimeros tal que L,/E es una extension de Galois
infinita, entonces

Gal(L,/E)/ Z(Gal(L,/E))
tiene exponente infinito.

Antes de comenzar con la demostracién, centraremos nuestra atencién en una coleccién
particular de cuerpos cuadréticos, que son los utilizados en [Gall6].

Counsideremos la coleccidon

R, = {Q(\/—_q) g es primo, =3 mod 4y (—_q) = —1} .

p

Con estas condiciones —g es un discriminante y p es inerte en Q(y/—¢), por lo que
R, C S,.

La ventaja de trabajar con los cuerpos de clases de Hilbert de estos cuerpos cuadraticos
es que su interseccion a pares es trivial.

Lema 3.1.2. Si K y K’ son cuerpos cuadrdticos distintos contenidos en R,, entonces
HK N HK/ = @
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DEMOSTRACION. Sea ¢ un nimero primo.

Notemos que Hg(,/=)/Q est ramificada sélo en ¢, ya que Q(y/—¢)/Q ramifica sélo en ¢

y Hy(y=/Q(v/—q) es no ramificada.

Si q y s son primos distintos, la interseccion de He /=5 v Hg(,/=) es trivial, pues en caso
contrario tendria ramificacién (conocido teorema de Minkowski, ver por ejemplo [Neul3,
Chapter III, (2.17)]) la cual se extenderia sobre estos dos cuerpos. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA B. La demostracién serd por contradiccién, asumamos
que este exponente es finito y llamémoslo 1.

Al existir una cantidad finita de cuerpos intermedios F/M/Q sélo puede haber una
cantidad finita de K € R, tal que Hx N E # Q, ya que por el Lema 3.1.2 estos cuerpos no
pueden repetirse cuando variamos K. Entonces, por la Proposicion 1.3.3 podemos fijar un
K € R, tal que C'(Ok) tiene exponente mayor que 2/ y Hx N E = Q. Con esto,

Gal(HxE/E) ~ Gal(Hg /Q)

y por el Lema 3.1.1
Gal(HxE/E) ~ C(Ok) % Z/27. (3.1)

Tenemos las extensiones L,/HxE/E y ademads la extension Hx E/E es Galois, por lo
que Gal(Hg E/E) es isomorfo a un cociente de Gal(L,/E) que llamaremos C. Notemos que
la proyeccién 7 : Gal(L,/E) — C induce un homomorfismo sobreyectivo

Gal(Ly/E)/Z(Gal(Ly/E)) — C/Z(C),

con lo cual Gal(Hx E/FE)/Z(Gal(Hx E/FE)) tiene exponente menor o igual que /. Luego, el
isomorfismo (3.1) y Lema 1.1.2 nos dice que C(Of) tiene exponente menor o igual que 21,
lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, I no puede ser finito. O

3.2 Calculando una cota inferior para el limite inferior
de las alturas

En esta tultima seccién, realizaremos un analisis més explicito de la Proposicién 2.2.1
calculando cuales son los cuerpos H;, lo que nos permitira refinar el resultado del Teorema

A.

Teorema C. L, satisface que

> -
lim H;.f h(Oé) ( 5 1) .

Manteniendo la notacién de la seccién anterior, si p es un primo impar sea K € S,
p € Ok el primo sobre p, B C Oy, cualquier primo sobre p y K,, Hyp los cuerpos completos
de K y Hg respecto a estos primos.
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Proposicién 3.2.1. Para K, tenemos las siguientes posibilidades:

o Sip esinerte en K: K, es la extension cuadrdtica no ramificada de Q,,.

e Sip ramifica en K: K, es una extension cuadrdtica completamente ramificada de Q,.
DEMOSTRACION. Ver [Narl3, Theorem 5.11]. O

Por otro lado, siguiendo la demostracion de la Proposicion 2.2.1 obtenemos lo siguiente:

Proposicién 3.2.2. Para Hy tenemos las siguientes posibilidades:

o Sip esinerte en K: Hy es la extension cuadrdtica no ramificada de Q,, .

o Sip ramifica en K y p es principal: Hy es una extension cuadrdtica completamente
ramificada de Q,.

e Sip ramifica en K y p no es principal: Hy es una extension que ramifica de buena
manera de Q, de grado 4, es decir, e(Hy/Q,) = f(Hy/Q,) = 2.

DEMOSTRACION. Ver demostracién de la Proposicién 2.2.1. ]

Ahora somos capaces de especificar quienes son los cuerpos Hey.

Proposicién 3.2.3. Sea p un primo impar y K € S,. Los cuerpos p-ddicos que pueden

aparecer al completar Hy respecto a un lugar sobre p son Q,(v/C), Q,(v/{7), Qu(v/7) ¥
Q,(v/7,\/C), donde m es un primo en Z, y ¢ es una raiz primitiva de la unidad de orden
p—1

En particular, el compuesto de todos ellos es Q,(v/T,/C).

DEMOSTRACION. La herramienta clave de la demostracién es [Narl3, Proposition 5.31].

El primer y segundo punto de la Proposicién 3.2.2 mas [Narl3, Proposition 5.31] recaen

en las opciones Q,(v/(), Q,(v/(7), Q,(y/7), donde 7 es un primo fijo en Z, y ¢ es una rafz
primitiva de la unidad de orden p — 1

Para el tercer punto de la Proposicién 3.2.2, notemos que Hy es la extension cuadratica
no ramificada de K, (ver Proposicién 2.2.1), asi que por [Narl3, Proposition 5.31]

H‘B = KP(\/Z)a

donde ( es la misma de antes pues estamos en el caso en que p ramifica en K. Juntando la
Proposicién 3.2.1 con [Narl3, Proposition 5.31] tenemos que K, = Q,(v/7) 6 K, = Q,(1/(m).

En cualquier caso,
Hy = Q,(v/7, V/C)

que es la extensién bi-cuadrética de Q, por [Narl3, Proposition 5.32]. O
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA C. Sea M = Q,(y/7, /() la extensién bi-cuadratica de
Q,. En particular, e(M/Q,) = f(M/Q,) = 2 (ver [Narl3, Proposition 5.32]).

L, es el compuesto de cuerpos de ntimeros tal que para cada lugar en ellos sobre p, los
cuerpos p-adicos que aparecen al completar son los listados en la Proposicién 3.2.3. Luego,
si v|p es cualquier lugar en L, y (L,), el cuerpo completo respecto a v, podemos incrustar
(Lp)y — M ya que M es el compuesto de los cuerpos de la lista.

Con esto, p € S(L,) donde S(L,) se define como en [BZ01, Theorem 2]. Como L,/Q es
una extensién normal (ver Lema 3.1.1) podemos usar la cota inferior de [BZ01, Theorem 2],
la cual es

. 1 log q log p
| fh > - > )
1m in (Oé> = Z eq(qfq I 1) - 4(p2 + 1)

o€l
g aeS(Ly)
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