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Coeficiente de correlacion de concordancia
bajo la distribucion ¢ multivariada

Carla G. Leal Kaymalyz
Profesor guia: Dr. Manuel Galea Rojas

Resumen

El Coeficiente de Correlacién de Concordancia (CCC), propuesto por [Lin| (1989),
permite evaluar el grado de acuerdo entre medidas generadas por dos instrumen-
tos de medicion. Una extension es el CCC global, propuesto por [Barnhart et al.
(2007)), que permite evaluar el grado de acuerdo entre medidas generadas por dos

0 mas instrumentos.

Es bien sabido que la inferencia estadistica basada en la distribucién normal es
susceptible a la presencia de datos atipicos y/o extremos, y por ende las estimacio-
nes del CCC pueden verse afectadas. Una alternativa es el uso de la distribucion
t, la cual permite realizar inferencia estadistica mas robusta entregando estima-
ciones del CCC y del CCC global menos sensible a la presencia de datos atipicos

y/o extremos.

El método de diagnéstico de influencia local, propuesto por |Cook] (1986)), es usado
para detectar observaciones potencialmente influyentes sobre el estimador maxi-
mo verosimil, y por ende sobre el estimador del CCC. Una extension del método
es la influencia local generalizada y las medidas de influencia de primer y segundo
orden, que permiten detectar observaciones potencialmente influyentes sobre el

estimador del CCC.
Finalmente, se ilustra con datos reales que, bajo la distribucién ¢, los estimadores
del CCC y del CCC global son menos sensibles que los estimadores obtenidos

bajo el supuesto de normalidad.
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Capitulo

Introduccion

Este capitulo introduce el concepto de acuerdo entre medidas generadas por di-
ferentes instrumentos de medicion y el uso del Coeficiente de Correlacién de
Concordancia (CCC) para evaluar el grado de similitud entre medidas. Ademés
presenta la importancia de obtener estimaciones robustas del CCC y se justifica

el diagndstico de influencia local sobre el estimador Maximo Verosimil (MV) y el

estimador del CCC.

Por otro lado, plantea el objetivo general, los objetivos especificos, el resumen de
los contenidos de los capitulos posteriores y destaca la contribucién del trabajo

de tesis.

1.1. Formulacién del problema

Todo proceso de medicién debe asegurar que las medidas generadas por distin-
tos instrumentos o métodos concuerden entre si o concuerden con la verdadera
medida. Sin embargo, en la préctica es poco viable considerar una medida como
verdadera pues, por un lado, se acepta que la medida considere un error tolerable
por el investigador y, por el otro la medida verdadera no siempre se conoce o esta
disponible. Bajo este contexto, se entenderd como medida verdadera a la medida

de referencia si es que esta disponible.



Considerando que las medidas sean continuas, Barnhart et al.| (2007) definen
varios conceptos usados en diferentes areas de estudio para referirse a la con-
cordancia entre medidas. Conceptos como exactitud y precision, repetibilidad y
reproducibilidad, validez y confiabilidad, dependibilidad, generabilidad y acuerdo
estan estrechamente relacionados con la idea de cuantificar la “cercania entre las

medidas” considerando o no una medida de referencia.

En este trabajo el concepto de “acuerdo entre medidas” se refiere a la concordan-

cia de las mismas, el cual involucra los conceptos de exactitud y precision.

Barnhart et al.| (2007) y Lin et al.| (2004) se basan en la FDA (Food and Drug
Administration, por sus siglas en inglés) para definir exactitud y precisién. El
primer concepto se define como la desviacién de la media respecto al valor de
referencia (sesgo sistemdtico) y precisién como el grado de variabilidad entre las

medidas (grado de dispersién).

Por otro lado, |Choudhary y Nagaraja (2015) definen tres tipos de estudios para
evaluar el acuerdo entre medidas, el primero es llamado estudio de compara-
cion, el segundo el estudio de calibracién y el tercero el estudio de conver-

sién.

El estudio de comparacion consiste en evaluar si el nuevo método genera medidas
concordantes con el método de referencia, a menudo llamado Gold Standard, de
modo que el nuevo método pueda reemplazar al antiguo. El estudio de calibracion
compara un método aproximado con uno que es conocido, preciso y exacto cuyo
error de medicion es marginal. El estudio de conversiéon compara métodos que

miden la caracteristica aproximada en diferentes unidades de medida.

En cuanto a la estructura de los datos para el proceso de comparacion entre medi-
das, se considera: (1) uno o mas de un método sin réplica; (2) dos o més métodos
con réplicas; (3) uno o mas de un método tratado como referencia fija o aleatoria;

(4) datos longitudinales donde el método es tomar las medidas sobre el tiempo



y (5) datos donde las covariables estédn disponibles para evaluar el impacto de

varios factores sobre las medidas de acuerdo.

Para cualquier estudio de comparacion y estructura de datos a considerar, en la
practica, se han usado diferentes enfoques para evaluar el grado de acuerdo entre
medidas. [Barnhart et al.| (2007)) los resume en: métodos descriptivos, por ejemplo
la dispersion de los pares de datos alrededor de la linea de 45 grados; indices
no escalados, por ejemplo los limites de acuerdo propuesto por Bland y Altman
(1999) y los indices escalados, que toman valores entre -1 y 1, por ejemplo el
Coeficiente de Correlacién Intra-clase (CCI) y el Coeficiente de Correlacién de

Concordancia (CCC) propuesto por |Lin| (1989) entre otros.

Por otro lado, también se han usado técnicas estadisticas para evaluar el acuerdo
entre medidas; por ejemplo el Coeficiente de Correlaciéon de Pearson (CCP), la
prueba t para datos pareados, la prueba F'y el Coeficiente de Variacién (CV). No
obstante, estas técnicas presentan inconvenientes al detectar realmente acuerdo
entre las medidas, ya que, detectan acuerdo significativo cuando en realidad exis-
te bajo acuerdo. Por lo tanto, ninguno de estos método por si sélo puede evaluar

el grado de acuerdo entre medidas.

Basado en [Lin et al.[(2004), se presentan algunos ejemplos para ilustrar el incon-
veniente de no poder cuantificar realmente el acuerdo entre las medidas, usando

las técnicas estadisticas anteriormente mencionadas.

En la Figura los graficos (a), (b) y (c) presentan un CCP igual a uno. No
obstante, el CCC va disminuyendo considerablemente a medida que los pares de
datos se alejan de la recta de 45 grados (linea de concordancia). Esta situacién
refleja que el CCP no mide grado de acuerdo entre las medidas, sino que tan
s6lo mide el grado de relacion lineal. Otro ejemplo es presentado en las grafi-
cas (d) y (e), donde la prueba t, de igualdad de medias, falla al no rechazar la
hipdtesis Hy : 1 = pe, ya que, deberia ser rechazada, pues existe un bajo gra-

do de acuerdo. Esta situacion se repite en la prueba F' presentada en la grafica (f).



En la Figura , grafico (a), la prueba t rechaza la hipétesis de igualdad de me-
dias en presencia de un alto grado de acuerdo, esto implica que la prueba no es
capaz de detectar alta concordancia entre las medidas, y ocurre lo mismo con la

prueba F, gréfica (b).

CCC de 0.9852 CCC de 0.8061

Pearson de 1.0 Pearson de 1.0 CCC de 0.6513

3~ Pearsonde 1.0

(a) Pearson (c) Pearson

25
CCC de 0.1347
Test F =0.2134

p-value = 0.6531

CCC de 0.1374
p-value 0.6422

0 5 10 3 i 5 6
X X

(d) Prueba t (e) Prueba t (f) Test F

Figura 1.1: Ejemplos donde el coeficiente de correlacion de Pearson no mide grado
de acuerdo, y la prueba t y F' fallan al detectar bajo grado de acuerdo.

Por lo anterior, el CCC es un indice que permite medir el grado de acuerdo entre

medidas, ya sea en el caso de considerar o no un método de referencia.

Sea (X1, X5)T seleccionadas independientemente de una poblacién con media

(1, o))"y matriz de varianza-covarianza



CCC de 0.9915 . CCC de 0.9926
Testt = -6.8487 . 15 Test F=3159
p-value = 0.0000 . p-value=0.000

10 15 ) 5
X X

(a) Prueba t (b) Test F

Figura 1.2: Ejemplos donde la prueba t y F' fallan al detectar alto grado de
acuerdo.

011 012
3> =

021 022
se define el CCC, sin considerar un método de referencia, como

2012
011 + 0929 + (M1 — p2)

Pec = 5 = p12C12

donde
" P12 = 012/+/011022 es el coeficiente de precisién (correlacién de Pearson).
» O =2[b+ b7+ a?]7! es el coeficiente de exactitud (sesgo).

con b= /o11/022y a= (1 — Mz)/(011022)1/4-

El CCC depende de la precision de los datos, en el sentido de que tan cerca estan
los pares de datos a la mejor linea ajustada y de la exactitud de los datos, en

el sentido de que tan cerca esta la mejor linea ajustada de la linea de concordancia.

Para ilustrar como el acuerdo entre medidas depende de estos dos tltimos con-
ceptos, se presentan a continuacion tres conjuntos de datos simulados desde una

distribucién normal, en base a los escenarios dados en |Lin| (1989)).



En la Figura [1.3] se muestra el CCC bajo estos escenarios, considerando una
muestra de tamano n = 150. El escenario (a) considera un CCC de 0.95 con

vector de media de (0,0)7 y matriz de varianza-covarianza

1 095
095 1

el escenario (b) considera un CCC de 0.75 con un vector de media (—/0.1/2,1/0.1/2)"

y matriz de varianza-covarianza

0.90? 0.80 x 0.90 x 1.1
0.80 x 0.90 x 1.1 1.12

y el escenario (c) considera un CCC de 0.36 con vector de media (—+/0.25/2,/0.25/2)T

y matriz de varianza-covarianza

(4/3)? 0.5 x (4/3) x (2/3)
0.5 x (4/3) x (2/3) (2/3)?

El escenario (a) no presenta diferencia en el vector de localizacién ni en la matriz
de escala, el escenario (b) presenta una leve diferencia en el vector de locacién y
en la matriz de escala, y el escenario (c¢) presenta una gran diferencia, tanto en el

vector de localizacién como en la matriz de escala.

En la Figura|l.3|se puede observar el grado de acuerdo entre las medidas, en base
a los escenarios antes definidos. Bajo el caso que exista alta concordancia, grafico
(a), los pares de medidas estén cerca de la linea de concordancia y a medida que
ésta disminuye, los pares de medidas se van alejando de la linea de concordancia,
grafico (b) y (c). Si el CCC pierde precisién, la grafica tiende a ser una nube
de puntos, mientras que si pierde exactitud, los pares de puntos se van alejando
de la linea de concordancia. Por lo tanto, la forma que tome el grafico depende

claramente de la medida de precision y de la medida de exactitud.



CCC de 0.95 CCC de 0.75 CCC de 0.36

(a) CCC Alto (b) CCC Medio (c) CCC Bajo

Figura 1.3: Grado de acuerdo para datos simulados desde una distribucién normal
bivariada basado en los escenarios de Lin (1989)

Otro punto de interés, en este contexto, es conocer los métodos de inferencia es-
tadistica usados sobre el CCC, como el método de estimacién, el de construccion
de intervalos de confianza y el de contraste de hipdtesis estadistica, este tltimo
poco desarrollado. Por ejemplo, [Lin| (1989)) usa el Método de los Momentos (MM)
y, asumiendo que los pares de datos siguen una distribucién normal bivariada,
obtiene el estimador de Maximo Verosimil (MV). King y Chinchilli (2001) esti-
man el CCC usando los Estadisticos U (EU), mientras que [Banhart y Williamson
(2001)) estiman el CCC usando las ecuaciones de estimacién generalizada (GEE
por su sigla en inglés) y en Barnhart et al.| (2002)) extiende la metodologia GEE
para mas de dos instrumentos. Por otro lado, |(Carrasco y Jover (2003) proponen
un modelo de Componente de Varianza (CV) con efectos mixtos, asumiendo que
los datos siguen una distribucion normal, para estimar el CCC y en [Carrasco ef
al.| (2007) comparan las estimaciones del CCC obtenidas a través del MM, CV,
EU y GEE en datos asimétricos.

En cuanto a la construccién de intervalos de confianza para el CCC, |Lin| (1989))
encuentra la distribucion asintética del CCC en base al método delta y la Z-
transformacién de Fisher para su construccion y estan implementados en la li-
breria Agreement de R. Desde la perspectiva Bayesiana, en [Feng et al| (015a))

se presentan resultados de intervalos de credibilidad que estan implementados en



la libreria agRee de R. En general, los intervalos de confianza y credibilidad son

comparados con los intervalos Bootstrap y Jakknife.

Casi toda la inferencia estadistica, de estimacién e intervalos de confianza, es
basada sobre el supuesto de normalidad de datos. Sin embargo, es bien sabido
que la inferencia estadistica, asumiendo esta distribucién, es vulnerable a la pre-
sencia de datos extremos y/o atipicos, ya que, es imposible ajustar la curtosis de
estas observaciones debido a que el cuarto momento de la distribucion normal es

determinado por el momento de primer y segundo orden.

La distribucién ¢ ha sido ampliamente usada para modelar conjuntos de datos
con colas mas pesadas respecto a la distribucién normal y por ende, proporcio-
na un enfoque mas robusto a la inferencia estadistica. Por ejemplo, |Lange et al.
(1989) estudian el modelamiento estadistico basado en la distribucién ¢ obtenien-
do estimadores robustos a través del algoritmo EM y McLachlan y Peel (2000))
proporcionan un método de estimacion basado en el algoritmo EM para modelos
de mezcla ¢t multivariadas. En el caso del CCC, |Feng et al.| (015a) propone un
estimador para el CCC basado en el enfoque Bayesiano asumiendo que los datos
siguen una distribucion ¢ y al ser comparado con otros métodos, basado en la
distribucion normal, este entrega estimaciones robustas del CCC en presencia de
observaciones atipicas y/o extremas, y en el caso que los datos sean asimétricos,

Feng et al.|(015b)), proponen un método robusto bayesiano bajo este escenario.

Bajo el planteamiento del problema que se ha discutido, a continuacion, se presen-
ta la justificacién de realizar inferencia estadistica para el CCC bajo el supuesto
distribucional ¢ y la aplicacion de un método de diagnostico para detectar obser-
vaciones que potencialmente puedan influir en la estimacién del CCC, intervalos

de confianza e hipotesis estadistica.



1.2. Justificacion

Desde el enfoque clasico no existen trabajos que estimen el CCC desde una pers-
pectiva robusta. Por lo tanto, se propone estimar el CCC basado en la distribucion
t y como es importante evaluar la sensibilidad del estimador del CCC en presen-
cia de observaciones atipicas y/o extremas se justifica el desarrollo y aplicacion
de un método de diagndstico que permita detectar observaciones potencialmente

influyentes sobre el estimador del CCC.

Existen varias técnicas de diagndstico para estudiar la sensibilidad sobre el es-
timador MV en presencia de valores extremos y/o atipicos. Una de ellas es el
método de Influencia Local propuesto por |Cook! (1986)), el cual ha sido aplica-
do por varios autores; por ejemplo Paulal (1993 aplica la metodologia en modelos
de regresion restringidos, (Galea et al.|(1997) en modelos de regresién lineal elipti-
cos, Lesaffre y Verbeke| (1998) en modelos lineales mixtos con medidas repetidas,
Galea et al.|(2000) en el modelo de regresion lineal eliptico, Diaz et al.| (2003) en
el modelo de regresion lineal eliptico multivariado, Galea et al.| (2005) en modelos
de calibracién comparativa bajo distribucién ¢ eliptica, Osorio et al.| (2007) en el
modelo lineal eliptico con estructura longitudinal y Bastiani et al.| (2014]) en el

modelo lineal espacial eliptico, entre otros.

El objetivo del método de diagnostico es evaluar la sensibilidad de los estima-
dores MV a pequenias perturbaciones en los datos y/o los supuestos del modelo

estadistico.

Para evaluar la influencia local, que producen pequenas perturbaciones introdu-
cidas al modelo estadistico, se debe estudiar el comportamiento de la superficie
generada por el Desplazamiento de Verosimilitudes (DV) y ver cémo ésta se desvia
de su plano tangente desde un punto critico. Esto se puede realizar estudiando
las curvaturas de secciones normales sobre dicho punto critico, de modo que se
pueda encontrar la direccién donde se produce la mayor curvatura y si en esa

direccién su i-ésimo elemento es relativamente grande respecto a un punto de



corte, se concluye que el i-ésimo caso es un dato potencialmente influyente sobre

los estimadores MV.

En vez de considerar el DV como la funcién objetivo que genera una determinada
superficie, [Wu y Luo (1993) proponen el estimador MV y estudian su superfi-
cie. Este andlisis es llamado enfoque de segundo orden a la influencia local
y es complementario a la influencia propuesta por |Cook| (1986)). Por otro lado,
la influencia local de primer orden se basa en propiedades de la pendiente, y
segin Wu y Luol| (1993)) no necesariamente son adecuadas en el sentido que no
siempre detecta casos con influencia importante. Esta situacién es la motivacion
para estudiar el comportamiento de la superficie generada por el estimador MV

o una funcién del estimador.

Bajo el enfoque de la influencia local de segundo orden, autores como |Lawrance
(1988), Thomas y Cook! (1990) y (Cadigan y Farrel (2002) han propuesto otras
funciones objetivos diferentes al del DV y del estimador MV.

En particular, |Cadigan y Farrel (2002), destacan dos dificultades del DV como
funcién objetivo; (1) la direccién donde se produce la mayor curvatura local so-
bre la superficie del DV (grafico de influencia), es importante como método de
diagnéstico, sin embargo, en altas dimensiones encontrar la direcciéon en dénde
se produce la mayor curvatura es dificil desde el punto de vista computacional y
(2) el método de influencia local, considerando el DV como funcién objetivo, se
enfoca directamente sobre los estimadores MV y en muchas situaciones el interés
es evaluar la sensibilidad de una funcion de los estimadores MV, como es el caso

del estimador del CCC.

Ademas |[Poon y Poon| (1999) muestran que la curvatura del DV no es invariante
bajo transformacion de escala uniforme, lo cual puede conllevar a conclusiones
ambiguas respecto al estudio de su superficie. Los autores proponen la Con-
formal curvatura normal, la cual es invariante bajo transformacion de escala

uniforme cuando la primera derivada de la funcién objetivo, evaluada en un punto
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critico, es cero. Esta curvatura proporciona una medida de la influencia acotada

entre 0 y 1 permitiendo comparar curvaturas bajo distintos modelos estadisticos.

Por otro lado, Fung y Kwan/ (1997)) también destacan que para algunas funciones
objetivos (DV, estimador MV o un test estadistico), bajo el escenario donde su
primera derivada evaluada en un punto critico no es cero, la curvatura normal
y la conformal curvatura normal son invariantes bajo transformacién de escala

uniforme.

Bajo el contexto anterior, |Zhu et al|(2007) proponen nuevas medidas de influen-
cia, las cuales, son invariantes bajo transformacion de escala uniforme, llamadas
Medidas de influencia de primer y segundo orden. Este enfoque permite
estudiar el comportamiento de la superficie generada por cualquier funcion obje-
tivo diferenciable, sin importar que su primera derivada, evaluada en un punto

critico, sea o no cero.

1.3. Objetivos

General

Realizar inferencia estadistica, desarrollar e implementar el método diagndstico
y analizar la sensibilidad del estimador del CCC asumiendo que los datos siguen
una distribucién ¢ multivariada, y comparar los resultados obtenidos al asumir

normalidad.

Especificos

= Estimar el CCC, construir un intervalo de confianza asintético basado en las
propiedades del estimador MV y el método delta, y desarrollar estadisticos

de prueba asintéticos.

= Desarrollar e implementar el método de diagndstico de influencia local, in-
fluencia local generalizada y medidas de influencia de primer y segundo

orden para el estimador del CCC.
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» Estudiar la cobertura de intervalos de confianza asintéticos, estudiar el
desempeno de estadisticos de prueba y determinar la proporcién de ob-

servaciones potencialmente influyentes sobre el estimador del CCC.

= Aplicar el método de diagndstico con datos reales y estudiar la sensibilidad

del estimador del CCC suponiendo una distribucion .

= Comparar todos los resultados de inferencia y diagnostico obtenidos al asu-
mir que los datos reales siguen una distribucion ¢ con los resultados obte-

nidos al asumir que los datos reales siguen una distribucién normal.

1.4. Resumen de los contenidos

El resumen de los contenidos de este trabajo se detalla en los siguientes capitulos.

En el capitulo dos se define la distribucién ¢ multivariada, sus propiedades bési-

cas, el método de estimacién y la relacién con la distribuciéon normal.

El capitulo tres presenta la definicién del CCC para medidas generadas por dos
y mas de dos instrumentos o métodos. Ademads, contiene la inferencia estadistica;
como la estimacién del CCC, el intervalo de confianza asintético y estadistico de

prueba asintético.

El capitulo cuatro contiene algunos conceptos de geometria diferencial y el desa-
rrollo del método de diagnéstico de influencia local, influencia local generalizada
y construccién de las medidas de influencia de primer y segundo orden para el

caso t y normal.

El capitulo cinco es la aplicacion con datos reales del trabajo de tesis y por tltimo

el capitulo seis contiene conclusiones generales.
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1.5. Principales contribuciones de la tesis

En este trabajo se desarrollan contribuciones a la inferencia estadistica y al méto-

do de diagnostico, estas son:

1. Al asumir que los datos siguen una distribucién ¢ multivariada, el proceso
de inferencia para el CCC es robusto, en el sentido que en presencia de

observaciones atipicas y/o extremas, las estimaciones no se ven afectadas.

2. El desarrollo e implementacién del método de diagnéstico de influencia local
generalizada (enfoque de primer y segundo orden) sobre el CCC, asumiendo
normalidad de datos, y una extensién del método es desarrollado asumiendo

que los datos siguen una distribucion ¢, para el enfoque de primer orden.

3. Se desarrollan las medidas de influencia invariantes bajo transformacién
de escala uniforme, de primer y segundo orden, asumiendo normalidad de
datos, para el diagndstico de influencia local sobre el CCC y se verifica si

el esquema de perturbacién es adecuado.
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Capitulo

Distribucion ¢ multivariada

La distribucién ¢ multivariada es una generalizacion natural de la distribuciéon
t-Student. Una primera versién fue derivada por |Cornish| (1954) y también de

manera independiente por Dunett y Sobel (1954).

El interés de la distribucién ¢ multivariada sigue creciendo debido a que ofrece
una alternativa para modelar datos con colas mas pesadas que la distribucion
normal. Esto se debe a que esta distribucién proporciona un parametro de forma
que permite estimar la curtosis de los datos, por lo tanto estos pueden ser adecua-
damente modelados. Por otro lado, también su uso proporciona procedimientos
de estimacién robusta contra posible observaciones extremas y/o atipicas. Por
ejemplo, autores como Lange et al. (1989), Arellano (1994), Galea| (1995)), Bol-
farine y Galea/ (1996) y (Osorio y Galea (2016) han usado la distribucién ¢ para

realizar inferencia sobre el vector de media y la matriz de varianza-covarianza.

Una caracterizacion mas general de la distribucién ¢, dentro de la familia eliptica,
es dada en Arellano y Bolfarine (1995)) y la representacion més usada de la dis-
tribucién ¢ multivariada se encuentra en Nadarajah y Kotz (2004) con vector de
localizacion, matriz de escala y pardmetro de forma, sin embargo en Sutradhar
(1993)) se presenta una reparametrizacion de la distribucién ¢ que permite compa-
rarla directamente con la distribucion normal multivariada a través del vector de

medias y la matriz de varianza-covarianza. Ademads Lange et al.| (1989)) sugieren
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una reparametrizacion del parametro de forma.

2.1. Definicion

A continuacién se presenta la definicién formal de la funcién de densidad de

probabilidad (fdp) de la distribucién ¢t multivariada reparametrizada.

Definicién 2.1.1. Un vector aleatorio X = (Xi,..., X4)T que toma valores en

R? sigue una distribucién ¢ multivariada si su fdp tiene la siguiente forma
- —(1/2n+d/2
pla) = Ka(n)|S7% (1 4 c(n)s®) W22 (2.1.1)

con

_ ()T 20+ d/2) _
= () iy 0= g

y donde 0% = (x — p)"E " (x — ) es la distancia de Mahalanobis, n € (0,1/2)
parametro de forma, pu € R? vector de media, 3,4, matriz de varianza-covarianza

simétrica defina positiva.

Notacién: Se denota como X ~ T;(u, 3, 7) a la variable aleatoria d dimensional
con distribucion ¢ multivariada y se denota como Xi,..., X, a la muestra de

vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos (iid).

2.2. Propiedades basicas

Las siguientes propiedades de la fdp (2.1.1]) son similares a las propiedades de la

distribucién normal.

2.2.1. Representacion estocastica de la distribucién ¢

Sea U ~ T'(1/2n,1/2¢(n)) independiente de Y ~ Ny(0, ¥) de modo que se consi-

dera la siguiente representacion estocastica

X=p+ % (2.2.1)
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con vector p de dimension (d x 1) y admite una fdp (2.1.1) (ver Apéndice |A.1)).

2.2.2. Momentos

Si X ~ Ta(p, 3, 7n). Entonces

E(X) = p, (2.2.2)
E[(X — p)(X - p)") = =, (2.2.3)
E[(X — )= (X — ) = d (2.2.4)

Demostracién: Basta considerar la representacion ([2.2.1]) y aplicar el operador

esperanza a X, (X —p)(X—p)" y (X—p)'ES (X —p), lo que demuestra (2.2.2)),
(2.2.3) y (2.2.4) respectivamente.

2.2.3. Curtosis

Sea X ~ Ty(p, 3, n). Entonces el coeficiente de curtosis multivariado estd dado

por
E[{(X - )" (X — w)}?2] = d(d +2)(1 + r) (2.2.5)

con £ = 2n/(1 — 4n) para todo n < 1/4.
Demostracién: Por la representacion ([2.2.1]) se tiene que

B [{(X ~ )= (X — )] = B E[(YTSY)?)

Como U ~ T'(1/2n,1/2¢(n)) se tiene que E(U™2) = (1 — 2n)/(1 — 4n) y como
Y ~ Ny(0,%) entonces Y'E 'Y ~ x%(d) de modo que E[(YTX71Y)?] = 2d+d?,
luego ([2.2.5) queda demostrado.
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2.2.4. Transformacion lineal

Si X ~ Ta(p,X,n) e Y = AX con A matriz de dimensién (¢ X d) no singular

(¢ < d), entonces
Y ~ Ta(Ap, ASAT n). (2.2.6)

Demostracién: Esta propiedad sigue de la representacion (2.2.1)) con distribu-
cién t multivariada y de la propiedad de transformacién lineal de la distribucion

normal multivariante. Es decir,
EY)=EAX)=AuyV(Y)=V(AX)=AXAT,
Luego, (2.2.6) queda demostrada.

2.2.5. Distribuciéon marginal
Si X ~ Ta(p,X,n) y X = (X4, X3)T es una particiéon donde X; es de dimensién

(g1 X 1) con

X X
p=[ ") == P ) va<a
o o1 Mg

Se tiene que la distribucién marginal para cualquier elemento de la particion de

X también sigue una distribucién ¢. Es decir,
Xy~ To (ky, Z11,m). (2.2.7)

Demostracién: Para obtener (2.2.7), basta tomar A = [I,,0] y aplicar una
transformacion lineal AX de modo que E(AX) = p; vy V(AX) = 345.

2.2.6. Distribucion condicional

Sin pérdida de generalidad, considerando la particién anterior de modo que X,

de dimensién (g1 x 1) y X3 de dimensién (g x 1). La distribucién condicional X4
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dado X5 es

X1|X2 ~ 7:11(11’1\2721|271/77+QQ)7 (228)
donde
Mg = My + ZJ1122721(}(2 — Hy)
’ D) — 1/0(77) + <X2 B I’I’Q)TEQ_;(XQ - l’l'2) (E -3 2712 )
12 Un+ao 11 122499 2421 ) -
Demostracion:

Por definicién se tiene p(x|xs) = p(x1, x2)/p(x2), de modo que

d/2

r(1/2 d/2
(w1|:c2 (0(77) / n—+ / )|2|—1/2<1+C(n)52)—(1/277+d/2)
@ '(1/2n)
—q2/2
_c(n N 1/277) 1/2 2\ (1/2
X b 1+ 52)(1/2n+42/2)
( T > 1/2n+q2/2)| 22’ ( C(”?) 2)

_ (c n )q1/2 1/277—1—6]2/2+q1/2)|2|71/2|222|1/2

U I'(1/2n + q2/2)

X (14 ¢(n)d?)~W2nHd/2) (] 4 ¢(n)62)1/2ntaz/2)
donde 05 = (@2 — ) X5 (T2 — o) ¥ d = q1 + o
Se tiene que

sl _ By B | (B — T o)t (B — B1oZ Bo1) 1085

By By Y5 + BaBi By,
de modo que |X|71/2|Xy |2 = |B11|Y? y 6% se puede reescribir como

T
— B, B T —

L2 — Ko B, By Ty — o

6 =

= (21 — N1|2)TBH(5'31 - N1|2) + (xg — H2)T22_21<332 — Ho)
= 01y + 0
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donde puy)p = p; — Bi| Bia(ms — py).

Luego, como ¢* = 07,403, se tiene que (1 + c(n)62)~ETHIR) (1 o()02)/2ntee/?)

—(1/2n+d/2)
es igual a <1 +c(n)df, + c(n)é%) (1 + ¢(n)d2)?7 /) ¢ multiplicando

por (14 ¢(n)62)~/2n+d/2) /(1 4 ¢(n)62)~(1/21+d4/2) 13 expresién queda

C(?])62 —(1/2n+d/2)
14— 1 2) /2
( T + c(n)5§> (14 c(m)dy)

Por lo tanto, la fdp condicional esta dada por

* 41/2
c(n L((1/2n 4+ q2/2) +q1/2 . 1/ +0a/2)—a1/2
plenfe) = ( fr)> ! é(l/2frziq>2/2)l/ NBult (14 i)

con c*(n) = c(n)/ (1 + c(n)d3).

Ademas notar que
Zp
U2
51|2 =1/c(n) + (55 entonces fbyp = E(X1|2) =u, + 21122—21()(2 — 1y) Y

Z1|2Z1T|2 :ﬁm _
Uij2 .

Xijz = ppp + , Zipp ~ Ny, (0, B1}') y Uy ~ T(aupa, Bij2) con app = (1/n+q2) y

21|2 = V(X1|2) - E (
Finalmente, asi se obtiene la distribucién de X; dado Xy dado en ([2.2.8]).

2.2.7. Distribucion de forma cuadratica

Si X ~ Ta(p, 2,n) y 62 = (X — p)"S 71X — )T la distancia de Mahalanobis.

Se tiene que

52
F=Gaa"™ F(d,1/n). (2.2.9)
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Demostracién:

Considerando la representacion (2.2.1) de modo que

= X-p)' X —-p) = —[YTi* Y

(2.2.10)
donde [YTE7'Y] ~ x%(d) y U* = [U/c(n)] ~ I'(1/2n,1/2) o equivalentemente
U* ~ x%(1/n) se tiene que al dividir el numerador y denominador de (2.2.10]) por
sus respectivos grados de libertad se obtiene (12.2.9)).

2.3. Funcion de verosimilitud

Sea X1, ..., X,, una muestra de vectores aleatorios de modo que X; = (X1, ..., Xid)T
para todo i = 1, ..., n sigue una distribucién Ty(p, 3, 7). La funcién de verosimi-

litud se denota por

n n

L) = [[rx) =] {Kd(n)lzr”2 (1+ c(n)éf)*“”"*d/”} (2.3.1)
i=1 i=1
con @ = (u”, ", n)T € © C R4 s el vector de pardmetros y ¢ = vech(X)

es el vector columna que contiene los diferentes elementos de 3. Notar que

d = dim(p) y ¢ = dim(¢p).

El operador vech(-) = Dvec(-) donde Dy matriz de duplicacién de dimensién
d*> x (d/2)(d 4+ 1) y vec() es el operador que vectoriza una matriz apilando sus
columnas (Ver [Magnus y Neudecker] (1988))). Luego, el logaritmo de ([2.3.1)) es
1(0) =3 fios(rcutm) — Srosmp ~ & (2 a) 10g (14 et
2 2\ n !

i=1

— nlog(an) - o= ~ 5 (3 +d) Llo (1+c?) (232



2.4. Estimacion

2.4.1. Antecedentes

Dempster et al.| (1977) utilizan el algoritmo EM para encontrar los estimadores
MYV considerando datos completos y fijando los grados de libertad. [Rubin/ (1983))
muestra este resultado para el caso de la distribucion ¢ multivariada, adicional-
mente [Little y Rubin| (1980)) lo extienden para el problema de datos perdidos.
Por otro lado, [Lange et al.| (1989) presentan un caso méas general al considerar
los grados de libertad desconocidos y en conjunto estimar todos los parametros.
Osorio y Galea (2016) describen una extensién para estimar los pardametros de

una distribucién ¢, la cual es implementada en la libreria MVT de R.

2.4.2. Estimacion de maxima verosimilitud

T
SeaU(0) = (U(M)T, U(p)T, U(n)T> el vector score, la primera derivada del
logaritmo de la funcién verosimilitud definida en (2.3.2)), de modo que

Uln) =Y uE @~ )
U(g) = ngvec (2_1 {% Zuz(wz — p) (@i — .U)T} »t - 2_1>
U) = 505 3 {elnd = wd?) = (120 +/2)+ 6 (1/20) +log(1 + ()3}

con u; = (1/n+d)/(1/c(n) + 62) y ¢'(2) = dlog(T'(2))/dz es la derivada del

logaritmo de la funcién gamma I'(2).

Ademds Ny, = %(I 2 + K4) donde Iz matriz identidad de dimensién d* y K, la

matriz de conmutacién dadas en Magnus y Neudecker| (1988)).

Para 7 fijo e igualando U(u) y U(¢) a cero, se obtienen las ecuaciones de esti-

macion para p y X, dadas por
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D iy Wi 1 T
== —yX=- (T — i
p= Sy B X;U (@; — p)(z; — p)

con x; = (1, ..., 24q) ", para todo i = 1,...,n.

Sin embargo, como los estimadores no pueden ser expresados explicitamente, es
necesario recurrir a métodos iterativos para obtener las raices de la funcién score.
El algoritmo EM, implementado por [Osorio y Galea (2016) para la distribucién

t multivariada, es utilizado para obtener dichas estimaciones.

Sea X1, ..., X,, una muestra de vectores aleatorios desde una distribucién 7(p, 3, ).
En el marco del algoritmo de esperanza y maximizacion, conocido como al-
goritmo EM, se considera un vector de datos observados x.,s y un vector de

datos perdidos (uq, ..., u,), de modo que se tiene un vector de datos completo

L. = (w0b57u17 --~7un)-

Considerando X;|U; = w; ~ Ng(p,X/u;) v U; ~ T'(1/2n,1/2¢(n)) para to-
do 7 = 1,...,n, se puede obtener la funciéon de verosimilitud para datos com-

pletos denotada por L.(0) = [[_, p(zi, u;), que puede ser factorizada como

[T, p(@ilus)p(u,).

De acuerdo a los datos completos el logaritmo de la funcion de verosimilitud que-

da £.(0) = >_7"  log p(xi|u;) + > log p(u;).

El algoritmo procede a calcular la esperanza de ¢.(6) condicionada a los datos
observados, conocido como paso E (Esperanza), para encontrar un 0%+ que
maximiza la esperanza condicionada de ¢.(€) conocido como paso M (Maximi-
zacién). Estos pasos se resumen a continuacién y el detalle estd en el Apéndice

A2
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Paso E:

Para obtener la (k+ 1)-ésima iteracién se necesita calcular la esperanza de la fun-
cion de verosimilitud de los datos completos condicionado a los datos observados

en la iteracién actual (k), es decir Q(0,0%)) = E(£,(0)|xy,, 0™).

Paso M:

Determinar un 8% de modo que Q(H(k“), O(k)) > Q(0, O(k)) para todo 6 € O.

Finalmente, los estimadores de méxima verosimilitud para la (k + 1) iteracion,

estan dados por

<k+1))T

i K )(wi—#

n (k) n
(k+1) _ Do Ui i (k1) 1 k) (g gy (k+1)

(1/n"™ +d)
(1/c(n®) + 67 ()

q’)(kH) = vech (2<k+1)> donde ugk) = y 7® = (u(k), qz’)(k)).

Por otro lado, el pardmetro de forma actualizado n**1) se obtiene al maximizar

Q(n,0") dada en Apéndice [A.2]

Notacién: Si el algoritmo EM encuentra convergencia en la iteracién (k + 1),

entonces se denotaran los estimadores MV como i = p*+D), > = xk+y y

2.4.3. Matriz de informacion de Fisher

Sean X4, ..., X,, vectores aleatorios independiente e idénticamente distribuidos,
de modo que X; ~ Ty(p,3,n) para todo i = 1,...,n. Se define la matriz de
informacién de Fisher basado en (2.3.2)) como

7(0) = V(U(0)) = Z Eo(Ui(0)U (8)) = nEe(U,(0)U{ (0)) = nI(6)
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y su estructura matricial es
@) =n| 0  I,(0) I,/(6) (2.4.1)

con elementos dador por

I#u(e) = Cu<77>2_1

I,y(8) = { DI {26,)(S5 7 © 5 )Ny + (co(n) — Dvee(S ™ vec” (571} D,

_ c(n)(d +2) T .
Ton®) =~ A+ 20 7 ay e vee® )

_L{ d [1+77d(1—477)—8772 } _dﬁ(n)}
27 L (1 —=2n)% [(1+nd)(1 + (d+2)n) dn

Inn(e) =

con Ny = %(I 2+ K 4) donde I ;2 matriz identidad y K 4 la matriz de conmutacién

de dimensién d* x d* (ver Magnus y Neudecker| (1988))) y

_ (1/n+d) o (m) = cg(n) () — (1+2n)
R NI TR M Gy v s

elementos dados en |Osorio y Galea| (2016) y calculados en el Apéndice .
Luego para obtener la matriz de informacion de Fisher estimada, basta reemplazar

los estimadores MV obtenidos con el algoritmo EM.

2.5. Relacion con la distribucion normal

La distribucién normal puede ser vista convenientemente como un caso especial
de la distribucién ¢, pues cuando n — 0 o equivalentemente 1/n — oo, la distri-

bucién t converge a una distribucién normal.

Este hecho se puede ver intuitivamente en la representacion (2.2.1) la cual es

influenciada por la fdp de U, pues X|U = u tiene fdp normal con matriz de
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varianza-covarianza escalada, es decir Ny(p, % /u).

A continucion se presenta una propiedad y corolario que justifican la distribucion

limite de un vector aleatorio con fdp Ty(p, 3, 7).

2.5.1. Distribucion limite
Propiedad 2.5.1. Si X ~ Tg(p, X,n) y Nyg(p, X) denota la fdp de una distribu-

cién normal. Se tiene que, si n tiende a cero, entonces

lim  Ta(p, 2,7n) = Ng(p, X) para todo x € R?. (2.5.1)

1/m—o0

El siguiente Lema dado en Hogg y Craigl (1978) y el Corolario dado en Tong
(1990) son usados para demostrar la Propiedad

Lema 2.5.1. Sean b y ¢ constantes, y a un entero positivo, se tiene que

(1) Sie(n) — 0 cudndo n — oo entonces

Hm{y+9+ﬁ@q :1m1P+9} ="
n—00 n n n—r00 n
(2) SiT(+) es la funcién gamma, entonces

I'(n+a)

lim ——— =
nSoo T(n)ne

Corolario 2.5.1. Sea X un vector aleatorio con densidad definida en (2.1.1) y

sea Y un vector aleatorio con densidad Ny(p, ). Entonces

Iim P(X € A) =P(Y € A)

1/m—o0

para un conjunto borel-medible A € R¢. Es decir, X converge en distribucién a

Y cuando 1/n — oo o equivalentemente 7 — 0.

Demostracién:
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Aplicando el Lema [2.5.1] se tiene que

2 2 —1/2n+d/2
(L el?) " = (14 L= et
B 8 /) 2\
—(1+1/77+ 1/n ) X(Hl/nJr 1/n ) '

con ¥(1/n) = 26%/(1/n - 2).
Luego, si 1/ — oo entonces,

lfm (1 +C(77)52)_(1/2n+d/2) — /2
1/n—o0

pues ¥(1/n) — 0 cuando 1/n — oc.

Por otro lado,

lm Ky(n)|Z|~? = (2m) 42|37/

1/p—o0
pues

/) o P

e T2 202 e (=)

Finalmente, por el teorema de convergencia de Scheffé dado en Resnick (1999)),

pag. 253, y el Corolario dado en [Tong| (1990), pag. 212, la Propiedad

queda demostrada.

Los estimadores MV definidos para la distribuciéon 7T4(w, X,7) convergen a los
estimadores MV de una distribucién Ny(p, ) cuando n — 0. Esto sucede pues

u; — 1 cuando n — 0, entonces

n

= Sw oy S= YW A"
=1

=1

=

Aplicando el mismo principio a la matriz de informacién de Fisher asociada a
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la distribucién ¢, se obtiene la matriz de informacion de Fisher asociada a la
distribucion normal, ya que ¢4(n) = 1y ¢,(n) — 1 cuando n — 0. Por lo tanto,

la matriz de informacién de Fisher es

donde
_ 1 _ _
1,,(0) =271y 15y(0) = D4 (37 @ 27Ny
con Dy y Ny = 3(I;2+ K,) dadas en Magnus y Neudecker| (1988).

Desde la fdp ([2.1.1]) se puede ver que el comportamiento de las colas de la distri-
bucién t depende del pardametro de forma; cuando 71 tiende a 1/2 la distribucién

presenta colas mas pesadas y cuando 7 tiende a cero converge a la distribucion

normal (ver Propiedad [2.5.1)).

El parametro de forma esta relacionado con la curtosis de los datos, por ejemplo
si el estimador de 7 estd lejos de cero esto implica que el conjunto de datos pre-
senta observaciones extremas y/o atipicas, y por ende la variabilidad serd mayor

que la normal.

Para n = 0.25 se simularon datos t bivariados de tamano n = 25 y n = 100 bajo
los escenarios de |Lin| (1989). La Figura muestra la elipse de datos asumiendo
que se distribuyen normal y la elipse de datos asumiendo que se distribuyen t.
Se observa que en el caso de la elipse normal las gréficas (a), (¢) y (d) muestran
mas observaciones como atipicas y/o extremas respecto al caso de la elipse t.
Este comportamiento es més notorio en las graficas (b), (d) y (f), es decir cuando

n = 100.

Por lo anterior la distribucion ¢ es ampliamente usada en presencia de observa-

ciones atipicas y/o extremas, y también bajo el contexto de muestra pequenas.
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Figura 2.1: Elipses del 95 % de masa de probabilidad para datos simulados desde

0

—— normal

p.=0.95

— t
—— normal

(a) CCC Alto y n=25

(b) CCC Alto y n=100

=075

L/ 7
— t — t
—— normal —— normal
T T
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

(¢c) CCC Medio y n=25

(d) CCC Medio y n=100

p.=0.36

(e) CCC Bajo y n=25

(f) CCC Bajo y n=100

una distribucén ¢t basado en los escenarios de Lin (1989)




2.5.2. Bondad de ajuste

Un procedimiento grafico usado por Osorio y Galeal (2016|) consiste en el uso de
la distancia de Mahalanobis §? para todo i = 1,...,n. Desde la ecuacién ({2.2.9)
se sabe que si X; ~ Tg(p, X, n) entonces F; = 62 /(1 —2n)d ~ F(d,1/n) y cuando
71 tiene a cero, por la Propiedad , se tiene que X; ~ Ny(p,X) entonces
Fy =67 ~ X*(d).

La transformacién de Wilson-Hilferty dada en Johnson et al.| (1994) para la dis-

tancia de Mahalanobis, asumiendo que los datos siguen una distribucion t, es

1/3
1-E" —1-2)
2n 2/3
(P 2y

Zi =

mientras que si los datos siguen una distribucién normal, es

3
FP—(1—2)

e

Zi =

Como los z; siguen una distribucién aproximadamente normal con media 0 y va-
rianza 1 |Lange et al.| (1989) sugieren evaluar la calidad del ajuste de los datos a

través de las gréficas cuantil-cuantil (QQ plot en inglés).

A continuacion se presentan algunos ejemplos del uso de la transformacién de

Wilson-Hilferty en datos simulados y reales.

La Figura presenta el QQ plot para la tranformacién Wilson-Hilferty de la
distancia de Mahalanobis para datos simulados desde una distribucion ¢ y normal
bivariadas, basado en los escenarios de|Lin! (1989), se puede observar que los datos

siguen la distribucion de cual fueron generados.
La Figura muestra el mismo ejemplo anterior pero con datos reales, notar que

algunos conjuntos de datos no siguen la distribuciéon normal pero si la distribucién

t y en otros casos no siguen ninguna de las dos distribuciones.
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Figura 2.2: QQ plots para la transformacion Wilson-Hilferty de la distancia de
Mahalanobis considerando datos simulados bajo los escenarios de Lin (1989)
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Figura 2.3: QQ plots para la transformacién Wilson-Hilferty de la distancia de
Mahalanobis considerando datos reales

2.6. Comentarios finales

Como se ha expuesto a lo largo del capitulo, la distribucién ¢ multivariada es
una alternativa para modelar adecuadamente datos que presentan observaciones
atipicas y/o extremas, ademds esta distribucién queda especificada por el vector
de medias y la matriz de varianza-covarianza, permitiendo una comparacién con

la distribucién normal multivariada.
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Capitulo

Coeficiente de correlacion de

concordancia

Este capitulo presenta el Coeficiente de Correlacién de Concordancia (CCC),
propuesto por [Lin| (1989), que mide el grado de acuerdo entre medidas generadas
por dos instrumentos o métodos y una extension, propuesta por Barnhart et al.
(2002), que mide el grado de acuerdo entre medidas generadas por dos o mas

instrumentos o métodos.

Adicionalmente, se presenta la estimacién y la derivaciéon de la distribucién asintoti-
ca para la construccién de intervalos de confianza y estadistico de prueba asintoti-

CO.

3.1. Concordancia entre dos medidas

Cuando d = 2 se tiene que X; = (X;1, Xi2)T para todo i = 1,...,n es un vector
aleatorio seleccionado independientemente desde una poblacion con media p =

(p1, po)™ v matriz de varianza-covarianza dada por

011 012

021 022
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Lin| (1989) define que el grado de acuerdo entre X;; y X;» puede ser caracterizado

por un indice absoluto llamado Desvio Cuadrado Medio (DCM) dado por
E[(Xa — Xi2)®] = (011 + 022 — 2012) + (111 — p12)’ (3.1.1)

para todoi=1,...,n.
El DCM representa el valor esperado del desvio al cuadrado perpendicular desde
la linea de concordancia. Si para cada par (X;;, X;2)? existe un acuerdo perfecto

en la poblacién se espera que DCM sea cero.

Un indice escalado a partir de (3.1.1)) es el CCC definido como

-1 E[(Xl - X )2]
Pe = E[(Xi — Xi2)?| X1, Xi2  no correlacionadas]
. 2012
o11 + 099 + (1 — p2)?
= ,012012 (312)

donde pys es el coeficiente de precision (correlacién de Pearson) entre las medidas
generadas por dos métodos y C1s es el coeficiente de exactitud (sesgo) respecto a

la linea de concordancia, tal que 0 < C1o <1, =1 <pps <1y —-1<p. <1

Ademas, cabe destacar que |Lin (1989) descompone el coeficiente de exactitud en

funcién de a = (p; — pi2)/(011092)"/* (cambio de localizacién) y b = +/o11/092

(cambio de escala), de modo que el coeficiente de exactitud puede escribirse como

012 = 2[() —|— b_l —|— CLQ]_l.
Si (15 toma valores cercanos a cero entonces las observaciones estan mas lejos de

la linea de concordancia y si toma valores cercano a uno entonces las observacio-

nes estan mas cerca de la linea de concordancia.
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Algunas caracteristicas del CCC son:

1. Si p13 = +1 entonces p. = £1, lo que indica concordancia absoluta entre

las medidas.

2. Si p12 = 0 entonces p. = 0, lo que indica falta de concordancia entre las

medidas

3. Si C12 = 1 (0 equivalentemente p; = pg y 011 = 092) entonces p. = py2 lo
cual implica que no hay desviacion de las observaciones desde la linea de

concordancia.

La interpretacion del coeficiente (3.1.2]) es que mide el grado de acuerdo entre
medidas cuantitativas, de modo que el coeficiente de precision mide que tan cerca
estan las medidas de la mejor linea ajustada y el coeficiente de exactitud mide

que tan cerca la mejor linea ajustada esta de la linea de concordancia.

Un estimador natural del CCC es el obtenido a través del método de los momentos

y se define por

5 = 2519
‘ Si1 4 Sae + (X1 — X2)?
donde
1 ¢ _ _ I 1 ¢ _
Sz = " ;(Xil - X1) (X — X2), X;= n ;Xij y Sjj= n ;(Xij - Xj)

para todo 7 =1, 2.

Para encontrar la distribucién asintética de p. y construir un intervalo de con-

fianza asintético, |Lin| (1989) propone aplicar la Z-transformacién de Fisher.

Sea Z = (1/2)In{(1 + p.) / (1 — p.)} = tanh'(p,) la Z-transformacién de Fisher
para p,, aplicando el Corolario 3.3 dado en Serfling| (1980)), [Lin| (1989)) demuestra
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que Z sigue una distribucion asintética con media Z y varianza

L[ =ph)ps | 4p2(1 = pe)a’ pea’

2
g% = — —
2o n [(L=pHply  pr2(L—p2)2  2p7,(1 — p2)?

donde pyy es el coeficiente de precisién (correlacién de Pearson) y a? = (u; —

po)?/ /011022 el cambio de localizacién al cuadrado.

~

Sea ¢g(Z) = tanh(Z), aplicando el método delta se tiene que g(Z) sigue una dis-

tribucién asintéticamente normal con media g(Z) y varianza o%[dg(Z)/dZ].

Como la derivada de la funcién tangente hiperbélica es dg(Z)/dZ = 1 —tanh(Z)?

y reemplazando tanh(Z) = p. se tiene que

(P09 2, 3 (0, (1 - 42)) (3.0.3)

donde 5% es consistente para o%.

Por lo tanto, un intervalo de confianza asontético del (1 — «)100 % de confianza,

basado en la distribucién asintética de p. dada en (3.1.3)), estd dado por

IC(pe) = {:50 + 21 a/2 (1—- ﬁC)&%} )

y otro en base a la Z-transformacion de Fisher, esta dado por

exp (2zpr) — 1 exp (2z15) — 1
exp (2zr7) + 17 exp (2215) + 1

donde z;; = 7 — Z1—a/20; Y 2L = 7+ 21—a/205 CON Z1_q/2 €l percentil de la

distribucién normal estandar.

Una funcién para calcular ambos intervalos de confianza, dada en Feng et al.

(2014)), esta en la librerfa agRee de R.
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3.2. Concordancia entre dos o mas medidas

Sea X; = (X1, ..., Xiq)T un vector aleatorio con vector de medias gt = (pi1, ..., ptg)”
y matriz de varianza-covarianza ¥ de dimensién (d x d), de modo que X;; denota
la medida para el i-ésima unidad de anélisis obtenida con el j-ésimo instrumento

o método, paratodoi=1,...nyj=1,..,d.

Una extensién del CCC para dos o més medidas es el Coeficiente de Correlacion

de Concordancia Global (CCCG) propuesto por Barnhart et al.| (2002)).

Debido a que la diferencia al cuadrado (X;; — X;)? para todo j # k es usada para
describir desacuerdo entre medidas obtenidas por dos instrumentos, es posible
considerar, para describir el desacuerdo de medidas obtenidas entre dos o mas

instrumentos, la variabilidad muestral inter-instrumento como

Y (X — X0)?
(d-1)

V = (3.2.1)
donde X; = d! 2?21 Xi; es el promedio entre las medidas para el i-ésimo indivi-
duo y es usado en lugar de las diferencia al cuadrado para describir la variabilidad

entre medidas generadas por miltiples instrumentos.

La expresion (3.2.1) puede ser escrita como una combinacién lineal de las dife-

rencias al cuadrado entre las medidas, es decir

d-1 d
V= 2 (X
]=1 k=j+1

Luego Barnhart et al.| (2002) propone el CCCG, sin considerar un instrumento

de referencia, como

E[V]
E[V|Xi,...,X;q no correlacionadas|

pg:1—

donde la esperanza de V, cuando las medidas estan correlacionadas, es
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BIVI = 1 & 3 AVIC = Xl + B[ - Xa)P)

j=1 k=j+1
p—1
1

= m 321 {Ujj + opr — 2045 + (pj — Mk)Q}
y cuando no lo estan
1 d—1
E[V|Xi,...,Xia no correlacionadas] = d(d—1) ; {oji + ome + (15 — )’} -

Si & = 04 + op + (1; — px)? el CCCG toma la forma dada por

d—1 —d
py = D i1 D1 205k
g — d—1 d
Zj:l Zk:j-',-l gjk

(3.2.2)

y al amplificar por &;;; el numerador de (3.2.2]) se obtiene el CCCG en funcién del
CCC de a pares, definido como

d—1 x~d -
o = Zj:l Zk:jﬂfjkpék
9 — d—1 ~d
Zj:l Ek:j+1 fjk

(3.2.3)
donde p* es el CCC para todo j # k.

La expresion (3.2.3)) puede ser interpretada como un promedio ponderado de
todos los CCC con pesos i, de modo que los pares de medidas son penalizados
proporcionalmente por el grado de desacuerdo entre pares. Ademas, pik = Cikpjk

donde Cj; es el coeficiente de exactitud de a pares y pj;, es el coeficiente de

precisiéon de a pares, entonces (3.2.3)) queda

d—1 <~d

o= > i1 2ejr1 S Cikpjn

9 = d—1 ~~d :
Zj:l Zk:j-',-l &k

(3.2.4)

Luego, al igual que el CCC bivariado, (3.2.4]) estd en funcién de la precision y la

exactitud, mas aun, si d = 2 se tiene que p, es igual a p. definido en ([3.1.2)).
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Finalmente, el CCCG definido en (|3.2.2)), puede ser reescrito en términos de sus

medias, varianzas y covarianzas.

Sea

d—-1 d d-1 d d-1 d

DD =0 D (oo Y Y (i —m)

=1 k=j+1 j=1 k=j+1 j=1 k=j+1

d d-1 d
=(d=1)) o5+ > > (= m)
=1 =1 k=j+1

entonces

d—1 d
Py = 2jm1 Dok=ji1 205k (3.2.5)
g — L.
(d = 1) 225 055 + 2500 Yy (g — 1)?

donde ([3.2.5)) tiene estructura matricial como

B 21} vech(X2r)
Po = (= 1)1Tvech(Zp) + (Cp)T(Cp)

(3.2.6)

con X la matriz triangular inferior sin la diagonal de 3, ¥, = Diag(o11, ..., 0pp)
la matriz diagonal y C matriz de dimensién (r x d) que genera las diferencias
del tipo (p; — px) con r = (;l) comparaciones posibles, de modo que, u’C*Cp
genera estas diferencias al cuadrado. Ademas, el numerador de se puede
reescribir como vech(27) = vech(Er) con Ep = MO Mc® M, donde ® indica
el producto Hadamard, dado en Magnus y Neudecker| (1988), y

0 0 0 0 0 0
M, — 5%2 0 0 M, — Cia 0 0 7
§1a ad 0 Cra Cay 0
0 O 0
M, 2 O 0
pld 24
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3.3. Inferencia

Sea X1, ..., X,, una muestra de vectores aleatorios iid tal que X; ~ Ta(pu, X, n)
para todo i = 1,...,n y sea p(@) el coeficiente de correlacién de concordancia

. , . T
entre medidas generadas por dos o mas instrumentos, donde 8 = ([_LT, o', 77) €

© C R¥*L con ¢ = vech(X).

Esta seccién presenta el estimador MV, el intervalo de confianza asintético y es-

tadistico de prueba asintético para el p(8).

Se propone someter a prueba las siguientes hipdtesis estadisticas: (a) Ho: p(8) = 0

versus Hy: p(0) # 0y (b) Hy: p(0) < p*(0) versus Hy: p(0) > p*(6).

La hipdtesis (a) permite probar si el coeficiente es estadisticamente significativo y
la hipétesis (b) permite probar si existe concordancia entre las medidas respecto

a un valor preestablecido por el investigador.

3.3.1. Estimacion maximo verosimil

El algoritmo EM, presentado en el capitulo 2, permite encontrar el estimador MV

de @ denotado por ] y por la propiedad de invarianza de los estimadores MV,

A

dado en |Lehmann y Casella (1998), el estimador MV del CCC y CCCG es p(0).

3.3.2. Distribucion asintotica

Aplicando el Teorema 2.4.1 dado en Lehmann y Casellal (1998)), se tiene que si
0, = é(Xl, ..., X,,) una secuencia de estimadores MV que es consistente para 6

entonces p(6,) es una secuencia de estimadores MV que es consistente para p(8).

Luego, bajo ciertas condiciones de regularidad dadas en |Lehmann (1999) pag.

456, se sabe que 0 sigue una distrbucion asintotica dada en el siguiente teorema.
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Teorema 3.3.1. Sea 0,, una secuencia de estimadores MV consistentes para 6,

bajo ciertas condiciones de regularidad, se tiene que
Vn(6, —6) 2 N (0,1(6)") (3.3.1)

donde nI(0) es la matriz de informacién de Fisher.

Luego, la distribucién asintética del coeficiente de concordancia es dada en la
siguiente proposicion.
Proposicién 3.3.1. Sea 6,, una secuencia de estimadores consistentes que sigue

una distribucién asintética dada en (3.3.1)) y sea p(8,,) una secuencia de estima-

dores consistentes para p(€). Entonces,
A b)
Vit (p(8,) = p(8)) = N (0.02)

donde 8 € © C R¥ 1t o2 = d"I(0)"'d y d = [0p(0)/00)] esta dado en el
Apéndice [A4]

Demostracién: Aplicando el método delta definido en Serfling (1980)), se obtiene

~

la distribucién asintética para p(6,,).

Observacién: La Proposicion permite encontrar la distribucién asintética

del CCC entre medidas generadas por dos o mas de dos instrumentos o métodos.

3.3.3. Intervalo de confianza asintdtico

A~

Sea p(6,) una secuencia de estimadores maximo verosimiles para p(0) y sea
03 =d'I (8)7'd, en base a la Proposicién , se define una cantidad pivotal
dada por

)) o
Q= = N(0,1) (3.3.2)

con media p(@) y varianza n~'o?.
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Por el Teorema 2.1.4, dado en |Lehmann| (1999)), y considerando a I(#) como una

funcién continua de 8, se sigue que I(8,,) converge en probabilidad a I(8), por

lo tanto 83 es un estimador consistente para 0/2,.

Luego, en base a (3.3.2)), un intervalo de confianza asintético para p(@) con nivel
de confianza del (1 — a)100 % es

1€(p(6) = {p(0) £ 1.2 | (333)

donde 2;_,/2 es el percentil asociado a la distribucion normal estandar.

Por otro lado, se sabe que la matriz de informaciéon observada

0%((0)

1,0)= -2 ")
(©) 0000 o=

calculada en el Apéndice [A.3] al ser dividida por n es también un estimador
consistente para I(0) (ver Lehmann| (1999)). Como consecuencia se tiene otro
estimador consistente para Jﬁ, de modo que se puede construir otro intervalo de

confianza como en ([3.3.3).

3.3.4. Test de razén de verosimilitud

Sea Xy, ..., X, una muestra de vectores aleatorios iid desde una distribuciéon
Talw, 3, 1), se considera @ = (u”, ¢*,n)T el vector con contiene los pardmetros de
la distribucién ¢, donde ¢ = vech(X) es la matriz de varianza-covarianza vectori-
zada sin elementos repetidos, el cual, puede ser reescrito como 8 = (u”, o1, ¢a ,1)"

donde ¢, contiene las covarianzas y ¢, contiene las varianzas de X.
La hipétesis (a) Ho: p(@) = 0 es equivalente a probar para d = 2 la hip6tesis Hy:
012 = 0y para d > 2 la hipdtesis Hy: 3 = 3y donde ¥, matriz diagonal, es decir,

¢, = 0.

A o~ ~T A . . . , .
Sea 0 = (;J,T, ¢ ,n)T el estimador MV bajo todo el espacio paramétrico © y sea
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~ ~ ~T . . . s ..
0= (", p,,m)" el estimador MV bajo el espacio paramétrico restringido Oy, es

decir bajo Hy.

El estadistico de prueba basado en la razén de verosimilitud derivado en el

Apéndice queda expresado como

<\ —(1/27+d/2)
K ST | (1 + 0(77)5'20) '
e B X — ' (3.3.4)
= Kd(ﬁ) ’2‘ i S —(1/27+d/2) 0.
ITi- (1 + 0(77>5i)

con regién critica igual a RC' = {x : A(x) < Ao} de modo que )¢ es una constante

tal que el estadistico sea de tamaiio o y & € R"*%.

Luego, por el Teorema 5.2.1 dado en Mardia et al. (1997)), la distribucién asintéti-

ca en base a (3.3.4)) es
“2log(A) = —2 [6(0) - E(eﬂ 2, \2(m)

con regién critica RC' = {x : —2logA(x) > x2(m)} donde m = dim(©) —
dim(6y) =d+q+1—(2d+ 1) = ¢ — d son los grados de libertad y & € R™*<.

Observacién: Si n — 0 la muestra de vectores aleatorios Xy, ..., X,, sigue una

distribucion Ny(p, ) y el TRV queda

n/2

_ |R’n/2

donde R es la matriz de correlacion (ver Apéndice [A.5) y por el Teorema 5.2.1
dado en |Mardia et al| (1997) se tiene que el TRV asint6tico es

—2log(A) = —nlog(|R|) > x*(m)

v si d = 2 se tiene que —2log(A) = —nlog(l — p2) = x2(1).
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3.3.5. Prueba de Wald

La prueba de Wald se basa en la distribucién aproximada de p(é) bajo la hipdtesis

nula Hy : p(0) = p*(0), es decir

Vi (p(8) - p(9)) 5 v o)

2
)

Luego, estadistico de prueba es

Vi (p(8) - p7(6))

)
9

W:

(3.3.5)

2
p

RC = {x: |W(x)| > za/2} 0 equivalentemente RC = {@ : W2(z) > x2(1)} con
x € R™4,

donde 72 es un estimador consistente para O'g y su regiéon critica esta dada por

Por otro lado, si se desea someter a prueba (b) Hy : p(8) < p*(0) el es-
tadistico de prueba es el definido en (3.3.5) pero con region critica dada por

RC ={x:W(x) > 2z,} con x € R"*<.

3.4. Comentarios finales

Se ha estudiado que el CCC permite evaluar el grado de acuerdo entre medidas
generadas por distintos métodos o instrumentos y que ademaés se puede reescribir
en funcion el coeficiente de precision y exactitud. La inferencia sobre el CCC se
basa en la distribucién ¢ multivariada, ademas utilizando propiedades asintéti-
cas de los estimadores MV se construye un intervalo de confianza asintético y
estadisticos de prueba asintotico. El desempeno de los intervalos y estadistico de

prueba son estudiados en el Apéndice

En el siguiente capitulo se estudia y desarrolla un método de diagnostico para los

estimadores MV y para el estimador del CCC.
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Capitulo I

Diagnostico de influencia sobre el CCC

Este capitulo presenta los conceptos geométricos usados para el desarrollo y apli-
cacion del método de diagnostico de influencia local. Las Definiciones, Teoremas

y Proposiciones estén dadas en Do Carmo| (1976) y [Poon y Poon! (2010)).

4.1. Conceptos geométricos

Definicién 4.1.1. Sea f(w) una funcién real valorada sobre un conjunto abierto

Q2 en R"™. La diferencial de f sobre w como una aplicacion lineal es

dfw : Tan — Tf(w)R, (4.1.1)
donde T,,R™ es el espacio tangente de R" sobre el punto w y T.,)R es el espacio
tangente de R sobre el punto f(w).

Definicién 4.1.2. Suponga que f : R® — R definida sobre un conjunto abierto
Q en R" en un punto wg. Dado un vector unitario h llamamos, provisto de que

el limite exista,

duf(wo) = lim f(wo + ah) — f(wo)

a—0 a

(4.1.2)

la derivada direccional de f en la direccién h sobre wy.
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Observacién: La derivada direccional (4.1.2)) también se puede definir por

d
Ef(wo + ah)

a=0.

Definicién 4.1.3. Si f : R® — R definida en un subconjunto abierto {2 en R" y

diferenciable, el gradiente de f en w es el vector en R™ dado por

of of of )T . (4.1.3)

Viw) = (8w1’8w2"“’8wn

Teorema 4.1.1. Suponga que f : R" — R definida en un subconjunto abierto
2 en R™ que contiene el punto wy. Entonces, para cualquier vector unitario h,

dnf(wo) existe y es
dnf (wo) = (Vy(wo), h). (414

donde (-, -) corresponde al producto punto.

Demostracion:
Sea w(a) =wp+ahcona e R, heR"ywe QCR”tal que f(wy+ ah) =

f(w(a)), luego aplicando la regla de la cadena se tiene

e = G = (M) S = T = (9w

luego (4.1.4) queda demostrado.

Observacion: Si a = 0 entonces w(0) = wy luego

= <vf (w0)> h>

a=0

d
—f(w(@)

donde Vf(wy) esta dado en (4.1.3)

Proposicién 4.1.1. Suponga que f : R — R en un subconjunto abierto 2 en
R™ que contiene el punto wy, sea h un vector unitario y sea || - || la norma de un
vector. Luego dp, f(wy) tiene un valor méximo ||V ¢(wo)|| cuando h es la direccién

de V¢(wp) y un valor minimo —||V¢(wy)|| cuando h es la direccion de —V ¢(wy).
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Demostracién:
Por el Teorema se sabe que dy f(wg) = (V¢(wo), h), luego por definicién
de producto escalar entre dos vectores (V¢(wyp), h) = ||V (wo)]|||R|| cos(y). Como

|h|] = 1 se tiene que

IV (wo)| siy =0

d -
W= 9wl sy =1

Definicién 4.1.4. Sea f(w) una funcién real valorada sobre un subconjunto
abierto €2 en R", entonces el grafico de influencia, es el conjunto de puntos en

R™*! dado por
S={yeR":y,=w;, para 1<i<ny, = flw),we}

Analiticamente, el conjunto S es la imagen de una funcién ¢ : Q — R™*!, Explici-

tamente, esto estd dado por la funcion

plw) = con w=(wi,...,w,)" €Q.

fw)

Observacién: La funcion ¢ representa el grafico analiticamente, donde el con-

junto § = () en R"*! representa el grafico geométricamente.

Definicién 4.1.5. La curvatura normal del grafico S sobre el punto ¢(w) en la

direccion h se define como la razon

[I(h, h)
Ch = - 4.1.5
. (4.1.5)
donde II(v,v) = —(dpu(a), h) es la segunda forma fundamental, u(a) un vector
normal tangente respecto a h tal que ||u|| =1 y I(h,h) = ||dpp(w)]|]? la primera

forma fundamental.
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Proposicién 4.1.2. La curvatura normal CY, del gréfico S sobre un punto wg en
direccion h, esta dado por
h”Fh

Ch = 0 (4.1.6)
(1+ Vi(wo)'Vi(wo)) " T (I+ Vy(wo)Vy(wo)") h

con V(wo) = 0f (w)/0wW]wwy ¥ F = 0?f(w) /0wdw” | eusy

Demostracién:

Sea p(w(a)) = (w(a)?, f(w(a)))T el grfico de influencia de modo que w(a) =
wo+ahcona €R, wy € QCR"yheR"ysea p(wy) = (wy, f(wg))? un punto
en S.

Por definicién basta encontrar la razén entre II(h, h) y I(h, h). Luego, la primera

forma fundamental es

I(h, h) = Hdhgo(w

H2
a=0

L e
- o

(14 V5 (w0)V s{wo) )
con V(wg) = 0f (w)/0w|wew,-

Sea n(a) = (—V(wp), 1) € R™*! el vector normal del grafico S sobre ¢(w)
a=0

evaluado en wy, resultado obtenido al calcular el producto vectorial del gradiente

de p(w) respecto w y sea u(a)|,—0 = n/||n|| vector unitario. Luego, la segunda

forma fundamental estd dada por

1) = = ()| dwoleto))| ) =~ (dnl@)]_ detwi@)] )
donde
BT h
dn)] = | e detet)] = | o]y
_ _ (s

Inf| = (1+ Vy(wo)"V(w0))

47



con B = 9 f(w)/0wdwT |wew, ¥ Vi(wo) = 0f (w)/0w|w—ws,-

Finalmente, la curvatura normal, en base a la razén de la segunda y primera

forma fundamental dada en (4.1.5)) se demuestra (4.1.6)).

4.2. Analisis de influencia local

Cook (1986]) presenta el método de influencia local para evaluar la sensibilidad de
los estimadores MV a pequenas perturbaciones sobre los datos y/o los supuestos
del modelo, este método permite evaluar el efecto simultaneo de las observaciones
sobre los estimadores Maximos Verosimiles (MV), sin eliminarlos del conjunto de

datos.

El modelo estadistico paramétrico § = {p(x|0); @ € O} se define como la familia
de densidades y el modelo estadistico paramétrico perturbado F., = {p(x|0,w) :
0 € O,w € Q} se define como la familia de densidades perturbadas donde

w = (wy,...w,)T € 2 CR" es el vector de perturbacién.

Sea L(0) la funcién de verosimilitud correspondiente al modelo estadistico pa-
ramétrico y £(0) su logaritmo, y sea L(0|w) la funcién de verosimilitud pertur-
bada correspondiente al modelo estadistico paramétrico perturbado y ¢(8|w) su

logaritmo.

Sea wy € 2 C R™ un vector de no perturbaciéon de modo que §,, = § entonces

(B)wo) = £(8).

Para detectar si las observaciones influyen sobre los estimadores MV en el modelo
estadistico propuesto, el método de influencia local permite comparar 6 con éw,

los cuales maximizan a £(0) y ¢(6|w) respectivamente, cuando w varia en .

Si las estimaciones son similares implica que las perturbaciones han tenido poco

efecto en la estimacion de los pardmetros y por el contrario si las diferencias son
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grandes implica que las perturbaciones han tenido una influencia potencialmente

importante en la estimacién de los parametros (ver Figura {4.1]).

Figura 4.1: Comparacion de estimadores

Para comparar 0 y 6., Cook (1986)) propone el Desplazamiento de Verosimilitud

(DV) como la funcién objetivo definida por
DV (w) = 2[¢() — ¢(8.,)).

El gréfico ¢(w) = (w, DV (w))? es llamado gréfico de influencia del desplazamien-
to de verosimilitud y estudiar su comportamiento en torno a wy permite evaluar

la influencia del esquema de perturbacion sobre los estimadores MV.

En geometria diferencial, este tipo de grafico es llamada Monge Patch y el estudio
de influencia local se centra en analizar la curvatura de secciones normales del
grafico de influencia para medir que tan rapido la superficie se aleja de su plano

tangente T;,(,,,)R" en una vecindad de w, € €.
El objetivo final es buscar la direccién h en dénde se produce la mayor curva-

tura, ya que valores grandes de la curvatura normal indican sensibilidad a las

perturbaciones consideradas en dicha direccion.
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4.2.1. Perturbacion

La perturbacion de un modelo estadistico es cualquier modificacién en los supues-
tos del modelo y/o los datos con el objetivo de constatar diferencias relevantes en
los resultados del analisis estadistico. En general, en la literatura se presentan va-
rios tipo de esquemas de perturbacién, sin embrago en este trabajo se consideran

dos.

1. Ponderacién de casos: Su objetivo es evaluar si la contribucion de las
observaciones influyen en los estimadores MV. En este caso el logaritmo
de la funcién de verosimilitud queda ((O|lw) = > 7 w;{;(0) donde w =
(w1, ..., wn)T pertenece a un subconjunto abierto  C R™ y w; > 0 para todo

1=1,..,n.

2. Perturbacion de datos: El objetivo es perturbar la variable de estudio
para evaluar si valores atipicos y/o extremos influyen sobre los estimadores
MV. En este caso se considera el esquema de perturbacién de la respuesta
aditivo dado por X;, = X; + 14w; donde w; > 0 para todo i = 1,...,n,
X; = (Xit, .o, X)) y 14 = (1,..., )T de dimensién (d x 1).

En el caso del esquema de perturbacion de casos el vector de no perturbacion es
wo = (1,...,1)T de dimensién (n x 1), mientras que en el caso del esquema de
perturbacién de la respuesta el vector de no perturbacién es wo = (0, ...,0)” de

dimensién (n x 1).

La dimensién del vector de perturbacién puede cambiar, por ejemplo, |Galea et
al.| (2002)) consideran, para cada unidad experimental ¢ = 1,...,n, un modelo de
calibracion comparativa con j = 0,1, ..., p instrumentos, donde j = 0 indica el
modelo de referencia. Asumen que el modelo es homoceddstico, es decir, V (¢;;) =
¢. Luego proponen perturbar el supuesto de homogeneidad del modelo, de modo
que V(&) = ¢/w; para todo j = 0,1,...,p con w; > 0, es decir, el vector de

perturbacién es w = (wy, ..., w,) donde p # n.
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4.2.2. Curvatura normal para el desplazamiento de vero-
similitud
A continuacién se deriva la curvatura normal para el desplazamiento de verosi-

militud como funcién del vector de perturbacién basado en |Poon y Poon| (1999)).

Sea 0 = (04, ...,0k)T el vector de parametros, 8., el estimador MV bajo el mode-
lo perturbado y f(w) = DV (w) la funcién objetivo. Desde la Proposicién

basta encontrar f (w)/0w vy 0 f(w)/0wdw’ v evaluarlas en w = wy.

Se tiene que la primera derivada de la funciéon objetivo respecto al vector de

perturbacion es

0f(w):(0f(w) Of (@) 8f(w))T’

Ow Ow; 7T Ow; T Owy,

y por la regla de la cadena, para todo i = 1, ..., n, el i-ésimo elemento es

B O(Blwo)| O,
8w, _QZ 00, ‘o—éw Ow;

pero la derivada de la verosimilitud evaluada en su estimador MV, para todo w,

es cero, es decir

20(6]w)

=0 4.2.1
80k ‘Ozéw ( )
y en particular para w = wy, se tiene
Of (w)
—_— =V =0.
c%: ‘w:wo f(w())

La segunda derivada de la funcién objetivo es

Pflw)  [0*f(w)
OwiwT lawia%} (nxn)
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donde el (i, j)-ésimo elemento es

02f( -~ 92U(B]wo) O\ ( Ore
—2 —= — 1. 4.2.2
0%0% Z Z 00,00, ‘eéw Ow; Ow; ( )

k=1 l=1

Notar que, (4.2.2) es una forma cuadrética y al evaluar w = wyq se tiene

O f(w) T
(%Jﬁwj w=wq
paratodoi=1,...ny j=1,...,n con
924(0)wo) 920(8|wo) 001 .
00100, e 00100 Ow;
L= : : y Ji= :
920(0|wo) 920(0|wo) | 16=6 .., w=wo
8000, T B0xd0k dw;

Por otro lado, por la regla de la cadena al derivar (4.2.1)) respecto a w;, se tiene

o (9(0|w) 9%0(0|w) 90,..,
: 4.2.3
8&.}1’ ( 89 0=0,, > Z 8914991 ‘0:4/91‘, 8&)@' ( )
y al evaluar en w = wy, la expresion 3) queda

020(|w)

A . =
M 000w

= LyJ;

Gzé,w:wo

con L es el vector de la k-ésima fila de L.

Luego, la matriz A es de dimensién (K X n) y se puede escribir como A = LJ.

Entonces, J = L™'A donde J = [J;...J,] es una matriz de dimensién (K x n).

Por lo tanto, la segunda derivada de la funcién objetivo respecto al vector de

perturbacion, al evaluarlo en w = w( queda

0*f(w)

(%JawT w=wq

= —2JTLY = 2AT[-L1]A.
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Finalmente,

. 0 f(w) _ Of(w)
F a 8w8wT w=wq Y vf(w()) - E)w w:wg'

A continuacién se presenta la definiciéon de la curvatura normal para el despla-
zamiento de verosimilitud como funcién del vector de perturbacion basado en la

Proposicién [4.1.2]

Definicién 4.2.1. La curvatura normal del gréfico S generado por DV (w) sobre
un punto critico wy en la direccién h es O, = hTFh con F = 2AT[—L~']A donde
L = (9°0(0)/0000") |, 5 v A = (0°(8lw)/000w™) | _, 4 5 es la matriz de
perturbacion.

En el grafico S la curvatura de ciertas curvas pasan a través de p(wp), estas
curvas son llamadas secciones normales y estan formadas por la interseccion de la
superficie con planos que contienen el vector normal (ortogonal) al plano tangen-
te Tipwy) de ¢(w) en wy. Las curvaturas de las secciones normales son llamadas
curvaturas normales y son las que se utilizan para estudiar el comportamiento

del grafico de influencia alrededor de wy.

En cuanto a las secciones normales éstas se generan a partir de una linea recta
en €) que pasa por wy y estd representada por w(a) = wg+ah con a € R, h € R”
tal que ||h|| = 1, la cual genera una linea alzada (lifted line) en el grifico Sy
pasa a través de ¢(wp). Cada direccién h especifica una linea alzada a la cual le

corresponde una seccién normal.

La curvatura C}, de la seccién normal ¢(w(a)) en la direccién h tiene la estruc-
tura de una forma cuadratica y por la Proposicién 1.2.3 y 1.2.4, dadas en [Zhu et
al.| (2007), se puede encontrar la direccién donde se produce la mayor curvatura

asociada a la matriz simétrica

max )

encontrando el mayor valor propio (Ajnee = Ch
F. Luego, el vector propio asociado al mayor valor propio es la direcciéon donde

se produce la mayor curvatura y lo denotamos como h,,,,.

Finalmente, para visualizar si un conjunto de casos es potencialmente influyente
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sobre los estimadores MV, dos tipos de graficos son utilizados. El primero es
el grafico de h,,,, versus los casos, la idea es detectar aquellas observaciones
con valores grandes que indican una influencia local notable. El segundo es el
grafico de hy,q, versus h,., donde seg indica el segundo vector propio asociado al
segundo mayor valor propio, el cual fue propuesto por [Kim| (1996), éste permite
detectar aquellos casos que se alejan en direccion de hy,q, ¥/0 hgey, indicando

casos potencialmente influyentes sobre los estimadores MV.

4.2.3. Conformal curvatura normal

La curvatura normal no es invariante bajo transformacion de escala uniforme
sobre cualquier w, por ejemplo, en|Zhu et al.| (2007) consideran el gréifico p*(w) =

(w, kf(w))T, luego por la Proposicién su curvatura es

o kh”Fh
h — (14 K2V ((w0) TV f(wo))/2hT (T + k2V ;(wo) V s(wo) T )h’

la cual es distinta a la curvatura normal de p(w) = (w, f(w))”.

En particular, si f(w) = DV (w) entonces V ¢(wy) = 0, por ende, se sigue teniendo
que C}, # Cy,. En este escenario Poon y Poon (1999) proponen la curvatura normal

invariante bajo transformacion de escala uniforme.

Definicién 4.2.2. La conformal curvatura normal del gréfico S sobre un punto

critico wy en direccion h es

h”Fh
By = —— (4.2.4)
tr(F?)

donde F = —2ATL A evaluada en w = wy y 6 = 6.

El Teorema 14.3.1 dado en|Poon y Poon| (2010)) indica que esta medida invariante
estd acotada entre 0 y 1, es decir 0 < |By| < 1, de modo que es posible comparar

las curvaturas bajo diferentes modelos estadisticos.
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Por otro lado, se tiene que el i-ésimo caso es potencialmente influyente si B; >
B+2de(B) con B=n"1'3"" | B;y de(B) es la desviacién estandar de By, ..., By,

donde B; es el i-ésimo elemento de | By,|.

4.2.4. Ponderacion de casos

El logaritmo de la funciéon de verosimilitud perturbada bajo el esquema de pon-
deracién de casos es ((Olw) = > wil;(@) con (;(0) = 10g{|2|71/2g(5i2)} y
g: R —[0,00). La fdp de X puede escribirse como p(x) = |X|~'/2¢(6?) donde
62 = (z; — p)"S ! (x; — p) con @ = (u, )" € © C RPH para el caso normal y

0= (u,¢,n)’ €O CRPFH para el caso t.

Caso Normal

Se tiene que g(62) = (27)~%2 exp{—62/2} con matriz de perturbacién

- 8 - (9wz- . - T
A = T [Z &(9)864 " = ;Ui(é’)em

i=

T
donde el vector score U;(8) = (Ui(p)", Ui(¢)")", wo = 1,, es el vector de no
perturbacion, e;, es un vector con un uno en el i-ésimo elemento de dimension

(nx1)y 6= (f,@)" los estimadores MV de 6.

Luego, la matriz de influencia es

Ay o Ay Ay
Agp -+ Agy oo+ Ay,

A:

con elementos

Ay = Uz’(#)|9:g:§ (x; — 1)
Ny = Ui(¢)‘9:é:
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Caso t

Se tiene que g(6?) = Kq4(n) (1 + C(77>(5i2)*(1/2n+d/2) con

e\ PT (/20 +d/2) o
Kd(”)_(7> Dlijzg D=y

y la matriz de perturbacion

e o

i=1

0=0,w=wo

=> Ui(6)e},

i=1
donde el vector score U;(0) = (U;(p)", Us(¢)”, Ui(n))T, wo = 1,, es el vector de
no perturbacion, e;, un vector con un uno en el i-ésimo elemento de dimension

(nx 1)y 6= (f, & 07 son los estimadores MV 6.

En este caso la matriz de perturbacion esta dada por

Ay o Ay Ay
A=Ay - Ay - Ay,
Agp -+ Az - Ag,

con elementos

Aoy = Ui(@)|,_ = %ngvec (38 (@A) @ - @) 8 -87)
Bai = Uil = 55 {cl@Nd = 0d) — 0 (1/27+ df2) + 0 (112}
1

+5m {log(1 + (32 }

4.2.5. Perturbacion de la respuesta

El esquema de perturbacion de la respuesta es X,;, = X; + 14w;. El logaritmo
de la funcién de verosimilitud perturbada es £(@|w) = >"7 | £;,(0) con (;,(0) =
log {|Z|71/2g(512w)} vy g: R —[0,00). La fdp de X puede escribirse como p(x) =
[Z[71/2g(07,) donde 6F, = (i — ) 27 (@i — p) ¥ 0 = (1. $)" € © C RV
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para el caso normal y @ = (u, ¢, n)T € © C RPTIT! para el caso t.

Caso Normal

Se tiene que g(02)) = (27)"%2exp{—62,/2} y por conveniencia la matriz de

influencia es calculada como

0 - 00, (9) 0 -
T _ _ T
AT = [Z a7 L é o [2 UW(O)]
=0, w=wo 1=

i=1

O:é,w:wo

Se define U, (8) = (UL(w),UL(#)) el vector score perturbado con elementos

dados por
Uio(p) = —%g(f =3 (zw — p)
Ul) = —5 ) 200 D vee(S o — )i — 7S — 5
donde
a;i?“ = [-D}vec (X7 @y, — p) (i — )" =7Y)] 0 _ 28 (@i — p)(—1)
¢ op
_010222\) = Dlvec (571

Finalmente al derivar el vector score perturbado respecto a w y evaluarlo en 8 = 0

y w = wy se obtiene

Ap oo Ay Ay
Agp -+ Agy -+ Ay,

con elementos

~—1
T
AM =Y 1dein

~c1 a1 R
A;Fi = Dg(E ® X )vec ((:BZ — u)lg) e;ﬁ

donde el es un vector con un uno en el i-ésimo elemento de dimensién (n x 1).
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Caso t

Como g(62,) = Kq(n) (1 + c(n)s2,)” V1 D72 con

(eI (/2 +d/2) o
s = () ity donde e = i

sin pérdida de generalidad el calculo de la matriz de perturbacién es

n

) 00,(8]w) )
r_ 0 _ Y
A= Ow [Z 00T ]9_9 - Oow

n

> UL

=1

=1

donde el vector score perturbado es U, (0) = (UL (w), UL (), Uin(n)) con ele-

mentos

1062
Ui (l’l’) = _5 (9:1, = in2_1<wiw — u,)
0l h 062
Ui (@) = _% ogg ) - % 8$ = %ngec(El(aciw — ) (i — )T =27
1 (0logKl) 0%,
— 2%72 (C<77)(d — uiw(sz'QW) — o (1/2n + d/2) + 1o (1/2n) 4+ log(1 + C(n>5i2w))

donde wi, = (1/n+d)/(1/c(n) + 62,) vy

0%, (med)

ou ~ (1fely v o) @Y
— 025 (@ — (1)

851;%)_ (1/n+d) _DTvec (XY g, — . — )3l

06 = (1/eln) +oz) | D0 (B me m (e ) )]

= iy [~Djvec (T (@i — p)(@iy — )" X))

dlog(IZI)
¢
0%, 1

o = 7 [wasc(mor, —log(1+ c(n)af,)]

Olog Ka(n) _ 1

o~ 7 [e(n)d — ¢ (1/2n+ d/2) + ¢ (1/2n)] .

= D’vec (271)
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A~

Finalmente, al evaluar el vector score perturbado en w = wy y en 8 = 6, se

obtiene la matriz de influencia

Ay o Ay Ay
A=Ay - Ay o Ay
Azp -0 Ay o0 Ay,

con elementos

Ay =

2 (fz s (M — )@ :mT) 2) 1]
1@ +3)

AL = [ﬁiDg(f]_l ® f]_l)vec ((az, — ﬁ)lg) eg;}

~— 7)20,62 n
Ay o= 2w a)S T, | gy D)
(1+c(@)67) (1+c(@)5?)

y el es un vector con un uno en el i-ésimo elemento de dimensién (n x 1).

Observacion: Si n — 0 se tiene que ¢(n) — 0 entonces u; — 1, luego el vector

score bajo el supuesto t converge al vector score bajo el supuesto normal.

4.3. Influencia local generalizada

Casi siempre se esta interesado en detectar casos potencialmente influyentes sobre
el estimador MV. Sin embargo, a veces el interés estda en detectar casos poten-

cialmente influyente sobre una funcion del estimador MV como es el caso del CCC.
Cadigan y Farrel (2002) estudian la estabilidad de una funcién objetivo esca-
lar, bajo algin esquema de perturbacion, usando la derivada direccional para
encontrar la direccion en dénde se produce la mayor pendiente local, siendo una

generalizacién del método de influencia local propuesto por (Cook! (1986)).

Sea f(w) = p(B,,) la funcién objetivo que depende del estimador MV perturbado.
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Se llama enfoque de primer orden a la siguiente derivada direccional

dp(éw>
S(h) =
(h) da la=0
y por el Teorema se tiene
ap(éw)
S(h) = hT ——=~ 4.3.1
(h) 9o e (4.3.1)

con w = wy + ah, donde wg € 2 C R” es el vector de no perturbacién, h € R

vector de direccién y a € R escalar que indica la magnitud de la perturbacion.

Cadigan y Farrel (2002)) muestran que

op(0.)| ~ATL(9)"! (8’)—@) )0:

(4.3.2)

Ow w=wq 00 ]

Para encontrar la direcciéon donde se produce la mayor pendiente local, bajo el
enfoque de primer orden, se tiene que por Cauchy- Schwartz la derivada direccio-
nal de f(w) en cualquier direccién sobre wy nunca excede el largo de V¢(wy), es
decir, (V;(wo), h) < ||V ;(wo)||[|h]| donde V ;(wp) = <8p(éw) /0w> ‘ ~y como
I} = 1 entonces (¥ s(wo),h) < |V 5(wo)].

Por otro lado, por la Proposicion [4.1.1} la desigualdad anterior se transforma en

igualdad cuando h es paralelo a V ¢(wy), es decir, el cos(y) = 1 cuando vy = 0.

Luego, si V¢(wg) # 0 la direccién donde se produce la mayor pendiente local es

h = V;(wo)/ |V s (o)l

La influencia local generalizada a través del enfoque de primer orden, se basa en
las propiedades de la pendiente, que no siempre son adecuadas. Wu y Luo| (1993))
senalan que en la direcciéon donde la superficie tiene mayor curvatura podrian
haber casos potencialmente influyentes, sin embargo, en la direccion donde se
produce la mayor pendiente no necesariamente ésta detecta una influencia im-

portante.
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Por lo anterior, Wu y Luo (1993)) proponen estudiar la superficie de la funcién

objetivo a través del enfoque de segundo orden definido por

dS(h)
da

. d2p(éw)

a=0 da?

—_ hT (aQP(éW)
a=0

OwowT

) h = hTHf(wO)h

w=wq

donde w = w( + ah.

Basado en la Proposicién la curvatura normal del grafico S sobre wq en

direccion h toma la forma

_ hTHf(wo)h

O, —
" hTVf(wo)h

(4.3.3)
con V pwy) = (14 V(wo)"V(wo))(I + V(wo) Vy(wo)").

Luego, de todas las curvaturas (4.3.3)), la maxima curvatura local y su correspon-
diente direccién se obtienen encontrando la solucién de |H ¢(,0) — AV f(wg)| = 0.
En otras palabras, se debe encontrar el vector propio generalizado asociado al

mayor valor propio generalizado de V;(lwo)H Flwo)-

Para realizar el andlisis de influencia local generalizada, basado en el enfoque
de primer y segundo orden, basta obtener la primera y segunda derivada de la

funcién objetivo respecto a w.

Bajo el supuesto normal, para realizar el diagnodstico sobre el CCC, es posible
obtener el enfoque de primer y segundo orden, sin embargo, bajo el supuesto ¢

solo es posible obtener el enfoque de primer orden, usando la expresién (4.3.2)).
Por otro lado, para realizar el diagnéstico sobre el CCCG, obtener la primera y

segunda derivada resulta complejo por lo que sélo es posible obtener la primera

derivada a partir de (4.3.2)).
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4.3.1. Ponderacion de casos

Caso Normal

Suponiendo que los datos siguen una distribuciéon normal bivariada el vector de

pardmetros de interés es @ = (juy, iz, 011, 012, 092)7 € © C R5.

La primera y segunda derivada del CCC bivariado p(éw) respecto a w evaluada

en wq son
D D2
v I (Z Ziy — 15 )- e g+ 4.3.4
s(wo) {nalz m©Ze) o1 2n019 } ( )
Hyw, = {Is— (1 +T)} (4.3.5)

donde ® indica el punto Hadamard y Z*, Z (1), Z (), I'1, 'y y I's estdn dadas en
el Apéndice [A.6.1]

En este escenario es posible realizar el andlisis de influencia local generalizada
de primer y segundo orden al CCC bivariado. No obstante, para el CCCG es
posible realizar la influencia local generalizada de primer orden con V ;(wy) dada

en (4.3.2).

Caso t

Para el caso que los datos siguen una distribucion ¢ el vector de pardmetros de

interés es @ = (1, ji2, 011, 012, 022, 1)1 € © C RS,

Sin embargo, debido a que los estimadores MV se obtiene a través del algoritmo
EM, no es posible calcular la primera derivada de p(éw) respecto a w directa-
mente. Bajo este escenario se usa V;(w) definida en para el andlisis de
influencia local generalizada de primer orden del CCC y CCCG.
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4.3.2. Perturbacién de la respuesta

Caso Normal

Suponiendo que los datos siguen una distribucién normal bivariada, al igual que
el esquema de perturbacion anterior, se puede realizar el analisis de influencia

local generalizada de primer y segundo orden al CCC bivariado.

La primera y segunda derivada de p(éw) respecto a w evaluada en wq y 6 son

Vi(wo) = <£ - Aﬁg ) P.Z (4.3.6)

012 012

o~ o~ 2 o~
Hiwy = {2( L) Pov2( (L) - Lo\ P,zz"PT} (437)
012 012 012

con Z y P, dadas en el Apéndice[A.6.1]

En el caso del CCCG sdlo se realiza la influencia local generalizada de primer

orden usando Vy(wy) dada en (4.3.2).

Caso t

Para el caso que los datos siguen una distribucién ¢ reparametrizada, al igual que
el esquema de perturbacion anterior, solo es posible realizar la influencia local
generalizada de primer orden para el CCC y el CCCG usando V¢(wy) dada en
(4.3.2)).

4.4. Medidas de influencia

Se tiene que la curvatura normal de la superficie p(w) = (wT, f(w))T es Cy v la

curvatura normal de otra superficie dada por ¢*(w) = (w’, kf(w))T es

kh”Fh

Ci = e .
(1 + K2V (w0)V 5(wp)) T (I + k2V 5(w0) V7 (wyo)) b
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Luego, notar que si Vy(wy) es cero o distinto de cero siempre C}; # Ch,.

Cuando V(wg) = 0, [Poon y Poonl (1999), proponen la curvatura normal in-
variante bajo transformacién de escala uniforme, llamada conformal curvatura
normal, definida en (4.2.4)). Sin embargo, si V;(wp) # 0 la conformal curvatura

normal, para p(w), es
h”Fh

B, =
h” (I + Vf(wo)V?(wo))h\ / tr(f‘Q)

y la conformal curvatura normal de ¢*(w) es
h”Fh
h (I + K2V p(wo) VT (wo))hy/tr(F2)

B} =

por lo que B}, # By, no es invariante bajo transformacion uniforme de escala.

Finalmente, cuando V¢(wy) es distinta de cero, la curvatura normal y la confor-

mal curvatura normal no son invariantes bajo transformacién de escala uniforme.

Bajo el escenario anterior, [Zhu et al| (2007), desarrollan medidas de influen-
cia para cualquier funcién objetivo derivable, que siempre serdn invariantes bajo
transformacién de escala uniforme y ademas exponen céomo verificar si el esquema

de perturbaciéon seleccionado es adecuado.

La metodologia aplicada se basa en conceptos de geometria diferencial para una
variedad n-dimensional (n-dimensional manifold en inglés). Basados en |Ama-
ri (1985)) describen el modelo estadistico perturbado §, como una variedad n-
dimensional donde el vector de perturbacion w juega el rol de un sistema de
coordenadas. Estas medidas de influencia son conocidas como medidas de primer

orden y segundo orden.

En esta seccién, por simplicidad, el andlisis de influencia local basado en las
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medidas de primer y segundo orden, sélo sera aplicado al estimador del CCC
entre medidas generadas por dos instrumentos o métodos, asumiendo que los

datos siguen una distribuciéon normal bivariada.

4.4.1. Selecciéon del esquema de perturbacion

Un mecanismo para verificar y por ende seleccionar un esquema de perturbacion
adecuado es a través de la estructura de una matriz métrica, especificamente la

matriz de informacién de Fisher respecto al vector de perturbacion w.

Definicién 4.4.1. La matriz de informacién de Fisher con respecto al vector de

perturbacién es G(w), llamada matriz métrica y su (i, j)-ésimo elemento es

00(6w) 9(8|w)
awi 8wj

gij(w):Ew{ ] Vo ij=1,..n (4.4.1)

donde E, denota la esperanza con respecto a p(x|0,w).

Los elementos g;;(w) indican la cantidad de perturbacién introducida por el i-ési-
mo componente del vector de perturbacién w, mientras que los elementos g;;(w)

indican la asociacion entre los diferentes componentes del vector de perturbacion.

Zhu et al.|(2007)) indican que si el esquema de perturbacién es adecuado para el

modelo estadistico debe satisfacer:

(i) G(w) es definida positiva en torno de wy.

(ii) Los elementos de fuera de la diagonal de G(wy) deben ser lo mas pequeno

posible o la matriz debe ser G(wg) = cl,.

Si (ii) no se cumple, los autores proponen un nuevo vector de perturbacién da-
do por @ = wy + ¢ 2G(w)"?(w — wy) de modo que sea apropiado, es decir

G(@) 6wy = cla.

4.4.2. Medidas de influencia de primer y segundo orden

Para construir las medidas de influencia de primer y segundo orden Zhu et al.

(2007) introducen la matriz métrica G(w) y una matriz simétrica basada en el
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simbolo de Christoffel para la conexion de Levi-Civita del tensor métrico llamada

matriz Hessiana covariante.

Ademads Zhu et al. (2007) demuestran que las medidas de primer y segundo orden,

presentadas a continuacion, son invariante bajo transformacion de escala.

Definicién 4.4.2. La medida de influencia de primer orden en la direccion h es

h"V (wo)V(wo) h
Fliy = 4.4.2
donde Vy(wg) = 0f(w)/0w y G(wp) la matriz métrica evaluada en wy
w=wq

Definicién 4.4.3. La medida de influencia de segundo orden en la direcciéon h

€S

hTﬁf(wo)h

e
lin = TG wy)h”

(4.4.3)

con G(wp) la matriz métrica evaluada en w = wqy y ﬁf(wo) la matriz hessiana

covariante evaluada en w = wy donde el (i, j)-ésimo elemento es

], = 5 ()|, - St (SE)]

s,T

donde ¢g"™*(w) es el (r,s)-ésimo elemento de G(w)™!y

0 ()= 212 siwore 4 -2t — 2w
Fst(w> - 2 8wlg(w)J8 + aw]g(w)ls awsg(w)lj

es el simbolo de Christoffel para coneccién Lévi-Civita del tensor métrico (ver

Do Carmo| (1976)).

Definicién 4.4.4. La medida de influencia de segundo orden estandarizada en

la direccién h es definida como
hTHf (wo)h

\/tr [G(wo)—lﬁf(wo)]2hTG(w0)h'

SSIpp =

66



Luego, para la influencia de primer orden, basta encontrar la direccion donde se
produce la mayor influencia sobre la funcién objetivo f(w), la cual es el vector
propio asociado al mayor valor propio de V ;(wq)V ;(wo)? y para la influencia de
segundo orden es el vector propio asociado al mayor valor propio de H Flwo)- La
Tabla 4.1| resume las similitudes y diferencias entre las medidas de influencia pro-
puesta por |Zhu et al.|(2007)), la curvatura normal, la conformal curvatura normal

y la méaxima pendiente, estudiadas en las secciones anteriores.

Zhu et al.| (2007) muestran que la medida de primer y segundo orden son invarian-
tes bajo transformacion de escala al considerar un sistema de coordenadas T que
es un difeomorfismo de w para el modelo perturbado (variedad n-dimensional)
basado en un tensor métrico. Por lo tanto, por el Teorema 1 parte (ii) y Teo-
rema 2 parte (ii) dados en [Zhu et al| (2007), se tiene que Flyrn = k*Fly,
Slytn =kSIfny SSIysn = SS1sn para k € R.

Tabla 4.1: Comparacién entre las medidas de influencia segin la derivada de la
funcién objetivo sobre un punto critico

‘ Medida de influencia Ventajas-Desventajas

Sltn = Ch Coinciden si el esquema de
Vi(wy) =0 SSItn =By perturbacién es apropiado y son
invariantes.
Slgn # Ch Son invariantes, pero no coinciden con
Vi(wg) #0 SSIfn # B Ch v By, las que no son invariantes.
Fl;y, =8(h) Coincide con la maxima pendiente local

A continuacion se presenta la construccion de las medidas de influencia de primer
y segundo orden para el coeficiente de correlacién de concordancia como funcion

objetivo f(w) = p(8,,), asumiendo que Xj, ..., X, son iid de modo que X; sigue

una distribuciéon normal para todo i = 1, ...,n, la fdp conjunta esta dada por

p(x|0) = ﬁ {(gﬂ)fd/2‘2’71/2675§/2}

i=1

con @ € RU™, 62 = (m; — 'S @ — ), 0 = (7, ¢")7 v ¢ = vech(S) es el

vector columna que contiene los diferentes elementos de X.
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4.4.3. Ponderacion de casos

Seaw = (wy, ..., w,)" € Q C R™ el vector de perturbacion y £(0|lw) = >0 wil;(0)
el esquema de ponderacién de casos. Sea wy = (1,...,1)T el vector de no pertur-

bacién de modo que £(Q|wy) = £(0) y p(x|0, wo) = p(x|0).

Aplicando el Teorema 3 dado en|Zhu et al.(2007)), para el esquema de ponderacién

de casos, la densidad del modelo perturbado esta dada por
p(x|0,w) = H {exp {wili(x;, 0) }ci(wi, )]} (4.4.4)
i=1
donde
ci(w;, 8) = / exp {w;l;(x;, 0) }dx; = e“ib(27r)d/2|wi_12]1/2
RP
con b = —(1/2) [dlog(27) + log | X]].

Luego, al reemplazar ¢;(w;, 0) en (4.4.4)) el esquema de ponderacién de caso coin-

cide con el esquema de perturbacién de la matriz de varianza-covarianza, es decir

n

plalo.w) = [T { em itz ep (222 )},

=1

Bajo ciertas condiciones de regularidad para p(x|@,w) dadas en Amari (1985) y
por el Teorema 3 dado en Zhu et al| (2007), los elementos de G(w) estén dados
por g;j(w) =V, [l(x;,0)]d;; donde V,,[¢(x;, 0)] = 9% log(c;(w;, 0))/Ow?.

Luego, se tiene que g;j(w) = db;;/2w? para todo i = j y g;j(w) = 0 para todo
it # j,cond;j=1sii=700;=0sii7#j, donde d;; es conocido como delta de

Kronecker.

Por lo tanto, la matriz métrica esta dada por
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é 0 0
al o & 0

Glw) =3 w3
0 0 ... %

y al ser evaluada en wy queda G(wg) = (d/2)L,x, lo que indica que la perturba-

cién de ponderacién de casos es adecuada.

Por otro lado, desde la Definicion , la matriz Hessiana covariante es H flw) =
Hy ) — Ty donde los elementos (i, j)-ésimo de Hy(, es la segunda derivada

de la funcién objetivo respecto a w y los elementos de T, son

7 (w) = Zgr’s(w)f‘?js(w)agi}w) Vi,j=1,...n (4.4.5)

con ¢*"(w) = 2w?/d para todo s = r y ¢*"(w) = 0 en cualquier otro caso, y
'Y (w) = —(d/2)(1/w})d;;0:s para i = j = s donde 0;; = 1 cuando i = j y ;; = 0

en cualquier otro caso.

Para calcular (4.4.5) se considera n = 2 tal que

) = 30 [ (8, 22+ (rs 22

. S(;Ww)r?ﬂ(w)af ) (e )

Owr

pero ¢"*(w) = 0 Vr # s, entonces

() = 3 g @) () 2

con ¢**(w) = 2w?/d y TV, (w) = —(d/2)(1/w})d;;0;s para i = j = s y 0 en otro

iJs
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caso.

Luego, para n = 2 se tiene que los elementos quedan

2w0? d 0 2032 d 0
mm(w) = =i (—2—w3(511511) /) + 22 <_2w3611512) Z1C)
i

d awl d 1 aWl
2R (AN Ofw) 1 0fw)
- d 2w ) Owr  wp Ow
1 0f(w
7'22(00) = _w_g 8(,(02)

’7'12((.4)) = TQl(w) =0

de modo que la matriz queda

_L_ag (@) 0 0
w1 Owi
0 _ 1 0f(w) 0
T(w) _ . wo . Owa
1 9f(w)
0 0 .. _EW
y evaluada en wy queda T(wo) = —Diag(V(wy)).
Luego, para d = 2, la matriz Hessiana covariante evaluada en w = wq es

H{(wy) = Hywy) + Diag(V(wo)) y la matriz métrica queda G(wy) = I,..

Por lo tanto, como ||h||? = 1, las medidas de influencia de primer y segundo orden

estan dadas respectivamente por

F]h,f = hTVf(wo)Vf(wO)Th
Shyy = h"Hjh.

donde V(wo)Vs(wo)” y Hpwy) estén calculadas en el Apéndice [A.6.1]
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4.4.4. Perturbacién de la respuesta

Sea w = (wi,...,w,)T € Q C R" el vector de perturbacién y X;(w) = X; + w;14
el esquema de perturbacién de la respuesta y wg = (0, ...,0)7 el vector de no

perturbacién de modo que £(0|wq) = £(0) y p(x|wo) = p(x).

La funcién de verosimilitud perturbada esta definida por
L(Olw) = [ [ {@m) 21217 exp{-4},/2}}

=1

con 62, = (x; — p + wily) TS @, — p + wily) y el logaritmo de la funcién de

verosimilitud perturbada es

—~ [ d 1 1
((Blw) = Z {—§log(27r) b log | 2| — 5(&21 —p+wly)) 'S (e — p —i—wild)} :
i=1

Para calcular los elementos g;;(w) usamos la siguiente igualdad

O

Luego, se tiene que

9¢(8|w)
8wj

=111, —w1lx 1,y

ai,- (MOIW)

=131
0w ) o
y aplicando la esperanza del lado izquierdo de (4.4.6]) se obtienen los elementos
gij(w) = 127146, con &§;; = 1sii=jydy; =0sii##j, de modo que la

matriz G(w) al ser evaluada en wy y 3 queda

1’$1 0 ... 0
~—1
0 1’y 1 ... 0
G(wg) = ' _ ' ‘ ) (4.4.7)
: : . L
0 0 R D Y |
La matriz Hessiana covariante es ﬁf(w) = Hy) — Ty donde los (i, j)-ésimo

elementos de Hy () es la segunda derivada de la funcién objetivo respecto a w y
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los elementos de T, estan dados como en (4.4.5).

Se tiene que ¢"*(w) no depende de w; para r = sy ¢"°(w) = 0 para r # s

entonces ['?

ujs(w) = 0 para todo i, j, s lo que implica que 7;;(w) = 0.

Por lo tanto, la matriz T'f,) = O entonces la matriz Hessiana covariante es

I:If(w) = Hf(w).

~—1
Por otro lado, notar que la matriz métrica G(wgy) = <1dTZ 1d) I, = cl, con

¢ € R, indicando que el esquema de perturbacion es adecuado.

Finalmente, las medidas de influencia de primer y segundo orden bajo el esquema

de pertubacion de la respuesta estan dadas por

F]hyf = hTVf(wo)Vf(wo)Th
Shyy = h' [Hye,|h

donde V¢ (wo)V(wo)? vy Hy(wy estdn calculadas en el Apéndice [A.6.2]

4.5. Comentarios finales

El método de diagnédstico presentado, se basa principalmente, en estudiar la su-
perficie de una funciéon que depende del estimador MV perturbado. El estudio
de la superficie generada por la funcién objetivo es a través de la curvatura y la
idea es encontrar la direcciéon donde se produce la mayor curvatura, pues en esa
direccion es posible detectar casos que pueden influir sobre los estimadores MV

o sobre una funcién de ellos.

Cook (1986) estudia la superficie del desplazamiento de verosimilitudes y su méto-
do permite detectar casos potencialmente influyentes sobre el estimador MV, |Ca-
digan y Farrel (2002)) estudian la direccién de maxima pendiente de una funcién

del estimador MV, [Wu y Luo| (1993) estudian la superficie, a través de la curvatu-
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ra de una funcién del estimador MV, llamada influencia generalizada de segundo
orden, y la influencia de primer orden es la derivada direccional de esta funcion,
que coincide con la maxima pendiente local. Finalmente, debido a que las cur-
vaturas no son siempre invariantes [Zhu et al.| (2007) proponen otra medida de
influencia que siempre seran invariantes, denominadas de primer y segundo or-
den, que permiten estudiar la curvatura de la superficie generada por cualquier

funcion de los estimadores MV.
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Capitulo
Aplicacion

La prueba de la Polisomnografia (PSG) es un procedimiento que registra las
medidas de un conjunto de variables que permiten establecer un diagnético de
trastornos relacionados con el sueno. |Svetnik et al.| (2007)) presentan un experi-
mento clinico donde consideran a 82 pacientes que sufren de insomnio transitorio.
Los registros de las variables de la PGS fueron recolectados durante dos noches,
una bajo un placebo y la otra bajo un tratamiento (se administra una droga lla-

mada Zolpidem 10 mg).
Para la prueba de la PGS se aplicaron varios métodos de registro de las variables
consideradas en el estudio del sueno, éstos son:

1. Manual (M): El método manual registra las variables de la PGS a través de

un operador experto.

2. Atomaético (A): El método automatico registra las variables de la PGS con

un instrumento desarrollado por la compania WideMed, llamado Morpheus.

3. Parcial (P): El método parcial registra las variables de la PGS con el ins-
trumento automatico (Morpheus) pero con revisién manual realizada por

un operador experto.

En la préactica es comun usar el tiempo que se demora un paciente en conciliar el

sueno, esta variable es llamada latencia del sueno persistente (LPS: Latency to
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persistent sleep, en inglés) y corresponde al tiempo (en minutos) de suefio conse-

cutivo ininterrumpido.

Es de interés estudiar el grado de acuerdo entre las medidas de LPS generadas
por los distintos métodos, ya que se requiere saber si el instrumento Morpheus

genera medidas concordantes respecto al método manual.

El objetivo de la aplicacién es ilustrar la eficacia del método de diagnético, el
cual permite detectar casos potencialmente influyentes sobre el CCC y ademés
ilustrar que bajo el supuesto distribucional ¢ la estimacion del CCC es menos
sensible en presencia de datos atipicos y/o extremos, respecto a la estimacién

obtenida cuando se supone normalidad de datos.

5.1. Aplicaciéon 1: Estudio del sueno

La aplicacion 1 considera los registros del LPS en escala logaritmo que han sido

generados con el método Manual (M) y el Automético (A).

5.1.1. Descripcién de los datos

El CCC muestral para los registros en logaritmo del LPS es de 0.675 (C, = 0.943
y p12 = 0.715) limitando con el punto de corte de 0.65 propuesto por McBride
(2005), lo que sugiere un bajo acuerdo entre las medidas. Sin embargo, la Figura
no muestra una gran pérdida de exactitud (sesgo) pero si de precisién (grado
de dispersion). Se observa que los casos 1, 30 y 79 estén alejados del conjunto de

datos y posiblemente estén afectando el valor del CCC.

Por otro lado, la Figura no presenta una relacion clara entre las diferencias
del log(LPS) y su promedio. El promedio de las diferencias (0.245) es un estima-
dor del sesgo (diferencia sistemdtica entre los métodos) y su desviacién estandar
(0.786) mide las fluctuaciones alrededor de su media. Existen algunos casos con
un sesgo mayor respecto a aquellos que fluctian alrededor del promedio de las

diferencias, ademaés los casos 1, 30, 35 y 79 estan fuera de los limites de acuerdo
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(-1.327 y 1.817). Se observa que no existe un aumento o disminucién del sesgo

(diferencias) con la magnitud (promedio de las diferencias).

La Tabla resume las estadisticas descriptivas univariadas, se observa que la
distribucion del logaritmo de los registros generado por el método M presenta
una leve asimetria a la izquierda, mientras que el método A presenta una leve
asimetria a la derecha. En cuanto a la dispersién de los datos, el método A tiene
mayor variabilidad respecto al método M (CV,4 = 48 %, CVy = 34%). Notar
que el método A genera un maximo registro de 6.17 y un minimo registro de 0.00

(Rango4 = 6.175, Rango,, = 4.067).

El vector de medias y la matriz de varianza-covarianza muestral para el método

My Aes

B 2.554 0.762 0.694 0.771 0.703
X = ) Sn = y Sn—l =
2.308 0.694 1.237 0.703 1.252

donde S,, es el estimador muestral no insesgado y S,,_; es el estimador muestral

insesgado.

La varianza generalizada es |S,,| = 0.460 (|S,_1| = 0.472) y la desviacién tipica
generalizada es |S,|'/? = 0.678 (|S,_1|"/? = 0.687) indicando que el drea que ocu-
pan los datos es mds amplio, mas auin, ésto también es indicado por el coeficiente

de correlacion entre las medidas que es p1o = 0.715.

Finalmente, los registros de log(LPS) generados con el método A y M siguen una
distribucién normal marginal (ver Tabla prueba de Shapiro-Wilk calculado
usando la libreria stats de R) pero no siguen una distribucién normal bivariada
(ver Tabla prueba Henze-Zirkler dado en Henze y Zirkler| (1990)y calculado
usando la librerfa MVN de R, y prueba Shapiro-Wilk (N)). Sin embargo, la dis-
tancia transformada de los registros log(LPS) sigue una distribucién t bivariada.

La Figura[5.3) (b) y la Tabla[5.3| prueba Shapiro-Wilk (7) apoyan ésta afirmacién.
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79

Automatico
‘

Figura 5.1: Dispersién entre los registros log(LPS) obtenidos con el proceso Ma-
nual y Automatico.

A . 30 —— Diferencia media
---- Limites de acuerdo
«1
« 35
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Promedio

Figura 5.2: Limites de acuerdo de Altman para los registros log(LPS).
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Tabla 5.1: Estadistica descriptiva univariada para los registros log(LPS) genera-

dos por el método manual y automatico.

n Media Est. Desv. Mediana Min Max Q(25%) Q(75%) Asimetria Curtosis
Manual 82  2.55 0.88 2.60 0.40 4.47 1.96 3.17 -0.23 -0.43
Automadtico 82  2.31 1.12 2.30 0.00 6.17 1.73 3.07 0.12 0.76

Transformed distances Q-Q plot

Sample Quantiles
Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

(a) Modelo N/

Transformed distances Q-Q plot

Theoretical Quantiles

(b) Modelo T

Figura 5.3: QQ-plots para las distancia transformada, asumiendo el modelo A/
(a) y asumiendo el modelo 7 (b), considerando el método M y A.

Tabla 5.2: Prueba de normalidad Shapiro-Wilk para los registros log(LPS).

‘ Estadistico p-valor Normalidad
Manual 0.9890 0.7132 Si
Automatico 0.9734 0.0864 Si

Tabla 5.3: Prueba de normalidad multivariada para los registros log(LPS) y prue-
ba de normalidad para la distancia transformada, asumiendo el modelo N y el

‘Estadistico p-valor Normalidad

modelo 7.
Henze-Zirkler 4.786
Shapiro-Wilk (N) 0.920
Shapiro-Wilk (7)) 0.983

0.000 No
0.000 No
0.338 Si
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5.1.2. Modelo estadistico y ajuste

Sea Xi,..., Xgo una muestra de vectores aleatorios con X; = (X, Xig)T. La
variable aleatoria X;; representa el registro en logaritmo generado por el método
My X, el registro en logaritmo generado por el método A. Se asumen dos modelos

estadisticos para representar los registros en logaritmo X; del i-ésimo paciente.
» Modelo N: Asume que X; ~ Ny(u, X) para todo i = 1, ..., 82 pacientes.
» Modelo 7: Asume que X; ~ T3(u, 3, 1) para todo ¢ = 1, ..., 82 pacientes.

El ajuste del modelo NV, con log Lik(N') = —200.890 y convergencia del algoritmo

EM en 1 iteracion, esta dado por

92.5539 o _ [ 0762 0694
2.3090 | 0.694 1.237

=
I

mientras que el ajuste del modelo T, con log Lik(T) = —165.5504 y convergencia

del algoritmo EM en 570 iteraciones, estd dado por

2.6171 ~ 11.42685 11.25016 R
Y= y 71 = 0.480.

2.5345 | 11.25016 12.31703

=
I

El vector de medias estimado por el modelo N es similar al vector de medias esti-
mado por el modelo 7T, pero la estimacion de las matrices de varianza-covarianza
son diferentes. El modelo T recoge mayor variabilidad de los datos, pues la varian-
za generalizada estimada es de 14.179 siendo mayor que la varianza generalizada
estimada del modelo NV que es de 0.460. Adem4s, el pardmetro de forma estimado
esta lejos de cero indicando que los datos estan alejados de la normalidad, mas
aun, el valor estimado estd cercano a 0.5, estando en el limite de la existencia del

parametro de forma.
La regién de confianza del 95% para el vector de medias, representada por la

elipse basada en los estimadores MV del modelo Ny el modelo 7T, se muestra

en la Figura[5.4] La elipse estd inclinada a la derecha puesto que la covarianza es
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positiva entre las dos variables, ademas el area que ocupan los datos es mayor en

el modelo T (|| = 14.179) que en el modelo N (|X] = 0.460).

15
|

Atomatico

—
. — normal

Manual

Figura 5.4: Elipse del 95 % basada en el vector de medias estimado y matriz de
varianza-covarianza estimada, asumiendo el modelo N (linea roja) y el modelo
T (linea azul).

La Tabla[5.4 resume el intervalo de confianza asintético (ICA) para los dos mode-
los propuestos y el intervalo de confianza basado en la Z-transformacion de Fisher

propuesta por Lin (1989).

Se observa una gran diferencia en las estimas del CCC y en sus respectivos in-
tervalos al comparar el modelo T respecto al modelo N, de igual manera ocurre
con el coeficiente de precisiéon. Sin embargo, no hay una gran diferencia en el

coeficiente del sesgo.

5.1.3. Diagnostico

Desde el andlisis descriptivo el grafico de Altman detecté el siguiente conjunto de

casos potencialmente influyente 74 = {1,30,79}. La Figura muestra que los
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Tabla 5.4: Estimador del CCC, error estdndar de estimacién (eee), intervalo de
confianza asintotico (ICA), precision y sesgo.

Pe(eee) ICA Precision  Sesgo
Modelo A7 0.674 (0.056) (0.566, 0.783) _ 0715 0.943
Modelo 7 0.947 (0.014) (0.921, 0.974)  0.948  0.999
Fisher 0.675 (0.058) (0.561, 0.788)  0.715  0.943

casos estan fuera de los limites de acuerdo indicando un pobre acuerdo entre las

medidas.

Por otro lado, la Figura muestra las observaciones que se detectaron a través
de la distribucién de los pesos u versus la distancia de Mahalanobis 5 al asumir
el modelo 7. Luego, el conjunto I, = {1, 3,30, 35,48, 79} es potencialmente in-
fluyente, ya que estan por debajo del percentil 5% de la distribucion de los pesos

dada en Osorio y Galeal (2016).
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Figura 5.5: Observaciones detectadas como potencialmente influyentes a través
de la distribucién de los pesos versus la distancia de Mahalanobis, asumiendo el
modelo T.
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En el estudio de influencia, bajo el esquema de perturbaciéon de ponderacion de
casos y asumiendo el modelo N, se detectaron los casos 1, 30 y 79 como poten-
cialmente influyentes sobre el estimador MV. Al asumir el modelo 7T, si bien hay
casos que limitan con el punto de corte, ningiin caso se considera como poten-
cialmente influyente sobre el estimador MV (Ver Figura. El mismo resultado
ocurre cuando se considera la direccion donde se produce la mayor conformal

curvatura normal (ver Figura |5.8)).

Bajo el modelo NV, la Figura [5.9] grafico (a), muestra que el caso 79 es detectado
por la méxima direccién hy,,, y la segunda méxima direccién h,.,, mientras que
el caso 1y 30 son detectados sélo por hy,,,. En el caso del modelo T, grafico (b),

no existen casos con influencia importante.

En cuanto a la influencia local generalizada, el método detecté que los casos 1,
30 y 79 pueden ser influyentes directamente sobre el estimador MV del CCC al
asumir el modelo N (ver Figura [5.10] grdfico (a)). No obstante, si se asume el
modelo 7T, el método no detecta casos con influencia importante (ver Figura m,

grafico (b)).

Por lo tanto, bajo el esquema de ponderacion de casos, el método detecté el caso
1, 30 y 79 como potencialmente influyentes sobre el estimador MV y el estimador

del CCC, bajo el modelo N

Bajo el esquema de perturbacion de la respuesta, el cual permite detectar datos
extremos, para el modelo N se detectan tres casos potencialmente influyentes que
son el 34, 53 y 59 (ver Figura[5.11] gréfico (a)), y en el modelo 7 no se detectan
casos potencialmente influyentes. Sin embargo, para el modelo N, basado en la
conformal curvatura normal, el método detecta los casos 1, 30 y 79 como poten-
cialmente influyentes (ver Figura grafico (a)), y asumiendo el modelo T el

método no detecta casos potencialmente influyentes (gréfico (b)).

La Figura [5.13] muestra que los casos 1, 30, 35 y 79 son potencialmente influ-
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yentes a lo largo de la segunda direccion maxima h.,, mientras que el caso 34 y

53 son potencialmente influyentes a lo largo de la primera direcciéon méxima h,,, ;.

Por otro lado, bajo el modelo N, la influencia local generalizada para la méxima
pendiente (que coincide con la medida de primer orden) detecta los casos 8, 34,
53, 59 y 79 como posiblemente influyentes sobre el estimador del CCC, donde
el caso 34, 53 y 59 son clasificados como extremos. En contraste, asumiendo el

modelo T, no se detectan casos potencialmente influyentes sobre el estimador del

CCC (ver Figura 5.14)).

Finalmente, en el caso de usar las medidas de segundo orden, asumiendo el mo-
delo N, se detectan los casos 8, 30, 34 y 79 como potencialmente influyentes,
bajo el esquema de ponderacion de casos y bajo el esquema de perturbacion de

la respuesta se detectan los casos 4, 6, 7y 10 (ver Figura [5.15)).

La Tabla [5.5| resume los casos detectados como potencialmente influyentes sobre
los estimadores MV y el estimador del CCC, usando las medidas de influencia
local, las medidas de influencia local generalizada y las medidas de primer y
segundo orden para ambos modelos bajo el esquema de ponderacion de casos y

de perturbacién de la respuesta.

Se presenta, en la Tabla [5.6] que los casos 1, 30 y 79 tienen alta variabilidad y
las medidas son diferentes, mientras que el resto de los casos estan en acuerdo
pero su magnitud es muy alta o muy baja, y los considerados extremos son casos

detectados bajo el esquema de perturbacion de la respuesta.

Para evaluar la sensibilidad de los estimadores MV y del estimador del CCC, en

ambos modelos, se consideran los siguientes conjuntos de casos potencialmente

influyentes I; = {1,30,79}, I, = {4,6,7,8, 10,34, 53,59}.

La Tabla muestra la Razén de Cambio (RC) para el estimador del CCC al

eliminar los casos considerados en desacuerdo I;, bajo el modelo AN el estimador
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Tabla 5.5: Resumen de casos potencialmente influyentes sobre los estimadores
MV y el estimador del CCC respecto al esquema de perturbacién, medida de
influencia y modelo estadistico.

Influencia en | EMV | EMV del CCC
Ponderacién | Modelo N©© Modelo 7 | Modelo N Modelo T
h,,.. C 1-30-79 No detecta | 1-30-79 No es

h,.. B 30-79 No detecta | influyentes influyente
D00 /Dieg 1-30-79 No detecta | indirectamente indirectamente
hp; * * 1-30-79 No detecta
hg; * * 8-30-34-79 *

Respuesta Modelo N© Modelo 7 | Modelo N Modelo T
h,.. C No detecta No detecta | 1-30-79 No es

h,... B 1-30-79 No detecta | influyentes influyente
D0z /Dieg 1-30-79 No detecta | indirectamente indirectamente
h,,.. FI * * 8-34-53-59-79  No detecta
hye SI * * 4-6-7-10 *

Tabla 5.6: Valores, diferencia y estado de casos potencialmente influyentes sobre
los estimadores MV y el estimador del CCC.

Casos Método M Método A Diferencia Desv. Est. Estado
1 3.314 0.405 2.909 2.057 desacuerdo
4 2.833 2.398 0.435 0.308 extremo
6 3.045 3.068 -0.024 0.017 acuerdo
7 3.350 3.350 0.000 0.000 acuerdo
8 0.916 0.000 0.916 0.648 extremo
10 4.234 4.241 -0.007 0.005 acuerdo
30 3.839 0.000 3.839 2.715 desacuerdo
34 4.472 4.472 0.000 0.000 acuerdo
53 0.405 0.693 -0.288 0.203 extremo
59 0.405 0.693 -0.288 0.203 extremo
79 2.708 6.175 -3.467 2.451 desacuerdo

del CCC presenta una mayor RC respecto al modelo T, indicando que la estima-

cién del CCC basada en este modelo es més estable.

Sin embargo, al realizar el andlisis de sensibilidad para los casos I5, la RC es menor

al 7% asumiendo el modelo A y alrededor del 1% asumiendo el modelo 7, por

lo que se considera que en ambos casos el estimador del CCC varia marginalmente.
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Para los estimadores de MV la Tabla [5.8 muestra que, bajo el modelo N y el mo-
delo 7, la RC no es importante sobre el estimador del vector de medias pero si
lo es sobre el estimador de la varianza generalizada, la cual es considerablemente

mayor en el modelo T.

Por otro lado, la RC sobre el estimador del parametro de forma es marginal y
esta bastante lejos de cero, indicando que no es adecuado modelar los datos bajo

la distribucién normal.

El estimador del CCC y su respectivo intervalo de confianza asintético (ICA)
bajo el modelo A, el modelo T, la Z-transformacién de Fisher y Bootstrap no
paramétrico (Boot) con todos los casos y eliminando los casos 1, 30 y 79, se mues-

tran en la Tabla [5.0

El ICA bajo el modelo N es similar al de la Z-transformacién de Fisher y més
precisos respecto al intervalo Boot no paramétrico. Al eliminar los casos poten-
cialmente influyentes los intervalos cambian significativamente. En el modelo T,
el ICA es muy diferente al ser comparado con los otros, notar que el proceso de
estimacién provee un estimador del CCC mas alto y al eliminar los casos poten-

cialmente influyentes el intervalo no se ve afectado.

Feng et al| (015a) llegan a una conclusién similar, la Tabla muestra los
resultados del estimador puntual del CCC e intervalo de credibilidad/confianza
obtenidos por diferentes métodos; el método de Bayes basado en la distribucion
t multivariada (Bayes), Jackknife (J), Jackknife con Z-transformacién de Fisher
(JZ) y Bootstrap (Boot). Todas las estimas con J, JZ y Boot son similares y al

compararlos con Bayes éste provee un estimador del CCC robusto y un intervalo

de credibilidad estable (ver Figura [5.6).

Finalmente, el proceso de estimacién sin el conjunto I; para el modelo N, con

convergencia del algoritmo EM en 1 es

85



0.761 0.769
0.769 0.981

. 2.526 ~
Hr = , X
2.313

y para el modelo 7T, con convergencia del algoritmo EM en 449, es

N 2.623 ~ 3.839 3.792 N
Hr, = , X = y 11, = 0.439.
2.547 3.792 4.058

Tabla 5.7: Razon de de cambio para el estimador del CCC y medidas de calidad

del ajuste al eliminar casos potencialmente influyentes.

Casos CCC Comparacién del ajuste
eliminados | ModeloAY  RC  Modelo T RC | log Lik(N) log Lik(T) AICN) AIC(T)
Ninguno 0.674 * 0.947 * -200.890 -165.550 411.780  343.101
1 0.715 6 % 0.953 1% | -192.990 -156.628 395.979  325.257
30 0.749 11% 0.952 1% -186.448 -155.482 382.897  322.964
79 0.724 7% 0.952 1% | -185.907 -155.723 381.815  323.445
1-30 0.795 18 % 0.957 1% -175.741 -146.370 361.482  304.739
1-79 0.770 14 % 0.957 1% | -175.982 -146.620 361.963  305.239
30-79 0.808 20 % 0.956 1% -166.688 -145.465 343.376  302.931
1-30-79 0.860 28 % 0.959 1% | -150.728 -136.129 311.456  284.258

Tabla 5.8: Razén de cambio para los estimadores MV del modelo Ny T al

eliminar casos potencialmente influyentes.

Estimador Modelo N Modelo T
Ninguno 1-30-79 RC | Ninguno 1-30-79 RC
T 2564 2526 1% | 2617 2623 0%
Lio 2.309 2.313 0% 2.535 2.547 0%
= 0460  0.156 66% | 14.179 1204 92%
n * * * 0.480 0.439 9%
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Tabla 5.9: Estimador puntual, error estandar de estimacion e intervalo de con-
fianza asintético/confianza para el CCC basado en distintos métodos.

Todos los casos Sin los casos 1-30-79
Métodos e (ece) ICA/IC Pe (ece) ICA/IC
Modelo N' 0.674 (0.056) (0.566, 0.783) 0.860 (0.055) (0.753, 0.967)
Modelo 7 0.947 (0.014) (0.921, 0.974) 0.959 (0.011) (0.939, 0.980)
Fisher 0.675 (0.058) (0.561, 0.788) 0.861 (0.030) (0.803, 0.919)
Boot 0.675 (0.104) (0.472, 0.878) 0.861 (0.041) (0.782, 0.944)

Tabla 5.10: Estimador puntual e intervalo de credibilidad /confianza para del CCC
basado en distintos métodos.

Todos los casos Sin los casos 1-30-79
Métodos  p. IC De IC
Bayes 0.870 (0.799, 0.927) 0.894 (0.835, 0.939)
J 0.672 (0.457, 0.888) 0.862 (0.777, 0.948)
JZ 0.656 (0.346, 0.837) 0.856  (0.729, 0.926)
Boot 0.675 (0.475, 0.861) 0.861 (0.771, 0.931)
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Figura 5.6: Comparacién de los intervalos de confianza y credibilidad basado en
diferentes métodos.
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5.1.4. Conclusion

En la practica, es importante obtener estimaciones robustas del CCC, ya que este
coeficiente permite cuantificar el acuerdo entre los registros del log(LPS). Los re-
gistros del generados por el método A presentan una mayor variabilidad respecto

a los registros generados por el método M.

El método de diagnéstico de influencia local y la influencia local generalizada
de primer orden determinaron que los casos 1, 30 y 79 son potencialmente in-
fluyentes sobre los estimadores MV y sobre el estimador del CCC. El analisis de
sensibilidad llevado a cabo muestra que efectivamente estos casos influyen sobre
el estimador del CCC bajo el esquema de ponderacion de casos al asumir el mo-
delo V. Sin embargo, cuando se asume el modelo 7 el método no detecta casos
potencialmente influyentes, més ain, al eliminar los casos 1, 30 y 79 se obtienen

estimaciones del CCC que no son sensibles.

Por lo tanto, en base al criterio del logaritmo de la verosimilitud y el criterio AIC,
el modelo 7 modela mejor los datos que el modelo N, entregando estimaciones

del CCC e ICA menos sensibles en presencia del conjunto /.
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Figura 5.7: Grafico de influencia de h,,,, para la curvatura normal asumiendo
que los datos siguen una distribucién normal (a) y una distribucién ¢ (b), bajo el
esquema de ponderacion de casos.
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Figura 5.8: Grafico de influencia de h,,,, para la conformal curvatura normal
asumiendo que los datos siguen una distribuciéon normal (a) y una distribucion t
(b), bajo el esquema de ponderacién de casos.
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Figura 5.9: Grafico de influencia de h,,,, versus h,, para la curvatura normal
asumiendo que los datos siguen una distribucién normal (a) y una distribucién ¢
(b), bajo el esquema de ponderacién de casos.
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Figura 5.10: Gréfico de influencia de h,,,, para la maxima pendiente local (o
medida de primer orden) asumiendo que los datos siguen una distribucién normal
(a) y una distribucién ¢ (b), bajo el esquema de ponderacién de casos.
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Figura 5.11: Gréfico de influencia de h,,,, para la curvatura normal asumiendo
que los datos siguen una distribucién normal (a) y una distribucién ¢ (b), bajo el
esquema de perturbacion de la respuesta.
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Figura 5.12: Gréfico de influencia de h,,,, para la conformal curvatura normal
asumiendo que los datos siguen una distribuciéon normal (a) y una distribucion t
(b), bajo el esquema de perturbacién de la respuesta.
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Figura 5.13: Grafico de influencia de h,,,, versus hy., para la curvatura normal
asumiendo que los datos siguen una distribucién normal (a) y una distribucién ¢
(b), bajo el esquema de perturbacién de la respuesta.
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Figura 5.14: Gréfico de influencia de h,,,, para la maxima pendiente local (o
medida de primer orden) asumiendo que los datos siguen una distribucién normal
(a) y una distribucién ¢ (b), bajo el esquema de perturbacién de la respuesta.
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esquemas de perturbacion.
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5.2. Aplicacion 2: Estudio del sueno con tres

métodos

Ademas de los métodos manual y automéatico usados en el estudio del sueno
(aplicacién 1) para analizar el efecto del zolpidem 10 mg en un grupo de 82
pacientes que sufren de insomnio transitorio, se aplicé un tercer método para
obtener los registros del log(LPS) en la PSG. El tercer método consiste en usar
de forma semiautomatica el instrumento Morpheus y es denominado como el

método Parcial (P).

5.2.1. Descripcién de los datos

El estimador muestral del CCCG para los registros de log(LPS) es de 0.752, con
una precision global de 0.780 y exactitud global de 0.964. La Tabla [5.11 muestra

el resumen del acuerdo entre las medidas de a pares y global de los registros de

log(LPS).

Los registros generados por los método M y P son concordantes, pues el CCC es
de 0.919, esto se debe a que el coeficiente de exactitud y precision son altos, en el
caso de los registros generados por los métodos M y A presentan un pobre acuer-
do, pues el CCC es de 0.675 y en el caso del acuerdo de los registros generados
por los métodos P y A el CCC es de 0.704. En estos dos ultimos casos el bajo

acuerdo es afectado por la baja precisién indicando mas dispersién de los datos.

La Figura muestra la dispersion entre los registros generados por el método
M y P, notar que se observa una alta concentracion de puntos alrededor del la
linea de acuerdo, donde los casos 3, 17, 18, 19 y 59 estan poco alejados de dicha
linea. En el caso de los registros generados por el método P y A, los casos 1,
30, 17 y 79 estan mas alejados de la linea de acuerdo, lo que hace disminuir el
CCC a través del coeficiente de precision, la misma situacion anterior se repite
al analizar la dispersién entre los registros generados por el método M y A ya

estudiado en la aplicacion 1.
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Figura 5.16: Dispersién entre los registros log(LPS) obtenidos con el proceso
Manual (M), Parcial (P) y Automatico (A).

Por otro lado, la Figura m, grafico (a) muestra la dispersion entre la media y la
desviacion estandar (de) y el grafico (b) muestra la dispersién entre la mediana
y la desviacién media (dm) de los registros generados por los tres métodos. Los
casos 1, 30, 35 y 79 tienen una mayor desviacién estandar y desviaciéon media
respecto al resto de casos. Las medidas del caso 79 en promedio son de magnitud
mayor respecto a las medidas del caso 1, 30 y 35, desde el punto de vista descrip-
tivo, estos casos aumentan la variabilidad de los datos. Este hecho se refleja en el

coeficiente de precisién global y por ende en el poco acuerdo global.
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Tabla 5.11: Acuerdo bivariado y global para los registros del logaritmo de LPS
generados por los métodos manual, parcial y automatico.

\Coeﬁciente Exactitud Precisién

CCCG 0.752 0.964 0.780
CCC M-P 0.919 0.997 0.921
CCC M-A 0.675 0.943 0.715
CCC P-A 0.704 0.954 0.734

La Tabla muestra los registros de los casos 1, 30, 35 y 79, los cuales presen-
tan alta variabilidad al ser comparados, por ejemplo, con los casos 34 y 84 que
presentan registros entre los métodos bastantes similares. Notar que el método
automatico es el que genera mas diferencia entre los casos 1, 30, 35 y 79. Por lo
tanto, el estimador muestral del CCCG es bajo debido a la alta variabilidad que

presentan los registros generados por el método A.

34 34

J10 J10

2 2l

4
= 79 i‘ﬂ
Jl4 24 A7 30
,51 j{? BL
g a

40
22 2
g, o ?ﬁ 52 48
51
80 1048 2 60
50 a5 0 70
764 J76

30

media
mediana

7
J8 7 19
ﬁg% b2 :538 WES g 38
2 20 a1 ) B2 .4550 - S35
& % as
54
25 35 /2
kg I = &
49 g8
52'6 Zl & 49
59 1 52 Bl
a7t
»3 53 59 3
00 0 10 1s 20 00 0’ 10
de dm
(a) Media v/s de (b) Mediana v/s dm

Figura 5.17: Media versus desviacién estandar (de) (a) y mediana versus desvia-
cién media (dm) (b) de los registros obtenidos por los tres métodos.

La Tabla resume las estadisticas univariadas de los registros generados por
los tres métodos. El método A presenta una mayor variabilidad con respecto

al método My P (CVy, = 34%, CVp = 36% y C4 = 48%), esto se debe a

que la magnitud de los registros obtenidos por A es mayor respecto a los regis-
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Tabla 5.12: Registros obtenidos por tres métodos, media, mediana y medidas de
variabilidad.

Caso ‘ Manual Parcial Automético ‘ Media Desv. Est. Mediana Desv. Media

34 4.472 4477 4.472 4.474 0.003 4.472 0.002
82 2.079 2.079 2.079 2.079 0.000 2.079 0.000
1 3.314 3.314 0.405 2.345 1.679 3.314 1.454
30 3.839 3.701 0.000 2.514 2.178 3.701 1.874
35 2.197 2.079 0.000 1.426 1.236 2.079 1.059
79 2.708 2.674 6.175 3.852 2.011 2.708 1.745

tros obtenidos por los otros dos métodos (Rangoy, = 4.067, Rangop = 4.360,
Rangos = 6.175).

La distribucién de los registros muestra una leve asimetria y curtosis siendo pare-
cidas a la distribucién normal univariada. La prueba de normalidad Shapiro-Wilk
apoya la hipétesis de normalidad de los datos para los métodos M (p-valor es de
0.7132), A (p-valor es de 0.086) y P (p-valor es de 0.8688). Sin embargo, esto no
necesariamente sugiere que los datos puedan ser modelados por una distribucion

normal multivariada, como se vera mas adelante. Por otro lado, el vector de media

Tabla 5.13: Estadistica descriptiva univariada para los puntajes log(LPS) obteni-
dos por los tres métodos.

n Media Desv. Est. Mediana Min Max Q(25%) Q(75%) Asimetria Curtosis

Manual 82  2.55 0.88 2.60 0.40 4.47 1.96 3.17 -0.23 -0.43
Parcial 82 248 0.89 2.40 0.69 5.05 1.87 3.06 0.22 -0.13
Automadtico 82 2.31 1.12 2.30 0.00 6.17 1.73 3.07 0.12 0.76

y la matriz de varianzas-covarianzas muestral para los métodos M, P y A es

2.5504 0.762 0.710 0.694 0.771 0.719 0.703
x=| 2485 |,S,=| 0.710 0.780 0.721 ySp1=1] 0719 0.790 0.729
2.308 0.694 0.721 1.237 0.703 0.729 1.252

donde S,, es el estimador muestral no insesgado y S,,_ es el estimador muestral

insesgado.
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La varianza generalizada es de [S,| = 0.050 (|S,—1| = 0.052) y la desviacién
tipica generalizada es de |S,|'/? = 0.224 (|S,_1|"/? = 0.228), indicado una mayor
dispersiéon de los datos, y por ende una menor precision global, que es de 0.780.
Este aumento de variabilidad posiblemente es debido a los casos 1, 30, 35 y 79

que se han estudiado anteriormente.

Respecto a la normalidad de los registros, la Figura [5.18 muestra los QQ-plots
de la distancia transformada, asumiendo el modelo NV, gréfico (a) y asumiendo el
modelo T, grafico (b). Se observa que los datos podrian seguir una distribucién
t. La Tabla muestra los resultados de la prueba de normalidad multivariada
del log(LPS), la prueba de normalidad Shapiro-Wilk (N') para la distancia trans-
formada y la prueba Shapiro-Wilk (7") para la distancia transformada. En el caso
de la normalidad multivariada para el log(LPS), éstos no siguen una distribucién
normal multivariada (p-valor es de 0.000) y en el caso de la normalidad de la
distancia transformada, se concluye que los datos podrian ser modelados por una
distribucion ¢, aunque se debe destacar que el p-valor esta al limite para rechazar

la normalidad de la distancia transformada.

Transformed distances Q-Q plot Transformed distances Q-Q plot

Sample Quantiles
Sample Quantiles

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

(a) Modelo N/ (b) Modelo T

Figura 5.18: QQ-plots para las distancia transformada, asumiendo el modelo A/
(a) y asumiendo el modelo 7 (b), considerando el método M,P y A.
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Tabla 5.14: Prueba de normalidad multivariada para los registros log(LPS) y
prueba de normalidad para la distancia transformada, asumiendo el modelo N y

el modelo T.

Estadistico p-valor Normalidad

Henze-Zirkler (Normal) 6.926 0.000 No
Shapiro-Wilk (N) 0.894 0.000 No
Shapiro-Wilk (7)) 0.969 0.046 St

5.2.2. Modelo estadistico y ajuste

Con X, ..., Xgo una muestra de vectores aleatorios se tiene que X; = (X;1, Xio, XZ‘3)T.
La variable aleatoria X;; representa el registro del log(LPS) generado por el méto-
do M, Xy registro del log(LPS) generado por el método P y X3 registro del
log(LPS) generado por el método A. Se asumen dos modelos estadisticos para

representar los registros X; del i-ésimo paciente.
» Modelo N: Asume que X; ~ N3(u, X) para todo i = 1, ..., 82 pacientes.
= Modelo 7: Asume que X; ~ T3(u, 3, 7n) para todo ¢ = 1, ..., 82 pacientes.

El ajuste del modelo N, con log Lik(N') = —226.3502 y convergencia del algorit-

mo EM en 1 iteracién, estda dado por

2.554 0.762 0.710 0.694
=1 248 |, == 0710 0780 0721 |,
2.309 0.694 0.721 1.237

mientras que el ajuste del modelo T, con log Lik(N') = —141.3678 y convergencia

del algoritmo EM en 493 iteraciones, estd dado por

2,617 929.356 28.794 29.047
=1 2625 |, == 28794 29.066 29.162 y 7 =0.493.
2.535 929.047 29.162 30.374

Basado en el criterio del logaritmo de verosimilitud, el modelo 7 genera menos

pérdida relativa de la informacién estadistica que el modelo N. El criterio de

98



Akaike indica la misma situaciéon (AIKy = 470.700 y AIK+ = 302.736).

Los vectores de medias estimados son similares en ambos modelos pero las matri-
ces de varianzas-covarianzas son muy diferentes, siendo las varianzas y covarianzas
del modelo 7 mayor que las del modelo N debido a que el estimador del pardme-

tro de forma es cercano 0.5.

La varianza generalizada estimada y desviacién tipica generalizada, para el mo-
delo NV, es de 0.050 y 0.224 respectivamente, mientras que para el modelo T es
26.252 y 5.124 respectivamente. Por lo tanto, el modelo 7 recoge mayor variabi-

lidad de los registros log(LPS) .

Lo anterior, es confirmado por la estimacién muestral de los coeficientes de asi-

metria y curtosis multivariada y la prueba de normalidad multivariada dado en

Mardia et al. (1997), ver Tabla [5.15]

Tabla 5.15: Prueba de normalidad multivariada de Mardia basado en los coefi-
cientes de asimetria y curtosis multivariada.

Coeficiente Estadistico p-valor

Asimetria 2.743 37.493 0.000
Curtosis 35.707 17.117 0.000

El ICA, considerando el modelo N, tiene un mayor error estdndar de estimacién
(eee) y por ende una mayor amplitud al compararlo con el intervalo del modelo

T. Por otro lado, los intervalos son marcadamente diferentes, notar que no estan

superpuestos (ver Tabla [5.16]).

Tabla 5.16: Estimador del CCCG, error estandar de estimacién (eee) e intervalo
de confianza asintético (ICA).

py (eee) ICA
Modelo N 0.7518 (0.0415) (0.6705, 0.8331)
Modelo 7 0.9798 (0.0046)  (0.9708, 0.9888)
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5.2.3. Diagnostico

El conjunto Ip = {1, 30, 35,79} contiene los casos atipicos y extremos detectados

en el andlisis descriptivo y que posiblemente estan influyendo sobre el estimador

MV y el estimador del CCCG.

Por otro lado, la Figura [5.19] muestra la dispersién de los pesos @ versus la dis-
tancia de Mahalanobis 3. Los casos bajo el percentil del 5% de la distribucién
de los pesos son detectados como potencialmente influyentes, a este conjunto lo

denotaremos por I, = {1,3,30,35,59,79}. La Tabla resume los casos de-
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Figura 5.19: Observaciones detectadas como potencialmente influyentes a través
de la distribucién de los pesos versus la distancia de Mahalanobis.

tectados como potencialmente influyentes sobre los estimadores MV y sobre el
estimador del CCCG, segun la medida de influencia, esquema de perturbacién y

modelo estadistico propuesto.

El analisis de influencia local, bajo el esquema de ponderacién de casos, detecto

para el modelo N al conjunto I; = {1,30,79} como potencialmente influyente,
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mientras que en el caso del modelo 7 no se detectan casos potencialmente influ-
yentes, pues los casos que fluctiian alrededor del punto de corte no presentan una

influencia importante (ver Figura [5.20)).

El método basado en la conformal curvatura normal, detecta como potencial-
mente influyente al conjunto I, = {3,17,30,59,79} al asumir el modelo Ny no

detecta casos potencialmente influyentes al asumir el modelo 7~ (ver Figura|5.21]).

La Figura [5.22| muestra la direccién maxima h,,,, versus la segunda direccion
méxima hg.,, para el modelo N, gradfico (a) y el modelo T, gréfico (b). El
método de influencia detecta, para el modelo N, los casos 1, 30 y 79 como po-
tencialmente influyentes a través de h,,,, y los casos 3, 17, 18, 19 y 59 a través
de h,.,, mientras que al asumir el modelo 7 no se detectan casos con influencia

importante.

El anélisis de influencia local generalizada de primer orden (o maxima pendiente
local) detectd, para el modelo N, los casos 1, 17, 30 y 59, mientras que para el

modelo 7 no dectecté casos con influencia importante (ver Figura |5.23)).

Bajo el esquema de perturbacion de la respuesta, el método de influencia local
detecta, en la direccién en donde se produce la mayor curvatura h,,.,, los casos
34 y 53 como potencialmente influyentes al asumir el modelo A, sin embargo la
influencia de estos casos no es importante. En el modelo 7 el método de influencia

no detecta ningin caso potencialmente influyente (ver Figura [5.24)).

Al considerar la direccién en dénde se produce la mayor conformal curvatura
normal h,,.,, el método de influencia detecta los casos 3, 17, 30, 59 y 79 como
potencialmente influyentes, asumiendo el modelo A y en el caso del modelo T

no se detecta ningin caso potencialmente influyente (ver Figura [5.25)).

La Figura [5.26| muestra la direccién maxima h,,,, versus la segunda direccion

méaxima hg.,. Considerando el modelo N se detectan los casos 3, 17, 18, 19 y 59
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como potencialmente influyentes presentando una mayor influencia a través de
h,., , mientras que los casos 34 y 53 se detectan como potencialmente influyentes
presentando una mayor influencia través de h,,,,, asumiendo el modelo 7 no se

detecté ningin caso con alta influencia.

La Figura muestra la direccion maxima h,,,, donde se produce la mayor
pendiente local. El método detecta los casos 1, 17, 30 y 79 como potencialmente
influyentes directamente sobre el estimador del CCCG cuando se asume el modelo

N, mientras que al asumir el modelo 7 no detecta casos con alta influencia.

Tabla 5.17: Resumen de casos potencialmente influyentes sobre los estimadores
MYV y el estimador del CCCG respecto al esquema de perturbacién, medida de
influencia y modelo estadistico.

Esquema | EMV ‘ EMYV para el CCC
Ponderacién | Modelo A Modelo T | Modelo N Modelo T
h,.. C 1-30-79 No detecta | Sélo casos Los casos
h,.. B 3-17-30-59-79 No detecta | 1-30-79 no son
hy0/Dseg 1-30-79 No detecta | son influyentes influyentes
3-17-18-19-59 indirectamente indirectamente
h,,.. FI *E ok 1-17-30-59 No detecta
Respuesta | Modelo A/ Modelo T | Modelo N/ Modelo T
h,0. C No detecta No detecta | Sélo casos Los casos
h,... B 3-17-30-59-79 No detecta | 1-30-79 no son
D0z /Deg No detecta No detecta | son influyentes influyentes
3-17-18-19-59 No detecta | indirectamente indirectamente
h,,.. FI ok ok 1-17-30-59 No detecta

Para evaluar la sensibilidad de los estimadores MV y el estimador del CCCG se
consideran los conjuntos I = {1,30,70} y I, = {1,17,30,59,79} como poten-

cialmente influyentes.

La Tabla muestra la razén de cambio (RC) para el estimador del CCCG y
la comparacion del ajuste al eliminar el conjunto I;. Notar que bajo el modelo
N la RC es mayor que la RC bajo el modelo 7T, bajo este modelo se puede decir

que el estimador del CCCG no se ve influenciado por el conjunto I;. Ademas la
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log Lik(T) es siempre menor que la log Lik(N) al igual que el criterio de Akaike
(AIC). Respecto al conjunto I, éste no supera el 2% de RC, de modo que no se
considera como potencialmente influyente sobre el estimador del CCCG, ya que

los valores varian marginalmente.

Respecto a los estimadores MV, la Tabla [5.19] muestra la RC del modelo Ny
el modelo 7. El estimador de las medias no presenta una RC importante pero
la varianza generalizada estimada si, tanto en el modelo N como en el modelo
7. Notar que al eliminar el conjunto /; la variabilidad de los datos disminuye en
ambos modelos, pero la RC para el estimador del parametro de forma es nula

indicando que el estimador es poco sensible al eliminar los casos 1, 30 y 79.

El ICA del 95% de confianza se presenta en la Tabla [5.20] El intervalo en base
al modelo Ay en base al Bootstrap no paramétrico (Boot) cambian considera-
blemente al eliminar el conjunto I; y el intervalo en base al modelo 7 no se ve

afectado.

Feng et al|(015a) muestran que al eliminar el conjunto I;, considerando los tres
métodos de registros, los intervalos de confianza Jackknife (J), Jackknife con Z-

transformacién de Fisher (JZ) y Bootstrap (Boot) cambian drasticamente no asi

el intervalo de credibilidad basado el la distribucion ¢ (ver Tabla |5.21]).

Finalmente, el ajuste para el modelo A sin el conjunto I, con convergencia del

algoritmo EM en 1, es

2.526 0.761 0.708 0.769
fr, = | 2457 |, ih = | 0.708 0.781 0.794
2.313 0.769 0.794 0.981

y para el modelo 7T, con convergencia del algoritmo EM en 549, es
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2.684
2.649
2.653

mrn =

) 211 =

28.153 27.677 27.780

27.677 27.962 27.939

27.780 27.939 28.521

y ﬁ[l = 0.493.

Tabla 5.18: Razén de cambio para el estimador del CCCG y medidas de calidad
del ajuste al eliminar casos potencialmente influyentes.

Casos Py Comparacién del ajuste
eliminados | Modelo /' RC  Modelo 7 RC | log Lik(N) log Lik(T) AIC(N) AIC(T)
Ninguno 0.752 0.980 -226.350 -141.368  470.700  302.736
1 0.783 4% 0.982 0% | -217.601 -129.384 453.202  278.767
30 0.805 7% 0.982 0% | -210.849 -128.185 439.697  276.371
79 0.792 5% 0.982 0% | -210.480 -128.459 438.959  276.917
1-30 0.839 12% 0.984 0% | -198.404 -115.799  414.807  251.597
1-79 0.826 10% 0.984 0% | -199.027 -116.086 416.054  252.171
30-79 0.850 13% 0.984 0% | -188.905 -114.917 395.810  249.834
1-30-79 0.888 18% 0.985 1% | -168.410 -102.146 354.819  224.293

Tabla 5.19: Razén de cambio para los estimadores MV del modelo Ny T al
eliminar casos potencialmente influyentes.

Estimador N T
Ninguno 1-30-79 RC | Ninguno 1-30-79 RC
iy 2554 2526 1% | 2660 2684 1%
7l 2485 2457 1% | 2625 2649 1%
is 2309 2313 0% | 2622 2653 1%
13| 0.050  0.014 T72% | 26252 12.377 53%
0 * * * 0.493 0492 0%
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Tabla 5.20: Estimador puntual, error estandar de estimacion e intervalo de con-
fianza asintético/confianza para el CCCG basado en distintos métodos.

Todos los casos Sin los casos 1-30-79
Métodos py (eee) ICA/IC py (eee) ICA/IC
Modelo N 0.752 (0.042) (0.671, 0.833) 0.888 (0.020) (0.849, 0.927)
Modelo 7~ 0.980 (0.005) (0.971, 0.989) 0.985 (0.003) (0.979, 0.992)
Boot 0.752 (0.076) (0.606, 0.905) 0.888 (0.030) (0.830, 0.948)

Tabla 5.21: Estimador puntual e intervalo de credibilidad/confianza para el
CCCG basado en distintos métodos.

Todos los casos Sin los casos 1-30-79
Métodos  py, IC Py IC
Bayes 0.914 (0.870, 0.946) 0.931 (0.898, 0.958)
J 0.752  (0.591, 0.914) 0.890 (0.831, 0.949)
JZ 0.740 (0.502, 0.873) 0.886 (0.804, 0.935)
Boot 0.752  (0.602, 0.900) 0.888 (0.816, 0.936)

Fuente: Feng et al.| (015a)

5.2.4. Conclusion

En la aplicacion 1 se estudié el acuerdo entre las medidas generadas por el méto-
do M y A. Al incorporar un tercer método P, no sélo es de interés evaluar el
acuerdo entre pares de medidas sino que también evaluar el acuerdo global entre

las medidas.

El método de diagnéstico de influencia local detectd varios casos potencialmente
influyentes sobre los estimadores MV y sobre el estimador del CCCG. Sin em-
bargo, al realizar el analisis de sensibilidad sélo los casos 1, 30 y 79 ejercen una
influencia importante sobre la matriz de varianza-covarianza estimada en ambos
modelos, y sélo bajo el modelo N estos casos influyen sobre el estimador del

CCCC y del ICA.

Por lo tanto, la distribucién ¢ genera un procedimiento de estimacién mas robusto

respecto que la distribucién normal.
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Figura 5.20: Grafico de influencia de h,,,, para la curvatura normal asumien-
do que los datos siguen una distrubucién normal (a) y una distribucién t (b)
multivariada, bajo el esquema de ponderacion de casos.
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Figura 5.21: Grafico de influencia de h,,,, para la conformal curvatura normal
asumiendo que los datos siguen una distrubucién normal (a) y una distribucién
t (b) multivariada, bajo el esquema de ponderacién de casos.
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Figura 5.23: Grafico de influencia de h,,,, para la maxima pendiente local asu-
miendo que los datos siguen una distrubucién normal (a) y una distribucion ¢ (b)
multivariada, bajo el esquema de ponderacion de casos.
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Figura 5.24: Grafico de influencia de h,,,, para la curvatura normal asumiendo
que los datos siguen una distribucién normal (a) y una distribucién ¢ (b) multi-
variada, bajo el esquema de perturbaciéon de la respuesta.
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Figura 5.25: Grafico de influencia de h,,,, para la conformal curvatura normal
asumiendo que los datos siguen una distribucién normal (a) y una distribucién ¢
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Figura 5.26: Grafico de influencia de h,,,, versus hy., para la curvatura normal
asumiendo que los datos siguen una distribuciéon normal (a) y una distribucion ¢
(b) multivariada, bajo el esquema de perturbacién de la respuesta.
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Figura 5.27: Grafico de influencia de h,,,, para la maxima pendiente local asu-
miendo que los datos siguen una distribucién normal (a) y una distribucién ¢ (b)
multivariada, bajo el esquema de perturbacion de la respuesta.
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Capitulo

Conclusion general

Como se ha expuesto a lo largo de este trabajo es de interés obtener estimaciones
mas confiables del coeficiente de correlacién de concordancia. La distribucién ¢
ha permitido obtener estimas menos sensibles a observaciones atipicas y/o extre-
mas respecto a las estimas obtenidas bajo normalidad, mas atn, el intervalo de
confianza asintético es mas preciso al ser comparado con el intervalo de confianza

asintotico basado en el supuesto de normalidad.

Por otro lado, se ha ilustrado que, a través del estudio de simulacion, la tasa de
cobertura de los intervalos de confianza asintéticos propuestos son similares al
valor nominal. Ademas, el estadistico de prueba asintético basado en la de razon
de verosimilitud tiene un desempeno adecuado, ya que la capacidad de la prue-
ba para detectar diferencias significativas, converge rapidamente a una potencia
empirica alta cuando la hipdtesis alternativa se aleja poco de la hipdtesis nula.
En cuanto al desempeno de la prueba de Wald éste es relativo, pues la capacidad
de la prueba para detectar diferencia significativa depende del valor que se desea

docimar, el nivel de significacion y el tamano de la muestra.

El método de diagndstico propuesto por|Cook! (1986)) es ampliamente usado para
detectar observaciones, que tras pequenas perturbaciones en el modelo y/o los
datos, son potencialmente influyentes sobre los estimadores MV. Se ha ilustra-

do que el método es eficiente en detectar estas observaciones cuando se asume
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que los datos siguen una distribucién normal, sin embargo, el método no detecta
casos potencialmente influyentes, asumiendo una distribucién ¢, lo cual permite
confirmar que dicha distribucién es mas adecuada para obtener estimaciones mas

confiables del CCC.

Ahora bien, como se ha discutido, el interés del diagndstico no es solo sobre los
estimadores MV, sino que también sobre el estimador del CCC. Se ha presentado
que la generalizaciéon del método propuesto por |Cook (1986)), basado en medi-
das de influencia local generalizada y las medidas de primer y segundo orden,
también han sido eficaces para detectar observaciones potencialmente influyentes
sobre el estimador del CCC al asumir normalidad y al comparar los resultados
del diagnostico, al asumir que los datos siguen una distribucion ¢, el método no
detecta casos potencialmente influyentes sobre el estimador del CCC, lo cual con-

firma que la distribucion ¢ genera inferencia robusta para el CCC.

Finalmente, a modo de conclusion evaluar el acuerdo entre las medidas genera-
das por varios instrumentos (o métodos) no es suficiente para sustituir un método
por otro sélo asumiendo normalidad de los datos. Si los datos, como se ha visto,
presentan observaciones atipicas o extremas es adecuado considerar para el pro-
ceso de inferencia del CCC la distribucion ¢ pues su estimador es poco sensible a

pequenas perturbaciones sobre el modelo y/o los datos.
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Apéndice A

Distribuciones y derivacion de algunos

resultados

A.1. Distribuciones de probabilidad utilizadas

En este apéndice se presentan las funciones de distribucién de probabilidad (fdp)
utilizadas para derivar la fdp de la distribucion ¢ multivariada reparametrizada.
Las definiciones se adoptan de [Mardia et al. (1997), Anderson| (2003), Nadarajah
y Kotz| (2004)) y Osorio y Galeal (2016).

A.1.1. Distribuciéon Normal

Una variable aleatoria d-dimensional Y con fdp normal puede ser representada
por su media g y matriz de varianza-covarianza 3 definida positiva Su densidad

estd dada por
_ - 1 _
ply) = (20) 12| Zexp { =S = 05y~ ) b oon g = ()" € B

Notacién: Y ~ Ny (u, X).
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A.1.2. Distribucion Gamma

Una variable aleatoria X admite una funcion de distribucién de probabilidad
Gamma con parametro de forma r > 0 y pardmetro de tasa A > 0, su densidad
esta dada por

A" 1

p(x) = er_ g

e conzx >0

donde I'(r) = [,"#"~'e~*dt es la funcién gamma.

Notacién: X ~ T'(r,\).

Observacion: Usando el teorema de transformacién de variables aleatorias con-

tinuas, se tiene que si X ~ I'(r,; \) entonces aX ~ I'(r, \/a) con a constante.

A.1.3. Distribucion Chi-cuadrado

La distribucion chi-cuadrado puede ser vista como un caso particular de la dis-
tribucién Gamma. Si r = v/2 y A = 1/2 se tiene que su densidad esta dada

por

1/2 v/2
p(u) = Lu”/g_le_“/2 con u > 0.

P(v/2)

Notacién: U ~ y?(v).

Observacién: Como X ~ I'(v/2,1/2) es equivalente a decir X ~ x?(v) y como

X/v ~T(v/2,v/2) se tiene que X/v ~ x?(v).
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A.1.4. Distribucion ¢t multivariada

Dada V ~ T'(1/2n,1/2¢(n)) independiente de Y ~ N, (0,3) de modo que la fdp

conjunta es

p(y,v) = p(y)p(v)

c 1/2n v
= 2m) B exp {—%yTEIy} x %”(lm_l) P {_20(77) }

donde ¢(n) =n/(1 —2n) con 0 <n < 1/2.

El objetivo es encontrar la funcién de distribucién de probabilidad de X aplican-

do el teorema de transformacion de variables aleatorias continuas.

SeaU=VyY=(X—-p) VU luego se tiene que la fdp conjunta entre X y U
s p(@,u) = py((@ — ) y/@)py (w)]J] donde

dy/0xT  Oy/ou

|J| = = uP/2.

ow/oxT Ow/ouT
Por lo tanto, la fdp conjunta para X y U, esta dada por

pla) = () | ul 2 exp { (o — )" 5/ (@ - )

1/2n
% (1/2¢(n)) u(1/2n)—1exp{ U }

[(1/2n) -~ 2¢(n)

Para obtener la fdp de X basta marginalizar p(a, u) con respecto a u, es decir
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e\ T/ 20+ d/2) ) (52|~ (/2nd/2)
‘( ) Mijy ()

52/2+1/2c( )tz b/ )
/ '(1/2n+d/2) w2 exp {—u(6°/2 4+ 1/2¢(n)) }du

a/2
c(n 1/ 2n + d/ P — ~(1/20+d/2)
b /2 1 +e n 52 n
K )|E| 1/2 (1+C( )52)*(1/277+d/2)

con 6% = (x — p)"E 7 (x — p) la distancia de Mahalanobis.

Por lo tanto, el vector aleatorio X sigue una fdp p(x) llamada distribucién ¢ mul-

tivariada reparametrizada.
Notacién: X ~ 7,(u, X, 7).

A.2. Algoritmo EM

Se define X, = (X7,

(XTI, ..., XT) es el vector observado y U; para todo i = 1,...,n variables aleatorias

obs> Ul ., U)T el vector aleatorio completo, donde X, =

no observadas o perdidas.

Paracadai =1, ..., n se tiene que X;|U; = u; ~ Ny (p, X/u;) y U; ~ T'(1/2n,1/2¢(n))
de modo que la fdp conjunta es p(x;, u;) = p(x;|u;)p(u;). Su funcién de verosimi-

litud completa se define por
1e0) = e (T e { -3t |
(/2" (yp,00-1) o d oS~ (LY,
[ <1/2n } (H ) p{ ;(%(n)) }
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con 6? = (x; — u)"X 7 (x; — p) y el logaritmo estd dado por

_nd n 1 < 5 (1/2¢(n))"/?n
0.(0) = - log(27) — 5 log | %] — 5 zzluzél + nlog [W}
1 d\ - .
=~ log(2m) — 5 log || — %Zu,af + % log (%(n)) —nlog (T'(1/2n))
1 d\ © 1 <
+ (% -1+ 2) glog(ui) - quz

Paso E

Este paso requiere el calculo de E(£,(0)|xq,, 0*), entonces se tiene

N o AN B, 0952
B(Le(0)|wo1s, 0) = — =~ log(2m) — 7 log 3 2ZE(U1|:CZ,0 )9,

+ %log (ﬁ) — nlog (T(1/2n)) + ( + . 1) ZE log(U;)|z:, 0™

L 00,

Para obtener E(U;|x;, 8%) y E(log(U;)|x;, 0™) es necesario encontrar p(u;|e;).
Por el teorema de Bayes se tiene,
_ p(u:)p(@;|u;) _ plug)p(@i|us)

plugle;) = Foo =

Jo " plus)p(@ilu;)du; p(x;)

1/2 _ _ _

Q220 (/207 oy (g (1/20)} x (2) 2] | 2 exp {(—1/2)u;62)
Kan)|Z|~1/2 (1 + c(n)(gz)(—l/Z)(l/ner)

1 (5 (1/27]+d/2) (1/27]+d/271) 1 52
_ ( + ¢(n) ) u; exp{_ui( + ¢(n) )}

2¢(n) I'(1/2n+d/2) 2¢(n)
Por lo tanto, U;|X; = @; ~ T(r,\) con r = (1/2n+p/2) y A = (1 +¢(n)d2)/2¢(n),

con esperanza dada por

1/n®) + d) k
E(U:|xz:. 6F)) = — ( — %
(Uz’wue ) 7A/)‘ 1/0(77(k))+(5i2(/€) U;
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Por otro lado, si R ~ I'(r, \) entonces E(log(R)) = ¢(r) — log(\) con ¥(r) =
(OL'(r)/0r)I'(r), lo cual permite calcular

E(log(U;)|a;, 0) = 4(r) — log())
=0 (1/20"™ + d/2) —log (1 + c(n™)&7) (k) /2¢(n™))
— (120 + d72) —log (1/2)(1/c(a™) + 5(k)))
—log (17" +d)/(1n™ + d))
= (1/2n® + d/2) —log (1/2n™ + d/2) + log(u™).

Finalmente E((.(0)|z,8%) = Q((u, ¢),0"™) + Q(n, 0" donde

n

hy _ _nd _n S S WOP
Q(p, ¢),0™) 5 log(2m) —  log 3| QZU’ 5;

o T2 1
Q") = niox [SEEB=] - iy Yool

i (% S g) > {w (1/20™") + d/2) —log (1/2n™ + d/2) + 1og(u§k))} .

=1
Paso M

Este paso consiste en actualizar 0% maximizando Q((u, ¢),0™) y Q(n, ™)

para obtener las actualizaciones de (u(k“), E(k+1)) y n**+D por separado.

Para estimar g y X se considera la maximizacién de Q((p, ¢), ™) conociendo

ugk) desde el paso anterior para todo 7 =1, ..., n.

McLachlan y Peel (1999) indican que Q((p, ¢), 8%)) es el logaritmo de la funcién
de verosimilitud de n observaciones independientes con media comin g y matriz
de varianza-covarianza 3 y es equivalente a calcular la media muestral y matriz

. : k k
de varianza-covarianza muestral ponderada por los ug ), e ul.
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Entonces los estimadores MV iterativos de p y 3 estan dados por

n k
(k+1) _ Zi:l Uz( )wi

Zn 1 ufM

(k+1) Z u(k k+1))(mZ “’(lﬁ-l))T.

u

(k+1)

Luego, como en [Osorio y Galea (2016, se actualiza 7 como la solucién de la

ecuacién 0Q(n, 8™)/on = 0, donde

oQ(n, ™) _n 1 c(n) 1 d
om 2_?72{ ( > o8 <20(77 ) - <277(’“> i 5)

n

+ log(1/2n™®) +d/2) — 1 Z <log ul(k))} :

n
=1

A.3. Vector score y matriz de informacién de

Fisher

Sea X4, ..., X,, una muestra de vectores aleatorios tal que X; ~ Ty(u, X, 1) para

todot=1,...,n

Sea g : R — [0,00) una funcién de modo que la fdp de X puede escribirse
como p(x) = |E|7?¢(67) donde g(67) = Ka(n)(1 + c(n)d7)~ /2142y 67 =
(@ — p) "2 (@i — p).

Sea 8 = (u”, ¢",n)" € R4 el vector de pardmetros con ¢ = vech(X) don-
de d = dim(p), ¢ = dim(g) y 1 = dim(n) v £(8) = X0, (:(6) con (:(8) =
log {|E|71/ 29(62)} es el logaritmo de la funcién de verosimilitud.

A.3.1. Derivacion del vector score

La primera derivada de £(0) es el vector score definido como U(6) = >_"  U,(0)
donde U;(0) = (U;(n)", Ui(9)7, Ui(n))T con elementos dados por
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_ Olog(g(47))

Uiu) = S5
Ui(e) = —ga I%g(b'ﬂ aloga(iw?))
575 3 L 5 )
Ui () = 28]
- %ﬁ?(m) - a% {%(1/77 +d)log (1+ c(n)(sg)} '

Las siguientes derivadas son de interés para obtener el vector score;

062

99
(OBRA) s el — (120 +4/2) + w(1/20)}

{%(1/77 +d)log (1 + c(n)é?)} = 2—7172 {uic(n)d; —log (14 c(n)d7) } .

L= 9% Na; — p), = Djvec (7 (z; — p)(z; — p)'=71)

= Dlvec(Z™)

9

Por lo tanto, los elementos del vector score para el i-ésimo caso son

Ui(p) = w7 (@ — p)

Ui(p) = %D:‘ipvec (2*1(3% — )z — p)TE " - 2,1)

Ui(n) = % {e(n)(d — wi6?) — 9(1/20 + d/2) + b(1/2n) + log (1 + c(n)o?) }

donde ¥(z) = dlog(I'(z))/dz, Dy la matriz de duplicacién de dimensién d? x
(d/2)(d+1) definida en Magnus y Neudecker| (1988) y el operador vec(-) permite

vectorizar una matriz apilando sus columnas. Notar que ¢ = (d/2)(d + 1).

A.3.2. Derivacion de la matriz de informacion observada

La segunda derivada de £(0) evaluada en @ = @ es
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520(0)  9%(8)  9*(0)
ououT  ouogpT  Oudn
L — 0*0(0) _ | 220 alge(o) 924(6)
aeaeT 0—0 0pouT  apopT  O¢pon R
o200)  9%(0) 9o | le=8
omopT  onogpT on?
luego la matriz de informacién observada queda I,(6) = —L.
Considerando las siguientes derivadas
067 ou; 1 d) 967
v _2(a‘;z — M)Tzil , u — _L_‘_)Q ?
op op 1/e(n) + 67 Op
06?
90 = —Dgvec(E™ (z; — p)(2; — p)" =)

9 (L/c(n) +07) 0¢

y evaluando en los estimadores MV, se obtienen los elementos de L, dados por

020(0)
oo™ lo=b
0%0(9)
OPpOP” lo=6
0%0(9)
opde” lo=o
0%0(0)
opon le=e
020(9)
0pOon le=6

1—277

— DTS oS )

n

— (1/c(f) + 5?)

2(1/n+d)

5 —1—22

(M*

1)

n

>

=1

1

2

1 ( (@ 1) )M
7\ (1/c(D) + 62)

=2 (1/c()) +

52
)

%)

E
i 1 (u:)

~

—“\7'

p)(x; — )

~—1

(1/c(@) + 8?)
D,+ -DY [i

=1

b

~

(1/e(m ) +67)

® MM™)D,

D?vec(MM?)
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Por otro lado, considerando

Ui(n) = a(n) — 2%72 donde a(n) = Q—;Q(dC(n) —B)), B(n) =v(1/2n+d/2) —(1/2n)

y 7i = c(n)u6; — log(1 + c(n)d7)

se obtiene
00(9) = OUi(n) 0 Ti
on? ’o:é N — on ‘o:é B — 8_7) [a(n) B 27)2} ‘9—9
_ — [da(n) Ti 1l dn
B ; [ dn ‘B:é * 7 22 dy eé}
donde
da(n) 1 (de(n) dBm)Y\ 1 B de(n) 1
Ay 22 (d dp  dy ) e =B =g " = ey Y
as(m) 1 [, (1 d (1 . d’log(I'(z))
S Y () v ()] v - R

A.3.3. Derivacion de la matriz de informacion de Fisher

El primer momento poblacional del vector score es E[U(6)] = 0 y el segundo

momento del vector score es la matriz de informacién de Fisher y es denotada

por Z(6) = S0, E [U(O)UT(6)).

La representacion matricial es

E[U;(p)U] ()] E[UuU(¢)] E[U(pw)UL(n)]
Z(0) =3, | E[Ui(e)U] (n)] E[Ui)U[($)] E[Ui(@)Uf(n)]
E[Ui(nU] (w)]  EUMmU(¢)] E[UnUL ()]

Para calcular los elementos de I(0) se utilizan los Lemas dados en Sutradhar
(1993), |Lange et al.| (1989), Bolfarine y Galeaj (1996) y |Osorio y Galeal (2016), y
resultados matriciales dados en (Graybill (1983) y [Magnus y Neudecker| (1988)).

Lema A.3.1. Si Z ~ 7;(0,%,n) y W =1+ ¢(n)Z"X"'Z, entonces
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(i) EW™) = (1+nd)™

(i) E(W-'Z) =0

(iii) E(WZZ7) = [(1 —2n)/(1 + nd)|=

(iv) E(W™2) = (1= 2n)/[(L +nd)(1 + n(d + 2))]

(v) E(W2Z)=0

(vi) E(W™ZZ") = {(1 - 2n)/[(1 +nd)(1 + n(d + 2))]} 2
(vii) E(logW) = ¢(1/2n+d/2) —4(1/2n)

donde ¢(-) es la derivada de la funcién T'(-).

Lema A.3.2. Si Z ~ N4(0, %), entonces
E(ZZ" ® Z7Z7) = 2(X ® )Ny + vec(Z)vec! (X)

donde Ny = (I;2 + K,4)/2 con K, la matriz de conmutacién de orden d.

Lema A.3.3. Si Z ~ T4(0,2,7) y W = 1+ ¢(n)Z"X7'Z, entonces

(1 —2n)?

EW™2Z" @ ZZ") =
( ) (1+nd)(1+n(d+2

M {2(Z ® Z)N 4 + vec(Z)vec” (2)}

pues 1+ ¢(n)ZTS'Z 2 1 + dnF(d,1/n), donde 2 indica igual en distribucién.

Teorema A.3.1. Sean A(n x ¢),B(¢ X s) y C(n x s) matrices. Entonces
vec(ABC”) = (A ® C)vec(B).

Teorema A.3.2. Sean A(n xn)y B(n xn) matrices, a, b escalar y sean x(n x 1)

v y(n x 1) vectores, entonces
1. vec(aA + bB) = avec(A) + bvec(B)

2. vec(zy?) = (x @ y)
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Teorema A.3.3. Si A(my X ny), B(ma X n3), F(ny X k1) y G(ng X ky) matrices,
entonces

(A®B)(F® G) = AF ® BG.

Elementos de la matriz de Fisher

Sea el vector aleatorio Z; = (X; — p) para todo i = 1,...,n con dimensién (d x 1)

y sea I,,(0) = Eg [U;(n)Uf (p)] luego aplicando el Lema (A.3.1) parte (vi) se

obtiene

E[UWUT ()] = (1 +dfe(n)’S B W, 2,27)5"

P S T R g
= (1/n+d)%c(n) {[(1+17d)(1+77(d+2))]}2
= Cu(n)z_l

con ¢, (n) = cp(n)/(1 = 21) y cp(n) = (1 +nd)/(1 +n(d +2)).

Sea I144(0) = E [U;(¢)U; (¢)], aplicando los Teoremas [A.3.1} [A.3.2} [A.3.3y los
Lemas parte (iii) se obtiene

E [Ui(fﬁ)UiT((ﬁ)} = ;ng {E[Vec(uiE_lzzTE_l)vecT(uiE_IZZTE_l)]

— Evec(u; 2 'ZZTZ vec! (7] — Efvec(Z Y )vec! (1,21 ZZTE )]
+ Elvec(E")vec" (X7} Dy

= }ng {2c¢(77)(2_1 @3+ (co(n) — 1)Vec(2_1)vecT(E_1)Nd} D,
con cg(n) = (1 +nd)/(1 +n(d +2)).
Sea 1,,(8) = E(U(n)) con Ui(n) = a(y) — 7:/27 donde

olo) = gz fetmd = st 800 = {w (- +5) ~v (3 )}
1

y T = o0 {e(mu;67 —log(1 4 c(n)d?)} .
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Como E(U2(n)) = —E(dU;(n)/dn) se tiene
P o(5) -

_L{ d (1+nd(1—4n)—8n2)_dﬁ(n)}
272 L(1=2n)* \ (1 +nd)(1 + (d+2)n) dn

donde

da(n)zi{( d dﬁ(n)} 1(

T—of  dn | de(n) — B(n))

S ) () - -

Sea I,4(0) = E [Ui(p)Ul(¢)] = —E [0U}(¢)/0n], aplicando el Lema

parte (ii) se tiene

T T
E [GU(;;@] =E 8(1 {1D§vec (w227 - 21)} ]
= 3 g e (22D 5 EWDd}]
+ 1E [{8% } vec! (Z,Z2]) ('@ x™! }
2 op e
1
2

= s(1/n+d)c(n)E {Wﬂ%{vec (z:z]) }} (e ¥ D,
J(

+ (1/n+d)c(n)’STE (W Zyvec" (Z2,2])] (E @2

pues la primera esperanza de la expresién anterior es una matriz nula de dimen-
sién (d x d?) y al ser multiplicada por (27! ®@X 1) D, se tiene 0,4, y la esperanza
del lado izquierdo de la expresion anterior también es una matriz nula de dimen-

sién (d x q).

Sea I,,,(0) = E[U,;(n)U;(n)] = —E[0U,(p)/0n]. Por el Lema parte (ii) y

(v) se tiene

b {8%57“)} N n(1 —1277)2 {A+0d)ZT EpW;2Zi] — (1 = 2)2 7 E[W, ' Zi]} = 0asa
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Sea I,,(0) = EU,;(¢p)U;(n)] = —E[0U,(¢)/0n], aplicando el Lema parte

(iii) y (vi) se tiene

E {a%’;@] = %ij(z—l 237

(1 +nd) o, o1 (1—2n) 217 7T
xvec( e SEW 2,2 — —— S EW, Z,ZZ])
_ cmd+2)

(1 +n(d+2))(1 + nd)

Finalmente la matriz de informacién de Fisher esperada es

IW(O) 0 0
Z0)=nI@) =n| 0 I.,,(0) I, (6)
0 I¢n(9> Irm(e)

y sus elementos son sub-matrices dadas por

1,.0)= Cu<77>2_1
1,4(6) = 2D (2¢,(n)(E © BN, + (en) - Dvee(Svee” (21} D,

)
1 d 1+ nd(1 — 4n) — 8n? B dp(n)
= |5

I,(0) = o2 | (1 2n)2 | (1 +nd)(1 4 (d+2)n) dn

donde u; = (1/n+d)/(1/c(n)+67), cu(n) = co(n)/(1=2n) y c(n) = (1+2n)/(1+
(d+2)n).

A.4. Derivada del CCC

Sea 8 € © C R4+ y sea p(0) : R4T4H — R una funcién de @ que representa el

coeficiente de correlacion de concordancia bivariado y global.
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A.4.1. Derivada para CCC bivariado
Sea 0 = (111, fiz, 011, 012, 022,1)" € © C R® y sea

20'12
o114 02 + (1 — p12)?

p(0) =

el coeficiente de correlacién bivariado. La derivada de p(0) respecto a 0 es

g (0p(9) 0p(6) dp(6) Ip(6) ap(¢9))T
Oy Ous T Qo Oorg | Doa

donde

0p(0) _ (1 —p2) , 9p(6) (1 —p2) 5, Op(0) p:  Op(6) o pa

Oy 012 O 012 “ Qony 2011 0oy 2099
9p(6) _ pe
0012 012

A.4.2. Derivada para el CCC global

Sea 6 = (p”, ¢T,n)T € © C R4+ con ¢ = vech(X) que se puede re ordenar
como (@1, ¢2)" de modo que ¢, es un vector con m = P§/2 elementos no nulos

de X1 y ¢, contiene d elementos no nulos de ¥ tal que ¢ = m + d.

El coeficiente de correlacion de concordancia global es

21/ vech(Xr)
(d = 1)1lvech(Xp) + (Cp)* (Cp)

p(0) =

donde X7 la matriz triangular inferior sin la diagonal de la matriz de varianzas-

covarianzas y X p = Diag(o1y, ..., 044) la matriz diagonal, es decir

0 0 0 011 0 0
012 0 0 0 0922
Y= , y XYp= _
0 D 0
O1d O2d - 0 0 0 e 0dd

y C es una matriz de dimennsién (m x d) que genera las diferencias del tipo
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(pj — pu) con (g) comparaciones posibles, dada por

1 -1 0

0 1 0
C =

0 1 -1

de modo que uTCTCu genera las diferencias al cuadrado.
Por otro lado, notar que 1] vech(Xr) = 1],¢, y 17vech(Xp) = 1] ¢,.

Luego la derivada de p(@) respecto a 0 es

_ (9p(8) 0p(6) Ip(0)\"
d_<8uT’8¢T’ On )

con

0p(0) 9 Cu . s
“on = —pgm de dimensién (d x 1)

0p(0) 1, : .
S = Py {Tvech(S1) de dimensién (m x 1)

op(@)  ,(d—-1) 14 : .
b Py~ 1Tvech(Sy) de dimensién (d x 1)

000 _y,

Ui

donde p, = p(0).

Notar que 9p(0)/0¢" es de dimensién (m + d) x 1 donde m + d = ¢ por lo que
d tiene dimensién (d+ ¢+ 1) x 1.
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A.5. Derivacion del Test de Razdon de Verosimi-

litud

Sea X1, ..., X, una muestra de vectores aleatorios iid con fdp T(p, 3, 7). El Test
de Razén de Verosimilitud (TRV) para probar la hipétesis estadistica Hy : p(0) =

0 o equivalentemente Hy : 3 = 33 matriz diagonal, esta dado por

A\ R AT)
SupL(8)  L(6)
0co

donde 8 es el estimador MV bajo todo el espacio paramétrico © C R4 § es el
estimador MV bajo el espacio paramétrico restringido ©, C R?¥*! es decir bajo

la hipotesis nula.

La regién critica estd dada por RC' = {x : A(x) < Ao} de modo que Ay es una

constante tal que el estadistico sea de tamafo a y & € R™*¢,

A.5.1. Estimador MYV bajo todo el espacio paramétrico

Los estimadores MV bajo todo el espacio paramétrico © C R¥*9*! son entrega-
dos por el algoritmo EM implementado por |Osorio y Galea (2016) en R-project
llamado librerfa MVT y descrito en el Apéndice [A.2]

A.5.2. Estimador MV bajo la hipétesis nula

Sin pérdida de generalidad es posible encontrar los estimadores MV bajo Hy
considerando la funciéon de verosimilitud completa bajo el espacio paramétrico

restringido Oy, la cudl esta dada por
_ —nd/2 —n/2 - d/2 _1 - §2
Lc(6o) = (2m) | 53| (H uj ) exp{ : Zluéo}
(1/2¢(n) 1/277} (1/20)- n ( 1 )
X | exp — U;
{ I'(1/2n) U ; 2¢(n)
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con By = (pu”, ¢;,n)" donde ¢y = vech(Zo) y 0% = (@; — p)" 3y (w; — ).

Como £.(0y) = log L.(0y) al aplicar el paso E del algoritmo EM al logaritmo de

la funcién de verosimilitud se obtiene

n n c 1/2n
E((.(80)|2:, 05”) = —; log(2m) — - log | S| + nlog [%}

1 d - 1 d 1 d (k)
a3 ) S () e (am5) o)

LN, g 1
T2 2 )

=1

donde

1/n™ +d
® — B2, 0) = 7 .
w0 = g+ s

1
con 62 (k) = (x; — p®)T [E(()k)] (x; — u™). Luego al aplicar el paso M del

algoritmo EM se obtienen los estimadores MV bajo la hipétesis nula, dados por

ZTL u(k)il?i (k+1)
plth) = &=t 5 2y D — Diag(SHHD)  donde

Zﬁ—l uf

n

1
gk+1) _ - Z“Ek)(mz _ “(k+1)>(mi _ u(k+1))T
i=1

y n**1) es actualizada por 0Q(n, Gék))/ﬁn.

Los estimadores MV bajo la hipdtesis nula son entregados por el paquete imple-

mentado en R-project por [McLachlan y Peel| (1999)) llamado libreria EMMIX.

Notacidn: Si el algoritmo EM encuentra convergencia en la iteracién (k + 1),

entonces se denotaran los estimadores MV como pu**) = f, Eékﬂ) =Xy

n(k+1) = 7.
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A.5.3. Estadistico de prueba

El estadistico de prueba basado en el TRV queda como

- —(1/27+d/2)
TN & ]2 " 71) 02
- B [121] LI (14 ()
Ky > N N\ -(/2+d/2)
d(n) |2| Hi:l <1 + 0(77)512>

Si 7 tiende a cero, se sabe que limy ;o0 Ta(pt, 3, 1) = Ny(p, X) entonces el TRV

queda
~ —n/2
3
A= |2
%]
y como 3 es diagonal se tiene que |X|7}|%| = |R| donde R es la matriz de

correlacién, el TRV asumiendo normalidad se puede escribir como A = |R|"/2.

A.6. Derivadas de influencia

Sea el coeficiente de correlacién de concordancia bivariado una funcién de los

estimadores MV perturbados definido por

2812(&))
o11(w) + To(w) + (H(w) — fiz(w))?

p(éw) =

Y

~

donde w = wy +ah y 0, = (i1 (w), fia(w), 011 (w), T1a(w), Taa(w))T es el estima-

dor MV perturbado.

~

La derivada direccional de p(0,) respecto a a se define como las derivadas de

influencia del coeficiente de correlacion de concordancia.

A.6.1. Ponderacién de casos

Para el modelo estadistico con densidad normal multivariada el logaritmo de la

funcién de verosimilitud perturbada estd dada por
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n

(6w) =3 w {—g log(27) — %log 5| - %(a:i TS (s — u)} (A6.1)

=1

derivando (A.6.1)) respecto a p y ¢ con ¢ = vech(3X) se tiene que los estimadores

MYV en funcion de w estdn dados por

Sy i Wiy 2wl — (@) (Xa — u(w))
M]( ) 2?21(*)1' Yy ]l( ) Z?:lwi

con w; = w;o + ah; para todo =1, ...,n.

La primera derivada de los estimadores MV perturbados es

Az ds.
Bi(w) = Méflw> y aj(w) = %w) para todo j,l=1,...,d.

Para d = 2 la primera derivada de los estimadores MV perturbados son

yr (2w © Za) — 1iou)

all(w)‘azo = n
Zy©® Z ) — 1,012
(@)l = Ly (Zaw (n> )
Z9 ® Z ) — 1,09
cn(@)las = 7 (Ze) (n> )

Z
51(w)|a=0 = hT%

Z
[

donde ® es el punto Hadamard, Z ¢y = (Zi1,.... Zm)", Z2) = (Z12, ..., Zp2)" y

Luego la primera derivada de influencia de p(éw) es
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dp(.,) _ 2 (dG12(w)/da)
da  la=0 (O11(w) + 022(w) + (fir(w) — Jiz(w))?) la=0
_ 2015(w)d [(G11(w) + Faa(w) + (fin (w) — fia(w))?) /da]
[11(w) + 22(w) + (Fir(w) — Fz(w))?]? a=0
p(éw) i (w

(812((.0) 12(w) a=0

— p*(0.) w) + agy(w) — w) — By(w
(2312<w> 11 (w) + gz (w) — 2(Bi(w) — Ba ))]) o

= h' {n/;cn (Z<1) ©Z) — 1n312> - 275512Z*}

donde Z* = [(Z(1y © Zy — 1o11) + (Z(2) © Z(2) — 1592) + 2(1ir — [12)(Z (1) — Z )]

Para calcular la segunda derivada se define

Aw) = PO ) v Bw) = 2 (011 (w) + am(w) — 2084 (w) — Ba(w))

o12(w) 2012 (w)

de modo que

d2p(§w)
da?

_ dAw)
a=0  da

con

n

)2 (Z1) © Zp) — 1,012)
012

—1,011)" n (Z29) © Z ) — 1n322)T>
n

(1 1001 —1.(Z0) © Zw)" — Zw)ZY,y)

(1 1T022 1n(Z(2) ® Z(g))T — Z(Q)Z%;))
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~2

Pe 0 -1
e (Zwy = Z@)(Za) — Z)" — (n+ D~ ) (Zo) — Z) 1,,)
2 b 1 (5.\°
I, = =2 (1,176, —1,(Z1 0 Zo)) — Z1Z5) — — [ £=
3 72 51 ( n 912 (Z4)© Z(2) 1) (2)) on2 \ Gy

x ((Zay© Zay = 101) + (Z2) © Z(a) — 1nG22) +2(1 — p12)(Z 1) — Z2)))
(Z0)© Z@ — 1,512))

donde p. = p(aw)]w:wo y los estimadores MV i = 11 (W) |w=wqs 12 = H2(w)|w=wy

on = 311(w)|w:w07 012 = 312(W)|w:w07 O9g = 622(w)|w:w0-

Finalmente el vector y matriz para construir las medidas de influencia de primer

y segundo orden quedan

2 Pe
Vf(wo):{ — (Z(l)@Z(Q)_1n812>_2 < Z*}

Nnoi12 Tba'\lg

Hy(wy) = T's — ([ + Ty).

A.6.2. Perturbacion de la respuesta

Para el modelo estadistico con densidad normal multivariada el logaritmo de la

funcién de verosimilitud perturbada estd dada por

L 2
=1

(0k) = 3 { -G lo2m) - Joe[] - f(ew ~ W= (ow - )} (A62)

donde x;,, = @; + w;1,. Derivando (A.6.2) respecto a gy ¢ con ¢ = vech(X) se

tiene que los estimadores MV perturbados son

n n

Aiw)=n""Y (Xj+w) v Gulw)=n"") (Xy— j(w) + wi)(Xa — fi(w) +w)

i=1 i=1
donde w = wy + ah y sus derivadas por

Bj(w) = dﬂé—iw) vy o(w) = dagiw) para todo 7,1 =1, ..., d.
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Para d = 2 la primera derivada de los estimadores MV perturbados evaluados en

a = 0 quedan

(w)
0612((.0)‘&:0 = hT2PnZ(2)
22 (w)]a—o = h"2P, Z
1
a=0 — hT_n
B1(w)luo = b7
1
wo=h""
Ba(w)|a=o -

donde P, = [n7'L,—n*1,17] v Z = [Zoy+ Z)], Z(y = (Zu, - Z)7,
Z(g) = (Zlg, ...,an)T y Zij = (XZ] — ﬂ]) \V/l = 1, ., n Vj = 1,2

La primera derivada de influencia de p(b\w) es

a=0 312 Ef\12 "

dp(6.,)
da

y la segunda derivada es

_~ ~ ~ 2
—h’ {QPn (f—C) —2P,ZZ"P, (f; ) +2P,ZZ"P, (fc ) } h
a=0 012 012 012

~ ~ 2 ~
—h” {2 <fc ) P, +2 <(f—c) L ) Pnzszg} h.
012 012 012

Finalmente el vector y matriz para construir las medidas de influencia de primer

d29(§w>
da?

y segundo orden quedan

~ ~2
pC pc

~ ~ 2 ~
H o = {2 (fc ) P, +2 ((fc > = f—2> PnZZTPf} .
012 012 019
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Apéndice

Estudio de simulacion

Esta seccion tiene por objetivo evaluar y comparar el desempeno de la inferencia
estadistica sobre el coeficiente de correlacion de concordancia bivariado y global
asumiendo que los datos son generados a partir de una distribucién ¢ y una dis-

tribucién normal.

Es de interés estudiar caracteristicas tales como: tasas de cobertura de los in-
tervalos de confianza, tasas superior e inferior de los intervalos de confianza y

potencia empirica de la prueba estadistica.

Por otro lado, se desea evaluar el porcentaje de observaciones atipicas y/o ex-
tremas que son detectados segtin la medida de influencia considerada, simulando

datos desde una distribucion normal.

B.1. Escenarios de simulacion

Coeficiente de correlacion de concordancia bivariado

Se considera el vector g = (0,0)7 y pardmetro de forma n = 0.25 con tres matrices

de varianzas-covarianzas basada en [Lin/ (1989)).
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Escenario 1

5 _ (4/2)2 0.5 x (4/3) x (2/3)
0.5 x (4/3) x (2/3) (2/3)
Escenario 2
5 0.92 0.8 x0.9x1.1
0.8x09x1.1 1.12
Escenario 3
1 0.95
D
095 1

Coeficiente de correlacién de concordancia global

Se considera el vector g = (0,0,0)7 y pardmetro de forma n = 0.25, n = 0.10 y

n = 0.05 con tres matrices de varianzas-covarianzas basada en |Lin| (1989).

Escenario 1

(4/2)2 0.5 % (4/3) x (2/3) 0.5 x (4/3) x (2/3)
=1 05x(4/3) x (2/3) (2/3) 0.5 x (4/3) x (2/3)
0.5 x (4/3) x (2/3) 0.5 x (4/3) x (2/3) (4/3)?
Escenario 2
0.92 0.8x09x1.1 0.8x09x1.1
Y= 08 x09x1.1 1.12 0.8x09x1.1
08x09x11 08x09x1.1 1.1%
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Escenario 3

1 095 095
=109 1 09
095 095 1

B.2. Cobertura y consistencia

Para la cobertura del intervalo de confianza se consideran R = 2000 réplicas de
datos simulados de tamano 100, 150 y 200 desde una distribucién normal y ¢. El

proceso es el siguiente:
1. Generar R veces datos d variados desde una distribuciéon normal y t.

2. Obtener los R estimadores MV y obtener el estimador del coeficiente de

correlacion de concordancia promedio.

3. Obtener las R matrices de Fisher y obtener el estimador promedio de la

varianza estimada del coeficiente de concordancia.
4. Obtener la tasa inferior y superior de los intervalos de confianza asintéticos.
5. Obtener la tasa de cobertura de los intervalos de confianza asintdticos.

Para estudiar la consistencia de la varianza estimada del estimador del coefi-
ciente de correlacion de concordancia bivariado y global se realizo el siguiente

procedimiento
1. Se consideran diferentes tamanos de muestra 10, 20 ,..., 500.

2. Se generan datos d variantes desde una distribucién normal y t para cada

tamano de muestra.
3. Se obtienen los estimadores MV para cada tamano de muestra.

4. Se obtiene la matriz de informacién de Fisher estimada para cada tamano

de muestra.
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5. Se obtiene la varianza estimada para el estimador del CCC y CCCG para

cada tamano de muestra.

Comentarios

La Tabla y muestran el desempeno del estimador promedio del CCC,
la varianza estimada promedio del estimador del CCC, la tasa de cobertura y la
tasa de los limites de los intervalos de confianza asintoticos. A medida que crece
el tamano de muestra el estimador promedio del CCC se aproxima al verdadero
valor del CCC, la varianza estimada promedio disminuye, la tasa de cobertura
converge a la verdadera cobertura (95 %) y la tasa de los limtes superior e inferior

son mas precisos.

En el caso del CCCG, la Tabla y [B.4] muestran el desempeno del estimador
promedio del CCCG, la varianza estimada promedio del estimador del CCCG, la
tasa de cobertura y la tasa del los limites de los intervalos de confianza asintoticos.
Nuevamente, a medida que crece el tamano de muestra ocurre la misma situacion

anterior.

Por otro lado, bajo los escenarios 1, 2 y 3 la varianza estimada converge a la va-
rianza verdadera del estimador del CCC y CCCG cuando se simulan datos desde
una distribucién t (ver Figura[B.1] [B.2]y [B.3). Lo mismo ocurre al simular datos
desde una distribucién normal (ver Figura [B.4] [B.5| y [B.6)).

Se concluye que el desempeno de éstas caracteristicas es adecuado, ya que pre-

sentaron tasas aproximadas a los valores reales.

B.3. Potencia empirica para el TRV y Wald

Se consideran R = 2000 réplicas de datos simulados generados desde una distri-
buciéon t y normal de pardametros definidos en los escenarios 1, 2 y 3 para tres

tamanos de muestra n = 100, n = 150 y n = 200.
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TRV

Para cada réplica r = 1, ..., 2000 se obtienen los estimadores MV bajo la hipdte-
sis nula y bajo todo el espacio paramétrico usando la libreria EMMIX de R-
project. Luego, para cada réplica r = 1, ..., 2000 se obtiene el estadistico de prue-
ba asintotico y se obtiene el niimero de veces que se ha rechazado la hipdtesis

nula, es decir la potencia empirica.

Wald

Para cada réplica r = 1, ...,2000 se calcula el los estimadores MV y se construye
el estadistico de prueba bajo la hipdtesis nula. Luego, se obtiene el nimero de
veces que se ha rechazado la hipétesis nula a medida que se aleja el valor del CCC

bajo la hipdtesis alternativa, es decir se obtiene la potencia empirica.

Comentarios

El estadistico de prueba asintotico, basado en la razén de verosimilitud para
docimar si el coeficiente de correlacion de concordancia es significativo, tiene la
capacidad de detectar diferencias significativas cuando la hipdtesis alternativa se

aleja poco de la hipétesis nula.

Asumiendo datos simulados normal y ¢ la Tabla y muestra la potencia
empirica segun el tamano de muestra y el nivel de significancia para el CCC,
mientras que la Tabla [B.7 y muestra la potencia empirica segin el tamaio

de muestra y el nivel de significancia para el CCCG.

Se observa que al considerar niveles de significancia més flexibles la potencia
empirica es mayor y por otro lado al disminuir el tamano de la muestra la po-
tencia empirica disminuye. Ademds, el tamano de la prueba es similar al tamano

nominal.

Por lo tanto, el desempeno de la potencia en relacion con el tamano de la mues-
tra y el nivel de significancia fue el esperado, es decir aumenta a medida que el

tamano de la muestra aumenta y el valor del coeficiente se aleja de cero.
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En cuanto a la prueba de Wald, para docimar si el coeficiente es significativo
respecto a un valor preestablecido, la potencia empirica aumenta a medida que el
nivel de significancia aumenta y también el tamano de muestra. Sin embargo, el
desempeno del test es mas bajo al simular datos ¢t comparado con el desempeno

al simular datos normales (ver Tabla [B.9| (B.10} [B.11|y [B.12)). Ademés se observa

que la potencia empirica en los diferentes escenarios no es estable por lo que
el desempeno de la prueba de Wald es relativo ya que depende del valor del

coeficiente a docimar.

B.4. Simulacién para las medidas de influencia

Se consideran R = 500 réplicas de datos simulados de tamano n = 100y d = 2
asumiendo una distribucién normal con media pu = (0,0)" y ¢ = (1,0.95, 1)

Vi=1,..n Vj=1,2.

Se perturba el caso 1 como zj; = z1; + € donde € toma los valores 0.5, 1.5, 2.0,
2.5 v 3.0, posteriormente se realiza el andlisis de influencia local, influencia local

generalizada e influencia local con medidas de primer y segundo orden.

La Tabla y muestran el porcentaje de veces que es detectado el dato
perturbado para diferentes valores de € segin las medidas de influencia local con-

siderada.

Comentarios

En general, el porcentaje de deteccién del dato perturbado, segin la medida
de influencia, es superior al 75 % bajo el esquema de ponderacién de casos. Sin
embargo, la medida de segundo orden es mas conservadora en detectar el dato

perturbado ya que la magnitud de la influencia es menor a la magnitud de la

influencia de las otras medidas (ver Figura |B.7)).

En el caso del esquema de perturbacion de la respuesta, ocurre que la direccion
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maxima de la conformal curvatura normal y la segunda direccion méaxima de la
curvatura detectan sobre un 75% el dato perturbado. La direcciéon médxima de
las medidas de primer y/o segundo orden siguen siendo més conservadoras en
el sentido de que la magnitud de la influencia es menor respecto a la magnitud
de las otras medidas (ver Figura [B.§). Por otro lado, la direccién mdxima de
la curvatura no detecta el dato perturbado, en Kim| (1996)) sugiere graficar la
primera direccién versus la segunda direccién para observar en que direccién los

datos son influyentes.

Tabla B.1: Promedio de los parametros estimados, tasa de cobertura y tasa de los
limtes superior e inferior de los intervalos de confianza asintéticos para el CCC
simulando datos desde una distribucién ¢

Escenario | p. n De o2 TC LI LS
1 0.40 150 | 0.3987 0.0035 0.9470 0.2827 0.5147
100 | 0.3943 0.0052 0.9420 0.2532 0.5354
50 | 0.3935 0.0105 0.9380 0.1952 0.5918
25 1 0.3736 0.0200 0.9070 0.1021 0.6450
2 0.78 150 | 0.7819 0.0012 0.9440 0.7146 0.8491
100 | 0.7794 0.0018 0.9390 0.6965 0.8623
50 | 0.7745 0.0037 0.9370 0.6583 0.8906
25 |1 0.7560 0.0083 0.9260 0.5875 0.9245
3 0.95 150 | 0.9492 0.0001 0.9460 0.9311 0.9673
100 | 0.9483 0.0001 0.9410 0.9258 0.9708
50 |0.9470 0.0003 0.9350 0.9151 0.9790
25 10.9409 0.0007 0.9220 0.8926 0.9893
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Tabla B.2: Promedio de los parametros estimados, tasa de cobertura y tasa de los
limtes superior e inferior de los intervalos de confianza asintéticos para el CCC
simulando datos desde una distribuciéon normal

Escenario | p. n De oz TC LI LS

1 0.40 150 | 0.3979 0.0027 0.9460 0.2969 0.4989
100 | 0.3956 0.0040 0.9390 0.2722 0.5190
50 | 0.3922 0.0079 0.9405 0.2191 0.5653
25 |1 0.3816 0.0155 0.9260 0.1412 0.6221
2 0.78 150 | 0.7817 0.0009 0.9415 0.7230 0.8403
100 | 0.7796 0.0014 0.9350 0.7074 0.8517
50 | 0.7750 0.0029 0.9365 0.6722 0.8777
25 10.7641 0.0062 0.9255 0.6162 0.9121
3 0.95 150 | 0.9492 0.0001 0.9485 0.9334 0.9650
100 | 0.9485 0.0001 0.9450 0.9290 0.9681
50 | 0.9471 0.0002 0.9455 0.9189 0.9752
25 10.9435 0.0005 0.9330 0.9017 0.9853

Tabla B.3: Promedio de los parametros estimados, tasa de cobertura y tasa de los
limtes superior e inferior de los intervalos de confianza asintéticos para el CCCG
simulando datos desde una distribucién ¢

Escenario | p, n Dy o2 TC LI LS

Pg

1 0.33 150 | 0.3289 0.0033 0.9340 0.2171 0.4407
100 | 0.3252 0.0048 0.9330 0.1894 0.4610
50 | 0.3229 0.0092 0.9160 0.1353 0.5105
25 | 0.3142 0.0166 0.9010 0.0631 0.5653
2 0.74 150 | 0.7303 0.0013 0.9300 0.6602 0.8004
100 | 0.7264 0.0020 0.9310 0.6400 0.8128
50 [ 0.7235 0.0039 0.9380 0.6029 0.8441
25 10.7091 0.0080 0.9210 0.5396 0.8787
3 0.95 150 | 0.9486 0.0001 0.9390 0.9331 0.9641
100 | 0.9476 0.0001 0.9440 0.9284 0.9669
50 | 0.9464 0.0002 0.9380 0.9189 0.9738
25 |0.9421 0.0005 0.9340 0.9017 0.9826
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Tabla B.4: Promedio de los parametros estimados, tasa de cobertura y tasa de los
limtes superior e inferior de los intervalos de confianza asintéticos para el CCCG
simulando datos desde una distribuciéon normal

Escenario | p, n Py a3, TC LI LS

11033 150 |0.3303 0.0026 0.9520 0.2312 0.4295
100 | 0.3310 0.0038 0.9455 0.2104 0.4517
50 10.3266 0.0074 0.9320 0.1588 0.4944
25 | 0.3204 0.0138 0.9195 0.0912 0.5496
210.78 150 | 0.7323 0.0010 0.9545 0.6705 0.7941
100 | 0.7317 0.0015 0.9465 0.6562 0.8072
50 10.7262 0.0031 0.9380 0.6189 0.8334
25 10.7172 0.0063 0.9295 0.5656 0.8688
31095 150 |0.9491 0.0000 0.9515 0.9355 0.9627
100 | 0.9488 0.0001 0.9505 0.9321 0.9655
50 | 0.9472 0.0002 0.9490 0.9230 0.9714
25 | 0.9442 0.0004 0.9405 0.9086 0.9799
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(a) Escenario 1 para CCC (b) Escenario 1 para CCCG

Figura B.1: Consistencia de la varianza estimada para el estimador del coeficiente
de correlacion de concordancia bivariado y global basado en datos simulados desde
una distribucion ¢ bajo el escenario 1
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Figura B.2: Consistencia de la varianza estimada para el estimador del coeficiente
de correlacion de concordancia bivariado y global basado en datos simulados desde
una distribucion ¢ bajo el escenario 2
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Figura B.3: Consistencia de la varianza estimada para el estimador del coeficiente

de correlacion de concordancia bivariado y global basado en datos simulados desde
una distribucion ¢ bajo el escenario 3
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Figura B.4: Consistencia de la varianza estimada para el estimador del coeficiente
de correlacion de concordancia bivariado y global basado en datos simulados desde
una distribuciéon normal bajo el escenario 1
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Figura B.5: Consistencia de la varianza estimada para el estimador del coeficiente
de correlacion de concordancia bivariado y global basado en datos simulados desde
una distribuciéon normal bajo el escenario 2
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Figura B.6: Consistencia de la varianza estimada para el estimador del coeficiente
de correlacion de concordancia bivariado y global basado en datos simulados desde
una distribucion normal bajo el escenario 3

Tabla B.5: Poder empirico para el TRV y tamano del test para el CCC simulando
datos desde una distribucion ¢

=025 7= 0.10 7= 0.05
n  Hipltesis  p, 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
200 Hy 0.00 | 0.008 0.044 0.094| 0.013 0.060 0.117 | 0.010 0.054 0.104
H, 0.05| 0.024 0.097 0.167 | 0.037 0.111 0.181 0.032 0.106 0.183

0.10 | 0.094 0.237 0.343 | 0.115 0.268 0.378 | 0.113  0.285 0.407

0.15 0.242 0.462 0.584 0.283 0.509 0.633 0.306 0.557 0.673

0.20 | 0471 0.688 0.809 | 0.533  0.767 0.852 | 0.591 0.800 0.879

0.25| 0704 0891 0943 | 0.794 0.917 0.955 0.831 0.938 0.966

0.30 0.903 0.971 0.987 0.930 0.979 0.991 0.950 0.987 0.995

150 Hy 0.00 | 0.008 0.0564 0.096 | 0.010 0.048 0.098 | 0.011 0.052 0.100
H, 0.05 0.023 0.083 0.149 0.025 0.088 0.147 0.028 0.090 0.157

0.10 | 0.064 0.185 0.288| 0.078 0.198 0.304 | 0.080 0.217 0.330

0.15| 0.168 0.375 0.488| 0.187 0.410 0.534 | 0.210 0.431 0.551

0.20 | 0.352 0.581 0.705| 0.397 0.639 0.751 0.426  0.660 0.768

0.25 0.551 0.791 0.871 0.632 0.831 0.902 0.658 0.852 0.915

0.30 | 0.776  0.923 0953 | 0.834 0.944 0.975 0.859  0.962 0.982

100 Hy 0.00 0.013 0.058 0.111 0.010 0.043 0.087 0.011 0.056 0.110
H, 0.05 | 0.017 0.074 0.135| 0.016 0.066 0.129 | 0.020 0.076 0.138

0.10 0.044 0.144 0.232 0.040 0.146 0.235 0.051 0.157 0.249

0.15| 0.105 0.266 0.377 | 0.117  0.283 0.406 | 0.125 0.296 0.429

0.20 0.215 0.433 0.562 0.236 0.465 0.593 0.260 0.495 0.612

0.25| 0373 0.621 0.728 | 0.421 0.654 0.762 | 0450 0.673 0.777

0.30 | 0.562 0.767 0.849 | 0.621 0.825 0.895 0.647  0.832 0.897
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Tabla B.6: Poder empirico para el TRV y tamano del test para el CCC simulando
datos desde una distribucién normal

n  Hipétesis p. | 1% 5% 10%

200 Hy 0.00 | 0.007 0.055 0.109
H, 0.05 ] 0.033 0.112 0.183

0.10 | 0.128 0.306 0.424

0.15 ] 0.345 0.586 0.707

0.20 | 0.636 0.839 0.899

0.25 | 0.861 0.952 0.980

0.30 | 0.969 0.994 0.998

150 Hy 0.00 | 0.008 0.048 0.100
H, 0.05 ] 0.021 0.100 0.174

0.10 | 0.096 0.244 0.355

0.15 ] 0.251 0.479 0.597

0.20 | 0.484 0.713 0.809

0.25 ] 0.720 0.884 0.938

0.30 | 0.893 0.967 0.985

100 Hy 0.00 | 0.011 0.058 0.111
H, 0.05 ] 0.020 0.087 0.152

0.10 | 0.064 0.187 0.288

0.15 ] 0.161 0.349 0.459

0.20 | 0.313 0.532 0.651

0.25 ] 0.505 0.723 0.806

0.30 | 0.699 0.864 0.921
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Tabla B.7: Poder empirico del TRV y tamano del test para el CCCG simulando
datos desde una distribucién ¢

=02 7 =0.10 7 =0.05
n  Hipdtesis  p, 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
200 Hy 0.00| 0.011  0.051 0.105| 0.014 0.055 0.105| 0.015 0.050 0.104
H, 0.05| 0.038 0.132 0.226 | 0.048 0.136 0.222 | 0.050  0.160 0.247

0.10 | 0.210 0.403 0.529 | 0.232 0460 0.585| 0.258 0.482 0.610

0.15| 0550 0.762 0.859 | 0.620 0.818 0.882| 0.664 0.849 0.907

020 0871 0955 0975 | 0903 0978 0988 | 0.927 0.975 0.985

150 H, 0.00| 0.014 0.060 0.106 | 0.012 0.057 0.106 | 0.013  0.058 0.117
H, 0.05| 0.030 0.102 0.197| 0.031 0.127 0.202 | 0.037 0.124 0.216

0.10 | 0.140 0.331 0.447| 0.166 0365 0.494 | 0.182 0.376 0.495

0.15| 0.410 0.629 0.727| 0475 0.694 0.789 | 0.486  0.701 0.796

0.20| 0.706  0.863 0.919| 0.781 0913 0.955| 0.800 0.920 0.956

100 Hy 0.00 | 0.022 0.069 0.125| 0.012 0.063 0.117 | 0.019  0.062 0.115
H, 0.06| 0.034 0.105 0.176 | 0.030 0.097 0.173| 0.031 0.111 0.179

0.10 | 0.092 0.242 0.341| 0.101 0.246 0.353 | 0.110 0.264 0.377

0.15| 0.249 0.462 0.586 | 0.274 0499 0.620 | 0.300  0.527 0.652

020 | 0493 0.710 0.809 | 0.541 0.755 0.840 | 0.583  0.780 0.868

Tabla B.8: Poder empirico para el TRV y tamano del test para el CCCG simu-
lando datos desde una distribucién normal

Hipdtesis

pg‘l%

5%

10 %

200 Hy

H,

0.00 | 0.010
0.05 | 0.044
0.10 | 0.233
0.15 | 0.607
0.20 | 0.901

0.049
0.135
0.453
0.812
0.971

0.107

0.222

0.571

0.882
0.985

150 H,

0.00 | 0.009
0.05 | 0.036
0.10 | 0.172
0.15 | 0.451
0.20 | 0.771

0.054
0.127
0.359
0.674
0.906

0.107
0.211
0.477
0.781
0.944

100 Hy

H,

0.00 | 0.013
0.05 | 0.025
0.10 | 0.102
0.15 | 0.283
0.20 | 0.552

0.049
0.093
0.263
0.508
0.762

0.103
0.176
0.368
0.631

0.840

154



Tabla B.9: Poder empirico de la prueba de Wald y tamano del test para el CCC
simulando datos desde una distribucién ¢

Wald n | Hipdtesis  p. \ 1% 5% 10%

H; 0.60 | 0.909 0.980 0.992
200 Hy 0.40 | 0.010 0.045 0.094
H; 0.20 | 0.469 0.802 0.914
H; 0.60 | 0.782 0.929 0.960
Escenario 1 150 Hy 0.40 | 0.012 0.054 0.103
H; 0.20 | 0.282 0.638 0.796
H; 0.60 | 0.558 0.795 0.879
100 Hy 0.40 | 0.015 0.060 0.110
H; 0.20 | 0.099 0.647 0.592
H; 0.88 | 0.774 0.991 0.995
200 Hy 0.78 | 0.018 0.053 0.102
H; 0.58 | 0.557 0.997 1.000
H; 0.88 | 0.910 0.964 0.984
Escenario 2 150 Hy 0.78 | 0.014 0.057 0.101
H; 0.58 | 0.877 0.977 0.993
H; 0.88 | 0.774 0.884 0.929
100 Hy 0.78 | 0.018 0.062 0.112
H; 0.58 | 0.557 0.868 0.933
H; 0.97 | 0.854 0.985 0.960
200 Hy 0.95 | 0.013 0.052 0.093
H; 0.90 | 0.875 0.983 0.996
H; 0.97 | 0.749 0.869 0.812
Escenario 3 150 Hy 0.95 | 0.019 0.054 0.105
H; 0.90 | 0.650 0.921 0.850
H; 0.97 | 0.596 0.748 0.812
100 Hy 0.95 | 0.022 0.060 0.105
H; 0.90 | 0.255 0.712 0.850
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Tabla B.10: Poder empirico para la prueba de Wald y tamano del test para el
CCC simulando datos desde una distribucién normal

Wald n | Hipdtesis  p. \ 1% 5% 10%

H; 0.60 | 0.973 0.997 0.999
200 Hy 0.40 | 0.009 0.056 0.110
H; 0.20 | 0.710 0.920 0.967
H; 0.60 | 0.907 0.980 0.994
Escenario 1 150 Hy 0.40 | 0.009 0.054 0.107
H; 0.20 | 0.491 0.800 0.904
H; 0.60 | 0.706 0.897 0.943
100 Hy 0.40 | 0.011 0.061 0.115
H; 0.20 | 0.230 0.559 0.713
H; 0.88 | 0.993 0.999 1.000
200 Hy 0.78 | 0.011 0.054 0.116
H; 0.58 1 0.999 1.000 1.000
H; 0.88 | 0.971 0.991 0.996
Escenario 2 150 Hy 0.78 | 0.011 0.049 0.098
H; 0.58 1 0.969 0.999 0.999
H; 0.88 | 0.872 0.946 0.968
100 Hy 0.78 | 0.016 0.056 0.109
H; 0.58 | 0.772 0.955 0.985
H; 0.97 1 0.929 0.973 0.985
200 Hy 0.95 | 0.015 0.056 0.107
H; 0.90 | 0.971 0.999 1.000
H; 0.97 | 0.851 0.934 0.963
Escenario 3 150 Hy 0.95 | 0.013 0.052 0.103
H; 0.90 | 0.865 0.976 0.994
H; 0.97 | 0.530 0.827 0.884
100 Hy 0.95 | 0.018 0.055 0.109
H; 0.90 | 0.695 0.856 0.937
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Tabla B.11: Poder empirico para la prueba de Wald y tamano del test para el
CCCQG simulando datos desde una distribucién ¢

Wald n | HipGtesis  p, \ 1% 5% 10%

H; 0.45 | 0.470 0.684 0.790
200 Hy 0.33 | 0.010 0.042 0.098
H; 0.20 | 0.477 0.724 0.830
H; 0.45 | 0.341 0.558 0.673
Escenario 1 150 Hy 0.33 | 0.015 0.062 0.118
H; 0.20 | 0.352 0.599 0.708
H; 0.45 | 0.225 0.417 0.532
100 Hy 0.33 | 0.024 0.070 0.125
H; 0.20 | 0.198 0.431 0.560
H; 0.80 | 0.553 0.735 0.816
200 Hy 0.74 | 0.015 0.047 0.092
H; 0.62 | 0.650 0.877 0.935
H; 0.80 | 0.449 0.625 0.715
Escenario 2 150 Hy 0.74 | 0.013 0.064 0.123
H; 0.62 | 0.456 0.734 0.830
H; 0.80 | 0.331 0.505 0.592
100 Hy 0.74 | 0.019 0.075 0.132
H; 0.62 | 0.233 0.532 0.676
H; 0.97 | 0.961 0.984 0.994
200 Hy 0.95 | 0.011 0.042 0.085
H; 0.92 | 0.632 0.898 0.948
H; 0.97 | 0.866 0.948 0.971
Escenario 3 150 Hy 0.95 | 0.013 0.059 0.112
H; 0.92 | 0.410 0.739 0.851
H; 0.97 | 0.732 0.853 0.902
100 Hy 0.95 | 0.021 0.060 0.114
H; 0.92 | 0.160 0.510 0.675
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Tabla B.12: Poder empirico para la prueba de Wald y tamano del test para el
CCCG simulando datos desde una distribucion normal

Wald n | HipGtesis  p, \ 1% 5% 10%

H; 0.45 | 0.579 0.785 0.869
200 Hy 0.33 | 0.013 0.052 0.099
H; 0.20 | 0.614 0.827 0.898
H; 0.45 | 0.452 0.666 0.767
Escenario 1 150 Hy 0.33 | 0.011 0.049 0.096
H; 0.20 | 0.466 0.703 0.809
H; 0.45 | 0.267 0.495 0.620
100 Hy 0.33 | 0.007 0.055 0.103
H; 0.20 | 0.280 0.538 0.663
H; 0.80 | 0.657 0.828 0.891
200 Hy 0.74 | 0.015 0.053 0.100
H; 0.62 | 0.807 0.939 0.972
H; 0.80 | 0.542 0.716 0.801
Escenario 2 150 Hy 0.74 | 0.009 0.046 0.098
H; 0.62 | 0.631 0.860 0.921
H; 0.80 | 0.385 0.576 0.668
100 Hy 0.74 | 0.009 0.056 0.110
H; 0.62 | 0.370 0.679 0.804
H; 0.97 1 0.983 0.995 0.998
200 Hy 0.95 | 0.014 0.054 0.100
H; 0.92 | 0.821 0.957 0.980
H; 0.97 | 0.947 0.981 0.992
Escenario 3 150 Hy 0.95 | 0.011 0.049 0.093
H; 0.92 | 0.605 0.876 0.941
H; 0.97 | 0.815 0.922 0.953
100 Hy 0.95 | 0.010 0.050 0.102
H; 0.92 | 0.304 0.673 0.814
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Tabla B.13: Porcentaje de deteccion del dato perturbado segin medida de in-
fluencia bajo el esquema de ponderacion de casos simulando datos desde una
distribucion normal bivariada

Medidas de €

Influencia 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

h,,.. para C 784 78.8 98.8 100.0 100.0 100.0
h,... para B 88.4 87.2 99.8 100.0 100.0 100.0
h,,.. para FI 76.6 77.4 97.8 99.8 100.0 100.0
h,,.. para SI 176 184 31.8 478 80.2 99.8
h,,.. para F1y SI | 84.4 84.2 994 100.0 100.0 100.0

Tabla B.14: Porcentaje de deteccion del dato perturbado segin medida de in-
fluencia bajo el esquema de perturbacion de la respuesta simulando datos desde
una distribucion normal bivariada

Medidas de €

Influencia 1 2 3 4 5 6
h,,.. para C 6 6.8 2.8 0.2 0.0 0.0
h,., para C 84 87.6 848 8.0 84.8 834
h,,.. para B 77 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
h,,.. para FI 11 314 572 94.0 100.0 100.0
h,,.. para SI 11 314 572 94.0 100.0 100.0
h,,., para FI y SI | 11 31.4 572 94.0 100.0 100.0
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Figura B.7: Dispersién de datos simulados (a), h,,., de la conformal curvatura

normal (b), h;,., de la curvatura (c), hy,,, de la medida de primer orden (d) y
h,,,q. de la medida de segundo orden (e), bajo el esquema de ponderacién de casos
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Figura B.8: Dispersién de datos simulados (a), h,,., de la conformal curvatura
normal (b), hy., de la curvatura (c), hy,., de la medida de primer orden (d) y
h,,q. de la medida de segundo orden (e), bajo el esquema de perturbacion de la
respuesta
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