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RESUMEN

En la presente tesis, se realiza una extensién de los procesos de volatilidad es-
tocastica introducidos por Taylor (1980) y Bollerslev (1986), utilizados para modelar
retornos financieros. En este trabajo se considera que la secuencia latente no observa-
da que genera la volatilidad, es un procesos localmente estacionario, de corta y larga

memoria.

Se introducen dos nuevas clase de procesos, se desarrollan ejemplos ilustrativos,
y se estudian algunas propiedades de momentos. Se presenta un mecanismo de es-
timacién para los parametros asociados a esta clase de modelos, donde se propone
utilizar el estimador por bloques de Whittle. Se presentan propiedades asintéticas de
los estimadores para muestras de tamarfio grande, como la consistencia y el teorema

del limite central.

Para investigar el desempeno en muestras finitas, se realiza un experimento de

Monte Carlo en diferentes escenarios y se realiza una aplicacién de la metodologia.

ABSTRACT

In this thesis we develop an extension of the class of stochastic volatility processes,
which are widely used for modeling financial returns. In this work, we consider that
the latent sequence generating the volatility model corresponds to a locally stationary
process with either short or long memory. A definition of this class of processes is pre-
sented and some fundamental properties are studied. A spectral-based block Whittle
likelihood technique is proposed to estimate the model parameters. Asymptotic pro-

perties of these estimators are established, including consistency and a central limit
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theorem. Furthermore, the finite sample performances of the proposed estimates are

studied by means of Monte Carlo simulations.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

Existe una gran variedad de modelos estadisticos para describir el comportamien-
to de los retornos de una serie de tiempo financiera. En la literatura se pueden distin-
guir dos grandes familias; los modelos de volatilidad deterministicos, que corresponde
a la familia ARCH-GARCH introducidos por Engle (1982) y Bollerslev (1986), donde
los retornos pasados de la serie determinan de manera casi segura la volatilidad del
proceso y los modelos de volatilidad estocastica (también conocidos como modelos de
volatilidad exponencial) introducidos por Taylor (1986), donde la volatilidad del pro-
ceso de retorno de una serie esta caracterizada de manera exponencial por una serie
latente no observada, la cual es independiente de las innovaciones que generan los
retornos. Los modelos estadisticos mencionados anteriormente suponen que la vola-

tilidad misma es un proceso estacionario.

Desde la década de los 90, se han desarrollado varios y extensos trabajos para tra-
tar la falta de estacionariedad de las series temporales, donde se destaca el desarrollo
de los procesos localmente estacionarios introducidos por Dahlhaus (1996, 1997). A

partir de éstos, se desarrollé una gran linea de investigacion, donde sobresalen los es-



tudios realizados por Dahlhaus (2000), Sachs and von Sachs and MacGibbon (2000),
Dahlhaus and Polonik (2006, 2009), Beran (2009), Palma and Olea (2010) y Roueff
and von Sachs (2011), entre otros. Todos ellos, asumen que la funciéon de transferen-
cia varia a través del tiempo lo suficientemente suave como para ser aproximada en
una vecindad por la funcion de transferencia de procesos estacionarios, de corta y

larga memoria.

Los modelos estadisticos cominmente utilizados para describir la volatilidad de
una serie de retornos financieros, suponen una estructura estacionaria. Sin embar-
go, existen dos grandes motivos para realizar una modificacion a ello. El primero, se
debe a que las series financieras son muy extensas (por la cantidad de informacién
recolectada), lo que dificulta utilizar el supuesto de estacionariedad. Segundo, algu-
nos investigadores sugieren que la misma volatilidad puede ser generada por la falta
de estacionariedad. Considerando lo anterior, se ha desarrollado una nueva linea de
investigacion, donde se incorpora una estructura locamente estacionaria en la volati-
lidad de los retornos, es ahi donde se destaca un trabajo importante, el articulo Dahl-
haus et al. (2006), donde se desarrollan los modelos ARCH localmente estacionarios
(considerado como una extension del modelo ARCH estacionario comunmente utili-
zado). En ese trabajo se deriva un estimador no paramétrico y algunas propiedades
asintéticas. Existen otros trabajos importantes relacionados donde se pueden desta-
car Fryzlewicz (2005), Fryzlewicz et al. (2006) y Fryzlewicz and Subba Rao (2011)
donde se estudian los procesos ARCH y ARCH(oc0) localmente estacionario (time var-
ying). Para mas detalles, el articulo de Van Bellegem (2012) presenta una visién ge-

neral de los procesos ARCH localmente estacionarios.

Los trabajos mencionados, corresponde a extensiones de los modelos de volatili-



dad deterministicos (familia ARCH-GARCH), los cuales son considerados como he-
rramientas muy utiles para realizar ajustes a series de retornos financieros. Sin em-
bargo, un defecto de estos modelos (ARCH localmente estacionarios), son las restric-
ciones paramétricas impuestas para garantizar la existencia de momentos y de las

propiedades asintéticas.

Como alternativa, se propone es utilizar modelos de volatilidad estocastica, los
cuales relajan varios supuestos para garantizar la existencia del proceso y momentos
y para realizar inferencias. En esta tesis se presenta una extension de los modelos de
volatilidad estocastica, donde el proceso latente (no observado) que genera la volati-
lidad corresponde a una proceso localmente estacionario, el cual puede ser de corta o
larga memoria (modelos ARMA y ARFIMA de variacién en el tiempo). Para la esti-
macién de los parametros, se propone utilizar la funcién de verosimilitud por bloques
de Whittle. Bajo este mecanismo, se demuestra que el estimador es asintéticamente
consistente y con distribucién normal (para procesos de corta y larga memoria). Este
trabajo proporciona herramientas estadisticas para modelar y hacer inferencia sobre
una clase de procesos no estacionarios en la volatilidad. Una gran ventaja compu-
tacional de utilizar la funcién de verosimilitud por bloques de Whittle, es la velocidad
de los calculos para estimacion, dado que solo requiere del periodograma, el cual se

puede determinar por medio de la transformada rapida de Fourier.

La tesis se encuentra organizada de la siguiente manera. En el presente capitu-
lo, se entregan preliminares sobre los retornos de una serie financiera, se explica el
concepto de volatilidad y el estado del arte sobre técnicas estadisticas para ajustar
series financieras desde una perspectiva estacionaria. En el capitulo 2, se introducen

los modelos de localmente estacionarios de corta memoria utilizando la definicién y



supuestos de Dahlhaus (1997) con algunos ejemplos. Ademas se presentan los mo-
delos de volatilidad estocastica localmente estacionarios de corta memoria, algunas
propiedades de momento como la funcién de covarianza y algunos detalles sobre la
densidad espectral de variacion en el tiempo. Se propone un método de estimacion
basado en la extensién local del estimador de Whittle, y se establece la consistencia
y la normalidad asintética de estos estimadores. Adicionalmente se presenta un es-
tudio de simulaciéon de Montecarlo para ilustrar el desempeiio de las estimaciones en
muestras finitas. En el capitulo 3 se realiza un idem del capitulo 2 pero para procesos
de larga memoria Gaussianos, como estos procesos son mas complejo y dado que no se
cumplen los supuestos presentados por Dahlhaus (1997), se utilizan los establecidos
por Palma and Olea (2010). El capitulo 4 presenta una ilustracién con un caso real.
Para finalizar el trabajo se presentan las conclusiones en el capitulo 5. Las demostra-
ciones las puede encontrar en el apéndice. En el apéndice A usted encuentran lemas
generales para ambos procesos. El apéndice B contiene las demostraciones para la

version corta memoria y en el apéndice C para larga memoria.

1.2. Retornos

Uno de los objetivos en Finanzas es poder medir el riesgo de un portafolio de acti-
vos financieros. La manera usual de cuantificar ello, es mediante las variaciones que
se producen por los precios de los activos en diferentes periodos de tiempo. Utilizan-
do la nomenclatura estandar, denotaremos a {P;} como el precio de un activo en el
instante ¢. La variacion en el precio entre el instante ¢ — 1 y ¢ relativo al instante ¢ — 1

se conoce como retorno simple y esta definido por



AP, P —F

R, —
TP Py

(1.1)

Usualmente R; se expresa en %, dado que representa una variacion porcentual
sobre el precio relativo a un periodo de tiempo (dia, mes, o afo). Una definicién fre-
cuentemente utilizada es el retorno continuamente compuesto o log-retorno que co-

rresponde a

Py

ry = log =log(1+ R;) = log P, — log P;,—1. (1.2)

t—1

Esta definicion sera la utilizada durante la tesis, y la denotaremos directamente
como retorno. Es util trabajar con los retornos, ya que por definicién son libres de
escala y tienen propiedades estadisticas interesantes. El retorno es una de las prin-
cipales medidas para cuantificar el riesgo de un activo o de un portafolio, ahi radica

la importancia de proponer modelos adecuados y que se adapten a los hechos.

Note que para valores pequetios de u, log(1 + u) ~ u, de esta forma se puede veri-

ficar que los retornos simples R; y los log-retornos r; seran valores muy similares.

Una vez establecida la definicién de retorno, se puede construir el retorno a &

periodos, el cual esta dado por

P P P1  P_p il
ri|k] = lo =lo = Te_s (1.3)
o[K] gPtfk gPt—IPt—Q Py, jz:% =

Un breve ejemplo, suponga que se quiere medir el retorno en un periodo de una

semana, donde transcurrieron 5 dias habiles, entonces el log retorno esta dado por



Tt[5] =r¢+Tri1 4+ 0+ Tt—4,

para todo .

1.3. Hechos Estilizados Sobre los Retornos

Los retornos financieros presentan algunas caracteristicas bien particulares, atipi-
cas a otras series de tiempo. Por ejemplo, si uno observa retornos diarios de cualquier
activo, rara vez se presenta tendencia o estacionalidad, estas caracteristicas se cono-
cen en finanzas como hechos estilizados. Los principales hechos estilizados relativos

a los retornos financieros pueden ser resumidos como sigue:
1. Los retornos son usualmente no correlacionados.

2. Los cuadrados de los retornos son autocorrelacionados, por lo general de decai-

miento lento.

3. Las series de retornos presentan cluster de volatilidad a lo largo del tiempo

(entendiendo por volatilidad a la varianza de los retornos).

4. La distribucién incondicional de los retornos presenta colas mas pesadas que la

distribucién normal.

5. La distribuciéon incondicional de los retornos suele ser asimétrica. Si por el
contrario, la evidencia empirica muestra una distribucién aproximadamente

simétrica, igual es leptocurtica.
6. Algunas series de retornos son no lineales.

Por lo tanto un modelo apropiado para describir una serie de retorno debe consi-

derar estos hechos.



1.4. Volatilidad

El objetivo de esta tesis, es modelar la volatilidad o varianza condicional de un
retorno (bajo un enfoque localmente estacionario). Aunque no sea medida directa-

mente, la volatilidad se manifiesta de diferentes maneras en una serie financiera.

Al momento de tratar la volatilidad, podemos utilizar tres enfoques propuestos en

la literatura:

(1) Una forma es comparar el precio de mercado de un activo con el precio modelado.
Se obtiene una volatilidad implicita, que usualmente esta basada en la formula
de Black-Scholes (si son opciones). El problema es que supone volatilidad cons-

tante.

(77) Una manera usual es modelar directamente la volatilidad de la serie de retor-
nos utilizando familias ya estudiadas, como los modelos ARCH y modelos de
volatilidad estocastica. Hoy en dia, se dispone de una nueva familia que son
los modelos ARCH(o0) localmente estacionarios, propuestos por Dahlhaus et al.

(2006) (también conocidos como time varying ARCH).

(7i7) Una alternativa es modelar la volatilidad por medio de un promedio mévil de
una funcién de los ultimos k retornos. Este mecanismo es conocido como vola-
tilidad histérica, usualmente se considera un promedio mévil de los retornos

cuadrados o de los retornos absolutos para todo ¢, como

k—1

1 p
v = EZW_]-V’ :

j=0



donde p > 0. Los casos usualmente utilizados sonp =2y p = 1.

Las tres metodologia presentadas pueden entregar valores muy distintos. Inde-
pendiente del enfoque utilizado, la volatilidad es una medida de variabilidad de acti-

vos y normalmente es muy dificil prever las variaciones de los precios.

La notacion estandar utilizada en la literatura es la siguiente. Sea r; una serie de

retornos, defina

pe = E(rFe-1), (1.4)

o = E((re— Mt)2|~7:t71) ) (1.5)

como la media y la varianza condicional de r;, dada la informacién pasada al ins-

tante t, ]:t—l = {T't_l, T+—2,.. }

Un modelo estandar para la volatilidad es de la siguiente forma

T = [t + Oy, (1.6)

donde u; tiene con media cero, varianza unitaria y tipicamente ¢.i.d. con distribu-

cion F'. Toda la estructura se encuentra en el parametro o;.

1.5. Modelos de Volatilidad Estocastica

En la literatura, existen diferentes familias de modelos estadisticos para ajustar
la volatilidad, los mas utilizados son la familia ARCH. Estos suponen que la varian-

za condicional es una funcion de los retornos pasados. Otra clase son los modelos de



volatilidad estocastica, propuestos por Taylor (1980, 1986), los cuales se basan en el
hecho de que la volatilidad misma en el presente es generada por un proceso latente
no observado y que depende de ella misma a través de un proceso estacionario, que

es no correlacionado con los retornos pasados.

Definicion 1.1. La serie de retornos {r;} sigue un modelo de volatilidad estocastica,

si el proceso es definido por las siguientes ecuaciones

Tt = OtUy, (17)

o = oexp(uy/2), (1.8)

donde {u;} es independiente e idénticamente distribuido con media cero y varian-

za uno, y {v;} es un proceso estacionario independiente de {u;}.

Cuando {v;} es especificado por un proceso de corta memoria ARMA(p, q), enton-
ces lo llamaremos modelo de volatilidad estocdstica de corta memoria. Por otra parte,
si {v;} es especificado por un proceso de larga memoria ARFIMA(p, d, q), lo denotare-

mos como modelo de volatilidad estocdstica de larga memoria.

Note que este proceso se puede escribir como

log(rf) = log(a7) +log(uf), (1.9)

log(o?) = log(o?) + v;. (1.10)

Sea Y; = log(r?), p = log(0?) + E[log(u?)] y € = log(u?) — E[log(u?)], entonces
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Yi=p+v+e. (1.11)

Asi, la transformacion resultante {Y;} sera una serie estacionaria mas un ruido

aditivo (additive noise).

Dada la ortogonalidad de {v;} y {u:}, la funcién de autocovarianza de {Y;} esta da-

da por

Yy (k) =y (k) + 0280(k), (1.12)

2

€

donde dg(k) = 1 para k = 0 y do(k) = 0 en otro caso, o es la varianza de ¢; y
(k) corresponde a la funcién de autocovarianza del proceso {v;}. Por otro lado, la

densidad espectral de {Y;}, esta dada por

2
€

%7

fy(N) = fo(A) + (1.13)

donde f,(\) corresponde a la densidad espectral de {v;}. Note que el vector de

parametros 6 que caracteriza al proceso, esta especificado en la densidad espectral

fy(A) = fo(N).

En la literatura, se pueden encontrar diferentes mecanismos para estimar los
parametros del modelos de volatilidad estocastica. Esto va a depender de que tipo de
proceso estd especificado para {v;}. La mayoria de los mecanismos trabajan con la
transformacién {Y;}. Cuando {v;} es definido mediante un proceso de corta memoria,
hay autores que proponen aproximar el modelo con sistema de espacio estado Gaus-

siano (QML), como los trabajos de Ruiz (1994) y Harvey et al. (1994), también existe
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otros autores como Kim et al. (1998), que trabajan directamente con la funcién de ve-
rosimilitud, pero tiene un costo computacional muy alto. Cuando {v;} es especificado
como un proceso ARFIMA(p, d, q), usualmente se proponen estimadores del tipo log
regresion (conocidos como GPH) como por ejemplo Deo and Hurvich (2001), también,
hay varios autores que trabajan directamente con el estimador de verosimilitud de

Whittle (QML) como Breidt et al. (1998), Hurvich and Ray (2003) y Zaffaroni (2009).

A modo de ilustracion, se presentara el estimador de verosimilitud espectral de
Whittle para el modelo de volatilidad estocastica, ya que es una herramienta tutil
independiente de la especificacion de {v;}, y ademas, porque los resultados de esta
tesis son una extension de los resultados asintoéticos de este estimador en la version

localmente estacionaria (que se presentan en los capitulos 2 y 3).

Estimacion: Suponga que se observa una trayectoria de n retornos {ry,r2,...,7r,},
el vector de parametros 6 puede ser estimado minimizando la verosimilitud espectral

de Whittle £(0) definida como

[n/2]
27 I()\))
Ln(0) = — lo i)+ —=1 (1.14)
donde \; € {27j/n;j = 1,2,...,[n/2]} son las frecuencias de Fourier, I()\;) es el

periodograma de {Y;} (transformacién de {r;}) y fo()\;) corresponde a la densidad es-

pectral del proceso {Y; = log(r?)} definida en (1.13).

Sea 6,, el valor que minimiza £, (6) sobre el espacio paramétrico ©. Este estima-
dor satisface los siguientes teoremas bajo ciertas condiciones de regularidad (revisar

detalles en citas bibliograficas).
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Teorema 1.1. Breidt et al. (1998). Asuma que el vector de pardmetro 0 es un elemento
de un espacio paramétrico compacto © y asuma que fp, = fo, implica que 0; = 0.

Sea 0y el verdadero valor del pardmetro, entonces, 0, — 0y casi seguramente cuando

n — oQ.

Teorema 1.2. Zaffaroni (2009). Bajo ciertas condiciones de regularidad, el estimador

0, satisface el teorema de limite central, es decir

Jn (én - 90) BNy (0, M7V MY,

donde

e = L[ [alnfeu)] [alnm)] "

2r ) _ 00 00
1 7 o f,(N)] [om fo(0)]
V) = w/_ﬂ[ 90 ” 90 ]‘M’

1o 1 [omfN] 1 [0l fe(w)]
+27T/—7r _ﬂfe(A)[ o6 ]fe(u)[ 00 ]94(—)\7M,—u)d)\du,

g4 corresponde al cumulante de 4to orden de {Y,} y k representa el nimero de
pardmetros involucrados en la densidad espectral fy(\), las matrices M = M (60y) y

V =V (6).
1.6. Distribuciones especiales

Usualmente para {u;} se propone una distribucion normal estandar o ¢-Student.
Nelson (1991) propone una distribucion de errores generalizada ("generalized error
distribution”,GED). Se dice que la variable aleatoria X sigue una GED, con media

cero y varianza uno, si su densidad esta dada por



13

vexp [—(5lz/A")]
N2CHUAT(1 )

fz) =

donder € Ry

W | 27Tasw) 2
| TB/Ww) '

El parametro v > 0 indica el comportamiento de las colas de la distribucion. Si
v = 2 obtenemos la distribucién normal estandar, si v = 1 obtenemos la distribucién

doble exponencial

o) = 1 —V2lal

Cuando v < 2 la distribucion tiene colas mas pesadas que la normal y cuando

v > 2 tiene colas mas livianas que la normal.

Fernandez and Steel (1998) proponen para {u;} el uso de una distribucion ¢-

Student asimétrica, cuya densidad esta dada por

2

fln) =

[9(e(s2 +m)[V)I(—co,0) (x +m/5)]

"’L r1/ [9((333 + m)/iOta"V)I(Opo)(x + m/s)] ,

donde ¢(-|v) denota una distribucién ¢-Student con v grados de libertad,

L((v+1)/2)Vv — 2{L 1)
VAt T

s = 2+ 1/12-1)—m?2

siendo ¢ el parametro de asimetria, con « = 1 la distribucion ¢-Student tradicional.



Capitulo 2

Procesos de Volatilidad
Estocastica Localmente
Estacionarios de Corta Memoria

En este capitulo se introduce una clase de modelos de volatilidad estocastica de
variacion en el tiempo, para esto, primero se debe revisar la definicién de procesos
localmente estacionarios realizada por Dahlhaus (1997). Luego se presenta la exten-
sion de los procesos de volatilidad estocastica estacionarios a su version localmente

estacionarios y se estudian propiedades de momento.

En la literatura actual sobre los procesos de volatilidad localmente estacionarios,
se encuentran los trabajos de Dahlhaus et al. (2006), Fryzlewicz (2005), Fryzlewicz
et al. (2006) y Fryzlewicz and Subba Rao (2011), que estan orientados a modelar la
volatilidad de manera deterministica. El motivo de nuestra propuesta, es que relaja-
mos considerablemente las restricciones sobre el espacio paramétrico de los articulos

mencionados.

14
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2.1. Procesos Localmente Estacionarios de Corta
Memoria

Definicion 2.1. Se considera a una secuencia de un proceso estocastico X;r (¢t =
1,...,T) localmente estacionario con funcién de transferencia A° y tendencia p, si

existe una representacion

™

Xor = p(t/T) + / exp(iMt) A 7 (N dE(N), @.1)

—T

donde

(1) &£(\) es un proceso estocastico en [—7, 7] con {(\) = &(—N) y

k
cum{d¢(A1),....dEQ)} =7 [ YA | gk, dem1)dA . dAg,
j=1

donde cum({- - -} denota el k-ésimo cumulante, g; = 0, g2(\) = 1, gr(A1,..., A1) <

o0

e 00 0(A + 2mj) es la extensién de la funcién delta de

consty, para todo ky n(\) = >

Dirac.

(1i) Existe una constante K y una funcién 27 periédica A : [0,1] x R — C con

A(u, —\) = A(u, \), tal que

< KT !,

Al r(N) — A (; A)

para todo 7'. Aqui se asume A(u, \) y p(u) continuos en wu.

sup
t,A
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A continuacién se presentan algunos ejemplos de procesos localmente estaciona-

rios:

Ejemplo 2.1. (i) Suponga que {Y;} es un proceso estacionario con representaciéon

espectral

Yi= [ explin) A)E),

aqui A()\) es la funcién de transferencia, p : [0,1] — Ry o : [0,1] — RT ambas

continua. Entonces
Xi,7 = p(t/T) + o (t/T)Y,;
es un proceso localmente estacionario con AQT(A) =A(t/T,\) =o(t/T)A(N).

(ii) Suponga que {¢,;} es una secuencia i.i.d. y

- ¢
%= 5o (1)
7=0
con la restriccién > 2 [a;(u)| < oo para todo u € [0,1]. Entonces X; r es localmente

estacionario con funcién de transferencia

A (V) = A(/T.N) =Y a;(t/T) exp(=Aj).

=0

(7i7) Considere el siguiente proceso

t t
Xt,ngb(T) Xt_l’T—i_O-(T) Et, te{l,,T}
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donde {e¢;} una secuencia independiente idénticamente distribuida de media cero
y varianza uno. Asumimos que o(u) y ¢(u) son continuos en R con o(u) = o(0),
d(u) = ¢(0) para u < 0y o(u) = o(1), p(u) = ¢(1) para u > 1, las restricciones para
los parametros son |¢(u)| < 1y o(u) > 0 para todo u € [0, 1], también los parametros

son diferenciables para u € (0,1) con derivada acotada.

Dado que la secuencia {¢,} es i.i.d., el teorema de representacién de Cramer garantiza

que

€ = / ! (2m) "2 exp(irt)de(N), Vi

Aqui {e;} satisface la definicion 2.1 de manera trivial. Utilizando la expresién ante-

rior, se puede verificar que X, r satisface la relaciéon

™

Xo.1 = p(t/T) + / exp(iAt) A2 1 (\)dE(N),

—T

con

o0

AV () = LZ ﬁ¢ (t_]> o <H> exp(—iAl)
t, T m T T p .

¢=0 | j=0

Una vez que se conoce AgT(A), se puede mostrar que A(u, \) definido por

-1
A, 2) = f}%(l — o(u) exp(—m) ,

satisface (ii) en la definiciéon 2.1, es decir

A)p(N) — A <; A)

sup < KT

£
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Definicion 2.2. (Dahlhaus (1996)). Considere un procesos localmente estacionario
X, con funcién de transferencia A°, y suponga que existe una funcién A(u,\) que
satisface la condicion (i) de la definicién 2.1, entonces la densidad espectral de varia-

cion en el tiempo esta definida por
Fu, ) 1= |Afu, M)

Esta densidad, corresponde al limite en media cuadratica de la densidad espec-
tral de Wigner-Ville, para ver detalles de la demostracién puede consultar el teorema
2.2 de Dahlhaus (1996), y si desea detalles de la densidad espectral de Wigner-Ville

puede consultar Martin and Flandrin (1985).

Ejemplo 2.2. Sea X;r una secuencia autoregresiva con coeficientes de variaciéon en

el tiempo, es decir, es solucion de la ecuacion

P t t
Zaj T Xt—j,T =0 T Et—j»
7=0

donde {¢;} son iid con media cero y varianza 1, y ap(u) = 1. Entonces, si X; 7 es un
proceso locamente estacionario, por el teorema 2.3 de Dahlhaus (1996) se tiene que

la densidad espectral para X; 1 sera

-2
2 P

o () Zaj(u) exp(iAj)| , paratodo (u,A)€[0,1] X [-m,7]. (2.2)
21 =

f(uv)‘) =

Se define el k-ésimo coeficiente de Fourier de la densidad espectral

c(u, k) == i f(u, A) exp(i\k)dA (2.3)

—T
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como la funcién de covarianza local de largo & a tiempo u. Por lo anterior, se tiene

Cov(Xpur,rs Xpur)+r,r) = / ARy, e V) Af gk, () exp(iAk)dA

= clu, k) +O(T™h). (2.4)

Ejemplo 2.3. Sea X, = ¢(t/T)X—1 1 + oct, donde {e;} i N(0,1), y considere que

¢(u) = By + Bru, con |p(u)| < 1 para todo u € [0, 1]). Entonces

o, (Bo+ Bru)l*
1 — (Bo + Bru)?

Cov(Xpur, 7> Xjur)4k,1) = O +0(r™)

y la densidad espectral limite es

o2 1
21 1 — 2(Bo + Bru) cos(\) + (Bo + Bru)2

Z
_

N
\
o

N
\
\\\\\

-

@
L

7 7
/ ?j////
o
<

U/

Q
£

)
Ay
//////////

Figura 2.1: Densidad espectral del proceso LS-AR donde 8y = 0.4, 5, = 0.4y o = 1.
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2.2. Modelo de Volatilidad Estocastica de Corta Memoria

Suponga que se dispone de una secuencia de retornos {r,} de largo 7', aqui se rees-
calara el indice de la serie en funcion del largo de la trayectoria, es decir, se denotara

a la secuencia de retornos como {r; r;t € {1,...,T}}.

Diremos que los retornos {r; 7} siguen un modelo de volatilidad estocéstica local-

mente estacionario de corta memoria, si es definido por las siguientes ecuaciones

TeT = O4T Ut (2.5)

o = oexp(vr/2), (2.6)

donde o > 0, {u;} es una secuencia independiente idénticamente distribuida con
media cero y varianza uno, y {47} es un proceso localmente estacionario indepen-

diente de {u;} (modelo de dos choques aleatorios).

Utilizando las ecuaciones (2.5) y (2.6), se tiene que

log(r{r) = log(oyr) +log(uy),

log(JtQ,T) = log(02)+7/t,T-

Sea Y; 7 = log(r7 1), u = log(c?) + E(log(u7)), € = log(u7) — E(log(u7)). Entonces,

Yior=p+vir+e. (2.7

El proceso {Y; v} corresponde a la suma de un modelo localmente estacionario mas

una secuencia de ruido blanco.
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Dado que {e:} y {vr} son ortogonales, la funcién de autocovarianza del proceso

{Yir}es
Cov(Yi, 1, Yirr.1) = Cov(ve. 1, Virr,1) + 0200(k),  Vk € NU{0},

donde dp(k) =1sik =0y dp(k) =0sik > 0.
Usando la relacion entre la covarianza de variacion en el tiempo y la local, es facil

mostrar que
Cov(Yiur s Yiuri+h,r) = ¢ (u, k) + 0280(k) + O(T ),  Vu € [0,1].

Para determinar la densidad espectral del proceso {Y; r} haremos uso del lema

A5,

2

fo(w X) = fulu X) + 25, 2.8)

donde f,(u,\) es la densidad espectral limite de {v; 1} y o2 la varianza de {¢}.

Ejemplo 2.4.

(i) Suponga que {v; 7} es una secuencia autoregresiva de medias méviles con coe-

ficientes de variacion en el tiempo, es decir, es solucion de

£ (foor-£0(0) ()

con {¢;} son iid con media cero y varianza 1, y ap(u) = bo(u) = 1. Si el proceso {v; }
satisface la definicion 2.1, entonces la densidad espectral de variacion en el tiempo

de {Y: 1} sera

W? [Siobiwesp(-ing)| o2
fY(U, )\) = 27‘(‘ 2 + %
’ZJ o aj(u)exp(— i)\j))
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(i7) Considere que {17} es una clase de procesos localmente estacionarios, que

esta representado por una expansion de medias moviles infinita

t\ & t
wr=0o (T) jZOTZJj (T) Et—j,

donde {¢;} es un proceso independiente idénticamente distribuido de media cero
y varianza uno. En este ejemplo la funcién de transferencia del proceso esta dada por

A p(N) = 0(%) Y320 ¥j(4)e™™ = A(%, A), entonces la densidad espectral de Y; 7 es

2
o

2 | oo 2
21;) Zlbj(u) exp(—i\j)| + O
=0

fY(u7 )‘> =

g.

2.2.1. Propiedades del proceso de retornos localmente estacionario

{rer}

A continuacién se presentan algunas propiedades que son relevantes para el es-

tudio de retornos financieros:
(i) E(rer) = E(or7)E(us) = 0, dado que o7 y u; son independientes.
(1) V(ryr) = E(oruf) = E(o} 7)E(uf) = E(07 7).
(77) Para k > 0 entero se tiene que
Cov(rer, Tevkr) = E(ur) E(urs i) E(exp{ve.r + viyrr}) = 0.
(#4i) Suponiendo que el proceso {1} tiene media cero, entonces

E(T‘ZT) = U2E(exp{ut’T})

9 1
= o“exp §V(Ut’T) .
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Por ejemplo, considere el modelo LS-AR(¢(u)) con o2 =1,

1 1
E(TZT) = o2exp { 5+ (’)(Tl)} )

31— o(t/T)
(iv) Sisuponemos que el proceso {v;r} es Gaussiano, la funcién de covarianza de los

{r}r} esta dada por

COV(T'E,TaTtQM,T) = o’ [E(UgTUtQJrk,T) - E(UgT)E(U§+k,T)]
= o [E(exp{vr + veskr}) — E(exp{ver})E(exp{visrr})]

1 1
= o2 [exp{COV(thT, VtJrk’T) + §V(Vt7T) + 2V(Vt+k,T)}
1 1
- eXP{ §V(Vt7T) + 2V(Vt+k,T)}
9 1
= o“exp B (V(ver) + V(vegnr)) ¢ lexpy Cov(ver, viprr) p—1] -

(v) Siel proceso {v; 1} es Gaussiano, la funcién de curtosis es

E(rir) _ 30" exp{2V(11)}
E(rir)?  otexp{V(nr)}

K,r= =3exp{V(v,1)} > 3.

Al momento de proponer un modelo estadistico para la volatilidad, se deben re-

visar estas propiedades de momento, y verificar que estas sean coherentes con los

hechos estilizados sobre retornos financieros.

2.3. Estimacion de modelos parametricos a procesos de
volatilidad localmente estacionarios

Sea 6 € O el vector de parametros del proceso {Y; 1} especificado en (2.7), donde el

espacio parametrico © es un subconjunto de un espacio Euclidiano finito dimensional.
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Dada una muestra {Y; r,...,Y; 1}, el estimador del vector de parametros del proceso

puede ser obtenido minimizando la funcién de log verosimilitud local de Whittle

In(uj, A)
1 d\ 2.9
47TM/_7I.Z [nge s A fe(u;,)\) ’ 29
donde fy(u, \) corresponde a la densidad espectral de variacion en el tiempo del
proceso {Y; r} que esta especificada por el pardmetro 0, Iy (u;, \) = % es un
periodograma con taper, con
N-1 s ‘
Dn(u,\) =Y h <N> Yiur-nj2tsirre ", Hen = Z hF ( ) s
s=0

T =8SM-1)+N,u; =t;/T,t; =SG—-1)+N/2,j =1,...,Myh() es un
taper para los datos. La intuicién detras de esta extensién del estimador de Whittle
en (2.9) es la siguiente: La muestra {Y; r,...,Y; 7} es subdividida en M bloques de
largo N con saltos cada S de bloque en bloque. A modo de ejemplo, suponga que
se dispone de una serie de largo 7' = 652 observaciones, con M = 100 bloques y
cada bloque de largo N = 256 y el salto de S = 4 entre un bloque y otro, es de-
cir, (Y1 652, .., Y256,652); - - - » (Y398,652, - - - » Yo52,652). De esta forma, el estimador local de

Whittle del vector de parametro 6 esta dado por
Or = argmin Lr(0), (2.10)

donde la minimizacion es bajo el espacio parametrico ©.
Suponga que se dispone de una secuencia estocastica {rir,...,r7 1} generada por
un proceso localmente estacionario {147} y un ruido independiente idénticamente
distribuido {u;} definido por las ecuaciones (2.5) y (2.6). En lo que sigue de la sec-
cién, vamos a revisar un conjunto de condiciones de regularidad que fueron definidos
por Dahlhaus (1997) (que afectan a v, y ¢), para luego presentar las propiedades

asintoticas de los estimadores.
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Supuestos 2.1.

(4)

(i)

(iii)

(iv)

La secuencia estocastica vy 7, ..., vy corresponde a un proceso localmente esta-
cionario con verdadera funcién de transferencia A% y media 1, (u), sin embargo,
asumimos como verdadera la densidad espectral f,(u, \) = |4, (u, \)|? con A, en
la definicion 2.1. A, (u, \) es diferenciable en u y A con derivada uniformemente

2 .
acotada %Ay, ¥ g4,, €S continua.

Se ajusta un modelo a una clase de procesos localmente estacionario con densi-
dad espectral fy(u, \) (2.8),donde 6 € © C RP, O es compacto. La densidad espec-
tral f, o(u, ) (de v4 ) es uniformemente acotada por arriba y por abajo. Los com-
ponentes de f,g(u, \), Vf,9(u,\) y V2f, 9(u, \) son continuos en © x [0, 1] x [, 7]
(V denota el gradiente con respecto a 6). V fo 91 y V2f _91 son diferenciables en

v

¥y A con derivada uniformemente acotada (9/0u)(9/0A)g donde g = (9/96;)f,, 5 0

g =(0/90,)(/99;) 4.
0y existe, es unico y se encuentra en el interior de ©.
N, S'y T satisfacen la relacién 7'/* <« N < TY/2/InTy S = N o S/N — 0.

El taper para los datos 4 : R — R con h(z) = 0 para todo = ¢ [0, 1] es continuo

en R y dos veces diferenciables.

Adicionalmente, vamos a suponer que todos los momentos de {¢;, = log(u?) —

E(log(u?))} existen y denotaremos x4 = cumy(¢;)/o? al cumulante de 4to orden.

Para la estimacion se debe elegir una funcién taper para los datos, en este capitulo

se trabajara con la funcién taper de Tukey-Hanning,
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[1 —cos(2mx)]., siz € (0,1),

0, en otro caso.

|

h(z) =

Los siguientes dos teoremas corresponden a propiedades fundamentales del esti-
mador de quasi-verosimilitud de Whittle en (2.10), que son la consistencia y el teo-
rema del limite central. Las demostraciones de estos resultados se presentan en el

apéndice B.

Teorema 2.1. Sea 0y el verdadero valor del pardmetro 6. Bajo los supuestos 2.1, el

estimador §T satisface §T — 6y, en probabilidad, cuando T — oc.

Teorema 2.2. Sea 0, el verdadero valor del pardmetro 6. Si se tienen los supuestos

2.1, entonces el estimador de Whittle §T satisface el teorema del limite central

VT (07 —00) = N (0. T(60) ™" [L(60) + A(6o) + 200)] T (60) )

en distribucion, cuando T — oco. Donde

1 1 ™
I'6y) = 47r/0 / V log fo,(u, \)[V log fa,(u, \)] d) du.

4
1 Rao;

1 T T
A(Oy) = 63 4 /0 /_ ) _ﬂVfgo(u,A)_l[Vfgo(u,u)_l]’d)\dudu.

1 1 pm T . 1
000 = g [ [ [ A () ¥ iy 0.0)7 5 1) T a0, )N,

2

Aqui se considera la densidad espectral de {Y; 7} como fy,(u, \) = fi9,(u, ) + 2—6
T
Observacion 2.1. Note que si el proceso latente que genera la volatilidad {v; 7} es

Gaussiano, entonces g, 4(A\, —A, u) = 0y por lo tanto €2(6y) = 0. En ese caso el teorema

del limite central para §T se reduce a
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VT (0 —80) = N (0, T(80) ™ [T (80) + AB)] T (6) ") .
2.3.1. Seleccion de Modelos

En la practica surge la necesidad de contar con un indice que permita medir la
calidad del ajuste de los datos y comparar entre una coleccién de modelos. Para cons-

truir este indice se va a definir la siguiente funcién

1 Loy u, \
L(8) := 477/0 / log fo(u, ) + ]{;((u /\)) dAdu

que mide la distancia entre la densidad espectral del proceso verdadero f(u,\)

y del modelo propuesto fy(u, ), también conocida como la distancia de Kullback-
Leibler. La mejor aproximacién del valor del parametro de nuestra clase de modelos

es

0o := i 0).
o argrggélﬁ( )

Se asume que la densidad espectral del verdadero proceso es f(u, \) = fp«(u, \), y

si el modelo es el correcto, entonces 6y = 6*.

El criterio para medir la calidad del ajuste es estimar el valor medio de la dis-
tancia de Kullback Leibler entre la densidad espectral del proceso verdadero y del
modelo propuesto, es decir, medir la calidad a través de Eﬁ(é;), donde §T es el esti-
mador de Whittle en (2.10). Para estimar este indice se van a realizar dos expansiones

cuadraticas, una de £(0) alrededor de 6, y otra de L(6) alrededor de 67,
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Q

L) ~ L(6)+ ; (or - 90)' V2£(00) (Br 0o ) 2.11)

~ 1/~ ' o ~ ~
Lr(6o) = Lr(@r)+5 (eT - 90> V2L (Or) (eT - 90) . (2.12)

De la demostracion del teorema 2.1 (en el apéndice B) se puede verificar que
1m0 EL7(09) = L(00) y es un estimador consistente, V2L () = I'(p) y del teorema
2.2 (en el apéndice B) se tiene que V2L (67) — T'(6y) en probabilidad. Utilizando los

argumentos anteriores se puede estimar IEE(@T) por

Q

EL(6r) Lr(07) +E [(é\T - 90)/V2£(90) <§T - ‘90)}

Lr(r) + 5T [0(00) ™ (F(00) + AGo) + 2(60)]

Q

~ P 1 _1
~ Lrp(fr)+ T + TTT [F(GO) (A(6o) + Q(@o))] )

donde p es el nimero de parametros estimados y las matrices I'(6y), A(6y) y ©2(60)
estan definidas en el teorema 2.2. En la practica se desconoce el verdadero valor del

parametro 6y, por lo tanto 6, sera reemplazado por el estimador de Whittle

EL@r) ~ Lr(Or)+ §+ ;,Tr [r(@T)*l (A(?T) + Q((?T))} .

Finalmente para obtener el usual AIC (Akaike (1974)) multiplicamos por 2

AIC = 2£7(Br) + 2 + 2T 0@~ (A@r) +201)].
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2.4. Experimento de Monte Carlo

Primer escenario de simulacién: Considere que {v; 7} ~ LS-AR(¢(u),o(u))

que satisface la ecuacién

t t
wmr = ¢ (T) Vi1t o (T) Ets (2.13)

donde |¢(u)| < 1 para todo v € [0,1] y {e:} W N(0,1) . De esta forma el proceso de

retornos sera

v = O¢T Ut (2.14)
orr = exp(nr/2), (2.15)

y considere a {u;} N (0,1). Con el proceso {v; 1} especificado por (2.13), tenemos

que la densidad espectral de {Y; 1} sera

o(u)? 1 ™

folu, A) = 21 1 —2¢(u) cos(N) + ¢(u)? T

Para estudiar el comportamiento del estimador, se consideré 1000 repeticiones
del proceso (2.14). Los tamanos muestrales utilizados son 7' = 512, 1024, 2048, y para
estos, se ilustra el estimador con saltos S = 20,30,40 y largo de los bloques N =

128, 256. Los parametros ¢(u) y o(u) fueron configurados de la siguiente manera:

¢(u) = 60 + Blua

o(u) = ap.

En el calculo de la varianza tedrica del estimador de Whittle del vector de parame-

tros, se necesita conocer los momentos de la distribucién log u; ~ log x?, estos son:
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E(logxi) = (1/2) —log(1/2),

V(logxi) = ¢'(1/2).
El tercer y cuarto momento centrados son:

E (logx? — E(logx3))® = 4"(1/2),

E (logd - E(logxd))" = (v@(1/2)+3) (v/(1/2))%,

S

dzs

donde ¥(z) = jzlog [(z2) y ) (2) = P(z). Asi

E(logx}) = —1.27,

V(logxd) = /2.

Para la simulacién de procesos localmente estacionarios se probaron dos técnicas,
la primera técnica fue el algoritmo de innovaciones (ver Brockwell and Davis (1991)
pagina 172) y la segunda fue un algoritmo recursivo utilizando la representacién
estocastica del proceso. El segundo algoritmo fue mas eficiente computacionalmente
y no utilizaba la matriz de varianza covarianza exacta. A continuacion se presentan

las tablas con los resultados de las simulaciones para N = 128.
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Tabla 2.1: Estimacién de Whittle: oy = 10, tamafio de ventana N = 128 y salto S = 20

Parametros Estimacion SD Empirica SD Tedrica
T Bo B Bo B [ a(Bo) a(B1) d(ao) | a(Bo) a(B1) (o)
512 | 0.50 0.35 | 0.471 0.363 10.177 | 0.092 0.152 0.364 | 0.072 0.110 0.337
0.35 0.45 | 0.332 0.448 10.130 | 0.101 0.172 0.366 | 0.079 0.123 0.335
0.35 -0.25|0.321 -0.226 9.998 | 0.096 0.167 0.337 | 0.088 0.154 0.330
0.40 0.20 | 0.384 0.198 10.083 | 0.102 0.183 0.380 | 0.081 0.136 0.334
1024 | 0.50 0.35 | 0.481 0.356 10.206 | 0.060 0.100 0.250 | 0.051 0.078 0.239
0.35 0.45 | 0.335 0.447 10.141 | 0.066 0.111 0.251 | 0.056 0.087 0.237
0.35 -0.25 | 0.332 -0.247 9.995 | 0.064 0.113 0.244 | 0.062 0.110 0.234
0.40 0.20 | 0.379 0.205 10.088 | 0.068 0.120 0.252 | 0.058 0.096 0.236
2048 | 0.50 0.35 | 0.483 0.353 10.215 | 0.040 0.066 0.178 | 0.036 0.055 0.169
0.35 0.45 | 0.333 0.453 10.144 | 0.043 0.068 0.176 | 0.040 0.061 0.168
0.35 -0.25 | 0.333 -0.249 10.000 | 0.045 0.079 0.165 | 0.044 0.077 0.165
0.40 0.20 | 0.384 0.197 10.100 | 0.045 0.077 0.176 | 0.041 0.068 0.167
4096 | 0.50 0.35 | 0.483 0.356 10.217 | 0.027 0.043 0.125 | 0.025 0.039 0.119
0.35 0.45 | 0.332 0.456 10.151 | 0.030 0.049 0.126 | 0.028 0.044 0.119
0.35 -0.25| 0.331 -0.246 9.995 | 0.033 0.058 0.116 | 0.031 0.055 0.117
0.40 0.20 | 0.382 0.201 10.108 | 0.029 0.051 0.123 | 0.029 0.048 0.118

Tabla 2.2: Estimacién de Whittle: oy = 10, tamafio de ventana N = 128 y salto S = 30

Parametros Estimacion SD Empirica SD Teérica
T Bo B Bo B [ o(Bo) a(B1) (@) | 9(Bo) T(B1) ()
512 | 0.50 0.35 | 0.471 0.363 10.170 | 0.092 0.160 0.372 | 0.072 0.110 0.337
0.35 0.45 | 0.332 0.447 10.125 | 0.102 0.180 0.368 | 0.079 0.123 0.335
0.35 -0.25 | 0.320 -0.222 10.002 | 0.096 0.171 0.334 | 0.088 0.154 0.330
0.40 0.20 | 0.383 0.198 10.081 | 0.104 0.195 0.387 | 0.081 0.136 0.334
1024 | 0.50 0.35 | 0.481 0.356 10.204 | 0.060 0.100 0.250 | 0.051 0.078 0.239
0.35 0.45 | 0.335 0.447 10.139 | 0.066 0.111 0.251 | 0.056 0.087 0.237
0.35 -0.25| 0.332 -0.246 9.996 | 0.064 0.113 0.243 | 0.062 0.110 0.234
0.40 0.20 | 0.379 0.205 10.087 | 0.068 0.119 0.252 | 0.058 0.096 0.236
2048 | 0.50 0.35 | 0.483 0.353 10.215 | 0.039 0.065 0.178 | 0.036 0.055 0.169
0.35 0.45 | 0.332 0.453 10.144 | 0.043 0.067 0.176 | 0.040 0.061 0.168
0.35 -0.25 | 0.333 -0.249 10.000 | 0.045 0.078 0.165 | 0.044 0.077 0.165
0.40 0.20 | 0.384 0.197 10.100 | 0.045 0.077 0.176 | 0.041 0.068 0.167
4096 | 0.50 0.35 | 0.483 0.356 10.217 | 0.027 0.043 0.125 | 0.025 0.039 0.119
0.35 0.45 | 0.332 0.456 10.151 | 0.030 0.048 0.126 | 0.028 0.044 0.119
0.35 -0.25 | 0.331 -0.246 9.995 | 0.033 0.058 0.116 | 0.031 0.055 0.117
0.40 0.20 | 0.382 0.201 10.108 | 0.029 0.051 0.123 | 0.029 0.048 0.118




Tabla 2.3: Estimacién de Whittle: oy = 10, tamafio de ventana N = 128 y salto S = 40
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Parametros Estimacion SD Empirica SD Tedrica
T Bo B Bo B [ a(Bo) a(B1) d(ao) | a(Bo) a(B1) (o)
512 | 0.50 0.35 | 0.471 0.363 10.171 | 0.090 0.155 0.365 | 0.072 0.110 0.337
0.35 0.45 | 0.332 0.447 10.126 | 0.100 0.177 0.364 | 0.079 0.123 0.335
0.35 -0.25|0.321 -0.224 9.999 | 0.095 0.169 0.339 | 0.088 0.154 0.330
0.40 0.20 | 0.384 0.197 10.080 | 0.102 0.191 0.382 | 0.081 0.136 0.334
1024 | 0.50 0.35 | 0.481 0.356 10.207 | 0.059 0.097 0.248 | 0.051 0.078 0.239
0.35 0.45 | 0.335 0.447 10.141 | 0.064 0.107 0.249 | 0.056 0.087 0.237
0.35 -0.25 | 0.332 -0.247 9.996 | 0.063 0.111 0.243 | 0.062 0.110 0.234
0.40 0.20 | 0.379 0.205 10.088 | 0.067 0.116 0.251 | 0.058 0.096 0.236
2048 | 0.50 0.35 | 0.483 0.353 10.215 | 0.039 0.065 0.178 | 0.036 0.055 0.169
0.35 0.45 | 0.333 0.453 10.144 | 0.042 0.067 0.175 | 0.040 0.061 0.168
0.35 -0.25 | 0.333 -0.249 10.000 | 0.045 0.078 0.165 | 0.044 0.077 0.165
0.40 0.20 | 0.384 0.197 10.100 | 0.045 0.077 0.176 | 0.041 0.068 0.167
4096 | 0.50 0.35 | 0.483 0.356 10.217 | 0.027 0.043 0.125 | 0.025 0.039 0.119
0.35 0.45 | 0.332 0.456 10.151 | 0.030 0.048 0.126 | 0.028 0.044 0.119
0.35 -0.25| 0.331 -0.246 9.995 | 0.033 0.058 0.116 | 0.031 0.055 0.117
0.40 0.20 | 0.383 0.201 10.108 | 0.029 0.050 0.123 | 0.029 0.048 0.118

Fijando el tamario de ventana en N = 128 y variando el tamario de salto S, se pue-

de apreciar que las desviaciones de Monte Carlo son muy similares entre si, quizas

para el valor de salto S = 40 es donde se observa la mayor precision (recién en el

tercer decimal). Sin embargo, estas diferencias en las desviaciones puede llegar a ser

despreciable.

Si se analiza el sesgo cometido en las estimaciones por los diferentes tamarfios de

saltos S, se puede notar que no existen diferencia. Se debe tener en cuenta que las

conclusiones pueden variar dependiendo de la estructura elegida para los parame-

tros, ya que aqui sélo se tienen 4 configuraciones paramétricas. A continuacion se

presenta el mismo ejercicio fijando el tamano de la ventana en N = 256




33

Tabla 2.4: Estimacién de Whittle: oy = 10, tamafio de ventana N = 256 y salto S = 20

Parametros Estimacion SD Empirica SD Tedrica
T Bo B Bo B [ a(Bo) a(B1) d(ao) | a(Bo) a(B1) (o)
512 | 0.50 0.35 | 0.487 0.348 10.062 | 0.122 0.220 0.425 | 0.072 0.110 0.337
0.35 0.45 | 0.340 0.447 10.061 | 0.137 0.249 0.416 | 0.079 0.123 0.335
0.35 -0.25| 0.319 -0.206 9.998 | 0.127 0.232 0.384 | 0.088 0.154 0.330
0.40 0.20 | 0.388 0.205 10.027 | 0.145 0.279 0.447 | 0.081 0.136 0.334
1024 | 0.50 0.35 | 0.490 0.355 10.094 | 0.067 0.115 0.261 | 0.051 0.078 0.239
0.35 0.45 | 0.345 0.446 10.064 | 0.075 0.129 0.263 | 0.056 0.087 0.237
0.35 -0.25 | 0.339 -0.245 9.992 | 0.077 0.135 0.253 | 0.062 0.110 0.234
0.40 0.20 | 0.387 0.205 10.034 | 0.080 0.141 0.260 | 0.058 0.096 0.236
2048 | 0.50 0.35 | 0.493 0.349 10.106 | 0.041 0.069 0.179 | 0.036 0.055 0.169
0.35 0.45 | 0.342 0.451 10.065 | 0.045 0.073 0.179 | 0.040 0.061 0.168
0.35 -0.25 | 0.341 -0.249 10.001 | 0.049 0.087 0.171 | 0.044 0.077 0.165
0.40 0.20 | 0.394 0.195 10.048 | 0.047 0.084 0.181 | 0.041 0.068 0.167
4096 | 0.50 0.35 | 0.492 0.353 10.106 | 0.027 0.043 0.126 | 0.025 0.039 0.119
0.35 0.45 | 0.341 0.453 10.072 | 0.030 0.049 0.126 | 0.028 0.044 0.119
0.35 -0.25 | 0.340 -0.248 9.995 | 0.034 0.060 0.118 | 0.031 0.055 0.117
0.40 0.20 | 0.391 0.201 10.052 | 0.030 0.052 0.123 | 0.029 0.048 0.118

Tabla 2.5: Estimacién de Whittle: oy = 10, tamafio de ventana N = 256 y salto S = 30

Parametros Estimacion SD Empirica SD Teérica
T Bo B Bo B [ o(Bo) a(B1) (@) | 9(Bo) T(B1) ()
512 | 0.50 0.35 | 0.486 0.350 10.062 | 0.118 0.213 0.418 | 0.072 0.110 0.337
0.35 0.45 | 0.350 0.432 10.056 | 0.134 0.246 0.430 | 0.079 0.123 0.335
0.35 -0.25| 0.326 -0.214 9.991 | 0.128 0.229 0.384 | 0.088 0.154 0.330
0.40 0.20 | 0.388 0.198 10.027 | 0.135 0.261 0.417 | 0.081 0.136 0.334
1024 | 0.50 0.35 | 0.490 0.355 10.094 | 0.067 0.116 0.261 | 0.051 0.078 0.239
0.35 0.45 | 0.345 0.446 10.063 | 0.074 0.130 0.263 | 0.056 0.087 0.237
0.35 -0.25| 0.339 -0.245 9.995 | 0.076 0.135 0.253 | 0.062 0.110 0.234
0.40 0.20 | 0.387 0.205 10.034 | 0.079 0.142 0.260 | 0.058 0.096 0.236
2048 | 0.50 0.35 | 0.493 0.349 10.106 | 0.041 0.069 0.179 | 0.036 0.055 0.169
0.35 0.45 | 0.342 0.451 10.065 | 0.045 0.073 0.179 | 0.040 0.061 0.168
0.35 -0.25 | 0.341 -0.249 10.001 | 0.049 0.087 0.171 | 0.044 0.077 0.165
0.40 0.20 | 0.394 0.195 10.048 | 0.047 0.084 0.182 | 0.041 0.068 0.167
4096 | 0.50 0.35 | 0.492 0.353 10.106 | 0.027 0.043 0.125 | 0.025 0.039 0.119
0.35 0.45 | 0.341 0.453 10.072 | 0.030 0.049 0.126 | 0.028 0.044 0.119
0.35 -0.25 | 0.340 -0.248 9.995 | 0.034 0.060 0.118 | 0.031 0.055 0.117
0.40 0.20 | 0.391 0.201 10.052 | 0.030 0.052 0.123 | 0.029 0.048 0.118
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Tabla 2.6: Estimacién de Whittle: oy = 10, tamafio de ventana N = 256 y salto S = 40

Parametros Estimacion SD Empirica SD Tedrica
T Bo B Bo B [ a(Bo) a(B1) d(ao) | a(Bo) a(B1) (o)
512 | 0.50 0.35 | 0.490 0.345 10.058 | 0.120 0.214 0.423 | 0.072 0.110 0.337
0.35 0.45 | 0.340 0.448 10.032 | 0.132 0.240 0.424 | 0.079 0.123 0.335
0.35 -0.25|0.321 -0.205 9.995 | 0.125 0.225 0.378 | 0.088 0.154 0.330
0.40 0.20 | 0.389 0.192 10.035 | 0.135 0.260 0.414 | 0.081 0.136 0.334
1024 | 0.50 0.35 | 0.490 0.354 10.095 | 0.066 0.112 0.258 | 0.051 0.078 0.239
0.35 0.45 | 0.345 0.446 10.065 | 0.073 0.125 0.260 | 0.056 0.087 0.237
0.35 -0.25 | 0.340 -0.246 9.993 | 0.075 0.131 0.252 | 0.062 0.110 0.234
0.40 0.20 | 0.387 0.205 10.034 | 0.077 0.137 0.258 | 0.058 0.096 0.236
2048 | 0.50 0.35 | 0.493 0.349 10.105 | 0.041 0.069 0.179 | 0.036 0.055 0.169
0.35 0.45 | 0.342 0.451 10.064 | 0.045 0.074 0.179 | 0.040 0.061 0.168
0.35 -0.25 | 0.341 -0.249 10.001 | 0.049 0.087 0.172 | 0.044 0.077 0.165
0.40 0.20 | 0.394 0.195 10.048 | 0.047 0.084 0.182 | 0.041 0.068 0.167
4096 | 0.50 0.35 | 0.492 0.353 10.106 | 0.027 0.043 0.125 | 0.025 0.039 0.119
0.35 0.45 | 0.341 0.453 10.072 | 0.030 0.049 0.126 | 0.028 0.044 0.119
0.35 -0.25 | 0.340 -0.248 9.995 | 0.034 0.059 0.118 | 0.031 0.055 0.117
0.40 0.20 | 0.391 0.201 10.052 | 0.030 0.052 0.123 | 0.029 0.048 0.118

Al comparar la precisiéon muestral de las estimaciones en estas 3 tablas, se puede
observar que para tamanos muestrales mas pequerios el salto éptimo seria S = 30,y
para tamanos muestrales mas grandes el salto 6ptimo seria S = 40. Sin embargo, las

diferencias son minimas, y se aprecian sélo en algunos modelos.

Si se compara los resultados de las 6 tablas, se puede concluir que la eleccién de S
y N afecta la precision de los resultados, ya que cuando los tamafios muestrales son
pequenos, por ejemplo en 7' = 512, el estimador se comporta mejor para un tamaro
de ventana de N = 128, donde las estimaciones presentan una desviacion muestral
menor en un 30 % que la obtenida con NV = 256, sin embargo, a medida que aumente el
largo de la muestra, las desviaciones de ambas tablas se asemejan. En Dahlhaus and
Giraitis (1998) se determina el valor 6ptimo para S y N, sin embargo en los estudio

empiricos los resultados pueden variar dependiendo del taper elegido.
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Segundo escenario de simulacion: Considere un proceso localmente estacio-

nario {v; 7} ~ LS-ARMA(¢(u), 9(u),o(u)), es decir,

t t t t—1
wr =¢ T viir+o T et + 0 7ol =) e

donde |¢(u)| < 1 para todo u € (0,1), |H(u)| < 1y {&} i N(0,1). El proceso de

retornos sera

Ty =  O¢T Ut

ot T = eXp(Vt,T/z)a

y considere {u;} Y (0,1). La densidad espectral del proceso {Y; 1} es

o(u)? 1+ 29(u)cos(\) +I9(u)? =
21 1 —2¢(u) cos(N) + ¢(u)? T

f@(u7 )‘) =

Para este experimento de Monte Carlo se consideraron 1000 repeticiones del pro-

ceso de retornos. Los pardmetros ¢(u) y o(u) se consideraron de la siguiente manera:

(b(U) = 504-51’&,
d(u) = 9,

olu) = ap+ au.
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A diferencia del primer experimento, aqui se presentan los resultados de Monte
Carlo para una configuracion fija de S 'y N. La eleccion del par S y N es aquella que

minimiza el error cuadratico medio (para un valor 6, especifico).

En la siguiente figura, se muestra la curva de contorno del error cuadratico empiri-
co MSE del estimador de Whittle # como el promedio de la distancia Euclidiana
H§ — 6p||? considerando 100 estimaciones de 6, esta curva se construyé con la con-
figuracion 0y = (0.5,0.3,—0.5,2.0,1.5), para un largo de serie 7' = 512. En la estima-
cion se utilizo el taper de Tukey-Hanning. Cabe mencionar que los resultados fueron

similares para otros valores paramétricos.

MSES

400
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320
300
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260
240
z 220
200
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15

1.0

Figura 2.2: Curva de contorno del MSE empirico del estimador de Whittle para el
proceso LS-ARMA con 7' = 512.
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Note que para un tamafio de muestra T' = 512, los valores que minimizan el

error cuadratico medio se encuentran cercanos a S ~ 30 y N ~ 120. Utilizando estos

valores, se presentan los resultados de la simulacién de Monte Carlo basado en las

1000 repeticiones.

Tabla 2.7: Estimacién de Whittle: tamafio muestral T = 512, tamafio de ventana N = 120 y

salto S = 30
Parametros Estimaciones
Caso Bo B Y Qg o Bo B4 J ap ag
1 0.5 0.35 0.4 5 3 0.447 0.364 0.448 5.059 3.269
2 0.8 -0.3 0.4 5 3 0.756 -0.315 0.448 5.165 3.023
3 0.5 0.3 0.4 2 1.5 0.486 0289 0.518 1.901 1.444
4 0.6 -0.3 0.4 7 3 0.542 -0.296 0.440 7.150 3.031
5 0.3 0.4 0.4 2 2 0.287 0.387 0.487 1.924 1.947
6 0.5 0.25 0.4 2 2 0.477 0.253 0.491 1924 1.927
7 0.5 0.35 -0.5 5 3 0.334 0409 -0.365 4.934 3.071
8 0.8 -0.3 -0.5 5 3 0.664 -0.347 -0.347 5.000 2919
9 0.5 0.3 -0,5 2 1.5 0.403 0.312 -0,409 1.948 1.534
10 0.6 -0.3 -0.5 7 3 0.720 -0.284 -0.675 6.896 2.831
11 0.6 0.3 -0.5 2 2 0.539 0.309 -0.441 1.981 1.989
12 0.5 0.25 -0.5 2 2 0.268 0.401 -0,480 1.961 2.030
SD Teoérica SD Empirica
Caso o(Bo) o(B1) o(¥) o) o(ar) a(Bo) o(B) T d(a@) (@)
1 0.088 0.126 0.074 0.755 1.407 0.110 0.178 0.075 0.584 1.129
2 0.068 0.134 0.078 0.779 1.395 0.094 0.178 0.079 0.627 1.131
3 0.119 0.168 0.187 0.394 0.623 0.137 0.215 0.284 0.466 0.719
4 0.086 0.151 0.071 0.775 1.416 0.115 0.197 0.072 0.713 1.360
5 0.154 0.210 0.157 0.386 0.660 0.167 0.253 0.236 0.449 0.758
6 0.119 0.172 0.162 0.389 0.638 0.147 0.227 0.249 0.474 0.752
7 0.154 0.136 0.125 0.495 0.943 0.181 0.185 0.160 0.512 1.002
8 0.115 0.140 0.157 0.490 0.922 0.190 0.203 0.187 0.506 0.941
9 0.239 0.198 0.195 0.342 0.595 0.258 0.269 0.241 0.400 0.701
10 0.323 0.154 0.334 0.512 0.937 0.256 0.202 0.293 0.537 0.982
11  0.144 0.149 0.114 0.347 0.610 0.185 0.202 0.152 0.407 0.735
12 0269 0.196 0.230 0.341 0.597 0.274 0272 0.271 0.359 0.642

Los resultados presentados en este estudio de simulacion sugieren que el desem-

peiio del estimador propuesto es bastante bueno considerando que la transformacién

log(r7 ) tiene un ruido aditivo.
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La siguiente figura corresponde a la curva de nivel del error cuadratico medio
MSE cuando el tamafio muestral de la serie es T' = 1024. Aqui nuevamente se ilustra
el caso 6y = (0.5,0.3,—-0.5,2.0,1.5) (para ser consecuente con el grafico anterior). De
la misma manera que en el grafico anterior, la curva se construye con el promedio la

distancia ||6 — 6| del estimador local de Whittle # para 100 repeticiones.

MSES
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Figura 2.3: Curva de contorno del MSE empirico del estimador de Whittle para el
proceso LS-ARMA con 7' = 1024.

De este grafico ilustrativo se desprende que los valores que minimizan el error
cuadratico medio son S ~ 45 y N =~ 210. La siguiente tabla muestra los resultados
obtenidos en la simulacion de Monte Carlo utilizando los valores 6ptimos en la curva

de nivel.
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Tabla 2.8: Estimacion de Whittle: tamafio muestral 7' = 1024, tamafio de ventana N = 210y
salto S = 45

Parametros Estimaciones
Caso Bo B1 J Qp aq Bo b1 J Qg ap

1 0.5 0.35 04 5 3 0.470 0.359 0.425 5.042 3.131
2 0.8 -0.3 04 5 3 0.777 -0.305 0.425 5.114 2.978
3 0.5 0.3 04 2 1.5 0.492 0295 0456 1.952 1.462
4 0.6 -0.3 0.4 7 3 0.573 -0.311 0.425 7.089 2.982
5 0.3 0.4 0.4 2 2 0.282 0402 0434 1974 1.966
6 0.5 0.25 0.4 2 2 0.484 0253 0.447 1.960 1.971
7 0.5 0.35 -0.5 5 3 0.413 0.384 -0.431 4.967 3.064
8 0.8 -0.3 -0.5 5 3 0.726 -0.332 -0.411 4.998 2.984
9 0.5 0.3 -0,5 2 1.5 0.436 0.320 -0.444 1.981 1.504
10 0.6 -0.3 -0.5 7 3 0.674 -0.279 -0.604 6.949 2919
11 0.6 0.3 -0.5 2 2 0.571 0.307 -0.477 1.986 1.997
12 0.5 0.25 -0.5 2 2 0.267 0.398 -0.474 1.968 2.018

SD Tedrica SD Empirica

Caso o(By) o(B1) o) o(ag) o(a) a(Bo) (B1) o) o(dy) o(ar)
0.062 0.089 0.053 0.534 0.995 0.071 0.109 0.055 0.399 0.763
0.048 0.094 0.055 0.551 0.986 0.063 0.117 0.056 0.425 0.761
0.084 0.118 0.132 0.279 0.441 0.093 0.141 0.210 0.342 0.516
0.061 0.107 0.050 0.548 1.001 0.071 0.128 0.054 0.506 0.930
0.109 0.149 0.111 0.273 0.467 0.113 0.161 0.148 0.300 0.504
0.084 0.122 0.115 0.275 0.451 0.098 0.143 0.171 0.317 0.498
0.109 0.096 0.088 0.350 0.667 0.125 0.126 0.101 0.362 0.701
0.082 0.099 0.111 0.347 0.652 0.127 0.130 0.136 0.359 0.691
0.169 0.140 0.138 0.242 0.420 0.209 0.186 0.177 0.285 0.505
0.228 0.109 0.236 0.362 0.663 0.236 0.155 0.265 0.425 0.783
0.101 0.105 0.080 0.245 0.432 0.127 0.132 0.101 0.283 0.515
0.189 0.139 0.163 0.241 0.422 0.245 0.176 0.237 0.244 0431

=
RESowxao ok wnor

Al analizar los resultados de la tabla 2.8, las conclusiones en cuanto a la precision
del estimador son similares a las realizadas sobre las tabla 2.7, es decir, se observa
que el estimador tiene un buen desemperiio para muestras finitas, considerando que
el proceso es la suma de un proceso latente no observado méas un ruido blanco. Note
que al aumentar el tamafio muestral de 512 a 1024, se produce automéaticamente una

reduccién en el sesgo (que ya era muy ligero considerando la estructura).
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En lineas generales el experimento de Monte Carlo muestra que el desempeiio
del estimador es bastante bueno, ya que en el primero escenario de simulaciéon se
consider6é un parametro de dispersion muy alto, y en segundo escenario se redujo
considerablemente dicho valor, ain asi los resultados empiricos en ambos casos fue-

ron buenos.



Capitulo 3

Procesos de Volatilidad
Estocastica Localmente
Estacionarios de Larga Memoria

En el presente capitulo se introduce una nueva clase de modelos de volatilidad
estocastica, donde el procesos latentes no observado que generar la volatilidad co-

rresponde a un proceso localmente estacionario de larga memoria.

La densidad espectral de los procesos de larga memoria tiene una singularidad en
la frecuencia cero, lo que aumenta la complejidad del problema. Es por este motivo

que se trabajara con procesos Gaussianos y se utilizaran los supuestos de Palma and

Olea (2010).

En la literatura actual, se encuentran otros trabajos en procesos localmente esta-
cionarios de larga memoria, como Beran (2009) y Roueff and von Sachs (2011). En el
primero, se discute un estimador por minimos cuadrados utilizando una representa-
cién autoregresiva infinita del proceso, y en el segundo, se utiliza un estimador del
tipo wavelet. El estimador propuesto en este capitulo, es similar al utilizado en el

capitulo 2, y corresponde al estimador por bloques de Whittle.

41
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3.1. Procesos Localmente Estacionarios de Larga
Memoria

Una clase de procesos Gaussiano localmente estacionario con funcion de transfe-

rencia A" puede ser definido por la siguiente representacién espectral

Xt,T:/ exp(i)\t)AgT(/\)df()\), (3.1

—Tr
parat = 1,...,T, donde £{(\) es un movimiento Browniano en [—7, 7] y existe una
constante positiva K y una funcién de transferencia 27 periédica A : (0,1] x R — C

con A(u,\) = A(u,—A\) tal que

Al r(A) — A <; A)

para todo 7. La funcién de transferencia AQT(A) de esta clase de procesos no esta-

sup < KT, (3.2)

£\

cionarios cambia suavemente a través del tiempo, y es por esto que en una vecindad
puede ser aproximada por un proceso estacionario. Un ejemplo de esta clase de pro-

cesos locamente estacionarios esta dado por la expansion de medias méviles infinita

t) — t
Xt’T =0 (T) ]ZO'(/J] (T) E\tfj, (3.3)

donde {&:} w N(0,1) y los coeficientes {1;(u)} satisfacen > 22, ¥j(u)? < oo para
todo u € [0,1]. En este ejemplo, la funcion de transferencia del proceso esta dada
por AY 1 (A) = o(£) Y320 ¥j(4)e”™ = A(%, \), asi, la condicién (3.2) se satisface de

manera trivial.
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Ejemplo 3.1. Ejemplos de procesos localmente estacionarios de larga memoria:

(1) Suponga que {Y;} es un proceso Gaussiano ARFIMA(p, d, q) estacionario e in-

vertible con representacion espectral

vi- [ " exp(iM) AN,

donde £()) es un movimiento Browniano en [—7, 7| y la funcién de transferencia
estd dada por A(\) = (e M) p(e )71 (1 — =)~ ademds (B) = 1 + 6B+ --+0,B9
y¢(B) =1+ ¢1B+--- + ¢, B son los polinomios de medias méviles y autoregresivos
respectivamente (con ceros fuera del disco unitario) y d € (—1,0.5). Suponga que

o :]0,1] = R™* es continuo. Entonces

X =0(t/T)Y;
es un proceso localmente estacionario con A?,T(/\) =A(t/T,\) =o(t/T)A(N).

(73) Considere a {Y;} ~ LS-FN(d(u),o(u)), como la versiéon generalizada del ruido

fraccionado Gaussiano descrito por la ecuacion

t 3 t) t
Xyr=o <T> (1-B)"De =0 <T> ;nj (T) E-j) (3.4)

parat=1,...,T, donde {&;} £ N(0,1) y los coeficientes {n;(u)} estdn dados por

L[j + d(u)]

00 = TG e

aqui I'(-) corresponde a la funcién Gammay d(-) es el parametro de larga memoria

de variacion suave. En este ejemplo A (\) = A(t/T,\) = o(7) (1 - e*"’\)fd(t/T).
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(7i1) Suponga que {&;} b N(0,1)y
t
Xir = o <T> (1 —9B)(1 — B)~ /T,

donde

R sij=0,
(1) = { nj(u) —Onj_1(u), sij> 0. (3.6)

y los coeficientes {n;(u)} estan definidos en (3.5). Aqui la funcién de transferencia

esta dada por

A1) = AT ) = 0 (;) S @it/ T) exp(—ij).

§=0
En el capitulo 2 se presento una definicion de la densidad espectral de variacion
en el tiempo para un proceso localmente estacionario. Esta definicion, fue realizada
por Dahlhaus (1996) y corresponde a la densidad espectral limite. En este capitulo se

utilizara la misma definicion

flu,N) = |A(u, )\)|2.

Note que en los ejemplos de procesos localmente estacionarios de larga memoria,
siempre se utilizé la funcién de transferencia exacta del proceso, es decir, se consi-

deré AP ;(N) = A(t/T, \).
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Ejemplo 3.2. Sea X;7 = o(t/T)(1 — B)~*/T¢, = o(t/T) > i2omj(t/T)et—;j, donde

e N(0,1), nj(u) = % y d(u) = Bo + Bru + Bou’. Para este proceso la funcién

de covarianza exacta esta dada por

/ s\ T[1—d(t/T) —d(s/T)|T[t — s+ d(t/T)]
CovXer: Xor) =\ T ) o\ 7 | TIT = a/T) 0T d/T) Tt =5 + 1 = d(s/T)]

donde t,s =1,...,T yt > s. La densidad espectral del ejemplo es

1 —2d(u)
flu, ) = 5 2sin —

05
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Figura 3.1: Densidad espectral del proceso LS-FN donde 5y = 0.3, 51 = 0.6 y 32 = 0.5.
En la figura se puede observar que a medida que frecuencia )\ se acerca a cero,
la densidad comienza a crecer rapidamente. Esta caracteristica es particular de los

procesos de larga memoria.
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3.2. Modelos de Volatilidad Estocastica de Larga
Memoria

Suponga que se observa de una serie de retornos {r;;t € {1,...,T}}, el indice
sera reescalado por el largo de la serie, es decir, la serie de retornos de largo T se va
a denotar como {r;7;t € {1,...,T}}. Diremos que el proceso de retornos {r;r} sigue
un proceso de volatilidad estocastica localmente estacionario de larga memoria, si

esta definido por las siguientes ecuaciones

T = OpT Ut (3.7)

oot = oexp(vr/2), (3.8)

donde o > 0, {u;} a (0,1) y {v1,7} es un proceso Gaussiano localmente estacionario
de larga memoria independiente de {u;}. De la misma manera que en el capitulo de

corta memoria, se utilizan las ecuaciones (3.7) y (3.8), para obtener

log(riy) = log(ofr) + log(uf),

log(ofy) = log(o?) + v,

luego, sumando y restando la media de {log(u?)} se tiene

Yeor=p+vir+e, (3.9

donde Y; 1 = log(rt%T), p = log(c?) + E(log(u?)), € = log(u?) — E(log(u?)). Aqui la
transformacién {Y; v} corresponde a la suma de un proceso localmente estacionario

Gaussiano de larga memoria mas una secuencia de ruido blanco.
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La funcién de autocovarianza exacta para el proceso {Y; 1} es

COV(YVt’T7 }/t—&—k,T) = COV(Vt7T, Vt+k,T) + 0'62(50(143), Vk € N,

donde dg(k) = 1si k = 0y do(k) = 0 si k > 0. Utilizando el lema A.5 se puede

obtener la densidad espectral de {Y; r}, que esta dada por

2
Fr(u,\) = fu(u, \) + ;—W (3.10)

aqui f,(u, \) corresponde a la densidad espectral de {v;, 7} y o? es la varianza de
{e:} (este resultado es valido para procesos localmente estacionarios de corta y larga

memoria).

Ejemplo 3.3. Sea {v; r} es una secuencia LS-ARFIMA definido por

I

para todot =1,2,...,7T donde (d(u),9(u),o(u)) € (0,0.5) x (—1,1) x R" para todo u €

(1—B) /T,

iid

[0,1] (pardmetros de variacion suave). Suponga que {u;} b N(0,1) y {e:} ~ N(0,1).

En este ejemplo la funcién de autocovarianza exacta es

7)°\T) T[1—d@/T)]rd(t/T)]T[t — s + 1 — d(s/T)]

t s\ t—s—d(s/T) s t—s+d(t/T)
1—H9<T>19<T> t—s—l—l—d(t/T)_ﬁ(T) t—s+1—d(s/T)

+ U?&O(t — S),

Cov(Yir Yr) = o <t> C, <8) D[1— d(t/T) — d(s/T) Tt — s + d(¢t/T)]

X

para todo ¢ > s.
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La densidad espectral del ejemplo esta dada por

o(u)’

™

—2d(u)
fy(u, ) = (1 — 209(u) cos(N) + ﬁ(u)2) (2 sin ;‘) + Z

4

3.2.1. Propiedades del proceso de retornos localmente estacionario

{rer}

A continuacién se presentan algunas propiedades para el proceso {r;r}, cuando
la secuencia {v; 1} corresponde a un proceso Gaussiano localmente estacionario de

larga memoria.

(i) Los procesos {o: 7} y {u:} son independientes, entonces

E(r: 1) = E(or7)E(us) = 0.

(17) V(reyr) = E(UiTu,?) = E(afT)E(u%) = E(aiT) = o?exp {V(v1)/2}. Por ejemplo,

suponga que {v; 7} ~ LS-FN(d(u)) con o(u) = 1, entonces

1T[1 — 2d(t/T)]
E(”?,T) = (72 exp {QP[l — d(t/T)P} .

(731) Para todo k > 0 se tiene que

Cov(re, 7, ek, 7) = E(ue)E(ugyr)E(exp{ver + viyrr}) = 0.

(1v) La funcién de autocovarianza del proceso {TZT} esta dada por
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COV(th,Tyrg,T) = o’ [E(O’ZTU?T) - E(UET)E(UE,T)]
= o [E(exp{rir + vsr}) — Elexp{vir})E(exp{vsr})]

1 1
o2 exp{Cov(VtT, VsT) + §V(Vt7T) + QV(V&T)}

— eXP{ ;V(Vt,T) + ;V(Vs,T)}]

= o’ eXp{; (V) + V(vsT)) } [GXP{COV(Vt,T, Vs,T)}_1:| :

Si suponemos el ejemplo 3.1 (ii) y t > s, entonces

COVTtTa sT

M- 2T) o () T2

o? exp d(t/T))2 AT L1 —d(s/T)]?
x |ex Ly (5 L —d/T) —d(s/T)[V[t —s+dt/T)] |
PU7\T) 7\T) L= /D) T/ D0 s + 1= d(s/T)]f |

(v) La funcién de curtosis del proceso es

E(rﬁT) - 30t exp{2V (1)}
2

K = =
o 202 orexp{V(ng)}

=3exp{V(n 1)} > 3.

Utilizando el ejemplo 3.1 (ii) tenemos

t\ [l —2d(t/T)]
K;7 = 3exp {02 (T) F[l—d(t/T)P} .

Como ya se mencioné en el capitulo 2, el modelo propuesto, debe ser apropiado

para los datos, y por lo tanto cumplir con los hechos estilizados de los retornos.
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3.2.2. Estimacion de modelos parametricos a procesos de volatilidad
localmente estacionarios de larga memoria

El mecanismo de estimacion utilizado corresponde a la log verosimilitud local de
Whittle que fue presentado en el capitulo 2, la diferencia se encuentra en los supues-
tos utilizados (que seran presentados mas adelante). A continuaciéon un breve repaso

del mecanismo de estimacion.

Considere a # € © como el vector del parametros del proceso {Y; 7} en (3.9), donde
el espacio parametrico © es un subconjunto de un espacio Euclidiano finito dimensio-
nal. Dada una muestra {Y; r,...,Y;r}, el vector de pardmetros estimado del proceso

puede ser obtenido minimizando la funcion de log verosimilitud local de Whittle

(’LL],)\)
47TM/ Z [logfe N+ iy | (3.11)

donde fy(u,\) corresponde a la densidad espectral de variacién en el tiempo del
proceso {Y; 7} definida en (3.10) que se encuentra caracterizada por el pardametro 6,

In(uj,\) = % es un periodograma local con taper,

N-1
(u, A) = Zh< >Y[uT] Njzvsrire N, Hpn = th< ) 0

T=SM-1)+N,u;=t;/T,t; =5 —-1)+N/2,j=1,...,M y h() es la funcién
taper para los datos. La intuicién sobre el estimador de Whittle en (3.11) se puede

revisar en el capitulo 2.
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El estimador local de Whittle del vector de parametro 6 esta dado por
§T = argmin Lp(0), (3.12)

donde la minimizacién es bajo el espacio parametrico ©. A continuaciéon se revi-
sa un conjunto de supuestos que fueron definidos por Palma and Olea (2010) y que
afectan al estimador y al proceso {7; r}. Posteriormente, se presentan las propiedades

asintoticas de los estimadores.
Supuestos 3.1.

El primer supuesto hace referencia a la densidad espectral de variacion en el
tiempo del proceso {1, }. El segundo supuesto esta relacionado con la funcién Taper
para los datos y el tercer supuesto se relaciona con el esquema de muestras por blo-
ques. Se asume que el espacio paramétrico © es compacto y que 0y existe, es tinico
y se encuentra en el interior de ©. En los siguientes supuestos, K siempre sera una

constante positiva que sera diferente linea a linea.

Al. La densidad espectral de variacién en el tiempo de la secuencia {v; 7} en el

proceso (3.9) es estrictamente positiva y satisface

Juo(u, A) ~ Cy(0, u)])\]*%@(u)7

cuando |[A\| — 0, donde Cy(0,u) > 0,0 < infy,, dp(u),supg, do(u) < 1/2'y dp(u)
tiene primera derivada acotada con respecto a u. Existe una funcién integrable
g(X) tal que |Vylog f,0(u, A)| < g(\) paratodo 6 € ©, u € [0,1] y A € [-7,7]. La

funcién |A, (u, A)| es dos veces diferenciable con respecto a u y satisface

/ Ay (1, \) Ay (10, — ) exp(ikA)dA ~ C (0, 1, v) ko) +do(®)-1 (3.13)

—T
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cuando k& — oo, donde |C(6,u,v)| < K para u,v € [0,1] y # € O. La funciéon

fuo(u, \)~! es dos veces diferenciable con respecto a 6, uy \.

A2. El taper de los datos h(u) es positivo, es una funcién acotada para u € [0,1] y

simétrico en 1/2 con derivada acotada.

A3. Cuando el tamafio muestral 7" y las subdivisiones N, S y M tienden a infinito

satisfacen S/N — 0, VT log?(N)/N — 0y N3log?(N)/T? — 0.

Adicionalmente, vamos a suponer que todos los momentos de {¢;} existen y de-
notamosremos a x4 = cumy(e;)/0? como el cumulante de 4to orden. Utilizaremos el

taper presentado en el capitulo de corta memoria,

| =

[1 —cos(2mx)]., siz € (0,1),

en otro caso.

h(z) =

\.o Do

Bajo los supuestos 3.1 se obtienen dos propiedades fundamentales para el estima-
dor (3.12), que son las consistencia y el teorema del limite central. Las demostraciones
se encuentran en el apéndice C. Cabe mencionar que la variacién de las demostracio-
nes esta dada por el no acotamiento de la densidad espectral, es por esto que para las

demostraciones se utiliz6 el coeficiente de Fourier de manera directa.

Teorema 3.1. Sea 0y el verdadero valor del pardmetro 6. Bajo los supuestos 3.1, el

estimador §T satisface §T — 6o, en probabilidad, cuando T — oo.

Teorema 3.2. Sea 0y el verdadero valor del pardmetro 0. Si se tiene los supuestos 3.1,

entonces el estimador de Whittle 5T satisface el teorema del limite central, es decir,

VT (07— 60) = N (0. T(60) " [(60) + A(60)] T(80) )
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en distribucion, cuando T — oo. Donde

1 1 pm
') = 47r/0 /_ V log fg,(u, A)[V log fg,(u, N)] dX du.

1 Kyo?

1 T T
M) = 1og /0 | Vin ) 9 o0 ddu

Observacion 3.1. Recuerde que aqui suponemos que el proceso {v; v} es Gaussiano,
por lo tanto hay una diferencia con en el teorema del limite central del estimador en

el capitulo 2, dado que el triespectrum para procesos Gaussianos es g, 4(\, —\, p) = 0.
3.2.3. Seleccion de Modelos

Para construir un indice de selecciéon de modelos, se utilizara la misma deduccién
del capitulo 2. Primero se define la funcion de distancia de Kullback Leibler entre la

densidad espectral del proceso verdadero f(u,\) y del modelo propuesto fy(u, \)

1 Loy u, A
L(8) := 477/0 / log fo(u, ) + L}é((u /\)) dAdu

Se asume que la mejor aproximacion del valor del parametro es

B := in £(6).
o »= argmin £(6)

Si el modelo es el correcto y suponemos que la densidad espectral del verdade-
ro proceso es fyp«(u,\), entonces 0y = 6*. El indice que mide la calidad del ajuste
sera Eﬁ(é;), donde 67 es el estimador de Whittle en (3.12). Para deducir una estima-
cion del indice primero se realizan dos expansiones cuadraticas, una de £(#) alrededor

de 0y y otra de L1 (0) alrededor de §T,
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L(0r)

Q

1/~ / ~
L(60) + 5 (eT ~ 90) V2L (6) (eT -~ 90) : (3.14)
~ 1/~ ' o ~ —~
Lr(bo) ~ Lr(Br)+ 3 (eT - 90) V2Lor(07) (eT - 90) . (3.15)
Por las propiedades del estimador de Whittle 67 (ver apéndice C) se tiene que

L7(8o) es un estimador consistente, V2£(6y) = I'(6) y V2Lr(67) — T'(6p) en probabi-

lidad. Entonces el estimador de Eﬁ(@T) se puede construir como

EL(Or) ~ Lr(r)+E [@T - 90)' V2L (6) (@_p . 90)}

Lr(07) + %-F ;TY [T(80)~" (A(6o))] ,

Q

donde p es el nimero de pardmetros y las matrices I'(fy) y A(6y) y se encuentran

en el teorema 3.2. Finalmente multiplicamos por 2 y reemplazamos 6, por Or

AIC = 2£7(07) + 21{7 n ;Tr [r(@T)—l (A(@T))] .

3.3. Experimento de Monte Carlo

Primer escenario de simulacion: Para este experimento se considera un ruido

fraccionado localmente estacionario {v; 7} ~ LS-FN(d(u),o(u)), es decir,

vir = o(t/T)(1 — B)~ /Mg,
donde {&:} b N(0,1), d(u) € (0,0.5) para todou € [0,1] y {u+} w N(0,1). El proceso

{r¢ 1} esta definido por las siguientes ecuaciones
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T, = OtTUt,

o = exp(vir/2). (3.16)

Por lo anterior, la densidad espectral del proceso log riT esta dada por

0(2?2 [2(1 — cos \)] 4™ 4 T

folu, A) = 1

Para ser consistente con el experimento del capitulo 2, también se realizan 1000

repeticiones del proceso (3.16) para estudiar el comportamiento del estimador (3.12).

Los tamarfios muestrales utilizados en este experimento son 7' = 512, 1024, 2048, 4096
y para estos valores se consideran saltos S = 20,30,40 y largo de los bloques N =

128,256. Los parametros d(u) y o(u) estudiados son:

d(u) = 504'61“’

o(u) = ap.

Para la simulacién del proceso {v; 1} se utilizé el algoritmo de innovaciones (ver
pagina 172 de Brockwell and Davis (1991)), dado que en el trabajo de Palma and
Olea (2010) se mostré empiricamente que este operaba igual que el algoritmo recur-

sivo, pero era mucho mas eficiente en tiempo de computo.

Observacion 3.2. Las desviaciones asintdticas necesitan los momentos poblaciona-
les de la distribucién log x?, estas pueden ser consultadas en el capitulo 2, en la sec-

cién de experimento de Monte Carlo.

A continuacion se presentan las tablas con los resultados de las simulaciones.
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Tabla 3.1: Estimacién de Whittle: oy = 2, tamafio de ventana N = 128 y salto S = 20

Parametros Estimacion SD Empirica SD Teérica
T Bo B Bo B a | a(Bo) a(B1) T(ao) | 7(Bo) T(B1) F(ao)
512 | 0.15 0.15 | 0.143 0.123 1.975 | 0.128 0.225 0.197 | 0.108 0.178 0.193
0.25 0.15 | 0.203 0.112 1.984 | 0.136 0.230 0.210 | 0.100 0.163 0.198
0.35 -0.10 | 0.316 -0.078 1.991 | 0.133 0.231 0.206 | 0.099 0.169 0.196
0.20 0.20 | 0.203 0.155 1.993 | 0.126 0.215 0.200 | 0.102 0.167 0.197
1024 | 0.15 0.15 | 0.139 0.136 1.989 | 0.098 0.175 0.133 | 0.077 0.126 0.137
0.25 0.15 | 0.182 0.149 1.994 | 0.100 0.173 0.144 | 0.071 0.115 0.140
0.35 -0.10 | 0.330 -0.093 1.992 | 0.095 0.166 0.142 | 0.070 0.120 0.138
0.20 0.20 | 0.183 0.202 1.995 | 0.095 0.160 0.144 | 0.072 0.118 0.139
2048 | 0.15 0.15 | 0.133 0.154 1.996 | 0.069 0.120 0.092 | 0.054 0.089 0.097
0.25 0.15 | 0.187 0.147 1.994 | 0.068 0.116 0.098 | 0.050 0.081 0.099
0.35 -0.10 | 0.337 -0.104 2.002 | 0.067 0.118 0.096 | 0.050 0.085 0.098
0.20 0.20 | 0.181 0.206 1.998 | 0.070 0.111 0.095 | 0.051 0.083 0.098
4096 | 0.15 0.15 | 0.133 0.155 1.995 | 0.049 0.083 0.066 | 0.038 0.063 0.068
0.25 0.15 | 0.182 0.159 1.998 | 0.048 0.080 0.068 | 0.035 0.058 0.070
0.35 -0.10 | 0.338 -0.103 2.002 | 0.045 0.080 0.066 | 0.035 0.060 0.069
0.20 0.20 | 0.182 0.206 2.002 | 0.048 0.079 0.068 | 0.036 0.059 0.070
Tabla 3.2: Estimacién de Whittle: oy = 2, tamano de ventana N = 128 y salto S = 30
Parametros Estimacion SD Empirica SD Teoérica
T Bo B Bo b1 ag | d(Bo) a(B1) d(ao) | 3(Bo) T(B1) T(ao)
512 | 0.15 0.15 | 0.142 0.122 1.975 | 0.127 0.229 0.200 | 0.108 0.178 0.193
0.25 0.15 | 0.202 0.111 1.984 | 0.135 0.235 0.213 | 0.100 0.163 0.198
0.35 -0.10 | 0.316 -0.077 1.992 | 0.133 0.236 0.208 | 0.099 0.169 0.196
0.20 0.20 | 0.203 0.1563 1.993 | 0.125 0.221 0.201 | 0.102 0.167 0.197
1024 | 0.15 0.15 | 0.139 0.136 1.989 | 0.097 0.175 0.133 | 0.077 0.126 0.137
0.25 0.15 | 0.183 0.148 1.994 | 0.100 0.173 0.143 | 0.071 0.115 0.140
0.35 -0.10 | 0.330 -0.093 1.992 | 0.094 0.166 0.142 | 0.070 0.120 0.138
0.20 0.20 | 0.184 0.201 1.995 | 0.095 0.160 0.144 | 0.072 0.118 0.139
2048 | 0.15 0.15 | 0.133 0.154 1.996 | 0.068 0.119 0.092 | 0.054 0.089 0.097
0.25 0.15 | 0.187 0.147 1.994 | 0.067 0.116 0.098 | 0.050 0.081 0.099
0.35 -0.10 | 0.337 -0.104 2.002 | 0.067 0.117 0.096 | 0.050 0.085 0.098
0.20 0.20 | 0.181 0.206 1.998 | 0.070 0.110 0.095 | 0.051 0.083 0.098
4096 | 0.15 0.15 | 0.133 0.155 1.995 | 0.049 0.083 0.066 | 0.038 0.063 0.068
0.25 0.15 | 0.182 0.159 1.998 | 0.048 0.080 0.068 | 0.035 0.058 0.070
0.35 -0.10 | 0.338 -0.103 2.002 | 0.045 0.080 0.066 | 0.035 0.060 0.069
0.20 0.20 | 0.182 0.206 2.002 | 0.048 0.079 0.068 | 0.036 0.059 0.070
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Tabla 3.3: Estimacién de Whittle: oy = 2, tamafio de ventana N = 128 y salto S = 40

Parametros Estimacion SD Empirica SD Teérica
T Bo B Bo B ag | 3(Bo) T(B1) a(ao) | 3(Bo) T(B1) T(ao)
512 | 0.15 0.15 | 0.142 0.123 1.976 | 0.125 0.226 0.197 | 0.108 0.178 0.193
0.25 0.15 | 0.202 0.111 1.985 | 0.134 0.233 0.211 | 0.100 0.163 0.198
0.35 -0.10 | 0.317 -0.078 1.992 | 0.132 0.233 0.207 | 0.099 0.169 0.196
0.20 0.20 | 0.202 0.155 1.993 | 0.124 0.219 0.200 | 0.102 0.167 0.197
1024 | 0.15 0.15 | 0.138 0.137 1.989 | 0.096 0.170 0.133 | 0.077 0.126 0.137
0.25 0.15 | 0.182 0.149 1.994 | 0.098 0.168 0.143 | 0.071 0.115 0.140
0.35 -0.10 | 0.330 -0.094 1.993 | 0.093 0.162 0.140 | 0.070 0.120 0.138
0.20 0.20 | 0.183 0.202 1.995 | 0.094 0.157 0.143 | 0.072 0.118 0.139
2048 | 0.15 0.15 | 0.133 0.155 1.996 | 0.068 0.119 0.092 | 0.054 0.089 0.097
0.25 0.15 | 0.186 0.147 1.994 | 0.067 0.115 0.097 | 0.050 0.081 0.099
0.35 -0.10 | 0.337 -0.104 2.002 | 0.067 0.117 0.095 | 0.050 0.085 0.098
0.20 0.20 | 0.181 0.206 1.998 | 0.069 0.110 0.095 | 0.051 0.083 0.098
4096 | 0.15 0.15 | 0.133 0.155 1.995 | 0.049 0.083 0.066 | 0.038 0.063 0.068
0.25 0.15 | 0.182 0.159 1.998 | 0.048 0.080 0.068 | 0.035 0.058 0.070
0.35 -0.10 | 0.338 -0.103 2.002 | 0.045 0.079 0.066 | 0.035 0.060 0.069
0.20 0.20 | 0.182 0.206 2.002 | 0.048 0.078 0.068 | 0.036 0.059 0.070

Se puede observar que las desviaciones de Monte Carlo son similares en las tres

tablas, donde la mayor precisién muestral se aprecia en el valor de salto S = 40 (muy

similar al S = 20), sin embargo estas diferencias son despreciable. Al analizar el

sesgo en las estimaciones puntuales, no se observan grandes diferencias, logrando el

menor sesgo cuando el tamario del saltos es S = 40. Como conclusion de las 3 tablas

los resultados fueron buenos, ya que las estimaciones puntuales tienen un leve sesgo

y las desviaciones de Monte Carlo se asemejan a las teédricas.

Recuerde que estas conclusiones estan sujetas a la eleccion de los parametros, y

no son imputables a otras configuraciones. El ejercicio que se presenta a continuacion

es similar, pero se considera un tamarno de ventana N = 256
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Tabla 3.4: Estimacién de Whittle: oy = 2, tamafio de ventana N = 256 y salto S = 20

Parametros Estimacion SD Empirica SD Teérica
T Bo B Bo B ag | 3(Bo) T(B1) a(ao) | 3(Bo) T(B1) T(ao)
512 | 0.15 0.15 | 0.162 0.093 1.972 | 0.146 0.264 0.228 | 0.108 0.178 0.193
0.25 0.15 | 0.216 0.095 1.983 | 0.152 0.268 0.237 | 0.100 0.163 0.198
0.35 -0.10 | 0.309 -0.054 1.994 | 0.151 0.269 0.238 | 0.099 0.169 0.196
0.20 0.20 | 0.220 0.125 1.996 | 0.142 0.260 0.229 | 0.102 0.167 0.197
1024 | 0.15 0.15 | 0.147 0.132 1992 | 0.104 0.190 0.139 | 0.077 0.126 0.137
0.25 0.15 | 0.189 0.147 1.994 | 0.105 0.180 0.150 | 0.071 0.115 0.140
0.35 -0.10 | 0.336 -0.092 1.992 | 0.101 0.179 0.149 | 0.070 0.120 0.138
0.20 0.20 | 0.192 0.196 1.997 | 0.098 0.165 0.151 | 0.072 0.118 0.139
2048 | 0.15 0.15 | 0.138 0.156 1.997 | 0.068 0.121 0.096 | 0.054 0.089 0.097
0.25 0.15 | 0.194 0.144 1.996 | 0.067 0.117 0.100 | 0.050 0.081 0.099
0.35 -0.10 | 0.342 -0.101 2.004 | 0.066 0.114 0.099 | 0.050 0.085 0.098
0.20 0.20 | 0.188 0.203 2.000 | 0.068 0.110 0.099 | 0.051 0.083 0.098
4096 | 0.15 0.15 | 0.140 0.153 1.996 | 0.046 0.078 0.067 | 0.038 0.063 0.068
0.25 0.15 | 0.189 0.157 2.000 | 0.045 0.076 0.069 | 0.035 0.058 0.070
0.35 -0.10 | 0.344 -0.103 2.003 | 0.042 0.075 0.066 | 0.035 0.060 0.069
0.20 0.20 | 0.190 0.203 2.003 | 0.046 0.075 0.069 | 0.036 0.059 0.070

Tabla 3.5: Estimacién de Whittle: oy = 2, tamafo de ventana N = 256 y salto S = 30

Parametros Estimacion SD Empirica SD Teorica
T Bo B Bo B ag | d(Bo) a(B1) a(ao) | 3(Bo) T(B1) T(ao)
512 | 0.15 0.15 | 0.161 0.095 1.974 | 0.145 0.261 0.225 | 0.108 0.178 0.193
0.25 0.15 | 0.216 0.096 1.984 | 0.150 0.266 0.235 | 0.100 0.163 0.198
0.35 -0.10 | 0.310 -0.057 1.994 | 0.149 0.266 0.236 | 0.099 0.169 0.196
0.20 0.20 | 0.219 0.128 1.995 | 0.140 0.256 0.226 | 0.102 0.167 0.197
1024 | 0.15 0.15 | 0.147 0.132 1992 | 0.103 0.190 0.139 | 0.077 0.126 0.137
0.25 0.15 | 0.189 0.147 1.994 | 0.105 0.181 0.150 | 0.071 0.115 0.140
0.35 -0.10 | 0.336 -0.092 1.992 | 0.100 0.180 0.149 | 0.070 0.120 0.138
0.20 0.20 | 0.192 0.195 1.997 | 0.098 0.166 0.151 | 0.072 0.118 0.139
2048 | 0.15 0.15 | 0.138 0.156 1.997 | 0.068 0.121 0.096 | 0.054 0.089 0.097
0.25 0.15 | 0.194 0.144 1.996 | 0.067 0.117 0.100 | 0.050 0.081 0.099
0.35 -0.10 | 0.342 -0.101 2.004 | 0.066 0.114 0.099 | 0.050 0.085 0.098
0.20 0.20 | 0.188 0.203 2.000 | 0.067 0.110 0.099 | 0.051 0.083 0.098
4096 | 0.15 0.15 | 0.140 0.153 1.996 | 0.045 0.078 0.067 | 0.038 0.063 0.068
0.25 0.15 | 0.189 0.157 2.000 | 0.045 0.075 0.069 | 0.035 0.058 0.070
0.35 -0.10 | 0.344 -0.103 2.003 | 0.042 0.074 0.066 | 0.035 0.060 0.069
0.20 0.20 | 0.190 0.203 2.003 | 0.046 0.075 0.069 | 0.036 0.059 0.070
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Tabla 3.6: Estimacién de Whittle: oy = 2, tamafio de ventana N = 256 y salto S = 40

Parametros Estimacion SD Empirica SD Teérica

T Bo b1 Bo B a | 3(Bo) 0(B1) a(ao) | 7(Bo) T(B1) ()

512 | 0.15 0.15 | 0.160 0.098 1.974 | 0.143 0.258 0.223 | 0.108 0.178 0.193
0.25 0.15 | 0.215 0.098 1.984 | 0.149 0.263 0.234 | 0.100 0.163 0.198
0.35 -0.10 | 0.311 -0.059 1.994 | 0.147 0.264 0.233 | 0.099 0.169 0.196
0.20 0.20 | 0.218 0.131 1.995 | 0.138 0.253 0.223 | 0.102 0.167 0.197

1024 | 0.15 0.15 | 0.146 0.134 1.992 | 0.102 0.185 0.138 | 0.077 0.126 0.137
025 0.15 | 0.189 0.148 1.994 | 0.103 0.175 0.149 | 0.071 0.115 0.140
0.35 -0.10 | 0.336 -0.093 1.992 | 0.098 0.175 0.148 | 0.070 0.120 0.138
0.20 0.20 | 0.191 0.198 1.997 | 0.096 0.162 0.150 | 0.072 0.118 0.139

2048 | 0.15 0.15 | 0.138 0.156 1.997 | 0.068 0.121 0.096 | 0.054 0.089 0.097
025 0.15 | 0.194 0.144 1.996 | 0.067 0.117 0.100 | 0.050 0.081 0.099
0.35 -0.10 | 0.342 -0.101 2.004 | 0.066 0.114 0.099 | 0.050 0.085 0.098
0.20 0.20 | 0.188 0.203 2.000 | 0.067 0.110 0.099 | 0.0561 0.083 0.098

4096 | 0.15 0.15 | 0.140 0.153 1.996 | 0.045 0.077 0.067 | 0.038 0.063 0.068
0.25 0.15 | 0.189 0.157 2.000 | 0.045 0.075 0.069 | 0.035 0.058 0.070
0.35 -0.10 | 0.344 -0.103 2.003 | 0.042 0.074 0.066 | 0.035 0.060 0.069
0.20 0.20 | 0.190 0.203 2.003 | 0.046 0.075 0.069 | 0.036 0.059 0.070

Aqui se observa que para muestras de tamano 7' = 512, 1024 si se aumenta el ta-
mano del salto S se aumenta levemente la precisiéon muestral del estimador. El sesgo

cometido no varia por la eleccion de S.

Si comparamos las desviaciones muestrales de los estimadores en estas 3 tablas
(IV = 256) y las comparamos con las desviaciones de las 3 tablas anteriores (/N = 128),
podemos notar que para tamaios muestrales pequeiios las desviaciones de Monte
Carlo son menores cuando la ventana es de N = 128 y para tamarfios muestrales ma-
yores, las desviaciones de Monte Carlo son menores cuando el tamaiio de la ventana
es N = 256.

Considerando los resultados de este experimento, el estimador de Whittle es bas-
tante bueno, ya que el proceso es una secuencia latente no observada con un ruido

aditivo.
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Segundo escenario de simulaciéon: Se considera que el proceso latente {v; 1}
que genera la volatilidad esta definido por una secuencia ARFIMA (d(u),?(u),o(u))

localmente estacionario,

wr=o (;) (1-9(t/)T)B) (1 — B)" WD) ¢,,

parat =1,...,T con d(u) = Sy + fiu, o(u) = ap + a1, (u) = 9y {4} w N(0,1).

Con la especificaciéon anterior y suponiendo que la secuencia de ruido {u;} Y (0,1)

en (3.7), se tiene que la densidad espectral de {log TtQ,T} es

o(u)? ~2d{w) T
_ _ 2 i — _
folu, A) = 5 (1 —29cos A+ ) <2s1n 2) + 1
Este estudio de Monte Carlo considera 1000 repeticiones del estimador por blo-

ques de Whittle, con la funcién taper de Tukey-Hanning.

En este experimento se presentan los resultados para una eleccion de S y N fi-
jos (similar al capitulo 2). La eleccion del S y N sera aquella que minimize el error
cuadratico medio para alguna configuracion especifica 6y que sea representativo con

los otros parametros presentados en las tablas.

Sea 0 = (B, B1,7, ap, 1) el vector de parametros del modelo. A continuacion se
presenta la curva de contorno del error cuadratico medio MSE del estimador de
Whittle 6, como el promedio de 100 repeticiones de la distancia euclidiana || — 62
considerando 6, el verdadero valor del parametro, para diferentes valores de S'y N.
Para esta curva se consideré 6, = (0.20,0.25,0.5,1.5,2.0) y un tamafo muestral de

T =512
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Figura 3.2: Curva de contorno del MSE empirico del estimador de Whittle para el
proceso LS-ARFIMA con T = 512.

Los valores S y N que minimizan el error son S ~ 45y N = 130. Si se compara
esta curva de contorno con la presentada en el capitulo 2 (para T' = 512), se puede
observar que los valores de S y N que minimizan el MSE son mayores aqui, esto se
debe a que el orden de magnitud de los estimadores es menor cuando {v; v} es un pro-
ceso localmente estacionario de corta memoria, y por lo tanto, el estimador de Whittle
converge a mayor velocidad. El orden de magnitud de los estimadores se encuentra

en el apéndice.

A continuacién se presentan los resultados de la simulacién de Monte Carlo, uti-

lizando los valores Sy N que minimizan el MSE.
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Tabla 3.7: Estimacién de Whittle: tamafio muestral T = 512, tamafio de ventana N = 130y
salto S = 40

Parametros Estimaciones

Caso Bo b1 J Qg aq Bo b1 J Qg ap

0.15 0.20 050 3.00 1.50 0.120 0.161 0.459 2980 1.490
0.15 020 050 450 -1.50 0.125 0.160 0.468 4.459 -1.500
0.20 0.25 050 6.00 -2.00 0.160 0.205 0.448 5.973 -2.024
0.20 0.25 0.50 1.50 2.00 0.16 0.186 0.436 1.481 2.013
040 -0.15 0.50 2.00 1.50 0.313 -0.117 0.443 1971 1.500
040 -0.15 0.50 7.00 -2.00 0.340 -0.139 0.449 6.987 -2.028
0.15 0.20 -0.40 3.00 1.50 0.151 0.175 -0.414 2.956 1.515
0.15 020 -040 450 -1.50 0.145 0.175 -0.424 4.457 -1.497
0.20 025 -040 6.00 -2.00 0.193 0.222 -0.418 5.954 -1.992
0.20 025 -040 150 2.00 0.195 0.211 -0.457 1.454 1.987
040 -0.15 -040 2.00 1.50 0.364 -0.118 -0.462 1.965 1.438
040 -0.15 -040 7.00 -2.00 0.378 -0.132 -0.411 6.968 -2.002

—
PEhESowao ok wnr

SD Teoérica SD Empirica
Caso o(By) o(B) o) o(@) o@) () 6B 60 @) 6@
0.152 0.165 0.148 0.346 0.608 0.137 0.189 0.136 0.293 0.489
0.149 0.159 0.147 0.358 0.597 0.137 0.190 0.138 0.300 0.501
0.130 0.138 0.126 0.412 0.674 0.128 0.162 0.124 0.352 0.601
0.18 0.205 0.175 0.358 0.600 0.141 0.197 0.144 0.278 0.446
0.151 0.173 0.164 0.336 0.577 0.162 0.226 0.153 0.289 0.480
0.124 0.133 0.121 0.460 0.754 0.134 0.182 0.126 0.441 0.765
0.091 0.147 0.092 0.362 0.635 0.111 0.195 0.117 0.388 0.722
0.088 0.147 0.092 0.380 0.634 0.107 0.191 0.114 0.437 0.754
0.083 0.137 0.076 0.436 0.723 0.093 0.158 0.079 0.428 0.747
0.115 0.182 0.151 0.384 0.634 0.119 0.196 0.194 0.332 0.557
0.102 0.168 0.132 0.381 0.611 0.121 0.212 0.203 0.401 0.666
0.080 0.131 0.069 0.490 0.797 0.100 0.177 0.080 0.547 0.975

=
PESoxao ok wnoR

Al observar los resultados presentados en la tabla 3.7, uno puede notar un leve
sesgo en el parametro de larga memoria para lagunas configuraciones, sin embargo,
un tamano T = 512 puede ser considerado pequeiio dado que el proceso es localmente
estacionario de larga memoria y tiene un ruido de manera aditiva. Las desviaciones

de Monte Carlo de las estimaciones se comportan similar a las tedricas.

Considerando el largo de las trayectorias y los argumentos presentados, el esti-

mador de Whittle presenta un buen desempeiio aiin para muestras pequenas.
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La proxima figura corresponde a la curva de contorno del error cuadratico me-
dio MSE, cuando el tamafio muestral de la serie es T = 1024. Para la ilustracion
se consider6 la misma configuracién paramétrica 6, = (0.20,0.25,0.5,1.5,2.0) y 100

repeticiones.

MSES
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0.0025
10 30 50 70 90 110 130 150 170 190 210 230 250

S

Figura 3.3: Curva de contorno del MSE empirico del estimador de Whittle para el
proceso LS-ARFIMA con T = 1024.

Los valores que minimizan el error cuadratico medio son S ~ 60 y N ~ 230. El
objetivo de este grafico es ilustrar de manera empirica una elecciéon para Sy N, en
la practica de deben evaluar otras herramientas. Los resultados obtenidos para otras

configuraciones fueron similares y dado el gasto computacional, solo se presenta el

grafico para un valor especifico de 6 (que es representativo).
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Tabla 3.8: Estimacién de Whittle: tamafio muestral T = 1024, tamafio de ventana N = 230 y

salto S = 60
Parametros Estimaciones
Caso Bo b1 J Qg aq Bo b1 J Qg ap
1 0.15 0.20 0.50 3.00 1.50 0.126 0.186 0.474 2984 1.500
2 0.15 020 050 450 -1.50 0.128 0.189 0.476 4.486 -1.508
3 0.20 0.25 050 6.00 -2.00 0.166 0.231 0.456 5.996 -2.018
4 0.20 0.25 0.50 1.50 2.00 0.163 0.225 0.454 1.490 2.004
5 040 -0.15 050 2.00 1.50 0.343 -0.134 0.451 1994 1.488
6 040 -0.15 0.50 7.00 -2.00 0.363 -0.145 0.468 6.980 -2.004
7 0.15 0.20 -0.40 3.00 1.50 0.145 0.191 -0.413 2974 1.503
8 0.15 020 -040 450 -1.50 0.142 0.199 -0.410 4.460 -1.474
9 0.20 025 -040 6.00 -2.00 0.196 0.233 -0.411 5.964 -1.969
10 0.20 025 -040 150 2.00 0.198 0.232 -0.429 1.488 1.987
11 040 -0.15 -040 2.00 1.50 0.387 -0.147 -0.431 1.981 1.464
12 040 -0.15 -040 7.00 -2.00 0.391 -0.150 -0.410 6.969 -1.998
SD Tedrica SD Empirica
Caso 0By o(B) o) o(@) o@) () o) 60 o@y) 5@y
1 0.107 0.117 0.104 0.245 0.430 0.122 0.144 0.117 0.223 0.393
2 0.105 0.112 0.104 0.253 0.422 0.122 0.145 0.120 0.242 0.413
3 0.092 0.097 0.089 0.291 0.476 0.111 0.113 0.099 0.280 0.482
4 0.12 0.145 0.124 0.253 0.424 0.127 0.150 0.119 0.217 0.346
5 0.107 0.122 0.116 0.237 0.408 0.133 0.172 0.132 0.232 0.403
6 0.088 0.094 0.086 0.325 0.533 0.106 0.130 0.101 0.340 0.595
7 0.064 0.104 0.065 0.256 0.449 0.083 0.135 0.077 0.308 0.552
8 0.062 0.104 0.065 0.268 0.449 0.079 0.141 0.071 0.308 0.534
9 0.058 0.097 0.054 0.308 0.511 0.070 0.114 0.057 0.312 0.541
10 0.081 0.129 0.106 0.272 0.448 0.091 0.141 0.138 0.251 0.444
11 0.072 0.119 0.093 0.269 0.432 0.086 0.150 0.131 0.306 0.500
12 0.056 0.093 0.048 0.346 0.564 0.068 0.123 0.056 0.415 0.723

Si se analiza la tabla anterior y la comparamos con la tabla 3.7 (cuando T' = 512),

podemos notar que se reduce el sesgo del estimador para el parametro de larga me-

moria y que las desviaciones de Monte Carlo son maés cercanas las tedricas, entonces

el tamarfio de muestra parece ser mas apropiado.

Como conclusiéon general de ambas tablas, el estimador tiene un buen desempeiio,

sin embargo se debe tener en cuenta el tamafio muestral, ya que en estos procesos el

largo de la trayectoria debe ser mayor que en el caso de corta memoria.
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En todos los experimentos de Monte Carlo se asumié6 conocido el parametro 2. Si
se desea estimar el parametro o2 es recomendado es utilizar una reparametrizacion

de la densidad espectral y minimizar la funcién de log verosimilitud condicional.

Para presentar el procedimiento vamos a asumir que la densidad espectral se

puede reparametrizar de la siguiente manera

0.2
frw, ) = fu(u, /\)_,_7
52

= o(u)folu, ) + 43

B ‘752 7r 2 folw ) + 1
o? [(u)? folu, A) +1] .
Con esta reparametrizacion, la funcién objetivo a minimizar es
. 1 11 Y
L(Y) = - log (32) + — Zlog (w(uj)zfo(uj, M) +1)
4 anM )

donde

52 — / Z IN u]7 A) '
- w uj fO Uy, ) +1
El vector de parametros estimados es 6 = (5, 52%), donde J es el argumento que

minimiza £. En el caso estacionario se realizar un procedimiento similar, que puede

ser consultado en Hurvich and Ray (2003).

Como ilustracion del comportamiento del estimador con este procedimiento, se
considerard {v;, T} ~ LS-FN(d(u),0(u)) y {u} YN N(0,1), de esta forma, la densidad

espectral del proceso sera
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2 2
Jo(u, ) = 0(1;) 2(1 — cos \)] ") 4 ;—;

En este experimento se va a el comportamiento del estimador cuando se estima o?.
Vamos a utilizar los mismos valores de que se obtuvieron en el segundo experimen-

to para S'y N. Los parametros son configurados como d(u) = So+f1uy o(u) = ag+aj.

A continuacién los resultados de la simulacion de Monte Carlo

Tabla 3.9: Estimacién de Whittle: tamafio muestral T' = 1024, tamafo de ventana N = 230 y
salto S = 60 con 0. = 7/v/2 ~ 2.221

Parametros Estimaciones
Caso [ B1 Oc ap a1 Bo B1 O o aq
0.15 020 2221 3.00 1.50 0.155 0.181 1901 3.100 1.522
0.15 020 2221 4,50 -1.50 0.140 0.193 1.860 4.628 -1.472
020 025 2221 6.00 -2.00 0.190 0.229 1.679 6.173 -1.942
020 025 2221 150 2.00 0.164 0241 1.777 1.808 2.019
040 -0.15 2221 2.00 1.50 0.353 -0.12 1.840 2292 1.396
040 -0.15 2221 7.00 -2.00 0.383 -0.136 1.754 7.132 -2.004
0.15 020 2221 150 3.00 0.135 0.179 1.695 1.766 3.096
025 020 2221 2.00 2.00 0.209 0.209 1.747 2304 1.973

O Utk W

SD Teérica SD Empirica
Caso o(By) o(B) o(6) o(a) ol@) () 6(B) 66.) &lan) o)
0.106 0.098 1.149 1.223 0.521 0.120 0.149 1.099 0.851 0.618
0.060 0.129 1.162 0.705 0.563 0.079 0.148 1.036 0.532 0.596
0.055 0.113 1.151 0.650 0.603 0.072 0.122 0.922 0.441 0.608
0.126 0.123 0.961 0.915 0.572 0.146 0.175 0.771 0.691 0.606
0.119 0.126 0.852 0.749 0.477 0.118 0.155 0.886 0.642 0.532
0.075 0.093 1.519 0.978 0.600 0.073 0.132 1.091 0.571 0.706
0.144 0.142 1.534 1.311 0.898 0.147 0.182 0.860 0.790 0.714
0.110 0.110 1.090 0.844 0.507 0.129 0.165 0.845 0.649 0.546

OO0 Ot W

En la tabla 3.9 podemos notar que la estimacién de o, tiene un leve sesgo, sin
embargo esto no es una sorpresa, ya que en el caso estacionario se ocurre un patrén
similar . Al observar las estimaciones de los parametros de larga memoria y de es-

cala del proceso v, 7, se tiene un comportamiento similar al observado en las tablas



67

anteriores, un muy leve sesgo que se compensa entre parametros. Las desviaciones
muestrales para estas configuraciones paramétricas se aproximan a las tedricas, y
los casos donde se observa mayor diferencia es cuando la estimacién de &, presenta

mayor sesgo.



Capitulo 4

Ilustracion

En este capitulo se utilizara la metodologia propuesta en el capitulo 3 para proce-
sos de volatilidad estocastica de larga memoria localmente estacionarios en el anali-
sis de un indice real. La ilustracién consiste en utilizar la serie del indice bursatil

S&P500 a nivel semanal.

Se propondra un modelo apropiado para los datos. No es el espiritu establecer es-
te modelo como el unico aplicable a esta serie. Lo que se busca es ofrecer una clase
de modelos mas flexibles que permitan considerar cambios suaves en la estructura

paramétrica.

4.1. Indice Bursatil S&P500

El indice bursatil Standard & Poor’s 500 (o abreviado S&P500) es uno de los indi-
ces globales mas importantes ya que representa la situacién real del mercado de los
Estados Unidos. Este indice considera a las 500 empresas que mas acciones cotizan
en las bolsas de NASDAQ (bolsa de valores electronica y automatizada) y NYSE (bol-

sa de New York).

68
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La siguiente figura presenta la serie del indice S&P500 y de los retornos logaritmi-
cos a nivel semanal sobre el valor ajustado de cierre (fuente de informacién fue el sitio
web http:/finance.yahoo.com/) desde el 3 de Enero de 1950 hasta 2 de Febrero del afio

2007.

1000 1500

500
1

Valor Ajustado Cierre

0
1

T T T T T T
1950 1960 1970 1980 1990 2000

Tiempo

(€Y

0.10
|

Retorno Logaritmico
0.00
|

-0.10

T T T T T T
1950 1960 1970 1980 1990 2000

Tiempo

(b)

Figura 4.1: (a) Indice S&P500 considerando valor de cierre ajustado (b) Retornos
logaritmicos de la serie (a).

Lo primero que se debe hacer antes de aplicar un modelo de volatilidad estocastica
localmente estacionario es identificar si la serie de retornos presenta autocorrelacion,

para esto se calcula la funcion ACF y PACF del proceso.
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Figura 4.2: (a) Funcién de autocorrelaciéon muestral (b) Funciéon de autocorrelacién
parcial muestral.

Los retornos de la serie deben ser un secuencia de ruido blanco, sin embargo de
la figura 4.2 podemos ver que existen algunos rezagos que pueden alterar el cumpli-
miento de este supuesto. Para verificar se utilizara el test de “Ljung Box” en diferen-

tes lag.

La siguiente tabla presenta el test de “Ljung Box” aplicado a los retornos sema-

nales en los rezagos 5, 10, 15, 20 y 25.
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Tabla 4.1: Test de Ljung Box sobre la serie de retornos

Rezagos Estadistico P Valor
5 8.439 0.134
10 22.718 0.012
15 35.525 0.002
20 39.612 0.006
25 57.539 < 0.001

A partir de la tabla 4.1 se puede ver que los retornos de la serie no cumplen con el
supuesto de ruido blanco, es por esto que se ajustara un modelo de la familia ARMA
para remover la correlacion serial. Se evaluaron diferentes configuraciones, de estos
el modelo que resulté mas adecuado por elecciéon de modelos AIC y cumplimiento de

ruido blanco fue

T = 2t + P2 ei—2 + Ve €i—p + Y15 €415 + Y22 €122, {e;} ~ RB(0,02). (4.1)

Los parametros estimados son:

Tabla 4.2: Parametros estimados

Coeficiente Estimacion Error Estandar P valor
o 0.0443 0.0176 0.0121
Ve 0.0621 0.0176  0.0004
Y15 0.0449 0.0188 0.0167
Yoo 0.0642 0.0176  0.0002

Con 52 = 0.00038 y AIC = 7551.7. A partir del modelo (4.1) se calculan los resi-

z

duos, los cuales se encuentran alineados con los “Hechos estilizados” mencionados en

la introduccion.
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Figura 4.3: Diagnéstico del modelo.

El diagnéstico de los residuos {r, — 7;} del modelo ajustado estd presentado en la
figura 4.3. De los graficos de ACF residual y “Ljung Box” podemos concluir que los
residuos son no autocorrelacionados y que no se rechazé el test de blancura de “Ljung
Box”. Sin embargo, los datos son semanales, por lo cual se debe tener cuidado con

posibles efectos estacionales que no son observables en el diagnéstico grafico.

Para tener un diagnéstico mas amplio se presenta un grafico con los valores-p del

test de blancura de “Ljung Box” para valores mayores de 10.
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Figura 4.4: Grafico del p valor del test de “Ljung Box”.

De la figura 4.4 se puede concluir que no hay efecto estacional inadvertido por el
primer diagnostico. De esta manera, los residuos del ajuste parecen ser adecuados

para aplicar un modelo de volatilidad estocastica localmente estacionario.

En primer lugar se definira la secuencia de residuos del modelo por {z; := r, — 71 }.
Luego, como se mencioné en capitulos anteriores, se realizara un reescalamiento en el
indice de la serie {z;} para utilizar la nomenclatura estandar de procesos localmente

estacionarios, es decir, se denotara a la secuencia residuos del proceso de retorno por

{Zt,T}-

Como primer andlisis se graficard la serie {22} y su funcién de autocorrelacion.
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Figura 4.5: (a) Cuadrado de los residuos (b) Funcion de autocorrelacién muestral.

Notamos de la figura 4.5 que la escala de la secuencia {ZZT} es muy baja, y la
autocorrelacion presenta un claro grado de persistencia, lo que es muy comun al ana-

lizar este tipo de indices.

En los modelos propuestos en el capitulo 2 y 3, la funcién de autocorrelacién del
proceso se ve afectada por la incertidumbre del error, ya que a mayor dispersién en
el ruido aditivo, menor sera el nivel en la autocorrelacién total (efecto que también

aplica a los procesos en su version estacionaria).
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Como segundo analisis se graficara la funcion de autocorrelacién de {z;} para

diferentes tramos de la serie.
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Figura 4.6: Funcién de autocorrelacion (a) intervalo del 26/11/1951 al 27/05/1963 (b)
intervalo del 11/05/1964 al 25/09/1978 (c) intervalo del 10/09/1979 al 26/12/1995.

De la figura 4.6 se puede apreciar que la estructura de dependencia cambia a
través del tiempo, mostrando la mayor correlacion en el intervalo de tiempo de 11,/05/1964
al 25/09/1978, de esta manera resulta razonable considerar un proceso de larga me-

moria.

En esta clase de procesos se trabaja con la transformacion logaritmo natural al

cuadrado de la serie {log zzT}, la que se encuentra en la figura 4.7.
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Figura 4.7: Grafico de la serie transformada.

Note que la escala de la secuencia {log zZT} es alta, esto se debe al ajuste inicial
sobre los retornos de la serie, ya que los residuos tenian un parametro de dispersién
muy bajo y al aplicar la transformacion logaritmo sobre el cuadrado aumenta la es-

cala de la variable.

Para los mismos segmentos presentados en la figura 4.6 se calculara la funcién de
autorrelacion sobre la serie transformada {log 2?;}, ya que los mecanismos de esti-
macién presentados en esta tesis se basan en un cambio suave sobre los parametros

identificados en la transformacion.
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Figura 4.8: Funcién de autocorrelacion (a) intervalo del 26/11/1951 al 27/05/1963 (b)
intervalo del 11/05/1964 al 25/09/1978 (c) intervalo del 10/09/1979 al 26/12/1995.

El mismo fenémeno que se observé con la funcién de autocorrelacién muestral de
{zzT} se observa en la figura 4.8, es decir, hay un cambio en la dependencia del pro-

ceso {log zﬁT} a través del tiempo.

Para esta ilustracion se consideré una clase de procesos de volatilidad estocastica
localmente estacionarios para {v; v} de la forma LS-ARFIMA(0, d(u), Y1 (u), Y2(u), o(u))

con las siguiente configuraciéon paramétrica:
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diu) = Bo+ fiu+---+ ppu?,

191 (u) = 191,
192(11,) = 192,
olu) = ap+aju+---+ agul.

Para comprender de mejor manera la evolucién de los parametros involucrados en
la volatilidad del modelo, se realizé una estimacién por bloques de tamafio N = 750
con saltos S = 200 entre cada bloque, y se consideré en cada bloque a la serie como un
proceso de volatilidad estacionario, es decir, en cada uno de ellos se ajusté un proceso

ARFIMA(0, d, 2). La siguiente figura muestra la evolucion de los parametros
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Figura 4.9: Estimacién de los parametros por bloque.
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El modelo propuesto para los datos tiene la siguiente funcién de densidad espec-

tral

02

—2d(u)
A
(1+19%+29%—2291(1—’[92)COS)\—2’£92COS2)\) <2$in2) + 2—6
7T

o(u)?

fG(ua )‘) = o

Para la eleccién del modelo se utiliz6 el indice AIC desarrollado en el capitulo 2.

AIC = 2£5(Br) + 2+ 2T [0@r) ™ (AGD)].

De los modelos evaluados el que entregé mejor bondad de ajuste y mejor indice

AIC fue

Tabla 4.3: Parametros estimados

Coeficiente Estimaciéon Error Estandar valor p
Bo 0.1301 0.0965 0.1777
B1 2.2132 0.8475 0.0090
B -4.5371 1.8224 0.0128
B3 2.6938 1.1299 0.0171
91 0.3584 0.0803 < 0.0001
U 0.1106 0.0328 0.0007
oo 2.1415 0.3096 < 0.0001
o -2.9224 0.9997 0.0035
Qs 3.1500 0.9882 0.0014
O 1.3944 0.3906 0.0003

El indice AIC fue AIC = 0.3589. El parametro /3, parece ser no significativo, sin
embargo se opté por considerarlo, ya que generé mas estabilidad y el excluirlo en
la estimaciéon empeoraba las estimaciones de los otros coeficientes en el polinomio

asociado al parametros de larga memoria.
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El siguiente grafico muestra el comportamiento de los parametros del proceso

de volatilidad estocastica locamente estacionario y las estimaciones anteriores por

bloques.
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Figura 4.10: Grafico de la evolucién de los parametros estimados.

En la figura 4.10 se puede ver la evolucién de los parametros estimados del pro-

ceso de volatilidad estocastica localmente estacionario y se puede apreciar que ésta

logra capturar la tendencia por las estimaciones por bloques. Este proceso permite

cambios suaves en la estructura paramétrica, y lo hace mas flexible. En los graficos

presentados anteriormente vimos que en ciertas ventanas de la serie habia un au-

mento y disminucion en el grado de dependencia, efecto que si es capturado por este

ajuste.

Una vez ajustado el modelo, se utilizé el mecanismo de prediccion descrito en la
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seccion 3 de Fryzlewicz et al. (2003), es decir, dada ¢ observaciones de un proceso
localmente estacionario Yi 7,...,Y; 1, el mejor predictor lineal a h pasos de Y, 7

esta dado por

t

v _ (h)

Yipnr = Z bt—1—s,TYS,T7
s=1

. h .. . s
donde los coeficientes bl(f—)l—s + son aquellos que minimizan el error cuadratico me-

dio de predicciéon (ECMP). E1 ECMP se define como
ECMP(S;t—l-i-h,Ta Yioi4n1) = E(f/t—prh,T ~Yio14n1)?

En esta ilustracién se considera a Y; v = log 22, — 11, donde p es la media constante

del proceso y los coeficientes byi)l—s,T son estimados por el modelo ajustado.

La siguiente figura muestra la serie log zZT y su prediccién a un paso.
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Figura 4.11: Serie log Zt2,T y prediccion a un paso.
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A continuacién se presenta el diagndstico sobre los residuos del modelo
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Figura 4.12: (a) Grafico de los Residuos (b) Funciéon de autocorrelacion muestral (c)
Funcién de autocorrelacion parcial muestral (d) Grafico de los valores p del test de
“Ljung Box”.

Los residuos estan centrados en el cero con un bajo grado de asimetria negati-
vo, lo que es esperable dada la transformacion log(-). Los graficos de autorrelaciéon y

autocorrelaciéon parcial evidencian que la correlacion serial fue removida, lo que es

validado por los valores p del test de “Ljung Box”.

Como conclusion de la ilustracion, el modelo propuesto para los datos es adecua-

do segun los diagnésticos residuales y permite considerar una clase de procesos muy
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amplia, que ademas es mas flexible a lo disponible en la literatura. Note que la clase

de modelo de volatilidad estocastica estacionaria esta anidada por esta extension.



Capitulo 5

Conclusiones y Trabajos Futuros

En esta tesis se ha introducido una nueva clase de procesos de volatilidad es-
tocastica, donde la secuencia latente no observada que genera la volatilidad, es un
proceso localmente estacionario, abordando dos casos: dependencia débil y fuerte.
Para esta nueva clase se presentan algunas propiedades de momento, que son funda-

mentales para la verificacion de los hechos estilizados sobre retornos financieros.

El mecanismo de estimacion presentado, corresponde a la log verosimilitud local
de Whittle, que tiene la ventaja de ser computacionalmente eficiente, es decir, es un
algoritmo rapido al momento de su ejecucion y ademas facil de programar. Para los
estimadores, se presentaron dos propiedades estadisticas relevantes, la consistencia
y el teorema del limite central, que permiten tomar una decision al momento de ajus-
tar un modelo. Para verificar el comportamiento del estimador en muestras finitas, se
desarrollaron diferentes estudios de simulacién de Monte Carlo, donde se analiz6 el
sesgo y la precision, los resultados fueron favorable, considerando el aumento en la

estructura paramétrica y el ruido aditivo presente.

Al revisar los trabajos desarrollados sobre procesos de volatilidad localmente es-

tacionarios, encontramos que la mayoria estan orientados a modelar la volatilidad

84
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de manera deterministica, utilizando procesos LS-ARCH(p) y LS-ARCH(c0), sin em-
bargo, las restricciones paramétricas para garantizar los momentos del proceso y las
propiedades asintéticas de los estimadores restringen mucho esta clase de proceso,
no permitiendo una estructura de dependencia fuerte. El estimador presentado en
este trabajo, relaja todos los supuestos paramétricos de los procesos de volatilidad
deterministica y permite considerar una clase de proceso localmente estacionario de

fuerte dependencia en la volatilidad.

Finalmente, este trabajo propone una nueva herramienta estadistica para mode-

lar retornos financieros, que es més flexible a lo disponible en la literatura.

Como trabajos futuros existen tres lineas de investigacion que son atractivas para

estudiar.

= Estimador de Kalman para procesos de volatilidad estocastica localmente es-
tacionarios. Al utilizar la representacién estocastica del proceso en la ecuacién
(2.7) (ola ecuacién (3.9)) Y; v = pu+v, 7+¢€;, parece natural utilizar una represen-
tacion de espacio estado del proceso (considerando que el proceso es Gaussiano),
y como mecanismo de estimacion el filtro de Kalman, sin embargo, el ruido adi-
tivo de {¢;} no es Gaussiano. Existen trabajos como el articulo de Ruiz (1994)
donde relajan el supuesto sobre el ruido aditivo y para la estimacion asumen
que es aproximadamente Gaussiano, es decir, se considera que {¢:} “WN (0,02).
Por ejemplo, si se supone que {u;} Y N(0,1), entonces ¢; = log(u2) — E(log(u2))
tiene distribucién log x? centrada en cero y con V(¢;) = 72/2, al momento de
estimar Ruiz (1994) asume que ¢ YN (0,72/2) y utiliza el filtro de Kalman.

Bajo ese mecanismo de estimacién, muestra que el estimador es consistente y
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presenta el teorema del limite central.

Considerando lo anterior, se puede realizar un trabajo de investigacién en esa
direccién, es decir, aproximar la distribucion de {¢;} por una densidad normal
para utilizar una representaciéon de espacio estado de un proceso localmente
estacionario y operara con el filtro de Kalman. Ademas se puede estudiar las
propiedades asintoticas del estimador y comparar esos resultados con los obte-

nidos en esta tesis.

Estimaciéon de Kalman para procesos de volatilidad localmente estacionarios
utilizando mezclas de distribuciones normales. La idea general aqui consiste en
utilizar la representacion de espacio estado del proceso {log rfyT} y aproximar la
ley de la secuencia de ruido blanco {¢,;} mediante mezclas de distribuciones nor-
males. Existen trabajos que utilizan aproximaciones de mezclas para el ruido
aditivo {¢ }, como Kim et al. (1998) y, las aproximaciones presentadas ahi son
bastante buenas y es més verosimil que aproximar la ley de {¢;} directamente

con la distribucién normal como Ruiz (1994).

Para determinar la recursion de Kalman, se debe considerar la representacion
de espacio estado de {v; 7} mas la representacion de la mezcla para {¢;}, luego
determinar los componentes del filtro y construir la funciéon de verosimilitud.
Al momento de maximizar se debe recurrir al algoritmo EM para estimar los

parametros de las mezclas y actualizar los valores del filtro.

En esta linea se pueden realizar dos trabajos interesantes, el primero desde la

perspectiva computacional, ya que se debe recurrir a métodos de Monte Carlo
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para estimar las medias en el algoritmo EM, por lo tanto un desarrollo compu-
tacionalmente eficientes puede ser un gran aporte. El segundo trabajo es estu-
diar las propiedades del estimador y compararlas con los resultados presentados

en esta tesis.

Estimacién para procesos de volatilidad localmente estacionarios en presencia
de datos faltantes. Un trabajo que puede ser de interés en aplicaciones practicas
es desarrollar un mecanismo de estimacién ante la presencia de datos faltantes.
Existen al menos dos posible estrategia para abordar este problema, la primera
es utilizar una representacion de espacio estado y determinar el filtro de Kal-
man para observaciones missing, aproximando la distribucién de {¢;}. La se-
gunda es utilizar el estimador local de Whittle y corregir el periodograma ante
la presencia de datos faltantes. Para ambas estrategias se pueden realizar es-
tudios de simulacién sobre el impacto de los missing y estudiar las propiedades

asintoticas.



Apéndice A

Lemas Generales

Esté apéndice contiene varios lemas auxiliares, que son utilizados para probar las
proposiciones y teoremas de ambos procesos. Hay lemas generales que son utilizados
para ambos procesos como Dahlhaus (1996, 1997) y algunos especificos dependiendo

de los supuestos del proceso Dahlhaus (1997) y Palma and Olea (2010).

Sea Lt : R — R,T € R" una funcién 27 periédica definida por

_ T laf <1/T,
Lz (a) := { 1/lal, 1/T < |a| <

Lema A.1. (Dahlhaus (1997)). Sea k,¢,S, M, T € N, a, 5,v,v,v, pp,x € Ry Il := (—m, 7]

Se tienen los siguientes resultados con K constante independiente de T.

(@) L1(«)es mondtona creciente en T y decreciente en o € [0, 7).
(b) [;Lr(a)fde < KT*! para todo k > 1.

(¢) [qLr(a)da < Klog(T)para T > 1.

(d) |a|Lr(a) < K.

(€ JyLr(B—a)Lr(a+y)de < KLr(B+7)log(T).
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O Lr@)* Lr(w) < Lr((v - p)/2)*Lr(p) + Lr((v - p)/2) Lr(v)~.

@ Lr(ca) < K.Lr(a) para |cal < .

() [ L n(0)'Lar(S(a — B))da < K(N'M*1/S)log(M){k = 1} log(S){¢ = 1}.

i) [qLnA—2)Ly(z—p)La(S(a—z))L p(S(x—p))de < K(N/S)log(M)log(S)L ny(A—

Ly (a = B).

G JgLnA—2)Ln(x—p)La(S(a— x))de < K(N/S)log(M)log(S)L ny(A—p). O

Sea f una funcién compleja, se define Hy (f(-), ) como

P

Hy (f(0),\) = f(s)exp(—iAs),

S

Il
=)

y para el taper de los datos h(x), se define

Hyn (N) = Hy (h’“ <N> ,A) . Hy(\) = Hn()).

Lema A.2. Sea N, T € IN. Suponga que el taper h cumple con todos el supuesto 2.1 (v),
y ¢ : [0,1] — R es diferenciable con derivada acotada. Entonces, para todo 0 <t < N

se tiene

Hy <?/J (T) ,>\> = 9 <;> Hy(A)+ 0O (Slqle |¢/(U)’]7YLN(>\)>

= 0( sup_[(u)|Ln(A) + sup |¢/(u)’LN()‘)>'

u<N/T
Lema A.3. Sea 1) continua con derivada acotada y t; = S(j — 1)+ N/2, uj = t;/T con

N, M, Sy T que satisfacen el supuesto 2.1 (iv), entonces
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M

> () exp(isi)| < & (supllu)] +sup |4/ (]) L (SN

j=1

Lema A.4. Suponga que el taper h cumple con el supuesto 2.1 (v) . Entonces
[Hy(A)| < KLy(N),

y ademds

|Hy(\)| < KN7ILy(V)2

Lema A.5. Considere la funcion ¢ : [0,1] x [-m, 7] — C, tal que d¢(u,~y)/0u existe y
106 (u, ) /0u| < K|v|~2¥%, donde 0 < d(u) < d para todo u € [0, 1]. Entonces, para todo

0 <t < N se tiene que

s (fv) ,A] = (;ﬁ) Hy() +0

Lema A.6. Suponga que X; r = (Xt(l%, . ,Xt(k% ) es un proceso multivariado local-

Hy

%r—%LN(A)] .

mente estacionario con densidad espectral fx(u,)). Sea ¢ = ((1,...,( ) € CFy con-
sidere el proceso univariado Y, v = ('X; 1, la densidad espectral de variacion en el

tiempo esta dada por:

fy(u, A) = ¢ fx (u, N, V(u, A) € [0,1] X [, 7]

DEMOSTRACION. Sin perdida de generalidad, suponga que el vector de media del
proceso X; 7 = (Xt(l%, .. ,Xt(k%)’ es igual a cero, asi, el proceso tiene la siguiente

representacion:

g / " exp(iM) AL (N ()

—T
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Por lo tanto, el proceso univariado Y; + = (' X, 7 puede ser representado por

s

Yir=( X1 = / exp(iXt)¢' A7 p(A)dE(N),

—Tr

de esta forma, denotamos ﬁ?’T()\) = A?’T()\) a la funcion de transferencia uni-
variada. Con esta representacion la densidad espectral del proceso univariado {Y; r}

esta dada por

fy(u,A) = g?,T()‘)m
= C/A?,T()‘)Ag,T()‘)/Z

= C/fX (uv )‘)Z



Apéndice B

Volatilidad Estocastica Corta
Memoria

B.1. Proposiciones

En esta seccién se demuestran tres proposiciones, que seran fundamentales para

los dos grandes teoremas del capitulo 2.

Considere la funcién ¢ : [0,1] x [-7, 7] — R y defina el siguiente operador funcio-

nal.

1 g
J(¢) = /0 0w M) f (u, NdAdu, (B.1)

donde f(u, \) corresponde a la densidad espectral limite de variacién en el tiempo
de la secuencia definida en (2.7), ésta es,

2
€

P, X) = foX) + 55

(B.2)

donde f,(u,\) es la densidad espectral de variacién en tiempo del proceso {v; 1}
y o2 es la varianza del ruido blanco {¢; = log (u7) — E (log (u7))}, ambos definidos en

(2.7). Considere la versiéon muestral de J(-) como:

M
Jr(p) = MZ / d(uj, \)In (uj, N)dA, (B.3)
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donde M, In(u,\) y uj, j =1,..., M, estan definidas en la seccién 2.3 del capitulo

2. Sin perdida de generalidad vamos a suponer que {Y; v} esta centrado en cero.

Proposicion B.1. Suponga que se tienen todos los supuestos 2.1, ademds, la funcion
¢(u, \) es 2w periédica en )\, diferenciable con respecto a uy )\, con derivada uniforme-

mente acotada (0/0u)(0/0N)¢(u, \). Entonces

E[Jr(¢)] = J(¢) + O(M™ ) + O(N"H) + 0O (JTvlogN> .

DEMOSTRACION. Directamente de la definicién, se tiene lo siguiente

E[Jr(¢)] = MZ ¢ uj, VE [In (uj, A)] dX
_ 2
= 27TMH2N Z d)uja E‘DN(U%/\)’ dA
N-1
= t,5)e M= d)
27TMH2N Z ¢U], Stzoh< ) ( )(Cy(u], 3) ’
Donde
Cy(u,t,s) = COV(E/[UT]fN/QthJrl,T? Y[uT]fN/QJrerl,T)

= Cov(Vjur)—N/24t4+1,73 VuT)=N/2+5+1,7) T COV(€[uT)—N/24141; €[uT)—N/245+1)

= Cy(uj,t,s)+ COV(G[uT]—N/2+t+1§ 6[uT]—N/2+s+1)v

como {¢ } es una secuencia de ruido blanco, se tiene
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2 P
of, s1s=t,

Cov(€rr)—Ny2+t+15 €ur]-N/2+5+1) = { 0, en otro caso.

Utilizando la descomposicién de la covarianza y reemplazando, se obtiene

=
SN
=
)
=
=)~
4
=
*‘\
3
IS
3.
>
M7
N
>
N
2] =
~
>
N
=
~_
@]
=
=
\.H~
N
=
w
S
>

Para el primer término de la suma

N-1
t s )
_ - . iA(s—t)
27rMH2N Z gb uj, A Z h (N) h (N) Cy(uy,t,8)e d\

s,t=0
se utiliza el Lema A.8 de Dahlhaus (1997), donde se muestra en que para un

proceso localmente estacionario {1171}, que satisface los supuestos 2.1, la ecuacién

anterior es igual a
1 us N
/ d(u, N) fo (uw, NdAdu + O(M~Y) + O(N"2) + O =logN |
0 —T

Por otro lado, el segundo término puede ser escrito como

1 M . N-1 2 , o2 1 M .
me);/_ﬂqﬁ(uj, z%h< ) 2dn = %MH _qu(uj,)\)d)\
1 M
= MZA(UJ)’
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donde A(u) = [T _¢(u,\) %d)\, entonces

1
MZA(UJ-) = /OA(u)du—kO(]\ll)

1 s 0.2 1
_ /0 ot gearau+ 0 7).

Finalmente, sumando ambos resultados, se tiene que:

/ o(u, \) {f (u, A) + ;ZT} d\du
N
+OM Y +ON2)+0 (Tlog N> .

Proposicion B.2. Suponga que se cumplen los supuestos 2.1, y considere que ¢1(u, \)
y ¢2(u, \) son 2w periodica en ), diferenciable con respecto a uy ), con derivada uni-

formemente acotada (0/0u)(0/0N)p(u, N), entonces

Jim T Cov [Jr(¢n), Jr(¢2)] =

™

9 2
47r/ 1 (1, \) o (1, A) (f (u, \) + g) d du

+ 27r/ /_ 3 d1(w, A)d2(u, ) fi (wy A) fo (w, 1) goa(X, =X, p)dA dppdu

/€4U

472 / /_7r . o1 (u, N) 2 (u, p)dX dpdu.

DEMOSTRACION. Utilizando célculo directo, se tiene que

T Cov [ Jr(¢1), Jr(#2)] = 15 Z / b1 (1, N2 (ug, 1) Cov [In (uj, A), In (g, 1)) dAdp.

jk=1Y"TJ-m
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Donde

Cov [IN(Uj, )\),IN(ukv A)]

1
- WCOVUDMWW,\DN<uk,u>P>

o, X2 (3) (3] (3) )

x Cov (Y[u] T)=N/2+5+1,T Y fuj T)— N/2+t+1,75 Y[uy, T1—N/2+p+1,T7 Y fuy T]—N/2+m+1,T> .
Se asume que el proceso {Y; 7} esta centrado en cero, entonces la covarianza se

descompone de la siguiente manera

Cov (Y[uj T)=N/2+5+1,7 Y [u; T~ N/2+t+1,75 Y[ug, T)= N/24+p+1,7 Y [uy, T]—N/2+m+1,T>
= Cov (V[uj T)—N/2+s+1,TV[u; T|—N/2+t+1,T3 Vjuy, T|—N/2+p+1,TV[uy, T]—N/2+m+1,T)
+E <V[uj T)—N/2+s+1,TV[uy, T]fN/2+p+1,T> E (G[uj T]—N/2+t+1€uy, T]fN/2+m+1>
+E (V[uj T|—-N/245+1,TV[u, T}fN/2+m+1,T) E (f[u T)—N/24t+1€uy T)— N/2+p+1>
+E (V[uj T]—N/2+t4+1,TV[uy, T]fN/2+p+1,T) E (G[uj T]—N/2+4s+1€uy, T)— N/2+m+1>
+E (V[uj T]—N/2+t4+1,TV[uy, T]—N/2+m+1,T) E <€[uj T]—N/2+s+1€uy, T]— N/2+p+1>
+ Cov (E[uj T)—N/2+5+1€[u; T]—N/2+t+15 €[ug T]—N/2+p+1€[uy, T}—N/2+m+1) .

Se definen las siguientes cantidades:

B](\}) [27I'MH2N 2 Z /—7r —7r¢1 u]’ )¢2(Uk’ﬂ)

— t $ p m iA(s—t)+ip(m—p)
: tspzm—oh <N> " <N> " (N) " <N> ’

x Cov (V[u]- T)=N/2+5+1,TVu; T)=N/24t+1,T3 Vjuy, T)—N/24p+1,TV[uy, T]—N/2+m+1,T) dAdp,
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Uy ) u )
[27rMH2N E Z/_ﬂ _W¢1 > N) 2 (ug, 1)
— t S p m iA(s—t)+ip(m—p)
t,s,p,m=0
xE (V[u~T}fN/2+s+1 TV[uy, T|—N/2+p+1, T> E (G[uj T)— N/24t+1€[uy T]fN/2+m+1> dAdp,
u ) u )
[27TMH2N 2 Z/ﬂ_ 7ﬂ_¢1 J ¢2( k M)
- ¢ SV (2 (™) cire—trinm—p)
t,s,p,m=0
x E (V[u~T]—N/2+s+1 TV[uy, T)—N/24+m+1, T) E (E[uj T~ N/2+t+1€uy T]—N/2+p+1) dAdp,
u;, U,
[27rMH2N P Z/w _W¢1 js A2 (U, 1)
- ENL (N (2 0 (™) cire—ttintm—p)
t,s,p,m=0
xE (V[u: T)=N/24t+1,TV[uy, T|—N/24-p+1, T) E (quj T)—N/2+5+1€uy T]—N/2+m+1) dAdp,

[27rMH2N )2 Z/ P1(uj, A)da(ur, i)

jk=17"mJ-m

~ I (SN (P (™) ins—t)rintm—p)
Zh (N) ' (N) ' (N) h<N>e

x K (V[u~T]fN/2+t+1 TV[ug, T)—N/24m+1, T) E (E[uj T)—N/2+5+1€[uy T]fN/2+p+1> dAdp,

[27TMH2N 2 Z/ _ ¢1 u]’ ¢2(ukaﬂ)

. EN (5 (P (™) ix—t)rintm—p)
: tspzm=0h <N> " <N> " (N) " (N> ’

x Cov <€[uj T)—N/2+s+1€u; T)—N/2-+t+1} €fuy T)— N/2+p-+1€[uy, T]—N/2+m+1) dAdp.

Note que BJ(\?) = B( ) = B(4) Bz(v), entonces

T Cov [ Jr(¢n), Jr(pe)] = BY + 4B + BY.
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Para el desarrollo de la covarianza BJ(\}) se puede utilizar el lema A.9 de Dahlhaus

(1997). Por lo tanto, primero nos enfocaremos en desarrollar el término B](\?).

Considere la siguiente funcion @, que corresponde al producto de dos covarianzas

Quj (5,0, t,m) = (V[uj T)—N/2+s+1,TV[uy T]fN/2+p+1,T> E (E[uj T)—N/24t4+1€uy T}fN/2+m+1) ;

entonces, sumando sobre los indices s, p, t, m y la funcién taper h(-) se tiene que la

cantidad B](\?) esigual a

N-—1
t s P M\ iN(s—t)+Fip(m—
S (N> h (N> " <N> " <N> OO DQ, (s, m)
t,s,p,m=0
N-1 " s D m
_ t s r O i(s—t)+iu(m—p)

)
(et s O b bt
/ Aut-—N/2+s+1T( )AB te N/2+p+1T(x)e”(tﬂ et p)dxx/ %ey(tg tyt=m) gy
N-1 »
is(z+A) _in(z
/ Z h( ) vitj—N/2+s+1, r(@)e * Z h <N> AB the N/2+p+17T(x)e p(z+p)
— =
o N—1 N—-1
d.’E/ < ) Te 77,t A-y) Z h < ) Oe 7zm(y7,u)€iy(tjftk)dy
Tot= m=0

:/_WHN (AutN/2+1+ r(* )h< ) _m_/\>H ( vitu—N/24147(0)D (N) 7$+“>

% eix(tj—tk)dx/:rHN (;;?h (N)’ )HN <;2€7T ( > Y M) iy(t; tk)dy

_/_W/_WHN< vitj—N/24+1+-, T( ) (N) —iL'—/\) H ( Vit — N/2+1+.7T(m)h (N) 7x+ﬂ)
AENANSIENS 18 R

con este resultado la cantidad BJ(\?) es

3‘
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B](\?) [ZWMHzN )2 Z/W/w/w ﬂrqbl s M)tk 1)

x Hp (Ay tj—N/24+1+-, r(x)h (N) » —L — A) Hy (Al, th—N /2414, r(@)h <N> , T —i—u)

wHy [ —=n =) A=y ) By [ Zon | =) y—pu | @G qg dy dy dr
V2or N Vo N

T
20 M Hy y (0)]? / / /_7r ERCREICED)
x Hy <Ay t;—N/2+14, r(z)h ( ) —x — ) Hy (AV te N/2+1+~,T(33)h <N) T —|—,u>
x Hy (A —y) Hy (y — p) e~ day dy dyu dX.

Ahora considere el siguiente término

/7r /WHN (Ag tj_N/2+1+"T(x)h (N) T )\> HN <AV tp— N/2+1+.7T($)h <N> , X+ H)

X Hy (A —y) Hy (y — ) €09 G0 o dy,

que por el Lema A.2, se puede aproximar a

|| Atwsntin (o= ) Ay —o)Hy o+ )
x Hy (A —y) Hy (y — p) "G dg dy,

mientras que el resto R, de la expansion anterior puede ser acotado por

M

N T ™
Z (z)l(uij)(z)Q(Uka)Rj,k < KMT/W/ﬂLN(_x_)\)LN(x—’_M)

k=1
XLN(A—y)Ln(y — p)Lu(S(z +y))dzdy.

Esta cota es el resultado de aplicar el Lema A.3 de la siguiente manera,
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M
> d1(uj, N A (uj, ) exp{iS(x +y)j} = O(Lar(S(x + y)))-

J=1

Por el Lema A.1(5) y A.1(e), se tiene que la desigualdad es acotada por

N N 2
KM = - log(M)log(N) log(S) Ly (A — p)°.

Finalmente, integrando con respecto a u y Ay aplicando el factor 72/ 27 M Hy, ~(0))?

el resto de la expansion esta acotado superiormente por

N
K? log(M) log(N)log(S) — 0.

Para resolver el termino principal se utilizara un procedimiento similar

[QWMHQN 227r Z /—w/—n/_w Oy, Ao (g, )

X A,,(uj, z)Hy (—x — A) Ay (ug, —x)Hy (z + 1)
X Hy (A=) Hy (y — 1) 0G0 g dy.
primero, se reemplaza ¢;(u;, \) por ¢1(uj,y) y ¢2(ug, i) por ¢o(ug,y). Luego se

aplica el Lema A.3 para las diferencias

M
> (d1(uj, A) = ¢1(uj, y)) Au(ug, x) exp{iS(x + y)j}
j=1

< KA =yl Lu(S(x +y)),
M
Z (P2 (uk, ) — P2(uk, y)) A (uk, —x) exp{iS(x + y)k}
k=1

< K|y — p| Ly (S(z + y)),
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Después se aplican el lema A.1(d) a ambos restos y se tiene la misma cota superior

(no se desarrolla el cruzado por que es menor a ambos), que es

zg%iﬂ[:/:/:/:LNm+uwN@—uwNex—M

x Ly (S(x + 1)) de dy d\du

NM log*(N
5 log(S) < KogN()log(S) — 0.

T
<K N2 log?(N)

Segundo, se sustituye la funcién de transferencia A, (u;, x) por A, (u;j, —y) y A, (ug, —x)

por A, (ug,y), de esta forma se tiene

% (Ay (g, x) — Ay (uj, —y)) ¢1(uy, y) exp{iS(z + y)j}
< Kl|z+y|lLpu(S(x+vy))
<Klz+ALu(S(+y)+ Kly—ALu(S(x+y))
i v (ks —x) — Ay (ug, y)) ¢2(up, y) exp{iS(z + y)k}
< Kl|z+y|Lpu(S(x+vy))

< K|z pl Ly (S(x+y) + Ky — pl Ly (S(z +y)),

ahora nos encontramos con la siguiente cota superior para ambos terminos

<KMZW/:/1/:/:LNm+uwNw—ﬁﬂN@x—n

x Ly (S(z +y))? de dy d)\du

NM log?(N)
< K= 7
5 log(S) < K N

T
<K log?(N)

TEN? log(S) — 0.



102

Por los resultados anteriores, se tiene que el termino B](\?) esigual a

BY = [27TMH2N 227T Z /7r/7r/7r 77T<Z>1 wj, y) 2 (ug, y)

x Ay (uj, —y)HN(—a? — M)Ay (ug, y)Hn (2 + )

x Hy (A —y) Hy (y — p) @G dyda: dpd) 4 o(1)

T 062 M ™ ™ ™ ™
- [27rMH2N(o)]2%,Z /_7r /_7r /_7r (g y)@a(ug, )

7,k=1
x Ay (uj, —y) Ay (ug, y) Hy (z + p) Hy (y — p) /TG0

A
N—-1 s + T
isz+ity —iA(t—s)
X h< >h< )e /ﬂe dA\dydzx dp + o(1)

M iy iy
— Z / ¢1(uj, y)d2(ug, y)

jok=17 7T

N-—1
1 S .
X AV(uj7 _y)Au(uk7y)el(ery)(tjitk) SEO h2 (N) ezs(w+y)

N-1 -
x Z h (ﬁ) h (]f]) eimyipx/ e~ P dydy da 4 o(1)
7p_0 —T
B [27]?
[27TMH2 N 2 27'(' Z /_ ¢1 /LL], )¢2(Uk, )

T™wJ =T

% Ay (g, —y) Ay (g, y)e oD =10) j{:fﬂ ( ) is(@+1)

N-1
X z_: h? 7\;) e ) dy d + o(1)
M
k=

212 x T o2 = T
[27]% x T Z 12 < ) B2 <;> / b1(uj, y) P2 (uk, y)
1s,m=0 T

T [2nMHan(0)) 2 ™
< A1y, —g) Ay g, )OS gy 4 o(1),

utilizando el teorema cambio de variable z = z + y y w = y, se tiene que
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M N-1 m s - -
2 2 i, W Uk, W
[ZWMHQ’N(O)F?,Z ; h <N>h <N> /7r 7W¢1(u3, )2 (g, w)

x Ay (uj, —w) Ay (up, w)e' L tets= ™ dz dw + o(1)

2r x T o2 Nl M m s w
T [MHon(0)] 27 > <N> h <N> /W ¢1(wj, w) P2 (ug, w)

s,m=0 j k=1
S(Fj—k)=s—m

x Ay (uj, —w)A, (ug, w)dw + o(1)

2)

Para S < N el termino Bg\, se puede escribir como

o x T g2 NZ1(V2/8 t S
B](VQ):Lz& 2 . S
[M Hay (0)] 27 Z N N

M—|p|

X Z / ¢1 Uj, T ¢2 Uj4p, T ) (Uj+p,$)A,/(Uj,—£Z})dLL’+O(1)

Note que por los supuestos de esta proposicién, el producto ¢; (u, z) f, (u, ) y ¢2(u, x) fu (u, x)
S
son diferenciables con respecto a u, més aun, el limite limg 7, 1|?| = 0 para todo

N
p| < —5» en consecuencia

M Ip| 2

_ Z / ¢1 Uj, T QSQ Ujtp, T ) (UJ,— )AV(Uj+p7,f[j) ;—;d;p
2
—>/0 - é1(w, ) d2(u, ) fo (u, x) ;—;dx du,

N
para todo |p| < 5 cuando M, N, S,T — oc. Por otro lado se tiene

27r><T2N2 N-1(N=t)/5 t pS\ S
ik > > 5 N2
S2[MHy y N N|)N

t=0 p=—t/S

— 27r/ / )W (x + y)dz dy </01 h?(x)d:c> - = 2,



104

cuando M, N, S, T — oo. Con ambos resultados tenemos

1 ™ 2

#t%%/ O1(u, 2)2(u, ) f, (u,2) 5= dodu,  cuando M, N, 8,T - oc.

0 -

Para B](\}) se usa directamente el Lema A.9 de Dahlhaus (1997), donde

1 pm
By — an [ [ o o)ntua) i) dodu

1 pr pr
+27r/0 /_ B B1 (uy NP2, 1) i (wy X) fo (wy 1) g a(X, =X, p)dA dpdu,

cuando M, N, S,T — co. Note que si el proceso {v;, 7} es generado por innovaciones

Gaussianas, entonces g, 4(\, —\, 1) = 0. Para el caso BJ(\?) utilizamos nuevamente el

resultado de Dahlhaus (1997), de modo que

1 ™

BY — ur /
0 -7

1 s T
/ / 1 (1, \) o, ) dpcls,
0 -7 J -7

0'2 2
o1 (u, x)p2(u, ) (2;> dz du

KR40 ?
472

_|_

Proposicion B.3. Sea cumy(.) el (-ésimo cumulante con ¢ > 3. Suponga que se tienen

los supuestos 2.1, entonces, T*/*cum(Jr(¢)) — 0, cuando T — oc.

DEMOSTRACION. Recuerde que Jr(¢) es

1 M
h@—MZ/¢%Nm%NM (B.4)
=177

y defina I = (—m, 7|, entonces
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T2 cumy(Jr(¢))

TK/Q
[27TMH2N j ZJ: 1/ u]?" ) Cum<DN(uj17)\1)DN(uj17_)\1)7
yeesJL—

. 7DN(U]‘[, )‘K)DN(UJ'@, —)\e))dM ced)y
Tt/2

i, £ B E [ [froen (30(2)

JiseesJe=1k1,....,kg=0n1,....,ng=0
X exp{—z)\l(krl —ny)} x - xexp{—idg(ke —ng)}

X cum (Y[ujlT}—N/2+k1+1,TY[ujlT]—N/2+n1+1,Ta S

Y[ung]—N/Z—i-ke—&-l TY[“JZT]_N/Q-FW-H,T) dX1 - -dNg

T¢/2

N-1 ¢ R k;r o
- W Z Z Z [H ¢(ujrakr - nr)h <N> h <N)]

Jise-sJe=1k1,...,kp=0n1,...,n;=0 Lr=1

X cum (Y[ujlT}—N/2+k:1+17TY[ujlT]—N/2+n1+1,:r’a ey
Yv[uj-eT]7N/2+kg+1,TYv[ujZT]fN/QJrn[Jrl,T) :

donde g(u, k) corresponde al k ésimo coeficiente de Fourier de ¢(u, \), es decir,

H(u, k) = ’ d(u, \) exp(—iAk)d.

Para realizar este calculo se utilizara el teorema de los cumulantes para productos

de variables aleatorias de Brillinger (1981) (teorema 2.3.2). Considere el esquema

(1,1) (1,2)

(¢, 1) (4,2)
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aqui (m,n) denota la posicién donde se ubica la variable aleatoria, es decir, sera la

variable Y, 17 N/2tk, 41,0 cuandom = 1,....0yn =1,y Y. 17 N/24n,+1,7 CUAD-
dom = 1,...,£ yn = 2. Por el teorema de los cumulantes se tiene que la suma
sera realizada sobre todas las particiones indescompensable { P, ..., P, } del conjun-
toS ={(1,1),...,(¢,2)} con | P,| > 2 (La secuencia se considera centrada en cero).

TZ/Q N—-1

i, 37, % 2 e ()1 (5)

Jiyesde=1ki,...kg=0mn1,...,np= 0

x Z 1_[‘:111]f1(y[%-w1 T)-N/24wpt 1,7 | (W1,w2) € F),
{P1,...,Pm}ip t=1

como los procesos {v; 17} y {€:} son ortogonales, se puede utilizar la descomposicién

de cumulantes

TE/Q N-1

mor, %, 5 2 e (7)1 (5)

Jise-Je=1ka,...kp=0n1,....,ng=0

X Z H lcum(’/[ujwlT]N/2+w2+l,T | (w1, w2) € )
{P1,....Pn }ipt=1

+ Cum(ﬁ[ujw1 T)-N/24wat1 | (W1, w2) € PY)

T€/2 N-1 ¢ " .

Jise-sJe=1k1,....,kp=0n1,....,n;=0 Lr=1

X Z (chm V[uw —N/2+ws 1,7 | (W1, w2) € Py)

{Ph 7Pm}zp

+> 11 11 cum (M, 7)-N/2+ws+1,7 | (W1,w2) € Pyy)

IelTtieltael”

xeam(epy, 71-N/2+w+1 | (Wi, w2) € Fry)

m
+ 1_[(3111171(€[u]-w1 T]-N/24wpt1 | (W1, w2) € Pt)>,
t=1

donde el conjunto Z se define como Z = {I: I C {1l,...,m} A{l,...,m} ¢ I}, si

I € 7, entonces se define I¢ como I¢ = {1,...,m} — I. Note que la cardinalidad del
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conjunto Z es #(Z) = 2™ — 2 y para todo I € 7 se tiene que 1 < |I| < m.
Defina los siguientes cumulantes

Tg/z N-1

gy, >, 2 3 |k —n () (5]

J1yeJe=1ki,...,kg=0n1,...,ng=0

AN =

m

X Z H cum(”[ujwlT]—N/Q—i-cm-‘rLT | (wlva) S Pt)?
{Plv---vpm}ip t=1

A(2) Te/z k. h Ny
WT Z Z Z H (g, kr —np)h N N

Jiseesje=1ki,....kg=0mn1,...,n,=0

X Z Z H H cum (¥, 7]-N/24ws+1,7 | (W1, w2) € Fry)

{Pi,...,Pn}ipl€eltieltael”

x cam(ep, 1 }fN/2+w2+1 | (w1, w2) € B,),

Tg/g N-1 N—

e DD [W - ”L(fV)h(N)]

J1y-oJe=1k1,....kp=0mn1,...,ng=0

X Z chm(G[ijl T]-N/24wat1 | (W1, w2) € Fy).
{Py,....Pm}ipt=1

Por Lema A.10 de Dahlhaus (1997) se tiene que Ag}),A?) — 0, cuando T" — oo.
Recuerde que {¢;} es una secuencia independiente idénticamente distribuida con to-
dos los momentos finitos, entonces, podemos elegir una constante Cj, con 0 < O} < oo
para acotar el k£ ésimo cumulante, es decir, cum(ey,, ..., )| < Ck. Considerando lo

(2)

anterior, se puede operar con A}’ de la siguiente manera
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Tt/2

et £ § [ ()

Jiseje=1ki,....kg=0n1,...,n=0

X Z Z H cum V[ujwlT]—N/2+w2+1,T | (w1,w2) € Py)

{Pi,...Pn}ipleltiel

x H cum E[ujw —N/2+wa+1 | (w1,w2) € P,)
to€lI¢

T¢/2

@ M N-1
A i, 2 2 2

{P1,...PnYip L €T J1,.sje=1k1,....kg=0

N-1 ¢ k, n,
X Z [H ¢(Ujmkr —ny)h <N> h <N>]

ni,...,ng=0 Lr=1
H Cum(”[uj - N/24wa 1,7 | (W1, w2) € P;)
tiel
X H cum G[uj —N/24wa+1 | (w1,w2) € P,)
toe I

M N-1
= [27TMH27N(0)]£ Z Z Z Z

{P1,....Pn}ip I €L j1,....50=1 k1,....,kg=0

2 oo (3)0(5)

ni,...,ne=0

x exp {—iAi (k1 —n1)} X -+ X exp{—iXg(ke — 1)}

H cum V[ujw —N/2twat 1T | (Wi, w2) € Fy)
t1€1

X H cum G[UM —N/24wa+1 ‘ (OJl,WQ) S Ptz)d/\l <o dg.
to€elI¢

Considere que los elementos de particiéon P; son fijos, asi utilizaremos el mismo
razonamiento que Dahlhaus (1997). Sea P, := {ci,...,cx} el conjunto de elementos
en P, y su version de dimensién reducida serd P; = {ci,...,cr_1}, también tenemos
1p, = (Hers s ep_y) Y He, = — Zf;ll pe;- Sea m el numero de la particiones y y1 =
(1B, kp, ). Denotemos a a, = (r,1) y b, = (r,2) en la particion indescompensable,

entonces utilizando la notacién se tiene



T¢/2

M ¢
= G OT Y > /H/z [1;[1 ¢(Ujr7)\r)]

{P1,....Pn}Yip I €T j1,....5e=1

20
8 /1:[2€—m Zré[f{ H [HN (AthN/2+1+',T(/’Lar)h (N) 7A7" - Mar)

r=1
ar€
20
x [[ Hw <Ater/2+1+~,T(:ubr)h (N) = A — um) ] }
r=1
€ P;

()] o

r=1
ar€ r€ 2

x [ I1 glPr(Mpr)] 11 9|pr|(6)]
T Pele

Y4
X exp ('L >ty (tta, + Mm)) dpdAy - - dX

r=1

d

N
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)]

Primero se utiliza el Lema A.2 de manera recursiva, es decir, se reemplaza suce-

sivamente Hn(Ay, —njor14.7(0)R(-/N), A — p) por A(uj,, u)Hn (A — p) y recordar que

|Hn(h(-/N), )| < KLn()). Asi se puede acotar los restos por

T¢? N
KMZNZ Z A Z/th /1'[25"1 M?H
{P1,...Pn}ipl €L zel
ar€ P,
20 7 20
XH{[ I Zv O = ha)) ! 11 LN(—N—MW]}
zele r=1 i r=1
ar€ P, bre P,

¢
x [H Lar(S(pa, + t,)) | dpdAy - - - dAg
r=2

Note también que

20 20
{[ H LNO‘TMM)] [ H Ly ()‘rﬂbr)]}
r=1 r=1

br€ P,



r=1
ar€ P,

zel

r=1
br€ P,

zele

I | 1T e
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T ¢

20 20
| 11 20 o) T 2500 mo0| = L= m
r=1

= i r=1
ar€ P,
2/ 7] Y4
= Mb,) H Ly (=N — ) | = H Ly (—=Ar — pis,.)
b P, - =t

Entonces el resto se encuentra acotado por

/2

N
KMZNZ Z Z /Hz /ngm M?

{P1,..Pm}ipl €l

l
H Ln(Ar = pa, ) LN (=M — ,Ubw-)

r=1

¢
x [H Lar(S (pa, + um)] dpdy -+ d
r=2

Aqui se utiliza el mismo resultado de Dahlhaus (1997) donde se integra sobre

todos los )\, y luego sobre todos los 1, de esta forma el error es acotado por

<K

T2 N

Te=1 7 (log(NV) log (M) log(5))t — 0.

Y el termino principal es acotado por

/2

L
ST D Z/m/wm[ng(Ar—ua,ﬁ)Lm—AT—ubg

{Pr,...Pn}ipl €1

¢
< [T Lo (S(pta, + po,))dpdAs - - - dX,
r=1

/2

< K———(log(N) log(M)log(S))¢ — 0.

— T¢-1

(2)

Finalmente, como A(T1 ), Ap ,Ag? ) 0, se tiene que

T*?cumy(Jr(¢)) — 0, cuando T — oco.
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B.2. Demostracion de Teoremas

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.1 Vamos a utilizar un argumento estandar pa-

ra mostrar la consistencia del estimador de Whittle, es decir, es suficiente mostrar

que
sup |Lr(6) — L(0)] — 0,
EE)
en probabilidad, cuando 7" — oo, donde £(f) := ;- fo . [log Jo(u, \) + (( /\/\))} d\du.

Recuerde que para nuestro caso fy(u,\) = f,(u,\) + g—; Defina gg(u, \) = fo(u, \)71,
que por el supuesto 2.1 se tiene que gyp(u, \) es continua en 6, A y u, de esta forma gy

puede ser aproximada por la suma de Cesaro

14
g(gL) =2 Z Z <1 — H) (1 — |TZ‘> go(£,m) exp(—i2wuil — idm),
(=—Lm=—L
donde gy(¢,m) = fol I go(u, A) exp(i27ul + iAm)dud), note que supg [go(u, A) —

géL) (u, )| < €. Del Teorema 3.2 de Dahlhaus (1997), podemos escribir

S‘;DMZT(Q) — L(0)]
§0< >+47er/ [N (uj, A) + f(ug, A)]dA
16773 Z Z (1 - ) (1 - |TZ> sup o (£, m)|

{=—Lm=—L

1 QL

MZ/ exp(—i2muil — idm) {In(uj, A) — f(u;j, A\)} dA
j=17

aqui se puede notar que |gg(¢,m)| < 27msupg, ) l96(u, A)|, sin embargo, por el
supuesto 2.1 |gp(u, A)| es continuo en 6, u y A, de esta forma, y dado que el espa-

cio paramétrico es compacto, tenemos que |[go(¢,m)| < K, para alguna constante K
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positiva. Ahora, por definicién, para valores fijos de ¢, = 1,..., L, se puede ele-
gir ¢(u, \) = cos(2mul) cos(Am) o ¢(u, \) = sin(2wul) cos(Am) en la proposicién B.1y
o1(u, ) = cos(2mul) cos(Am) 0 ¢1(u, ) = ¢a(u, \) = sin(27wul) cos(Am) en la proposicién

B.2, entonces se deduce que

/7T exp(—i2muil — idm) {In(uj, A) — f(uj, A)} dA

< 167T3 Z Z (1 - ) (1 = 7;') sgp\ﬁe(&m)\

{=—Lm=—L

1 YL
x{ MZ / cos(—i2mu;l) cos(Am) {In(u;, A) — f(uj, \)} dX
j=17""

1Y
MZ/ sin(—i2mu;l) cos(Am) {In(uj, A) — f(uj, A)} dA }
j=17""

y demas

*Z {IN ug \) + Flug, )}de/ F(u, N)ddu,

—Tr

en probabilidad, cuando M — oo, de esta forma

sup |L7(0) — £(6)] 50, cuando T — oo
6co

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.2 Sea 6 el verdadero valor del pardmetro 6. Si
se tienen los supuestos 2.1, entonces el estimador de Whittle satisface el teorema del

limite central
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VT (0 = 66) — N [0, T(80) ™ [T(60) + A(60) + 2(60) ] T(6) ']

en distribucion, cuando 7' — oo. Donde las matrices estan definidos por

1 1 T
rf) = — / / [V 10g i, (s ][V og fi, (s A)]'dA du
A(by) = 167‘(’2 114: / /_ /_ V foo (u, ) UV foo (w, 1) ™) dAdudp

000 = g [ [ fenu N sV O A N,

Demostracién. Sea 0r el valor del parametro que minimiza la funcién de log
verosimilitud de Whittle £1(0) dada en (2.9) y sea 6, el verdadero valor del parametro.
Por el teorema del valor medio, existe un vector 7 que satisface || 67—6; ||<|| 67—6y |,

tal que

VL7 (Or) — VLr(0) = [V2Lr(8r)] (Br — b))
Es suficiente mostrar que

(@) V2Lr(6y) — T'(6p), en probabilidad cuando T' — cc.
(b) V2L7(0r) — V2L7(6y) — 0, en probabilidad, cuando 7' — oo.

(¢) VTV Lr(6p) — N[0,T(6o) + A(6o) + 2(6)], cuando T' — oc.

Observe que
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2 1 <N 1 17/
ViLr(0) = 47 Z/ [T (g, A) = folus N V2 fo s )™ =V fo(uj, N) [fo(uy A) 1] dA

/ " (5, N) (g, A) — folug, A)] A

M ™
+ Z/FVlogfg(uj,)\)Vlogfg(uj,)\)’d)\}

= L)~ SO+ T(0) +0 @) ,

donde ¢(u, \) = V2 fy(u, \)~!. Aplicando la proposicién 1 y la proposicién 2 se obtie-
ne la parte (a) y (b). Para la parte (c) se puede mostrar por medio de los cumulantes.
Mostraremos que los cumulantes mayores o iguales a tres de v/TVLr(6,) converge a

cero. Note que

1 1L .
VL6 = gy [ In(a5) = fus )] Va3, )
j=17""
1
- E _772 f90 uﬂ’ vf@o(um ) 1d)\

1 1
= @) - I+ 0 (7]

donde ¢(u, A) = V fy,(u, \) 1. Por la proposicién B.1y el supuesto 2.1 (iv), el primer

cumulante de VTV L(6,) satisface
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cuando 7" — oo. Por el resultado anterior se tiene que el cumulante de segundo

orden de VTV L7 () puede ser escrito como

ST Covlr(6), Jr(6)].

T Cov[VLr(0), VLr(00)] = 5

Y por la proposicion B.2 se tiene que

lim T Cov[VLr(6p), VLr(6p)]
T—o0

1 1 m
[y ) 0

T 1 540-? 1 T T v )\ . v ) /d)\d d
1672 471'2/0 /Tr . Joo (uy, \) 7 [V fog (u, ) ] udp
1oL |
- 47r/0 /_ V log fo, (u, N[V log fo, (u, A)]'dA du
1 5403

1 T T
/0 || Sy 9 g ) A

1672 472
1 1 s T
t s /0 / Fo00 (s N) o0 (s 1)V Foo (s N) "V foo (2, 18) ™Y gua (N, =\, ) dAdudp

= I'(6o) + A(6o) + €2(60)

donde las matrices son

1 1 T
P(00) = o /0 / V log fo, (us MV log fao (u, A)]'d\ du

1 /<J40'él
1672 4n2

1 s s
A@) [ s irduas
1 1 s s
Q(QO) = 8771' /O / B fl/ﬂo (uv )‘)fzxﬁo (u, N)vfGO (uv )‘)71 [ero (U7 N)il]/gu,zl()\, =, M)d)\dUdu.

Para finalizar, para p > 2, por la Proposicién B.3 tenemos que 77/2Cum, [V L7 (6o)] —

0, cuando T" — oo, asi mostramos la parte (c).



Apéndice C

Volatilidad Estocastica Larga
Memoria

C.1. Proposiciones

En esta seccion se desarrollan las demostraciones para los dos teoremas del capitu-

lo 3. Primero se deben revisar algunas definiciones.

Considere la funcién ¢ : [0,1] x [-7, 7] — R y defina el siguiente operador funcio-

nal.

1 iy
J(6) = /0 [ 6 X) (Nl ©.1)

donde f(u, \) corresponde a la densidad espectral limite de variacién en el tiempo

de la secuencia (3.9), ésta es,

2
€

fy(u, A) = fu(u, ) + (C.2)

o
donde f,(u,\) es la densidad espectral de variacion en tiempo del proceso Gaus-

siano localmente estacionario de larga memoria {v; 1}. Se define la versién muestral

de J(-) como:

116
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1 Y
Ir@) = 3> | dlus N (g Nax ©3)
j=177"
donde M y u;, j = 1,..., M, estan definidas en la seccién de estimacién 3.2.2.

Sin perdida de generalidad, vamos a suponer que el proceso Y; r esta centrado en
cero (al igual que en el apéndice B). Debido al no acotamiento de la densidad espec-
tral f,(u,\) del proceso {v; 1}, las demostraciones utilizaran las propiedades de las

transformaciones de Fourier

™

fl/(uﬂ ) = fl/(u7 /\)ei)\'d)\

—T
™

folu,v,+) = Ap(u, A) Ay (v, —)\)ei)"d)\

Proposicién C.1. Sea fy(u,\) = f,(u,\) + 02 /27 la densidad espectral del proceso
{Y, 1} definido en (3.9) y considere a f,(u,\) como la densidad espectral del proceso
{ve 1} que satisface el supuesto 3.1 Al del capitulo 3, ademds, asuma que la funcion
d(u, \) en la ecuacion (C.1) es simétrica en torno a \ y dos veces diferenciables con

respecto a u. Sea f;(u, Ay gg(u, A) los coeficientes de Fourier, respectivamente. Si existe

una constante positiva K tal que

Folw, 0)o(u, )| < K < 1°§§k>> , (C.4)

para todo u € [0,1] y k > 1, entonces bajo el supuesto 3.1 A2 y A3 del capitulo 3, se

tiene que

(log%N)) ( 1 >
ElJr(@)=J(p)+O| ———|+0O0 | —|. (C.5)
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DEMOSTRACION. Aplicando E(-) sobre el funcional muestral, se tiene que

E[Jr(¢)] = MZ d)ujv E [In(uj, A)] dA

- Z ¢u], )E | Dy (uj, \)* dX

27TMH2 ~(0
N-1 ¢ B
- — — | C(uy, t, 5)e*EDdA
27TMH2N Z ¢u]7 8;0h<N>h<N> (uj, ¢ 5)e ’
donde
Cy(u,t,s) = COV(Y[uT]fN/ZthJrl,T; Y[uT]fN/2+s+1,T>a

y por la ortogonalidad de {v; 1} y {€} se tiene que

Cy(u,t,s) = COV(V[uT]—N/2+t+1,T§V[uT]—N/2+s+1,T)+COV(E[uT}—N/2+t+1;€[uT]—N/2+s+1)

= Cu(y;t,s) + COV(E[uT]—N/2+t+1; 6[uT]—N/2+5+1)7

note que para el ruido blanco {e;} se tiene

2
O¢,y

sis=t,
COV(E[uT]—N/2+t+1; 6[uT]—N/2+s+1) = { 0

en otro caso.

Utilizando la descomposicién de Cy (u, t, s) se obtiene
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Para el primer término de la suma

N-1
t S , i(s—t)
szHQN Z (;5 ui, \) > h <N> h <N> Co(uj,t, s)e dX,

s,t=0

Palma and Olea (2010) mostraron que si {¢; 7} es un proceso Gaussiano localmen-
te estacionario de larga memoria, que satisface los supuestos 3.1 A1, A2 y A3, la suma

esigual a

Lo log?(N) 1
/0 o i+ 0 (£ 1o ().

Para el segundo termino se tiene que

1 M N-1 2 o2 1M
- 2 - £ )
%MHM(O); /_ KCRY §h< ) ‘= 5 | $lug; A)dA

donde A(u) = [T _¢(u,\) %d)\, asi entonces

1
]\142,4(%) = /OA(u)dquO(]\Z)

1 T 0_62 1

Finalmente, sumando ambos resultados, se tiene que:

E[J / (u, \) {fy(u A + Q}d)\d e <logj\§m> o (;4) .
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Proposiciéon C.2. Sea f,(u,\) = f,(u,\) + 02/27 la densidad espectral del proceso
{Y; 1} definido en (3.9) donde f,(u, \) corresponde a la densidad espectral de variacion
en el tiempo del proceso {v; 1}, que satisface el supuesto Al del capitulo 3. Sea ¢1, s :
[0,1] x [, 7] — R dos funciones tales que ¢1(u,\) y ¢2(u, \) son simétricas en torno
a A, dos veces diferenciables con respecto a u y sus coeficientes de Fourier satisfacen
b1 (w, k)|, |d2(u, k)| < K|k|~2%® L para u € [0,1] y |k| > 1. Si se tiene el supuesto A2 y

A3, entonces

Jim T Cov [Jr(d1), Jr(¢2)] =

1 2\ 2
A / [ o Nen(u, ) (f,,(u,A)Jr;;) d\ du

/140

Ax? / /7r . ¢1(u, \) a2 (u, p)dA dudu.

DEMOSTRACION. Aplicando directamente la covarianza sobre el funcional mues-

tral, se tiene que

T Cov[Jr(dr). Jr(d2)] = 15 Z/ G1(uj, A) P2 (ur, p)Cov [ In(uj, A), In (ug, ) | dAdp.

k=1 mTJ—m

Donde

Cov [ In(uj, \), In(ug, )]

1
) WCWDN(“MF»lDzv(uk,mP)

“wemsor, () (9)*(5)+(5)

« ei)\(s—t)-i-iu(m D)

x Cov (Y[u] T)=N/2+541,7 Y Juj )~ N/2+t4+1,75 Y[uy, T1—N/24p+1,7 Y [uy T]—N/2+m+1,T> :

Como se asume que E(Y; ) = 0 se tiene que
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Cov <Y[uj T~ N/2+5+1,T Y [u; T~ N/2+t+1,T5 Y[ug, T)= N/2+p+1,7 Y [uy, T}—N/2+m+1,T)
= Cov (V[uj T)|—-N/245+1,TV[u; T)=N/2+t+1,T3 Y[uy, T)—N/2+p+1,T V[ T]—N/2+m+1,T>
+E (V[uj T]—N/2+5+1,TV[uy, T}—N/2+p+1,T> E (ﬁ[uj T]—N/2+t+1€uy T]—N/2+m+1>
+E (V[uj T]—N/2+5+1,TV[uy, T}—N/2+m+1,T) E (E[u T]—N/2+t+1€uy, T)— N/2+p+1>
+E <V[uj T)—N/2+t+1,TV[uy, T]—N/2+p+1,T) E (E[uj T~ N/2+s+1€[uy, T)— N/2+m+1>
+E <V[uj T)—N/2+t+1,TV[u T]—N/2+m+l,T> E <€[u3 T~ N/2+s+1€[uy, T)— N/2+p+1>
+ Cov (G[uj T]—N/2+s+1€u; T]—N/2+t+15 €[uy, T]—N/2+p+1€[uy, T}fN/2+m+1) .

Se definen las siguientes cantidades

B0 _ / , 7
N [27TMH2N 2 Z I (bl Uj ¢2(uk M)

— EY (S (2 (™) ins—t)tiutm—p)
: tspzmzoh <N> " <N> " <N> " <N> ’

x Cov (V[u : T]fN/2+s+1 TV(u; T)—N/2+4+1,T Vjuy, T)— N/24p+1,7V[uy, T]fN/2+m+1,T) dAdp,

2 _
B § 7 :
N [27TMH2 NMOE /_7r 91l Nealur, 1)

— t § b m iIN(s—t)+ipu(m—p)
g tspZmZOh (N) " <N> " <N> " <N> ’

x E (V[u-T]—N/Q-l—s—i-l TV]uy T)—N/24p+1, T) E <€[u]- T)—N/24+4+1€[uy T]—N/2+m+1> dAdp

(3) _ /
B u ) u ) )
N [27rMH2N )2 Z . _W(bl 3> N2k, 1)

— ¢ § p m iA(s—t)+ip(m—p)
20 h(N) () (5

xE <V[uj T)—N/2+s+1,TV]u; T]—N/2+m+1,T> E (E[uj T)— N/2444+1€[uy T]—N/2+p+1> dAdp,
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BW — <l51 wj, \)p2(ug, 1)
N [27TMH2N 2 ng —mJ—m !

— t § b m iA(s—t)+ip(m—p)
200 () G)

xE <V[u-T]fN/2+t+1 TV[uy, T)—N/24p+1, T) E (E[uj T)—N/2+5+1€[uy, T]fN/2+m+1> dAdp,

5O _ / 7 7
N [27TMH2N 2 Z ) ¢1 Uj ¢2(uk M)

~ EN (SN (2 (™) ine—t)tiutm—p)
g tspzm=0h <N> " (N> " <N> " <N> ’

x E (V[u-T]—N/2+t+1 TV[uy, T)—N/2+m+1, T) E (E[uj T)—N/2+s+1€[uy T]—N/2+p+1> dAdp,

6) _
B § , :
N [27rMH2 N2 /_7r . P1(uj, A)a s, 1)

- EN (5N (PN [ it tintm—p)
%h (N) h(N) ' (N) ' (N) e

x Cov <€[uj T]—N/2+s+1€[u; T]—N/2+t+15 €[ug, T]—N/2+p+1€[uy T}—N/2+m+1) dAdp.

Note que BJ(\?) = ( ) = B(4) B](V), entonces

T Cov [ Jr(d1), Jr(de)] = BY +4BY + BY,

La primera covarianza B](\}) fue desarrollado por Palma and Olea (2010) (ver pro-
posicién 2). Entonces, primero nos enfocaremos en desarrollar el término cruzado

B](\?). Considere

Nl t s P m
_ = 2 7] giA(s—t)+in(m—p)

xE (V[uj T)—N/2+s+1,T7V[uy, T]fN/2+p+1,T> E (quj T)—N/2+t+1€uy T]fN/2+m+1> dAdp

desarrollando se tiene que
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Nl t s P m
_ § : v 2 e TP Ji(s—t)+ip(m—p)
t737p7m:O
T 2

T ; T
0 0 it —ti+s—p) _€ iy(tj—titt—m)
. / Au; tj*N/2+s+LT($)AI/; tk—N/2+p+1,T(x)e ’ de x 2 o W

Ry

h( > v to—N/24pt1,7 (% w)e Pt

N-1

§ 0 zs T
= / Z h (N) A, iti— N/2+s+1T *
T s=0 p=0
T N 1 N—
> eix(tjtk)dx/ ( ) e~ it(A-y) Z ( ) e fW(yfu)eiy(trtk)dy
T =0 m=
™ 0 .
= /_7r Hy (Au t;—N/24 147 ()R (N T ) Hy (Ag;tkN/2+1+-,T(x)h (N) » &+ “)
X e“(tﬂ'_t’“)dx/ ( ~h (N) A — y) Hy ( UTﬂh (N) Y — u) eWt=te) gy

w Hy | Zon(— N—vy | Hy e nl — y — p | @Gt gaay
V2r \N)J’ Vor \NJ’

Con este resultado, la cantidad B](\?)

N-1
A)

queda

B](\?) [27TMH2N P Z /ﬂ'/ﬂ'/ﬂ' 4(251 uj, A)p2(ug, 1)

x Hp (Ay tj—N/2+1+, T( )h (N) I )\> Hy (AV th—N/2414-, T( x)h (N) ,x—i—u)

s Hy [ —2n =) A=y ) By [ Zon | =) y—pu| @G5 de dy dy dr
V2T N V2T N
T 062

)
>3

" 20 MH, y(0) 27 4 1/ /7r/7r Ol Noa(ue, )

x Hy (Au tj—N/2+1+, r(@ ( ) - - ) Hy (Ay tp—N/2+1+, T( z)h (N) y L +N>

x Hy(A—y)Hy (y—p)e @G =) doe dy dyu d

aplicando el lema A.5 el termino anterior, se tiene que
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:[Qﬂ'MI{j;N { éw:/w/ﬁ/rr 7ﬂ¢1 ug, A)p2 (ug, 1)

X Ay (uj, 2)Hy(—z — XN) Ay (ug, —2) Hy (x + p)

x Hy (A —y) Hy (y — p) @G89 dyda: dp d ) + EN}

T O'g M ™ ™ i T
T 20MHan (0 {2 ; /ﬂ/ﬂ/7T 7ﬂ¢1(u3‘,x)¢2(uk,y)

x Ay (uj, )HN(—a: — M)Ay (ug, —z)Hy(x + p) (C.6)

x Hy (A —y) Hy (y — p) @G dyda dpd ) + &S) + &ﬁ) + EN}

donde las expresiones AS\P y AE\?) son

”( )
1 ];1 /7r /7r /ﬂ. 77[_ ¢1 Uj7 ¢1('LLJ, )] ¢2<uk7ﬂ)

x Hy (A —y) Hy (y — p) €' TG dg dy dp d
AR = Z S et eate  oaten
x Ay (uj, ) Hy(—x — N A, (ug, —x) Hy (x + )
x Hy (A —y) Hy (y — p) "G dyde dpd
Note que si se integra el término &ﬁ) con respecto a i se tiene que

AV _ i”: p
k=1p,

1
Z h ( ) ( ) ¢2 Uk, M — P / / ¢1 uj7 ¢1(uja )]
§,k=1p,m=0 TrYmmymT

x Ay (uj, ) Ay (ug, —x)Hy(—x — N\)Hn (A — y)

> ei(a:—l—y)(tj—tk)—ia:p—iymdl, dy d)\
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y posteriormente se integra con respecto a y obtenemos

ey 2 G ()
7,k=1t,p,m=0 N N
X(/ﬁ\g(uk,m—p)éo(t-—tk—i-t—m)

/ - [p1(uj, A) — ¢1(uy, x)]

x Ay (uj, 2) A, (ug, —x) Hy (—z — N)eE =t =PI =g\ dy

~(1
Por lo simetria de ¢ (u, ) en torno a )\, se tiene que es Ag\,) esigual a

ey 205 6)G)

X o (ug,m — p50(75 —tr+t—m)

/ [P1(uj, A) — d1(uy, )]
X Ay (uj, x) Ay (up, —x) Hy (A — 2)e =PI G\ g,

(1)

Note que Aﬁé) es similar al termino A’ definido en la proposiciéon 2 de Palma and

Olea (2010), con la unica diferencia en el término dy, que para el caso de Ag\l,) es fl,, es

decir,

(1) M N-1 m
7,k=1t,p,m=0
X o (g, m — pf(“;mm —tp+t—m)
/ [¢1(uj, A) — ¢1(uy, )]
X Ay (uj, ) Ay (ug, —z)Hy (A — 2)e L=t P) TN G\ o

donde Palma and Olea (2010) muestran que es acotado por
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| [ iwn = or(uo
X Ay (uj,x) Ay (up, —x) Hy (A — )t~ P)FIA G g
N\’ ,
<K (5| Mlogh+ M2

Entonces se puede elegir un valor K finito, tal que |0o(s)| < K|f, (u;j, uy, s)|Vs € Z,

y asi utilizar la cota de Palma and Olea (2010) para acotar Aﬁé),

A I )

[ [ et ortus.a

—T J =T

X Ay (uj, x) Ay (up, —x) Hy (A — ) et —temP)HA g\

N\’ ,
<K (5| Miogh+ a2,

De manera similar se puede acotar AE\?) Utilizando el lema A.5, el resto Ry puede

ser mayorado por
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Z [ [ et nestun

7

< —
‘RN’ T 27r
x Ay (uj, ) Hy (= — N)|z| =9 Ly (z + p)

x Hy (A —y) Hy (y — p) @G dyda dy d |

Integramos con respecto a A se tiene

<yt

> o ()1 () o0
j,k=1t,5s=0
] ety ala D Lo+ 0

> HN (y _ /.L) et 1w (tj—tp+s)+iy(t; tk+t)dyd$ du

> 5 (w)(3) (5

X al(uj,s —t)0o(t; — ti —I—t—m)/ o2 (ug, ) Ay (uj, x)

N o?
CTor

x ’£C|_d(uk)LN(:E + u)eix(tj—tk—i-s)-l-im,udx du

~(1
aqui se puede recurrir a un argumento similar al utilizado en Ag\,), ya que pode-

mos utilizar la cota de Ry de Palma and Olea (2010)

ENU?MNflhthshm
=75 X X nlF) ) F
j,k=1t,5,m=0
X al(ujast)%(fjtkﬂ%m)/ G2 (uk, ) Ay (uj, )

x ’x|fd(uk)LN(l‘ + u)eiz(tjftkan)Jrim,udx du
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IN
S| =
mq[\')

M N-1
N N N
j,k=1t,5,m=0

X \gl(ujvs—t)lwo(tj—tk+t—m)!'/ 3 b2 (uk, 1) Ay (uj, )

Do
3

« |x’7d(uk)LN(x + u)eix(tjftk+s)+im,udx du

i 2,2 () () ()

X |61 (g, s = O)1fo (g, wnsty — b+ — m)!‘ / P2 (ur, 1) Ay (uj, )

« |I|fd(uk)LN(x + M)eiw(tjftk+s)+im,udl, d,u

< KN3M?742,

Entonces se concluye que

) _ T
BN B [27TMH2N 2271' Z /;W/;W/—W _ﬂ_d)l u]’ )¢2('U,k-, )

x Ay (uj, m)HN(—x — NA, (ug, —2)Hy (z + 1)

iy) (b —te) T TlgM N
XxHyA—y)Hn (y—p)e j dydx dpd\ + O W+ S +T1—d )

Siguiendo con el desarrollo de B](\?), vamos a reemplazar las ¢;(u;, ) por ¢1(uj,y),

A, (uj,z) por A, (uj, —y) y Au(ug, —x) por A, (ui,y) respectivamente, asi
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BN = [27TMH2N 227rz/7r/7r/7r 7W¢1 ujr y)@2(Ur, y)

x Ay(uj, —y) Hy(—z — N Ay (ug, y) Hy (z + )

x Hy (A —y) HN (y — p) €@~ dyda dpudX + o(1)

d 70 / / / o1(uj, y) P2k, y)
= u 7 u ’
[27TMH2 N 22 jg=1/—m"J—mJ—m S —m Y 2k

x Ay (uy, —y)Au(Uk, YV Hy (2 + p)Hy (y — p) /Tt

N-1
t N LA
x Y h (;) h <N> etsatity / e~ M=) ddyda dp + o(1)

s,t=0

2 x T 2 M

B [2rMHy n(0 2 gﬂ' Z /— - #1(5:9)92 (s, 3)

N—-1
i j— § is(x
x Ay (uj, —y) Ay (ur, y)e (@+y)(ti—tr) E_O h? (N) eis(@+y)

N—-1 .
m P —imy—ipz —ip(p—mn) 1
X Zh<N>h<N>e /_We dpdy dz + o(1)

m,p=0

22 xT o2 &

T [2nMHan(0)) 2

N-—1
. j— § is(x
x Ay (ug, —y) Ay (up, y)e' T —ik) EO h? (N) ¢i5(@+y)

/_ 3 o1(uj, y) P2 (ur, y)

N-1
X Z h? WN1> e~ W) 4y d + o(1)

M N-1 m s - -
— € 2 e 2 2 ws "
 [2nM Hy 5 (0)]? w,z Oh <N> h <N> /7r 7ﬂ¢1( i Y) P2k, )

7,k=1sm=
X Au(uj7 _y)AV(uk7 y) iety)(tj —tits= m)dy dr + 0( )

utilizando el teorema cambio de variable z = z + y y w = y, tenemos
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(2) _ [27T]2 xT iz Mo m 5 T e |
BN B [27TMH27N(O)]2 W{Z mZ: h N h? N / ¢1(ujaw)¢2(Uk,w)

0 - J -
(

x Ay (uj, —w) Ay (up, w)e' L thts= ™ dz dw + o(1)

2n x T 0'3 N-1 M , [ m ) s .
~ MH (O 27 PO <N>h (N) | ot wiatuw)

s,m=0 jk=1
S(j—k)y=s—m

X Ay (uj, —w)A, (ug, w)dw + o(1).

Para S < N se puede escribir

—1(N=t)/S
B(Q) _ 27 x T Ogjvz:l( ZE/ h2 t h2 + pS
N [MHyN(0) 27 N)TANTN

> t=0 p=-t/9
M—lp| .
X Z o3} (uj? $)¢2(uj+p7 m)AV(uj+p, l')Ay(Uj, —IL‘)dl’ + 0(1)
j=1 777

Por los supuestos de esta proposicién, el producto ¢;(u, z) f, (u, x) y p2(u, x) fu (u, x)

. . . Slp|
son diferenciables con respecto a u, més aun, el limite limg 7, T = 0 para todo

N
p| < —» en consecuencia

M Ip| 2

O¢
2l Z (bl Uj, T ¢2(u]+p7 )Ay(Uj,—IL')AV(Uj+p,.CZZ) %dw

2

—>/0 _1¢1(u,x)¢2(u,x)fy(u,x);;dxdu,

N
para todo |[p| < — cuando M, N, S, T — oc. Por otro lado se tiene

S
or x T2N2 N-_1W=0/$ t pS\ S
S2 MH 22 Z h2 N+N ﬁ
2N (0)]" 15 p=—t/8

— 27r/ / z)h?(z + y)dz dy </01 h2(x)dx) - = o,

cuando M, N, S, T — oo. Con ambos resultados se tienen
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1 T 2
B](\?) — 27‘(‘/0 3 o1 (u, x)pa(u, x) fu (u, x) ;—;dl‘ du.

cuando M, N,S,T — oc. Para la covarianza B](\}) utilizamos directamente la pro-

posicién 2) de Palma and Olea (2010), donde tenemos que

1 T
Y —ar [ [ o w)onu o) w0 do du,
0

—Tr

cuando M, N,S,T — oo.

Ahora vamos a estudiar el limite de B](V6), donde

B® — / ¢1(uj, N)p2(ug, 1)
N [27rMH2 MO ];1 o
— t S p m iA(s—t)+ip(m—p)
() () (R (5)-

x Cov (E[uj T)—N/24s5+1€[u; T]—N/2-+t+15 €fug, T]— N/2+p+1€[uy, T]fN/2+m+1) dAdp,

recuerde que {¢;,t € Z} es una secuencia independiente identicamente distribui-

da, centrada en cero, usando el teorema de los cumulantes para polinomios 2.3.2 de

Brillinger (1981) se tiene que:

2 Z/ ¢1(uj, \) b2 (uk, 1)

[27TMH2N jh=17 T =T

. BN (SN (2 (™) ins—t)rintm—p)

t,s,p,m=0

X {COV (E[uj T]—N/2+t+15 €luy, T}fN/2+m+1) x Cov (6[uj T)—N/2+s+15 €uy T]fN/2+p+1>

BY =

+ Cov (quj T]—N/2+t+15 €[uy, T]fN/2+p+1) x Cov <€[uj T]—N/2+45s4+15 €luy, T}fN/2+m+1)

+ Cum (6[Uj T]—N/2+5+15 €[u; T)—N/2+4+1 €fug, T)— N/2+p+1» €fuy, T}fN/2+m+1) }d/\ dp,
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6 . .
de esta forma BJ(V) se puede descomponer en los siguientes terminos

BY = B¢V 4 B¢ 1 B3,

donde

(6.1) _
B , y
(© [%MHQN 22 /_ ] _f“ wj, N)bo s 1)

- BN (5N (P (™) ixs—t)rintm—p)
th (N) ' (N) ' (N) h(N) e

x Cov <€[u-T]—N/2+t+1§ €luy T]—N/2+m+1) x Cov (€[u]- T)—N/2+5+1} €[ T]—N/2+p+1) dAdp,

(6.2) _ /
B § uj, N (up,
N [szH2 N (02 R C RO

RERENENE 3

x Cov < €[u; T)— N/2+t+17 €lup T)-N/2+p+1 ) X Cov <€[u] T)—N/2+s+1} €[uy T)— N/2+m+1) dAdp,

B3 — / Ui, U,
N [27TMH2N 2 Z - 77r¢1 J (ZSQ( k :U’)

— t § p MY ix(s—t)+ip(m—p)
t,s,p,m=0
x Cum (ﬁ[uj T]—N/2+5+15 €fu; T)—N/24+4+15 €fuy, T~ N/2+p+1» €fuy, T]fN/2+m+1) dAdp.

El termino BJ(\?'U se puede expandir de la siguiente manera



con

T o2\ M, g pw
[27 M Ha v (0))? (%) > / ) enlug A )

Jk=1

N-1
t s P my\ )
Bl — 2 e o iA(s—t)+iu(m—p)
thpZmZO <N>h<N>h<N>h<N>e

X /77 /Tr eix(t]‘—tk-i-t—m)‘i"iy(tj—tk-i-s—p)dx dy d\ d/,[/

T 0'52 2 M ™ ™ i T
[27 M Hy, v (0)]? (%) j;l/ﬂ /7r /ﬂ 1 Mo (uk, )

x Hn(A —z)Hn(z — p)Hn (0 + y)Hy(—y — A)

x e @Gt g dy dX dp

T 052 2 M ™ ™ s s
[270 M Hy v (0)]? (%) {j;l /w /W /7r » P1(uj, x)pa(ur, y)

X Hy(A—x)Hy(z — p)Hy(p +y)Hn(—y — A)

x TG0 g dy dX dp + NS + Agg-w)}

AGTD_ $° [ e = artws o onun

jk=1
X Hy(A—x)Hn(x — p)Hy(n+y)Hy(—y — N)

x e @G =) g dy dX dp

M v ™ ™ vy
NG > ¢1(uj, o) [P2(uk, 1) — P2 (uk, y)]
" k=1 /—W /—7r /;7r -7 R 2 2

X Hy(A —z)Hn(z — p)Hn(p +y)Hn(—y — A)
x ! @& =) do: dy d\ dy

(6.1.1)

desarrollando A, se tiene
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A Z//// 61, 2) — 61 (g, )] Ba(ug, )

X Hy(A —x)Hy(x — p)Hy(p +y)Hn(—y — A)

x e @G =) g dy dX dp
M N-1

= h ¢a(ug, s —t) o1 (uj, \) — b1 (uj, )]
jkzlts—o<)<>2k /—w/—n_ﬂlj 1(uj,

x e"isT=ity (A —2)Hy(—y — Ne i(@+y)(t—tk) dx dy d\

M N-1 < ; o\ -
=297 Z Z h (N) h (N) h (N) (Z)Q(uk,s — t)(So(tj — 4+ p— t)

7,k=1t,5,p=0
<[ 610030 = r(ag )] Hv O~ el A iy
M N-1 s ¢ D R
=27 Z Z h (N) h (N) h(N) ¢2(ug, s —t)do(t; —tp +p—1)
j,k=1t,5,p=0

X gN(ujaukapat] _tk; - S)

donde en(u;, uk, p,t; — ty, — s) estda dado por

gN(ujvukapatj - tk: - S)

/ ’ / " 615, A) — (g, 2)] (A — )i~ 4+ g g

" ( ) / [61(ujs A) = 1 (uy, )] €= Fm=) AE=T) g g\
" N
= 27rmZ::0h (N) [gﬁl(uj,p m)do(t; —tr, +m —s)
- 51(uj,tj —t+m—s)do(p — m)]
N1/
=27 h(N) o1(uj,p —m)do(t; — ti, +m — s)
m=0

—27h (N) d1(uj t; —ti +p—s)

utilizando el teorema del valor medio i (%) = h (%) + I/ (&) “ para algan

&om € [0, 1]. Asi
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En(uj, ug,p,tj — ti, — )

N-1
=h (p) { Z o1(uj,p—m)2méo(t; — ti +m — s) — 2w (uj, t; — tg +m — s)}
N m=0
N-1 m—p~
+ Z R (&pm) Tqbl(uj,p —m)2moo(t; — t, +m —s)
m=0
p
=h (N) E{]\l,)(uj,uk,p,tj —tp —s)+ é(]g)(Uj,uk,p,tj —tr — 8),

el término en (uj, ug, p, t;—tr—s) es acotado por ey (u;, uy, p, t;—tr—s) definido en la
proposicién 2 de Palma and Olea (2010), dado que es el mismo caso, solo que aqui se
considera la funcién de transferencia constante. De esta forma podemos utilizar la

misma cota de Eg\l,)

M N-1
S t 2N
|A§$'1'1) | < Z Z h (N) h (N) h (N) |p2(ug, s — t)||2mdo(t; — ty, +p — t)|

X |gN(u]7ukapat] - tk - S)|

N\’ ,
<K () Miogh+ a2

El mismo desarrollo se utiliza para acotar AES'”). Con esto se tiene que

2 M
6.1) T O—é T pm em e |
By = [27TMH27N(O)]2 (2%) j,%—:l/ﬂ/ﬂ /7T 7ﬂ¢1(uj,x)¢2(uk,y)

x Hy(A = 2)Hn(x — p)Hn (1 + y)Hn(=y — A)
log M T>

x e @ty (Ei—tr) 7o dyd\du + O ( S + e

Similar al calculo de la coviarianza cruzada, reemplazamos ¢2(jux, y) por ¢o (g, x),



2 M
(6.1) . T i? s s T T |
By = 27 M Hy, v (0)]? (%) j%_:l/ﬂ /7r /ﬂ - o1 (uj, )2 (ug, )

X Hy(A —x)Hy(z — p)Hy(p 4+ y)Hy(—y — A)
x @) do: dy dX\ dp + o(1).

Integrando sobre 1 y \ se tiene que

B(G-l):é ig ? % /‘ﬂ 7"¢ (U Q?)(b (u 33')
YT M (O)F \ 27 | e a)eatu,

X |Ha n (x4 y)? x e @FE=%) dg dy + o(1)
2
T o? M /7r i
= P #1(uj, ©) o (U, )
[MH2 N(O)] ( 7T> ng:l - J T !
X |Hay n(x + y)|2 x et@ TSGR g dy + o(1)
2
T O’?) M T T
-—Q =] D o1 (uy, )2 (g, )
[MH27N(O)] ( @ j,k=1 TS =T

X |Hon(2)* x e#50=R] dg dz 4 o(1)

2r x T o? 2N f: 2 t\ o
 [MHyn(0)]7 \ 27 =~ N

(6.1)

Note que se tiene como supuesto que S < N, By’ se puede escribir
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2 N— 1(N=t)/S
B](\?l): 27 x T 2<O'> Z Z h2< > <t+p5>
[M Ho, v (0) = s NN
M—|p|

X Z ¢1 uj, ) P2(uj4p, )dz + 0(1)

S|p|

N
Por el supuesto 3.1 A.3, se tiene que limg 1,0 T = 0 para todo |p| < < asi

M |p|

2 Z ¢1 ), 2214, 2 Az —> / 1 (1, )2 (0, 2)d du,

y como lo vimos anteriormente, se tiene

91 x T2N2 N1(VH/5 t pS\ S
22 > 5 N2
2 (M Hon (0 N'N|N

t=0 p=—t/S

— 27r/ / )W (x + y)dz dy </01 hQ(x)d:c> - = 2,

Asi finalmente se tiene que

2 2 1 s
B](\f;-l)—>27r (;;) /0 3 o1(u, ) pa(u, z)dz du,

cuando M, N, S, T — oc. Si se procede de la misma manera, se puede mostrar que

2\ 2 1 pm
BS? — o (;) /0/¢1(u,w)¢2(uax)d$d“v

cuando M, N, S,T — co. Para el caso de BJ(\?B), recuerde que la secuencia {¢;, t € Z}

es independiente, idénticamente distribuida centrada en cero, entonces

4 e ) —
O K4, Sls=t=p=m,

Cum (€5, €, €, €y ) =
(€ 6> €p, €m) 0 en otro caso.
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donde x4 = E(z}) — 3E?(21), con ¢; = 0.2 y {2:} una secuencia centrada en cero y

de varianza uno (usualmente ¢; es un secuencia log x?). Para B},

BEY =

(6.3) se tiene

[27TMH2N 2 Z/_ _ ¢1 u.]’ )¢2(uk‘7/*j’)

— EN (5N (PN [ it tintm—p)
Zh(N) ' (N) ' (N) ' (N) e

x Cum <€[u-T]—N/2+s+17 €lu; T)—N/2+t+15 €[ug, T]—N/2+p+15 €uy, T]—N/2+m+1) dAdp

u’ u7
[szHZNo 2 Z/_,r 91l A dalug 1)

7,k=1

N—-1
t 5 13 M\ ix(s—t)+in(m—p)
Zh(N) h(N) h(N) h<N>e

4 pr T T
y “El;)‘;e / / / ¢t =ticts=m) giy(t ~tikt=m) iz(p=m) 4o qu 02 A dp
™ —mdJ—mJ—7

T M
[2 M Ho v (0)]? Z/ B ¢1(uj, A)da(u, 1)

J.k=

N-1 ¢
7 2 IA(s—t)
th;()h(N h<N>h <N>e

H4><<T T ia(ty—tits—m) iy(t;—tp+i—m
2/ / =) iy (L —bett=m) g g A\ dp

™

T s
rax o x T > [ oot

[277MH27N<0)] k=1 —m J -7

= h t h S h2 m iA(s—t)
2w
X(So(t‘—tk—l-s— )50(t’—tk+t—m)d)\d,u

T
02 & Z " n (g, \)baup, 1)

- [277MH27N —m J—T

N—-1
t m
Rl — |2 = | 8o(t; —tp +t —m)d\d
2, (N) (w) ol =ttt

Utilizando el argumento anterior para S < N, podemos escribir
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T NNt t t  pS
N [27rMH2 )2 2 Z NN

t=0 p—ft/S
M—|p|
< Z/ 1115, N2t 1) AN dp
luego
M |p|
> Z/ 61115, A2 (51 )dAdu—>// 61, N) b, 1) dA dp s,

cuando T, M, N, S — co. Ademas

T><N2 LINZD/S »S\ S
2
2 x M2 x [Han ZZ > N+N Nz

t=0 p=—t/S

-2
—>// h2x+ydmdy</ R (z d:n) =1,

cuando T, M, N, S — oo. Utilizando ambas expresiones

563 Kaod (LT
N 2 o1 (u, N2 (u, p) dX dp du
2m)? )y Jox)x

(6)

Entonces el termino B’ se comporta

—T

2?2 1
BY = &Y 4 B2 1 B ;5 4x (;) / 1 (u, ) o (u, v)dx du
™ 0

Kyod

1 pr pm
277)2/0 /7T 7ﬂ¢1(u7)‘)¢2(ual~b) d\dp du

cuando T, M, N, S — oo. Finalmente se tiene que la covarianza
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2

2
¢1 (’LL, )‘)¢2 (’LL, )\) (fl/(U, >\) + ;;) dXdu

™

1
T Cov [ Jr(6), Jr(dn)] — 477/0

—T

/@40

T / /7r 7ﬁ¢1 u, N) 2 (u, p)dX dp du

cuando M, N, S, T — oo.

Proposicion C.3. Sea cumy(.) el (-ésimo cumulante con { > 3. Entonces, T"/ Zeumy(Jr(¢)) —

0, cuando T — oo.

DEMOSTRACION. El funcional lineal Jr(¢) esta definido como

MZ ¢ u]’ IN(uja )‘)d)‘, (C.7)

donde vamos a definir IT = (—7r, 7|, entonces

TZ/chmg(JT(qﬁ))

/2
[27TMH2N j ZJ 1/ [ ’LL] ’ )] Cum<DN(uj17)\1)DN(uj17_)\1)7
1see5)6—

. ,DN(U]‘[, )\E)DN(Ujp _AK))d)\l - d)\g
TZ/Q

o EF [ s (4)(2)

.]1’ ’]l 1k17 7kl 0ni,...,ne= 0
x exp{—iAi(k1 —ma)} x -+ x exp {—ire(ke —my)}
X cum (Y[ujlT}—N/2+k:1+17TY[ujlT]—N/2+n1+1,:r’a ey
Y[UjeT]*N/HkHl TY[ung]fN/?JrnHLT) dAr---dX
T¢/2 N-1 ¢ N k, n,
T 2aMHyy(0)]F Z Z Z qu(uj'r,kr—nr)h N h N
Jiseenje=1ki,....,kg=0n1,...,n,=0 Lr=1

X cum (}/[ule}fN/2+k1+1,T}/[uhT]fN/2+n1+1,T7 ceey

Y'[ujéT]fN/2+kg+1,TYP[uJ‘ZT]*N/2+ng+l,T) :
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aqui ¢(u, k) es el k ésimo coeficiente de Fourier de ¢(u, \),

o(u, k) = i d(u, X) exp(—i\k)dA.

Al igual que en el apéndice B, se utilizara el teorema cumulantes para productos

de variables aleatorias de Brillinger (1981) (teorema 2.3.2), denotamos la matriz

(1,1) (1,2)

(¢,1) (4,2)
donde (m,n) denota la posicion, es decir, Y}, j7-nN/24k,+1,7 PATA M = 1,.... Ly
n=1y Yy, 17 N/2tn,+1,r Param =1,....Lyn = 2. Al aplicar el teorema, la suma
se realiza sobre todas las particiones indescompensable {P;, ..., P,,} del conjunto S =

{(1,1),...,(¢,2)}, donde |P;| > 2. Entonces

TZ/Q N-1

s, 58 s ((5)

Jisenje=1ki,....kg=0n1,...,n=0

x Y chm(if[ujw1 T)-N/24wa+ 1,7 | (W1, w2) € F)
{Pl,...,Pm}ipt=1

Por la ortogonalidad de los procesos {v; 7} y {€:}, se utiliza la descomposicién de

cumulantes,
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T€/2 N-1 £ k, Ny
j1, SJe=1ki1,....kp=0mn1,...,np=0

X Z H lcum V[wj, TI=N/24w2+1,T | (w1, w2) € P)

{Pl 7rL}Zpt 1

+ Cum(ﬁ[ujwl T]=N/24ws+1 | (W1,w2) € Py)

TZ/Q

= SRITEOT. Z Z Z [ﬁ$<ujr,kr—nr)h (Z)h(%)]

JiseeJe=1k1,....,kg=0n1,...,n;=0 Lr=1

x Yy (chm Viug,,, T~ N/24wp 1,7 | (W1, 02) € Pr)

{P17 7Pm}7/p

+ > [T I cum(v,, 11 njorwia | (@1,w2) € Py)

IeTtieltaelc
xeum(ep, 7-N/2+w+1 | (Wi, w2) € Fry)

m
+]1] cum(€p,, 7)-N/2+w+1 | (W1, w2) € Pt)) :
t=1

donde Z = {I: I C{l,...,m}}con{l,..., m} € Z,si I € Z, entonces se define /¢
como /¢ = {1,...,m} — I. Note que el nimero de conjuntos de #(Z) = 2™ — 2 y para

todo I € Z, se tiene que 1 < |I| < m. Defina

(1) T2 M N-1  N-1 " .
AT = B di iy N (O] > > > [rHlM”’ — )k <N>h<N>]

Jiyesde=1ki,...ke=0n1,...,np=0

m
X Z H Cum(’/[ujwlT]—N/Z—i-wg-&-l,T | (w1, w2) € P)
{P177Pm}lp t:1

2) T2 N-1 ¢ N .
A; T 2rMH, N (0))F Z Z Z [H¢(Uj,-,kr—nr)h <N>h<N>]

J1y-de=1k1,...kg=0n1,....,ng=0 Lr=1

X Z Z H H cum V[“J'wlT]*N/QerQJrl,T ‘ (w17w2) € Pt1)

{Pi,...Pn}ipl €Lty €lta €l”

X Cum(e[ijl T]—N/24w2+1 ’ (wla "JZ) € Pt2)
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Tt/2

= o, 2, % 5 e o () ()

Jiseje=1ki,....kg=0n1,...,n=0

m
x Yy chm(e[ujwlT]—N/Q—i—wQ-&-l | (w1, w2) € P)
{Pl,...7Pm}ipt:1

Por la proposiciéon 3 de Palma and Olea (2010) se tiene que A(T1 )

— 0, cuando
T,N,S,M — oco. Para demostrar que Ag? ) y A? ) convergen a 0, vamos a suponer que
el késimo cumulante de {¢} es finito, es decir, |cum(e;,, ..., €, )| < Ck. Primero vamos

a estudiar el comportamiento asintético de Ag’ ),

4~ gy, & 2 & [[ak—nn(5) (%)
[27r M Ha v (0) I " N N

Jise-sje=1ki,....kg=0mn1,...,n=0

X Z 1—‘[011111(6[113'“,1 T]—N/2+w2+1 | (w1, w2) € P)
{lewpm}ipt:l

T4/ M N-1 N-1 ¢
BT, 2 o X /H‘f[H(b(UjMT)]

{P1,.s P }ip J1,--sJe=1k1,...,kg=011,...,np=0

l
k. n o
- T emiAr(kr—ns)
X chm E[um —N/24wa+1 ’ (wl, WQ) S Pt)d)\l coedyg

Para ser consistente con la notaciéon utilizada en el apéndice B, se utilizara el
mismo razonamiento que Dahlhaus (1997). Sea P, := {ci,...,cx} el conjunto de ele-
mentos en P; y su versién de dimensién reducida sera P; = {ci,...,c,_1}, también
tenemos pip, = (Heyy- - Mep_y) Y Hep, = — z;:ll tic;- Sea m el tamafio de la particion y
p= (up,s-- - kip, ). Denotemos a a, = (r,1) y b, = (r,2) en la particién indescompen-

sable, entonces utilizando la notacién se tiene
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TZ/Q % O.QZ

A = e % 5 /. [Hmh, ]

{P1,...;Pm }ip j1,--,je=1

Lo i (s[5 ) o () n)]

i ¢
RIp| ,
. [tljll (27r)Pt|1] exp (Z thr(/’bar + Mbr)> dpdAy - - dg

r=1
Observe que ¢(u, \) ~ C|A\[>**®), cuando |A\| — 0y que d(u) > 0 para todo u € [0, 1].

Entonces la cantidad anterior puede ser acotada de manera natural por

/2

;;W DS /Z/W

P1,...,Pn}ip Ji,--,Je=1

4
X exp <Z >ty (pta, + Nbr)> dpdAy -+~ dX

r=1

/2
<Kypye 2 /m/mm[HLN ’*arXLNHT‘“W]

{P1,....,Pm}ip r=1

AP <

A Har) X LN(_)\T - /’l’br)]

r=1

)4
X [H Ly (S(,uar + ,ub,,,))] d,u dX\1 - -dXy

Utilizando el lemma A.1 (e) se tiene

T@/Q
3
A9 < Ky (logN)' x> /2Z ~fla, = um)]
{Ph 7P’m}7’p 1 " 71
4
H Ly (S(ta, + Nbr))] dp
r=1
/2 p N¢ -1
SKWX(IOgN) XMXWX[IOg(M)IOg(S)] —0,

cuando M, N, S, T — oo.
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. . 2
Para finalizar, debemos desarrollar la expresion cruzada qu),

TZ/Q N-1

= o, 2, % 5 e o () ()]

Iy de=1ki,....,kg=0n1,...,ng=0

<y 0 I compu, m-njzrws iz | (wi,w2) € Py

{P1,...PnYipl€eLlt1 €l

X H cum(e CN/24wat1 | (Wi, w2) € Py).
to €€

Como {v; 7} es un proceso Gaussiano, se tiene que cumy (v, ) = 0 para todo k£ > 3,
asi, todos los ¢; € I, se debe tener que la particién indescompensable asociada |P;, | =

2.

TZ/2 N-1

A = vty > 2 X a5 (5]

Jis--je=1ki,....kg=0n1,...,n=0

x Z Z H cum V[u]-w1T]—N/2+w2+1,T | (w1, w2) € Py)

Pi,...PmYip I€T t1 €1
{Pr P Yip vtel
|P|=2

x H cum(e —N/2+wa+1 | (w1,w2) € P, ),
to€lI¢

la cardinalidad de la multiplicaciéon es 1 < |I| < m — 1 y la cardinalidad del
complemento es |I°| = m — |I|. La secuencia {¢;} es independiente idénticamente

distribuida, entonces el cumulante es

_ ps P
cum(e,, - - -, etp> - { 0, en otro caso.

Si consideramos a Py, = {(w1,1,w2,1), - - -, (w1p,,|- W2, p,|) }, entonces
R|Py, > 51 tjwl,l twig == tjw1,\Pt2\ + W1,| Pty >

cum(e,. - wi,we) € By,) =
( [wjeo, T] N/2+w2+1|( w2) t2) { 0, en otro caso.
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denote a % como
Pr,

55— 1, sit Jury TWL2 = tj“l,\PtQ\ T WPy
Y =
‘2 0, en otro caso.

De esta forma

T€/2

N-1 ¢ , .
= o, 3, 5 3 (oo ()0 (5)

J1rende=1ki,....kg=0n1,....,np=0 Lr=1
X E E H cum V[ujwl T]-N/24ws+1,T | (w1, w2) € Py)
Pp,...PpYip IET t1€1
(Pro-o.Pmip viel
| P|=2
*
< 11 #ipy108,.
toel€

Como se puede apreciar, entre mas grande sea la cardinalidad de /¢ y mas grande

2)

la cardinalidad de |P;| de los ¢ € I¢, mas acotado sera A(T . Por el argumento anterior

se elige un |I¢| = 1, donde /¢ = {t} y la particién es de cardinalidad |P;| = 2, Asi se

puede acotar Ag? ) por,

Tt/2

[QWMHQVN(O)]K Z Z Z Z

{Plv 7PZ}7/p-717 SJe= 1k17 7k€ 0mni,...,ng=0

l4
[H u]rv - )

X h N h N tH1 Cum(V[ujwl T)~N/2+ws+1,T | (W1, w2) € Pyy)| X |0p,,
=

ahora todas las particiones son de tamaiio 2, usando un razonamiento similar a

la proposicion 2, utilizamos el hecho que 05, < Kleum(vjy, 7)-N/24w,+1,7 | (W1, w2) €
Wl b

(3)

P)|, entonces se utiliza como cota superior, el orden de convergencia de A;.’, es decir
(1-2d)(p—2) (»-2)
vT
|Ag,?)] < KM“-E/2) (T) (N) -0, ,cuandoT’, M, N, S — oo.

Finalmente 7*/%2cum,(J7(¢)) — 0, cuando 7" — oc.
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C.2. Demostracion de Teoremas

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.1 Para mostrar la consistencia del estimador

de Whittle, es suficiente mostrar que

sup [Lr(0) — L(0)] — 0,
0€6

u,\)
A)

Recuerde que f(u, \) estd dado por la ecuacién (3.9). Defina gy(u, \) = fo(u, A\)~!, que

en probabilidad, cuando 7' — oo, donde £(6 fo . [log folu,\) + fgo(( } dM\du.

por el supuesto 2.1, gg(u, A) es continua en 0, \ y u, de esta forma gy puede ser apro-

ximada por la suma de Cesaro

Ly Y (_ Im
9o - Z Z <1 - ) (1 - go(£,m) exp(—i2muil — i m),
é—fL m=—1L
donde gy(¢,m) = fol I go(u, A) exp(i27ul + iAm)dud), note que supg [go(u, A) —

géL) (u, )| < €. Del Teorema 3.2 de Dahlhaus (1997), podemos escribir

sgp\ET(@ — L(0)|

F Ly s (1—'€> (1—"2) sup G9(¢ m)|

{=—Lm=—L

1 M

MZ/ exp(—i2muil — idm) {In(uj, ) — f(u;, A} dA
=17

aqui podemos notar que [gp({,m)| < 2msupg, ) |ge(u, A)|, sin embargo, por el
supuesto 2.1 |gg(u, \)| es continuo en 0, u y A, de esta forma, y dado que el espa-

cio paramétrico es compacto, tenemos que |gy(¢,m)| < K, para alguna constante K
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positiva. Ahora, por definicién, para valores fijos de ¢, = 1,..., L, se puede ele-
gir ¢(u, \) = cos(2mul) cos(Am) o ¢(u, \) = sin(2wul) cos(Am) en la proposicién B.1y
o1(u, ) = cos(2mul) cos(Am) 0 ¢1(u, ) = ¢a(u, \) = sin(27wul) cos(Am) en la proposicién

B.2, entonces deducimos que

/7T exp(—i2muil — idm) {In(uj, A) — f(uj, A)} dA

< 167T3 Z Z (1 - ) (1 = 7};') sgp\ﬁe(&m)\

{=—Lm=—L

{ 1 3
>< J—
M

Z/W cos(—i2mu;f) cos(Am) {In(uj, A) — f(uj, A} dA
j=17-w

1M
MZ/ sin(—i2mu;l) cos(Am) {In(uj, A) — f(uj, A)} dA
j=17"T7

>

y demas

—ZM {INuJ,A) flug, A }d)\—>2/ f(u, N)dAdu,

en probabilidad, cuando M — oo, de esta forma

sup |L7(0) — £(6)] 50, cuando T — oo
6co

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.2 Sea 6, el verdadero valor del pardametro 6.
Si se tiene el supuesto 1, entonces el estimador de Whittle satisface el teorema del

limite central
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VT (éT _ 90) 5 N[0, T(66)~" + T(60) " A(Bo)T(60) 1],

en distribucion, cuando 7' — oo. Donde las matrices estan definidos por

1 1 i
I'(6y) = / / [V log fo, (u, \)][V log fo, (u, A)]'d\ du
ABo) = 16W2 Z"f / /_ /_ Y oo (1 )Y foo (1)~ dNud

Demostracién. Sea 0; el valor del parametro que minimiza la funcién de log
verosimilitud de Whittle £ (0) dada en (3) y sea 6, el verdadero valor del parametro.
Por el teorema del valor medio, existe un vector 67 que satisface || 67 —6q ||<]|| Or—0o I,

tal que

VLr(Or) — VLr(0o) = [V2Lr(8r)] (Br — bo).
Es suficiente mostrar que
(a) V2L7(6p) — T'(p), cuando T — oc.
(b) V2L7(07) — V2L7(6y) — 0, en probabilidad, cuando 7' — oo.

(¢) VTV L7(0y) — N[0,T(6g) + A(6p)], cuando T' — oo.

Observe que
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2 1 <N 1 17/
ViLr(0) = 47 Z/ [T (g, A) = folus N V2 fo s )™ =V fo(uj, N) [fo(uy A) 1] dA

/7r QZ)(’LL],)\) [IN(’LL], ) — fﬁ(uj,)\)] d\
M ™
T Z/ Vlog fo(uj, A)V log fe(uja)\)/d)\}

7

Z‘SUﬂ@—JWH+N®+O<L>,

donde ¢(u, \) = V2 fy(u, \)~!. Aplicando la proposicién 1 y la proposicién 2 se obtie-
ne la parte (a) y (b). Para la parte (c) se puede mostrar por medio de los cumulantes.
Mostraremos que los cumulantes mayores o iguales a tres de v/TVLr(6,) converge a

cero. Note que

11 .
VLr(f) = 47er/ [N (ujs A) = foo (s, NIV fog (g, A) ™ dA
j=17-m
1
= (@ ——Z feo wj, NV foo (uj, A) M dA

=‘QUﬂ@—Jwﬂ+0<;>,

donde ¢(u,\) = V fg,(u, ). Por la suposicién 1y el supuesto A3, el primer cu-

mulante de VTV L(6) satisface

VTE(VLp(6)) = O <m> +0 (‘/T)
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cuando 7' — oo. Note que por lo anterior tenemos que el cumulante de segundo

orden de VTV L7 () puede ser escrito por

T Cov[V L7 (60), VLr(6y)] = [Jr(¢), Jr(9)].

Por la proposiciéon 2 tenemos que

lim T Cov[VLr(6p), VLr(6p)]
T—o0

1 1 m
[y ) 0

1 kgo?
1672 42 / / _ ﬂvfﬂo(u LN THV oo (u, 1) dAdudys
1
:zm// V log fo, (u, N[V log fo, (u, A)]'dA du
0o J—
1 kyo?

1672 472 / /ﬂ —r V oo (1 A) 7V fop (u, )™V dAdudp

— I(60) + A60)

donde las matrices son

1 m
) = — / V108 oy (1, N[V 1og fa (u, M)A\ du

/-@40'

A0 = o [ [ N ) Yandudn

Para finalizar, para p > 2, por la Proposicién 8 tenemos que 77/2Cum,[VLr(6p)] —

0, cuando 7" — oo, asi mostramos la parte (c).
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