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Resumen

El presente trabajo tiene por objetivo encontrar y mostrar propiedades no exploradas de la fa-

milia de distribuciones Skew-Normal.

El modelo utilizado en este trabajo fue planteado por Arellano-Valle y Genton (2005), para el

que existe una representacion jerarquica que fue utilizada para calcular ciertos momentos.

Ademas, se muestran ciertas condiciones de independencia de combinaciones lineales y cuadratias
de esta distribucién. Para poder utilizar esta representacion estocéstica, fue necesario encontar
ciertas propiedades de otras distribuciones, tales como, la distribucién Normal-Truncada y la

distribucion Half-Normal.

Finalmente, se muestran resultados para la Matriz de Informacion de este modelo, senalandose

también algunos casos particulares.



Capitulo 1

Introduccion

La distribuciéon Skew-Normal es una generalizacién de la distribucién Normal, la cual se ob-
tiene si se anula el pardametro de asimetria. El primer autor que escribié sobre esta familia de

distribuciones, fue Azzalini (1985), quien planteé la siguiente definicién:

Si la variable aletoria Z tiene funcién de distribucion

d(z;N) = 20(2)P(A2) (—o0 < z < 0)

donde ¢ y ® son las funciones de densidad y distribucién normal estdndar, respectivamente,

entonces podemos decir que Z es una variable skew-normal con pardmetro .

A partir de esto, se han escrito una gran variedad de trabajos referentes a esta clase de dis-
tribuciones, en donde se han desarrollado algunas generalizaciones para el caso univariado y
multivariado. Ademaés se han desarrollado estudios con ciertas aplicaciones de esta distribucion
para el enfoque clasico y el enfoque Bayesiano. Arellano-Valle & Azzalini (2006) y Arellano-Valle

& Genton (2005) realizan un resumen de estas variantes y extensiones.



Por otro lado, Sahu, Dey y Branco (2003) definen una nueva clase de la distribucién Skew-Normal

Multivariada, la que tiene la siguiente forma:

flylp, =, D) = 2™ + D720, {(= + D?)"V2(y — w)}P(V > 0)

donde p es un vector m-dimensional, 3 es una matriz definida positiva de dimensiones m x m

y D es una matriz diagonal con elementos 61, ..., Op,.

Ademés, V ~ Ny, (D(Z + D> Yy —p), I - D(Z + D2)_1D), y ¢m es la densidad de la dis-

tribucién normal m-variada estandar.

Ghosh et. al (2007) resaltan algunas diferencias entre los dos modelos y agregan que el modelo

planteado por Sahu, Dey y Branco (2003) es muy conveniente para el enfoque bayesiano.

Un articulo importante para el desarrollo de este trabajo, es el presentado por Arellano-Valle y

Genton (2005), senalado anteriormente, quienes propusieron la siguiente parametrizacion:

fylp. = A) = 2"¢u(y —p/E+ATA)@, (A +ATA) (y—p)| I, —AZ+ATA) AT

donde y es un vector de dimensién k x 1, €2 es una matriz de dimensién k x k y A es una matriz
de dimension m X k, y ¢r v ., es la funiéon de densidad k-variada y la funcién de distribucion

m-~variada de la distribucién normal, respectivamente.

El objetivo de este trabajo es encontrar ciertas propiedades de esta parametrizacién de la dis-
tribucién Skew-Normal, con el fin de que sean utilizadas en investigaciones, ya sea realizando
estimaciones sobre los pardmetros, desde un punto de vista clasico y Bayesiano, o realizar infe-

rencias posteriores.

Para esto, en el segundo capitulo se presentan algunos resultados utiles para distribuciones rela-
cionadas con la Skew-Normal, como son la distribucién Normal, Half-Normal y Normal trunca-
da. Luego, en el tercer capitulo se discuten algunos aspectos inferenciales para lo cual se calcula

la matriz de informacién para el caso univariado, la que se extiende después al caso multivariado.



Capitulo 2

Propiedades

En este capitulo se presentan algunas propiedades no estdndar de varias distribuciones rela-
cionadas con la familia skew-normal, tales como la distribucién normal, half-normal y normal
truncada. Finalmente, se presentan algunas propiedades de la distribucién skew-normal que

seran necesarias en algunos cédlculos de los capitulos posteriores.



2.1. Distribucion Normal Truncada Multivariada

Un vector aleatorio n-dimensional Z tiene distribuciéon normal multivariada, denotada por

Z ~ Np(p, X) si su funcién de densidad es

b -1/2
an(z“lﬂz) = |(27_|[_)n/2

exp {—;(z R T u)} . zeR

donde p € R™, 3 € R™*"

Denote por T'N,(p, 3;b), b € R™, a la distribucién normal n-variada N, (u,¥), truncada en
una regién del hiperplano izquierdo de R™ definido por {x € R" : > b} = (b, c0).

Escribiremos X ~ T'N,,(u, X; b), para decir que la densidad de X tiene la forma

1
(@l 350) = b (]t 2 0 (@)

donde a = ®;, (u]b,X) e I3, ) () es el indicador del evento (b, ).

Teorema 2.1.1 Si X ~ TN, (u,3;b), entonces
a) B(X)=p+a 'Xq,
b) E(XX")=pn" +nu’ —pp’ +Z+a7'2Q,%

donde n =FE(X)y

dd,(s|b, X) ,
= — = b, X
qn ds n(l‘l’| ? )
s=p
d*®,(s|b, %) "
= —" = b, X
Qn dstT n(l’l" Y )
s=p




Note que, segin lo expuesto en Lin et al. (2009), g,, se puede expresar como un vector cuyo

r-ésimo elemento es f,.(b,)G ;) con

fr(br) = ¢(b7"’u7", Urr)

G(r = / Pn-1 Hf(r ’Mg 15 22 1) d37()
J#r

y donde ¢p,—1 (a:(r)],ug,?, E§Z)1> denota la densidad condicional de las restantes n — 1 variables

dado X, = b,.

Ademids, Q,, se puede expresar como la suma de H y A, las cuales son matrices de p X p dadas

por

H = ((5T8f1”,5(b7“5 bs)G(rs)))
A = ((o7 ((br = p) fr(by) — [£H],,)))
donde [XH],, denota el elemento (r,r) situado en la diagonal de la matriz X H, f, s(by,bs)

representa una densidad normal bivariada para la (7, s)-ésima variable de N,,(u, X) evaluada en

(bra bs) y

(rs) H/ ¢n 2 (r,8) ‘,u21 ) ég?) L(r,s)-

j#r,s A



Dem.

La funcién generadora de momentos de X ~ T'N(u,X; B) es

«

1 || —1/2 1 _

= a/y>b_“eXP {tT(Zl+H)} (27‘1_)n/2 eXp{—QyTE ly}dy
1 T DS L/ Ts-1 T

= — —(y"= "y -2
fooleruh [ | B e (L (75w w))

1 1 1/2 1
= exp{tTM—I—tTEt}/ 2l Xp{—(y—zlt)T >t (y—Et)}dy
a 2 y> 2

Mx(t) = 1 /m>b exp {tTa:} gjr;;z exp {—;(w —p)' 2 N - u)} dx

271' n/2
‘ | 1/2

1 I 11
= -M t ——2z' X d
o Nn(M,E)( )/z>b—u—2t (27r)n/2 exp{ 92 z} Y

®, (1 + St|b, %)

donde My, ( “,E)(t) = exp {tTu + %tTZt} es la funcién generadora de momentos de una varia-

ble N(u, X)

La primera derivada de esta funcion es

A B, (11 + St[b, %) P, (1 +Zt|b, )
Mxlt) = My,um O3 sy F Mm% s

o O, (1 + St|b, X) o, (b, %)

Por lo que el primer momento tiene la siguiente forma

E(X) = Mx(0)

= My, (u5)(0)+ MNn(u,z)(O)zm
_ ¢, (ub, %)
— TR (D)

= p+a'Sg,



De la misma forma, para el segundo momento se tiene que

" 7 @n (lj/—i- Et‘b,Z)
= t +X
(20 T, ) @y (ulb, )
T

+X

<I>'n(u+2t\b,2)( ],V( E)(t)>T
TLI“"?

(u+ 3tb, %)
Py (p[b, X)

o (u+ St|b, X)
P, (p[b, %)

/ o,

T

O, (ufp,2) | o

@, (u)b, %)

P, (ulb,X)

p|X —
@, (u)b, %)

b

, T
Ol 3) o [P e
P, (p|b, X) P, (p|b, X) P, (p|b, X)
= pn' +op’ —pp’ +2+07'2Q,%

= S+4pp +3

Observacion:

Tomando B = {& = (x1,...,2,) " |z; > ps;i = 1,...,n}, se obtiene la distribucién half-normal

multivariada con densidad dada por

(], 3 .
fx(w):m e

denotado por X ~ HNp,(u, X).

En particular, cuando 4 = 0 y 3 = I se obtiene la distribucién half-normal estandar multiva-

riada.



2.2. Otras propiedades de la distribucion

Normal Multivariada

En esta seccién se revisan algunos resultados no muy conocidos de la distribucién normal mul-

tivariada que seran utiles para el desarrollo del presente trabajo.

Teorema 2.2.1 Sea X = (Xi,...,X;,) ~ N,(0, I,,). Entonces
a) B(X,XX")=0,
b) B(XpX, XX ") =Apy+ Ay + 0pgIn,
c) B(X ® X) = vec(I,),
d BE(X®XXT)=0,
e) E(XXT@XX")=1,2+ K, + [vec(I,)]|[vec(I,)] T,
f) Cov(X ® X)=1,2+ K,

donde p y ¢ pueden asumir cualquier valor desde 1, ...,n, d,, es una funcién indicadora que vale

1si p=qy 0 en caso contrario, y A,; y K, estd definidas en la seccién 5.1.4.

Dem. Ver Graybill (1983).



Teorema 2.2.2 Sea X ~ N,(0,V). Entonces
a) BE(X ®X) =vec(V)
b) Cov(X @ X)=(VeV)UI,2+ Ku) =T,2+ Kp,)(VeV)

Dem. Ver Graybill (1983).

Teorema 2.2.3 Sea X ~ N, (u, V). Entonces
a) B( X ® X)=vec(V)+ (np® p),
b) BIX®@XX)=vee(V)pT +(Vou) + (neV)peuu',
¢) Coo(X®X)=T24+Kn)(VOV+VOuu +pp’ @V)

Dem. Para a) y c) ver Graybill (1983). Para b) ver Arellano-Valle (2010)
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Teorema 2.2.4 Sea &, (a|3,T) la funcién de distribucién de una variable Normal m-variada
con media 3 y matriz de varianzas-covarianzas I', evaluada en el vector a.. Entonces, el diferencial

de ®,, (a|B,T) tiene la siguiente forma
A(®p (@IB.1)) = ah(da) —q,(d8) + L (vee(dD)) vee(Qn)

donde, g,,, = ®},,(a|B,T) y Q,, = ¥, (|3, T)

Sigue que,
L (@ (g 1) = q,
d
%(q)m(a’BJ:‘)) = —qy
s @ (alBT) = Lvee(Qu)
d(vec(T)) ™ ’ 2 "

Dem. Usando la definicién de ®,, se tiene que

i@ntalp D) = a( [ oalp.r)de)

= d(/ooo<b(z+a|ﬂ,I‘)dz>

0
- /_ d(6 (2 + alB,T)) dz

0
— / ¢ (z +a|B,T)d(log (6 (z + a|B,T))) dz

0 1 1 -1 T
- /_ ¢(z+a|,@,I‘)d<2log|I‘|2tr{I‘ (z+a—-B)z+a-p) })dz

0
— [ oG+apD)
( — %tr {r-1(dr)} - %tr {—r—l(dr)r—l(z +a-P0)(z+a-— ﬂ)T}

—tr {r—l(da —dB) (z+a — 5)T} )dz

— —jeas Dy {ran) - gir{oran) [ o@lr) @ - fe - p) iz

o0

—tr {F%da — dp) / : ¢ (z|B,T) (x — B)wa}

|



Por otro lado, tenemos que si X ~ Np,(8,T), entonces Y = X — 3~ N(0,T)

[ vesr@-aTw = ["sworyTay
= (@B D)E(Y|Y <a-p)
= ¢ (@B E(YT|-Y 2 —a+p)
= 0, (B D) E(-YT|-Y > -atp)
= 0 (@B E(YTY 2 —a+8)
= ~@,(al8.D) E(ST)

donde S ~ T'N,, (0,T; —a + 3) con

E(S) = @,'(al8 T)Tq,,
E(SS") = '+ !'(a|3,T)TQ,T
y
d®,,(s| —a+6,T
g, = Dol et PO g alp)
s=0
d*®,,(s| —a+8,T
Q, = Tl et BD g (apT)
s=0
por lo que
/ o(x|B,T)aTde = —qT

De la misma forma

a—p38 -
/ ¢ (y|o,T)yy dy

= 2, (aBT)E (
= 2, (@BI)E(YYT|-Y > —a+p)

/_ " $(@I8.T) (@ B)(@ — B) da

YYT|Y <« —B)

o, (|8, T) E (YYT]Yz—aJrB)
= @, (al8,T)E(SST)
P (@3, 1) T + TQp T

11



Por lo tanto

d(®m (a|B,T))

12

—%@ (a|B,T)tr {T7'(dD)} + %tr {P72(dT') (@, (| B,T) T + T Q. I}
+tr {T"(da — dB)q,,T'}
a%,(de) ~ a,(48) + Str {(dT) @)

a7, (de) — a,(dB) + 3 (veeldT) Tvee(Qp)
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2.3. Distribucion Half-Normal Multivariada

Un vector aleatorio n-dimensional X tiene distribucién half-normal estandar multivariada, de-

notada por X ~ HN,(0,I,) si su funcién de densidad es

fx(@) =2"¢(z), x€RL

Teorema 2.3.1 Si W ~ HN,(0,I,) representa la distribucién half-normal n-variada, enton-

ces sus dos primeros momentos multivariados son:
1/2
a) E(W) = (2)""1,,

b) EWWT') = (1-2)I,+ 21,1,].

Note también que W = | X| g(X\X > 0), donde X ~ N,(0,I,) y para

x = (x1,..20,) ", || = (|z1], 000y |20 ) T

Dem.

a)

b)
W12 WiWy Wi,
EWW'") = E :
WiW, WoW, W2
E(WR)  E(W)E(W) - E(W)E(W,)
EWLEWy) E(W2)E(Wy) E(W;)
1 2 2
2 2 1
2



14

Teorema 2.3.2 Sea W un vector de n x 1 que distribuye HN(0, I,). Entonces

o) E(WeoW) = (1 _ 2) vee(Iy) + %1

™

)

1/2
n Ewewwn) - (2) {2 Sl A+ Xl (A + A A+ (2) Y (@ e A
i i#£] i#j#k
2

¢) EWW'oW)= (7T

1/2
) [ Z A, ®d) +Z A, dj)+ (A ®d;) + (A ®dj)]

i#£]

Jr Z U@dk}

Zséjsék
4
) EWW oewwT)=3 Z i ® Aii) + — DA ® A+ (A © Aii) + (As @ Aji) + (As @ Ayj)]
i#£]
+Y (Au @A) + (A @ Ay) + (Ay ® Ay)
Z#J

4
+ D> (A ® Ark) + (Ai; @ Agj) + (Ay; @ Ay,)] + - > (A @A),
T itk i kAl

donde A;; se define en la seccién 5.1.4.



Dem.

a) Sabemos que W @ W = vec(WW 1), por lo que

Asi,

EWoWWT)

E(WaW) = E(ec(WW"))

E (Z Wid; ® Z WjWkAjk)
7 Jk
E (Z W,W,Wid; @ Ajk)

ijk

Z E(W;W;Wy)(d; @ Aji)

ijk

> BW)(die M)+ Y EW))E

i=j=k i=j#k

+ Y EWHEW,)(di® Aj)+ Y
i=k+#j i£j=k

+ > B(W)EW;)E(W)(d; ® Ajy)
i#j#k

2 (i)l/QZ(di oA+ (i)l/z

%

+ (i)m > (dieAy)

ik

i#]

s
i#]

+ (i) > (d; ®Ajk)]

i#jF#k

<72T> v {2 Ei:(di ®Ai)+ > [d

i#]

2 (d

Aij+ Aji+ Ayl + <72T> > (di@Ay)

15

(W) (d; @ Ayk)

EW, )(di @ Ajj)

@A)+ Y (di @A)+ Y (di ® Ajj)
i#j i#]

9\ 1/2
<> [Z @A)+ Y [(di ® Ay) + (di © Aji) + (di @ Ajj)]

i#j#k



EWW'T W)

16

{grnrge)

ij
E Z WinWkAij ® dj,
ijk

> B(W,W;Wi)(Ai; @ di)

ijk

S EWH(Au@d)+ Y EWHEWi)(As @ dy)

i=j=k i=j#k

+ Z ( i ®d; i) + Z E(Wi)E(WjQ)(Aij ® dj)
i=kj itj=k

+ D E VE(Wi)(Ay; @ dy)

i#j#k

2 (i)m D (Aied)+ (i)l/z

%

+ (i)w > (A @dy)

i#jF#k
9\ 1/2
(2)

Z(Aii®dj)+z A @d;) +Z Zj@)d]

i#j i i#j

2

2753 i£j#k



EWW oWw)
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EQ)_ WW;A; @Y WilWiAy)

©j kl
E(Y WW,WiW A @ Ag)
ijkl
> EW,W; W) (A @ Ag)
ijkl
> EWHAL @A)+ Y, EW)EW])(A;®Aj;)
i=j=k=l itj=k=l
+ EWHEW;)(Ai; ® Ay) + Z E(WHEW)(Ai © Agi)
jAi=k=l kti=j=I
+ Y EWEW)(Au©Ax)+ Y EWHEWE)(Au @ A)
I£i=j=k i=jtk=l
+ Y. EWHEW]) Ay oAy + Y, EW2)EW])(Ai;®Aj)
i=k#j=l i=l#j=k
+ Y. EW)EW)EWZ) (A ® Aw)+ > EW)EW)EWi)(Ai; ® A;)
i#jFk=l iZk#El=j
+ Y. EW})EW,)E(Wy)(Ai; @ Ay)
JF#k#l=i
+ Y EW)EW,)EWi)E(W)(Ay ® Ag)
i £kl
i=j=k=l
4
+ (A @ Ayj) + | Z (A @ Ay) + Z (Aii ® Agi)
i#£j=k=l JjF#i=k=l k#i=j5=I
+ Z (Au & A7,l)
l#i=j=k
+ Z (Ay ® Agg) + Z (A @ Ayj) + Z (Aij ® Aji)
i=j£k=l i=k#j=l i=l£j=k

2
+; |: Z (A @ Agg) + ‘ Z '(Aij ® Agj) + | Z -(Aij ® Ag;)
i#jFk=l i#k#l=] J#k#lI=i

4
=1 Z (A ® Ay)
i#j kAl
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EWW aWW') = 32 Aii ® Ay)

4
o (DA @A)+ (A ® Ai)+ ) (Ai® Ay + Z i © Ay)

JFZ( i @ Ajj) +Z Aij ® Agj) JFZ Aij ® Aji)

’L#J i#] i#£]

J% Y (AGeAm)+ Y (AGeAL)+ Y (A ®A)

itk i#i7k i#i7k
4
T _ Z (A @ Ag)
iRkl
4
= 32 it ® Ag) + — = (A @A) + (A @ Ay) + (A @ Aj) + (A ® Ayy)]
oy
+ Z i @ Ajj) + (A @ Agj) + (A @ Ajy)]
l#]

4
‘|‘ Z 17 & Akk (AZJ ® Akj) + (A” (39 A]“)] + ﬁ Z (Aij ® Akl)
T itk i j Akl
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2.4. Normal con Half-Normal

En esta seccion se calculan algunos momentos de productos de variables distribuidas normal-
mente con variables distribuidas half-normal. Estos resultados son muy ttiles para el cdlculo de

las propiedades de la variable Skew-Nomal.
Teorema 2.4.1 Sea W un vector de m x 1 que distribuye HN,,(0,1,,) y X un vector de

n x 1 que distribuye N, (0,X). Si W es independiente de X, entonces

a) BEXXTaw’)=(2)"*(ze1])

by EXW o XT)=(2)"* (1], 2%)
o) EWXT @ X")=(2)"10ec(2)7

) EXXToWW ) =(1-2) (I, +2(Z®1,1))

) EWW @ XX )=(1-2)I,9%)+2 (1,1}, ® %)

)
)
(1-3)
)

(1=2) (In ©@%) Koy + 2 (11, ® Z) Ko

fy EWX ' oWX") vee (I,) vee(2) " + 2vec (1,1,),) vece(E) "

g) EWXToXWT)



Dem.

EXX'oW') = EXX")@EWT)

EXW 9X") = BE(XeXHEWT®I,)
= EXX"WEW") eI

= 3 ((i)m 1, ® Ik>
- (i)m > (1; ® Ik>
- (2) e

EWX'oX") = EWX'eX"))
= EW)E(X®X)'
9\ 1/2
= <> 1vec(E(XX )T

™

_ (2) Y o)

s

EXXToWwW'") = EXXHeoEWW)

By R )

- (1—2> (2®Im)+2(2®1m1;)

s ™



EWW'eXX") =

EWX ' oWXT)

EWX'@XW') =

21

WWHeEXX")

(e )
(-

)I ®3) + 1 1T®2)

- EWoW)EX ©X")
= Elwec(WW ) E(vec(XXT)T)

2 2
= wvec <<1 — ) I, + 1m1;> vec(X) "
7r 7r

= <1 - i) vec (I,) vee(B) T + %vec <1m1;> vee(Z) "

A/\mmmmmmmmm

(L X)W e W) (X @1,)]
(I, o X)WW T (XT Im)}

wwT o X)X oI )}

(WWT & LK X @ L)X @ 1)

(
(
(
(WWT @ L) (I ® X)(XT @ 1,)|
(
(
(

)
_ VK
:W © 1)K (XX T @ I, )}
(wwT @ Ik)} KwE [(XXT ® Im)}
<<1— )I + - 1 1 ) ®Ik) K, (X221,)
1— ) (In @ It) Ko (5@ L) + % (1m1; ® Ik> Ko (S @ I,)
1-— i) (I, @I) (I, ®Z) K + % (1m1jn ® Ik> (In @ %) K i,

2 2
1— ) (I, %) K+ = <1m17}i ® 2) K,
T Vs
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2.5. Distribucion Skew-Normal Generalizada

En esta seccién se presentan los resultados més relevantes de la familia de distribuciones Skew-
Normal Generalizada. Para lograr obtener estos resultados se aplicaran muchos de los teoremas

antes expuestos.

Sea Y un vector aleatorio distribuido Skew-Normal Generalizada con pardmetros p, 3 y A.

Diremos que Y ~ SNGj, (1,3, A), si su funcién de densidad es dada por

-1
Fy(y) = 2y (y —ulz ATA) ,, <A (2 + ATA> (y — )]0, I, — A(S + ATA)—lAT> .
donde p € R*, ¥ es una matriz definida positiva de dimensiones k x k y A es una matriz de

dimensiones m X k

Esta distribucién corresponde a la familia CSN-2 planteada en Arellano-Valle y Azzalini (2006),
en el caso en que vy =0y I' = I,,,. Vea también Arellano-Valle y Genton (2005).
Note que, a partir de esta funcién de densidad se pueden obtener los siguientes casos particulares:

1. Si m = 1 se obtiene el modelo propuesto por Azzalini & Dalla-Valle (1996) y estudiado
con detalle en Azzalini & Capitanio (1999)

2. Si k =my A es una matriz diagonal, se obtiene el modelo plantedo por Sahu et al. (2003)

3. Sik=my Ay X son matrices diagonales, se obtiene el modelo Skew-Normal de variables

independientes.
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2.5.1. Funcién Generadora de Momentos

Teorema 2.5.1 Sea Y ~ SNGy ,,,(p, X, A). Entonces, la funcién generadora de Momentos es

1
My (t) = 2™ exp {uTt + §tT(E + ATA)t} ®,, (At)0,1,,)

My(t) = E(exp{tY})
— [ ew(tTy)zmon (v wIE+ATA)
Rk
-1
Py <A (2 + ATA) (y — p)|0, I, — A(Z + ATA)lAT> dy
= 2 [ 2 ATA e e { Sy (2 ATA) Y )+ Ty
-1
o, <A (2 + ATA) (y — )]0, I, — A(S + ATA)—lAT> dy
= 2m/ 12+ ATA|7V2(2n)k/2
exp { - % (yT(E +ATA) Yy — 20T (Z+ATA) Ty +pT (ZHATA) - 2tTy) }

-1
o, (A (2 + ATA) (y— w0, I, — A(Z + ATA)_lAT> dy
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My(®) = 2esp{-uT(2+ATA) )
exp{; (u+ (2 +ATA) t)T (2 +ATA)_1 (u+ (2 +ATA) t)}
/‘E+ATA’—1/2(2W)I~:/2

1
exp { b (yT(E +ATA) Yy -2 (HT(Z +ATA)T 4 tT> Y

i+ (S+ATA) )T (54 ATA)_l (n+(Z+A7A) t)) }
By, <A (B+ATA) (v w01, A + ATA)‘lAT) dy
= 2Mexp {;ﬁt + %tT(z + ATA)t}
/ IS ATA|V2(2m)H2
Xp{ < u+(2+ATA) ) (Z+ATA)! (yT—(u+(2+ATA)t)))}
®,, (A z + ATA (y — )]0, I, — A(Z + ATA)lAT> dy
= exp{ Tt+ tT (Z+ATA)E }

Ex (@m (A (=+ ATA>71 (@ — )]0, L, — A(S + ATA)_lA—l—>>

donde X ~ Ny(p+ (E+ATA)t, T+ ATA).

Por otro lado, aplicando el lema 2.1 de Gupta et al. (2004) se tiene que
~1
Ex (cpm (A (2 + ATA) (@ — p)|0, I — A(S + ATA)lAT>) — ®,, (AL[0, I,,)
Por lo que

1
My(t) = 2™exp {uTt + 5ﬂ(z + ATA)t} ®,, (At]0,I,,)
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2.5.2. Representacién estocastica

Para el vector aleatorio Y ~ SNGy ,,,(p, X, A) se puede usar la siguiente representacién es-

tocéastica

Y=p+ATW+X

donde W ~ HN,,(0,1,,) es independiente de X ~ Ni(0,3)

2.5.3. Representacion jerarquica

Para el vector aleatorio Y ~ SNGy, ,,, (1, 2, A) se puede usar la siguiente representacién jerarqui-

ca.

YW ~ Ni(p+AW,X)
W~ HNy,(0,1,)

Distribucién a posteriori:

Segun la representacion estocastica presentada anteriormente, se puede calcular la distribucion

a posteriori de W, la que tiene la siguiente forma

m(w]Y) o« L(w

~—

m(w)

(y— (1 + Aw) TS (y — (+ Aw))} exp{—éwwf}

N~ N~ N

X

Q@
"
T

[(—yE_lAw +u 2 N —w AT Yyt w AT I+ wTATE AW + wT'w} }

%
@
*
o

I
@D
”
o)
— N

[wT (ATz—lA + Im) w—(y—p) S Aw - w ATS (y - u)] }
Por lo tanto,
WY ~ Ny, ((Im + ATZ’lA)_l ATy — ), (Im + ATzlA)_1>
y sus primeros momentos son
EW|Y) = (Im + ATz—lA)_1 ATE (y - p)
EWW'|Y) = (Im + ATE_lA)A
- (Im + ATE‘1A>71 ATE y— )y — p)TEA (Im + ATzz—lA)*1

Var(W|Y) = (1m+AT2*1A)_1
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2.5.4. Distribucién Marginal

Sea Y ~ SNGm (1,3, A). Por la representacion estocéstica se tiene que

Y = pu+ATW 4+ X, donde W ~ HN,,(0,I,,) es independiente de X ~ N (0, ), por lo tanto

Yy 1 A o A Wi X1

Yy o A - A Wi Xk

w1+ AW+ A W + X

,U]ngAlkW1 +"'+Amka+Xk

por lo que

Vi=pi + AW+ X;

donde p; es el i-ésimo elemento del vector p, X; es el i-ésimo elemento del vector X que distri-

buye N(0,02) y A; es la i-ésima columna de la matriz A.

Por otro lado, si estudiamos la funcién generadora de momentos, tenemos que

Myz(t) = My17.._’n7_..7yk(0,...,t,..,O)

= 2Mexp {;ﬁ (0.t s0) T 4 2 (0,00 t,0) (Z+ATA) (0, ..., 8, ..,O)T}

1
2
®,, <A 0,....t,..,0)" |0,Im>
1
= 2Mexp {uit + 5152 (0’? + A:Ai) } ®,, (At]0,1,,)
donde o; es el i-ésimo componente de la diagonal de la matriz 3 y A; es la i-ésima columna de

la matriz A

Por lo tanto, Y; ~ SNGLm(,ui,aiz, A;)



27

2.5.5. Formas Lineales

Teorema 2.5.2 : Sea Y ~ SNGj,(u,X,A) y X = AY + b, con X vector de dimen-
siones s X 1, A matriz de dimensiones s X k, y b vector de dimensiones s x 1. Entonces

X ~ SNGm(Ap+b,ASAT AAT)
Dem.

Usando la funcién generadora de momentos de Y se tiene que

Mx(t) = Mayyb(t)
= exp{th}My(ATt)

— 9Mexp {th} exp {;JATt n %tTA (2 + ATA) ATt} o, (AATt|0, Im)

— 2Mexp { (uTAT + bT) t 4 %tTA (2 n ATA) ATt} o, (AATt|0, Im>

Por lo tanto, X = AY +b~ SNGy,, (A +b, AZAT AAT)

Teorema 2.5.3 :SeaY ~ SNGj,,(0,%,A), A una matriz constante de dimensiones n; x k
y B una matriz constante de dimensiones ns x k. Entonces, AY es independiente de BY si se

cumple alguna de las siguientes condiciones
1. AXAB"=0yAA" =0
2. AXB' =0y AB" =0

Dem.

Sabemos que

YLX|X)>0
donde
X 0 S+ATA AT
~ Nk—i—m y
X, 0 A I,

Note que la distribucién conjunta de AX, BX, X es
AX 0 A
BX ~ INpi+no+m o], B
Xo o/ \a(a™ B7) I,
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donde
A
Qg = (5+A7A) (a7 B7)
B
.
(2 +ATA)
 [A(Z+ATA)AT  A(Z+ATA)BT
B(X+ATA)AT B (z: +ATA)B'

Por lo tanto,

AX 0\ [A(Z+ATA)AT  A(Z+ATA)BT AAT

BX | ~ Nojtngtm | |0, | B(E+ATA)AT  B(S+ATA)BT BAT

X 0 AAT ABT I,
Es decir,

AX T T T
0 AT A AYB A
Xog>0~ SNGn1+n27m R A
BX 0 B>XA" BXB' B
Y 4 AY
Sea Y ap = =
Yg BY
Jyas Y aBl0,XaB, Aa) = 2"¢n,4n, (YABIEAB + AI;BAAB)

., <AAB <2AB + AXBAAB) Y 4510, QAB)

T

A T T A T AT
donde Bap = | E(A B ),AAB:A o] v = A (Sap+ Al gAas) ALy

Si estudiamos la parte de la densidad que depende de ¢ tenemos que,

si A (2 + ATA) BT =0, entonces

By 4 (YABrzAB n AZBAAB) = ¢, (YA\EA n A}AA) b (YBIEB n A;AB)

donde ¥y =AXA" Ay =AA" X5 =BEB' y Ag=AB"
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Ahora, si estudiamos la parte de la densidad que depende de ® se tiene que

-1
@, (AAB (Zap+AkpAan)  Yas

07 QAB)

sy (e o ) ()
T ey )

( 0 (B(2+A7A)B")
— 3, ((AAT (A(z+A7A) AT)i1 ABT (B (2 +ATA) BT)1> (ii)
( o,QAB>

Por lo que si AAT (A(Z+ ATA) AT)71 =00AB' (B (= + ATA) BT)71 = 0, se logra la

separacion de la funcién de densidad.

0,Q24p

I
4
3

AAT (A (z n ATA) AT)fl Y.+ABT (B (z n ATA) BT)il Y5

Como (A (Z+ATA) AT)71 >0y (B(E+ATA) BT)71 > 0 al ser matrices de varianzas-
covarianzas, se tiene que la condicién se reduce a AAT =00 ABT = 0, lo que produce que la

primera condicién se reduce a AXBT = 0
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2.5.6. Formas Cuadraticas

Teorema 2.5.4 :SeaYo=Y —pu~ SNG,,(0,%,A), y sean Ay B dos matrices simétricas
de dimensiones k x k. Entonces, Yg AYyy Yg BY ( son independientes siy solosi AA = AB =
AYB =0

Dem.
Calculamos la funcién generadora de momentos conjunta de Q 4 = YOTAYO vy Qa = YJ BY .

Si llamamos © = X + AT A. Por definicién, tenemos que

Mg ,05(ts) = /Rk exp {ty] Ayo + sy" Byo } 2" 0n(wol Q)@ (AQ gl L, — AQTIAT) dy,
= 2™ ]Q|_1/2 /Rk exp {—;yg (Q_l — 2tA — 2sB) yo} (2m)~k/2
o, (An—lyoum - AQ—lAT) dy,
= 2m Q2| —2tA — 2sB|/? /Rk O (yo\ (' —2tA - sz)‘l)

o, (Aﬂ’lyolIm - AQ*lAT) dy,

Considerando el cambio de variable
z=(Q ' —2tA-2sB)' "y, = dyy=|Q'—204-2sB| " dz
tenemos que

Mgaop(t,s) = 2™ Iy —20AQ — 2sBQ| /2
/ Ok (2) Prm (AQ‘1 (@' —2tA - 2sB)
Rk

= 2™, —2tAQ — 2sBQ| /2

L, — An—lAT) dz

_ _ —-1/2
E(®, (A0 (@' - 2ta - 25B) 7"

Z|I, — AQ”AT»
= 2" |I, — 2tAQ — 2sBQ| /2

Dy (011, — AQTIAT + AQTH (7 — 204 - 25B) T Q7'AT)
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Mg, qp(ts) = 27|I) —2tAQ — 2sBQ|/?
Dy (01 +2 (tAA + sAB) R (I — 2tAQ — 2sBR) "' @ 7'AT) (2.1)

Como Mg, = Mg, 05(t,0)y Mo, = Mg ,.05(0,s), (2.1) se factoriza como el producto de sus
marginales si y solo si AA=AB=AYXB=0

Corolario 2.5.1 :Sea Yo=Y — p ~ SNGj,,(0,3,A), y sea A una matriz simétrica de

rango r y tal que:
i) AAT=AA=0
(il) AXA=A

Entonces Qa4 = YS—AYO ~ X2

Dem.

De (2.1) se tiene que
Mo,(t) = 2™|I, —2tAQ| @, (o|1m +2UAAQ (I — 2t AQ) ! Q—lAT)

Por (i) se tiene que Mg, (t) = I}, — 2t AQ| /2
Por (ii) se tiene que Mg, (t) = (1 — 2t)71/2
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2.5.7. Propiedades de la distribuciéon Skew-Normal

El objetivo de esta seccién es obtener y mostrar propiedades de esta parametrizacién de la dis-
tribucién Skew-Normal, las que pueden ser 1tiles para realizar estimaciones e inferencia, ya sea

clasica o Bayesiana.

Para obtener los primeros momentos de esta distribucion, se utilizara la representacién estocasti-

ca presentada en secciones anteriores, lo que genera los siguientes resultados:

1/2
EY) = u+(> AT,
s

9\ /2 9\ /2 - - 9 - 9
EYY'") = pup' + (ﬂ) pl! A+ (W> All,p’ + (1 — ﬂ) ATA + ;AT1m1;A+E,
2
Var(Y) = <1 — ) ATA+X
T

Ahora bien,si Yo=Y —py Sy = YOYJ. Entonces, se tiene que
9\ /2
E(Y,) = () A1,
T

Var(Yo) = Var(Y) = <1 - i) ATA+S

Por otro lado, se sabe que

So = ATW+X)A'W+X)'
= ANWWIA+ATWXT+ XWIA+XXT
2 2
E(Sy) = (1 — > ATA+ZAT1,1/ A+ 3
T

™
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Teorema 2.5.5 Sea Y un vector de k x 1 que distribuye SNy (p, 3, A). Entonces,

a) E(SO®YJ) - 2@)” ATZ A ©d)T (A2 A)
+(72T)1 AT [(Au@d) + (A @d)" + (A ®d)"] (A® A)
i#£j
9 3/2 9 1/2 9 1/2
) AT A;od) (A2 A = TA®X Z To1) A
+(7T) ;( ®ds)" (A® )+<W) (1TA® )+<7r> (T®1LA)
D) E(So®Se) = 3(AT@AT) Y (Auw AL (A®A)
% (AT ® AT> Z (A ® Ajj) 4+ (Ay; @ Agi) + (As @ Ay) + (A @ Agj)] (AR A)
i#£j
+(ATEAT) YA ® Ay) + (A @ Ay) +(Ay © A1) (A A)
i#£j
2 (AT@AT) 3 (A ©Aw) + (A © Ay) + (A © AL (A®A)
i#is
+% (AT ® AT) #;#(Am— ®A) (A®A)+ <1 - i) (AT ® Ik) (I, © %) (A®I})
+% (A ® Ik) (1,1, @) (A I)) + <1 — 7r) (AT ® AT) vec (I,,) vec(E) "
—&-% (A ® AT) vec (1m1;) vec(X) " + (AT ® Ik) Z Z YA @A) (Ir®A)
%( ®Ik)222” 1J®Ajs)(1k®A)
i#s J
(Ik ® AT) ZZZM ji @ AU (A®Ik)

+; (Ik. ® AT> Zzzjj(A]’i ® Agj) (A IL) + (1 - i) vec(X)vec (I m) (A®A)

i#s J
+%vec(2)vec (1,17) (A2 A)+ (1 - i) (Ik ® AT) (S @ I,) (I, ®A)

+; (Ik ® AT) (B@1,,11) (I @A) + (Z@ ) (T2 + Ki) + vee(S)vee(S) T
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@) E(SowY])
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= F ((ATWWTA +ATWXT + XWTA+ XXT> ® (WTA + XT))

E(ATWWT AW A)+E(ATWW A XT) +E(ATWX e WTA)
+E(AWXT e X )+ E(XWTAeW A)+E(XWTAeX)

+E(XXTeW A)+ B (XX 0 X)

ATE (WWT ® WT) (A@A)+ATE (WWT ® XT) (A®T))

ATE(WX oW ) (1o A)+ AE (WX @ XT)+E(XWT e WT) (Ao A)
+E (XWT ® XT) (AR I) +E (XXT ® WT) (I,®A)+E (XXT ® XT)

ATE (WWT ® WT) (A®A)+E (XWT ® XT) (A®I})

+E(XXT oW ) (I 2 A)

1/2
2 (i) AT (Au©d)T (A®A)

1/2

+ (727) Al Z [<A“ ® dj)T + (A ® di)T + (A ® dj)w (A®A)
i#]

9\ 3/2 . ) . z 1/2 . g 1/2 .

! (W) AT D (Ayod)T(AeA) S <W> (L A®S) + <7T> (B@1]A)

i#j#s
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b) Usando la representacién estocastica Y = pu + AT W + X se tiene que
Sy = AW+X)ATW4+X)T
= ANWWA+AT WX T + XWTA+ XX

E(So®8y) = E( (ATWWTA +ATWXT H XWTA+ XXT) ®

(ATWWTA SATWXT + XWTA+ XXT) )

= (ATeAT ) E(WWT eww ) (AeA) + (AToAT) E(WW e WX ) (Ao L)
+(A®IQW(A®A) + (AT ®Ik) E (WWT ® XXT) (A®Iy)
+ (AT ® AT)W(M ®A) + (AT ® AT) E (WXT ® WXT)
+ (AT ® Ik) E (WXT ® XWT) (In®A) + (AT ® IQW
+ (Ik ® AT)W(A @A)+ (Ik ® AT> E (XWT ® WXT) (A®1Ty)
+E(XWT e XWT) (A0 A)+ E(XWTeXX ) (A Ix)
+ (o AT)E(XXTeWW ) (Lo A) + (o AT) BE(XXTaWXT)
+W(Ik ®A)+E (XXT ®XXT)

- (AT ® AT) E (WWT ® WWT> (A®A)+ (AT ® Ik> E (WWT ® XXT) (A®Iy)
+(ATe A ) E(WXToWwXT)+ (AT o L) E(WX 2 XWT) (I @A)
+ (Ik ® AT) E (XWT ® WXT) (AT +E (XWT ® XWT) (A®A)

+ (Ik ® AT) E (XXT ® WWT) (I, ®A)+E (XXT ® XXT)

Luego, aplicando los teoremas 2.2.2, 2.4.2 y 2.5.1 se obtiene lo siguiente
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4
E(Sy® Sy = (AT ® AT) <3Z(Aii Q@A) + - Z [(Aij ® Ajj) + (Aij ® Aii) + (A ® Aji) + (A ® Aij)]
i i#£j
+Z(Aii®Ajj)+(Aij®Aij)+(A3®A ) Z Aij ® Asi)
— i#j sl

+ Z ij ®© Ags) + (A @ Agj) + (A @ Ayy)] ) (A®A)

+(ATe 1) ((1 - ) (I,®%)+ % (1,1}, @2)) (A®I})

+(ATeAT) ((1 - > vee (I) vee(S)T + %vec (1,1]) vec(E)T>

v (AT ® Ik) ((1 - ) (I ® ) Ky + % (1,1] @ %) Kmk> (Iy ® A)
(1-2) Ko ttn 02+ 2K (1] 02) ) (A0 1)

4 ((1 ) vee (I) vee(S)T + %vec (1n1]) vec(E)T>T (A®A)

+ Ik®AT) <<1—> (eI, )+72T(2®1m1;)> (I ®A)
+ (@) (I + Kii) + vee(X)vee(T) "

= 3( TA@ATA )
L4

(AT ® AT> Z (A ® Ajy) + (A @ Ayi) + (Ai @ Aji) + (A @ Agj) (A A)
i#]

TOAT) Y (A © A+ (Ay© Ay) + (A5 ©A;)] (AS A)

+

% (AT ® AT) Z (A @ Ags) + (A @A)+ (A ® Ag)] (A®A)
4

3 (AT ®AT) D (A AL (ARA)+ (1 - > (ATA®2)

i sl T

+ (ATl 1)A® E) (1 - i) (A—r ® AT> vee (I ) vec(E) T

T
2
T
2 2
; (A—r ® AT) vee (1,1, ) vee(2) T + 2 (1 - 7r> (ATA ® E) Ky
2 (AT1m1;A ® 2) Kk + <1 - 2) vee()vee (1) (A ® A)

T T
+zyec(2)vec (1,,11;)T (A®A) + (1 - 2) (E ® ATA>

™ ™

2
2 (z ® AT1m1;A) L (EOD) (I + K + vee(E)vee() T
™
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Teorema 2.5.6
Sea Yy~ SNGg1(0,Q, ) donde

Fyo) = 20a(y; Q) @(n " yp)

ysean = w la, (o(z) = log(2®(z)), vy (1 v (2 es la primera y la segunda derivada de (o,
repectivamente.

Entonces, siempre que las esperanzas existan,

E(G(n"Y)]Pg(Yo)) = csE (M) (s=1,2,..)

donde
2

Cg —
(2m)%/2\/1 4 snTQn

y W ~ Nyg(0,€5) donde

Q= Q4+ ) =Q—s(1+sn"Qn) 1 Qnn"Q

Porlotanto,sin:% L Q=0+XNyYo=y—pn

Vo2
E(G(nYo) = —caa0
E((1(nYo)) = ca
ESN
E(GnYo)Yo) = —a (02)1/2(22 e en
E(Ci(nYo)Yo) = 0
E(GMYo)Y]) = —cAy
donde
ayg = E 1
(Q(WTW2)>

W2
Az = E(«pmm)

Note que es justamente el modelo Skew-Normal de Azzalini y Dalla-Valle (1996), el cual corres-

ponde a un caso particualar del modelo Skew-Normal Generalizado.

Dem. Ver Arellano-Valle & Azzalini (2008).



Capitulo 3

Aspectos inferenciales

Ahora que ya se presentaron algunas propiedades de la familia de distribuciones utilizado en

este trabajo, se muestran a continuacion algunos aspectos inferenciales de este modelo.

Se calcula en este capitulo, la Matriz de Informacién de este modelo, la que no ha sido calculada
anteriormente y puede resultar muy util para algunas técnicas de estimacién ya sea clésicas o

Bayesiana.

Como se ha senalado anteriormente, este modelo es muy utilizado para aplicaciones y estima-
ciones con enfoque Bayesiano, por lo que resulta muy util conocer las propiedades mostradas en
el capitulo anterior, asi como también es de interés discutir algunos aspectos inferenciales del

mismo.

Es por esto, que en principio se presenta el desarrollo del calculo de la Matriz de Informacion
para el caso univariado, el que es equivalente al modelo planteado por Arellano-Valle y Azzalini
(2008). Luego, se calcula la Matriz de Informacién para el caso multivariado. Finalmente, se

obtiene el caso univariado en base a los resultados obtenidos para el caso multivariado.
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3.1. Matriz de Informacion: Caso Univariado

El objetivo de esta seccién es calcular la Matriz de Informacion para la distribucién skew-normal,
con la reparametrizacién planteada en la seccion 2.5, para el caso univariado. La razén por la
que se comenzara con este caso particular, es que se tiene el resultado de esta matriz con la
parametrizacién de Arellano-Valle y Azzalini (2008), y es en el caso univariado en donde estas

distruciones son equivalentes.

Al finalizar esta seccion se hara la transformacién de la matriz obtenida a la parametrizacién de

Arellano-Valle y Azzalini (2008) y se confirmard su igualdad.

Teorema 3.1
Sea Y ~ SN Gl,l(,u,a2, A), el caso univariado de la distribucién Skew-Nomal presentado en la

seccion 2.5. Entonces, la Matriz de Informacion es:

I11 1o I3
I(u,o*N) = | Iy I29 Ia3
I3 I3 I3

donde,
)\2

Ih(v) = PNy + Canm

2 2 2\2
Ie(v) = ;m - %”AQ (2253((702++)\)\3)3

2 2
Iss(v) = 2m + C2A2(0217A2)3
2\ 1 A(202 + A2 1 N (20° 4+ 2?)
Lo(v) = <7r> CESOE e (02)1/2(0% 4 A2)5/2 + 50 (02)2(02 + A2)2
9\ 1/2 A2 (02)3/2 A
L) =2 <w> (24222 g2y T PN e
A 1 202 4+ 2\2)

Ias(v) = (02 + \2)2 - 562 202(02 + A\2)3



&1

C2

ao

a

o4(o +>\2)>
20'(2+22)\2
( ’
~Y
con LL lV 0

(

/2
A2)1
(02)1/2(02 +

)

AW

/2
A2)1
(02)1/2(02 +

))
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Dem. Sea Y ~ SNG11(u, 0%, )), se tiene que

fylp, o A) = 2¢(y—u\02+A2)<1>< (y— n)

)\2
- 1 - —
o2 + )2 o2 + N2

Si llamamos (o(z) = log(®(x)) entonces la log-verosimilitud es:

1 1(y—p? A y—up
l 2 \) = cte — =1 24032y _ = A
(,LL,O',)\) cle 209(0 +)\) 20_2_'_)\2 +<0 o 0_2+>\2

Si llamamos v = (i, 02, ) y (1 es la derivada de (p, se tiene que

do+oadn) — Y= M(da +2X\d\)

di(v) = PSRy (02 + A2)2

1
Sl

_ - A
+C1 <(02)1/2(gjg _f))\g)l/2> [(02>1/§‘7(J02 ?}\2)1/2 (dX) + (0D12(02 + )\2)1/2(—du)

L A=) gy L My
2 (02)3/2(02 4 \2)1/2 2 (02)1/2(02 4 \2)3/2

(do? + 2)\d\)

1 A (A)_"_(y_/'l’)

— )2 _ )2
_m(dUQ)_02+)\2 (y :U’) 2(d0'2)+ )‘(y :u) (d)\)

d _ 7
e el DT ey (02 + 22)2

— - A
o ((02)1/2%; ; )A?w) [w)vgg@z fvwz @) = ooz 1z )

Ay — Ay —
_2(02)3/&(102 i)AQ)l/Q (d0%) - 2((72)1/§?(J02 i))\2)3/2 (@)
A (y —
_(02)1/2((52 +M))\2)3/2 (d)‘)]
— — p)? 1 My — p)? A
R T S [N [ =t [

Ay — ) Ay =) (20% +X?) (do?)

A
+G <(02)1/2(02+)\2)1/2> [_ (02)1/2(02+)\2)1/2( 2 2(02)3/2(02 + \2)3/2

o?(y —
+(02)1/2((ZQ +M/)\2)3/2 (d)‘)]
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Ahora, si (5 es la segunda derivada de (p, al calcular la segunda derivada se tiene que

d*l(v) z—m(du)z - ﬁ(du)(d(ﬂ +2Xd)) + ﬁ(—dm(d(ﬂ)
—n)° 1 — )2
o 0o DA+ g (A 20 )
—_ _ 2
+M(dk)(—du) - ?2& A’;))Q (d\)(do® + 22d\)
2 Jlr 2 (dN) + M(dm(da? +2Xd))
) A My — 1)(20% + \?)
e <(02)1/2(02 + )\2)1/2> [_ (02)V/2(02 + \2)1/2 (dp) — 2(02)3/2(02 1 A2)3/2 (do®)
o2 (y — 2
(02)1/2((32 +#/)\2)3/2 (dX)
Ay — 1 A\
o ((02>1/2(§f,2 L )w/?) B ey N oy () (o)

A — 202 + \2
+2(U2)1/2(0'2 + A2)3/2 (dp)(do” +2XdX) — 2((52)372)((02 + )\2)3)/2 (dX)(do?)
AM20? +2%) My — )

(do®)(~dp) — (2do? + 20d)) (do?)

_2(02)3/2(02 + A\2)3/2
3y — w)(20% + \%)
1(0’2)5/2(0—2 + )\2)3/2

2(02)3/2(02 4 \2)3/2
22, 3AY— w) (202 + A?%)
(do?)” + 4 (02)3/2(2 + A2)5/2

2
573 (@N) ()

(do®)(do? + 2Xd)\)

(7772)(0? + N7

+ (02)1/2?0-_2 /j_ )\2)3/2 (d)\)(do'z) +

_ 02 (Cl)\)(dO’Q)—§ UQ(y_:U’)

2
2(02)3/2(02 4 \2)3/2 2 (02)1/2(02 + N2)52 (dN\)(do” + 2Xd\)
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i) = (@~ A a0 de®) = 5 ) — s (o

o242 (02 + 22 (02 + X2
— 1) 2My — p)?

g 0% = TS 0 ) ¢ s (0% s (0 @)
— p)? 2\ (y — 1 A

+ (S; +‘;2)2 (dN)? — (02(y+ Azﬁg)z (d)(dA) = —3=—3 (AN + m(dﬁ)(d»

(02 +A2)3

My — )\2 )\2 _ 2 202 )\2
e ((02)1/2((1(/72 f)v)l/Q) [02(02 +A2) (au)*+ i?ﬂ)gza(? n ;)3 )(dUQ)Q

o2 2(y — )2 INZ(y — 1) (o2 4 N2
((72()(72<:L/4—/\/;))3(d>\)2+ ((522])2(53(_1_ )\—;)2 )(dﬂ)(dO’Q)

@ N G e

2% (y — ) 22 (y — p)* (02 + \?)

~ o202 1 )2 AN - ey (do?)(dN)
Ay — 1 A
o ((02)1/2((?22 f))\2)1/2> T (0D)2(02 1 N2)L2 (dp)(dA) + 20?2 (0% T N2 (du)(do?)
A )\2
+2(0.2)1/2(0.2 + )\2)3/2 (dﬂ)(da2) + (02)1/2(02 n )\2)3/2 (du)(d)\)

(202 4+ \%)
2(02)3/2(o2 +)\2)3/2(
Ny — )

T (02)3/2(02 + A2)3/2 (do?)? — (02)3/2(02 + \2)3/2 (do)(dN)
BA( —1m)(202 4+ X2) 5y 3y — p)(202+ \2)
1(02)5/2(02+)\2)3/2( %) 1(02)3/2(02 + A2)5/2
3 X2y — 1) (20° + A?)
2 (02)3/2(02 + A2)5/2

T oy CE D NPAC N
(02)1/2(02 + A2)3/2 & 2(02)3/2(02 + A2)3/2
3 o?(y — 3\o?(y —

_2(02)1/2((32 +M))\2)5/2 (dgz)(d)‘) - (02)1/2(;3+§2))5/2 (d>\)2

— p)(20% + \?
B 2((32)372)((02 i )\2)3)/2 (dA)(do®) +

My — )

dp)(do®)

(do)”

(do?)(dA) + (02)1/23(/(;2 :L_ \2)3/2 (do?)(dN)
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=[] 0+ [~ ] @

! [( y+ﬁ;) 2T (2 T;) e 4(A2(i;;§) ](‘“) [ (igy+ Agi ](d")(d")
{_ (?2(1 AQMH (du)(dA) + [(0—2 i)\)ﬁ) ?igi )\l; 222y+ Al;j ]

e () | e 0 i

022 (y — p)? A2(y — p)(202 + A2

M(dw* 532)22(2“;2 (e

Ay — w)*(20° +2?)
o2(02 + \2)3

_|_

2M(y —
- @) -

My — 1) >[<3/\(yu)(202+/\2)2 Ay — 1) >(d02)2

(daz)(d)\)]

+€1 ((0-2)1/2(0-2 + )\2)1/2 4 (0-2)5/2(0-2 + )\2)5/2 o (0-2)3/2(0-2 + >\2)3/2

30’2)\ — 20.2
* (_ (0—2)1/2(0(32/+ 52))5/2) (dA)* + <_(02)1/2(02 n )\2)3/2> (dp)(dA)

(202 + \? 202 4+ A\2)(y —
" ((02)352(02—:— )\3)3/2> (dp)(do?) + <_ (22)1/;02)5_9)\2;;‘/)2) (dUQ)(d)\)]
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Para el cédlculo de la esparanza ocuparemos algunas de las propiedades enunciadas en el capitulo

2.

Asi, tomando es cuenta que (a(z) = —(1(x)(x + (1 (2)),

1 1

2\
2 2
ey elC O TPy eIl 3(43)

1/2 1/2 2
+2 <2) (02_1_)\)\2)2(d'u’)(d02) +4 <2> (<72—)|\-)\2)2(dm(d)\)

A2 2
+62a0m(du)2 + m
)\2 20’2 )\2 2 0-2 b\ 20.2 )\2
Fezds <4(gz()3(02+ n A)z)g (do?)? + m(eﬂ)2 - W,(dﬁ)@))
DY
+ <61 (02)1/2(02 + \2)1/2 + C2a1>
N (202 4 N2 22
((02)(2(0.2—:_ )\2))2 (du)(d02) - M(dﬂ)(d)\)>

E(—-d*((v))) = do?)? +

(do?)(d\)

2(c2)1/2 A(202 4 \2
e (—Wum(d» + (02)352(02++ X;)m (dp)( dg2)>

Finalmente, las expresiones de las esperanzas que componen la Matriz de Informacién son:

)\2
) = e e )
1 1 1 N (202 + 2%)?
Ie(v) = 5sep Y12 pi2 1 0
A2 o?
Iss(v) = 2<J2 T A2)2 +e2ds (02 + A2)3
2\2 A 1 202 + \2) 1 A2(202 + \2)
Ip(v) = | = 5o 5C1 + s coaq
o @2+ 202 2V (o2)12(02 1 A2)52 T 2" (52)2(2 + N2)2
9\ /2 22 (0_2)3/2 A
Iiy(v) = 2 (w) (02 1 \2)2 Ta (02 + A2)5/2 G2 )2
A 1 202+ 22
Lsv) = (02 +A\2)2 2 202(02 + A2)3

En la seccién 5.2 se comparan las matrices de informacién del modelo planteado por Arellano-
Valle & Azzalini (2008) contra el utilizado en este trabajo (en el caso univariado), ya que para

este caso, los modelos son equivalentes.
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3.2. Matriz de Informacion: Caso Multivariado

En esta seccion se calculara la Matriz de Informacion usando la parametrizacion sefialada en la
seccién 2.5 en el caso multivariado. Para esto, se calculard el cuadrado de la primera derivada

de la log-verosimilitud, para luego calcular la esperanza de esta expresion.

Teorema 3.2

Sea Y ~ SNG} m(p, 3, A). Entonces, la Matriz de Informacién es:

I I Iy3
I(p,v(2),vec(A)) = | Iz Isy I3
I3 Ip3 1I33
donde,
—1
I, = (1 - 2) (E+ATATATAE +ATA) L+ g(z +ATA)TIATL, 1T A (2 + ATA)
i s

—1 -1
+(S+ATA) B(S+ATA) —(S+ATA)IRAS+ATA)
HEFATATATRAZ +ATA)?
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+D7 ((E+ATA)_2 ®AT> R, ((2+ATA)_2 ®A> D

_% (1 - i) DT vec ((z + ATA>1> (ATA)T ((z n ATA>71 ® (2 + ATA>1) D

cc((Z+A A)1>v (AT, 1TA) ((2+ATA)1®(2+ATA)1>D

ec (2 + ATA) _1) vee(S)T ((2 + ATA> - (2 + ATA> _l> D
(

—ipT ec 2+ATA)_1> vec(R )T( (2+ATA)_ ®A(E+ATA> 1)D
+DTve (2+ATA l)v <2+AT R >
—%D ((2+AT ) ' @ (Z+ATA) ) ( (Z+A7A )7 ®A(E+ATA)1)D

-D7 ((E+ATA) ' @ (Z+ATA) 1) <E+ATA) ®A>D
(

DT ((Z+A7 A) Ao (T+ATA) AT)R ((2+A A) ®A>D
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9\ 1/2 T
() E + ATA ATlmvec ((E + ATA) ) D
0

(z+A7A )7 ((2+ATA) 1®(E+ATA)1)D
(=

S+ATA ) (A (E+ATA)

® A (2 +ATA>_1) D

1
2
1
*3
1
*3
(z + ATA)_ Rio ((2 + ATA)_2 ® A> D
:
1
2
1
2
(=

_ E—i—ATA)AR (A (2+ATA)1®Im)
2+ATA)_ (A E+ATA)_ ®A(2+ATA)_1AT)
+ 2+AT R10<(E+ATA 1®Im)

9 2+ATA) Rw( 2+ATA) ®AAT>

I\
+
>
_‘
>
>
=
<
8
~
N
_‘
7 N
—~
™
n
>
*4
>
~
®
>
*4
N—

+2 (2 + ATA)A ATRy, ((2 n ATA) s AAT>
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donde

52

E (So® So)

By = E(So@y])

fueron definidos en el Teorema 2.6.1, y

(v(m)yoar)
(v2(ma,.ar,)
(w2(mpvec(@u)vec(@m)T)
(v

(

2 (n) (So ® 4y, )

E (W(n)vec(So)vec(Qm)T)
E(w(n) (So @ uay))
E (9 (m)vec(@u)vec(a,ui)")
E(\Il(n)yovec Qm) )
E (W(n)

B
E (‘112 n)qmvec(Qm)T)
B

(
(n) (yg ® qmql))
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Dem. Sea Y ~ SNGj m(p, 3, A), se tiene que

fYln2A) = 276, (y—pS+ATA) 0 (AE+ATA) (y - w)[0, L — AT +ATA)'AT)

Denotando yg =y —py So = yOyOT, la log-verosimilitud es:

1 1
(B A) = cte— Slog|=+ATA| = St {(Z+ATA)'So }

+og (O (AT +ATA)yol0, I — A(Z+ ATA)AT))

y la primera derivada de la log-verosimilitud es

dli(p, %, A)

tr {(2 FATA) (S + ATA))}

DN = N =

tr {—(2 HATA) T AE+ATANE +ATA) IS, — (S+ATA) ™ ((dp)yl + yo(du)T)}
+o! (A(E +ATA) yol0, I, — A(S + ATA)‘IAT)
d («pm (A(z +ATA) yl0, I, — A(S + ATA)*lAT))
—%tr [+ AT am)} —r {2+ ATA) AT(dA) )
+%tr {(z FATA) L dD) (= + ATA)—lsO} +tr {(z FATA) AT (dA) (S + ATA)—lsO}
+tr {(2 + ATA)*lyO(du)T}
I (A(E +ATA) yyl0, I, — A(S + ATA)‘lAT)
d ((I)m (A(E +ATA) yol0, I, — A(S + ATA)‘lAT))
—%U@C(dZ)Tvec ((E + ATA)1>
—vec(dA) T ((2 + A—r ) vec(I)
Jr%vec(dZ)T <(2 + ATA) ® (2 + ATA) 1> vee(So)
Fvee(dA)T ((z n ATA) @A (z n ATA)l) vee(So)
+(dp) " (E + ATA)i1 Yo
o (A(E +ATA) yol0, I, — A(S + ATA)-lAT)

(o0 (B ATA 0 ACB A7) A7)
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Para calcular d (®,, (A(Z +ATA)Lyo[0,I,, — A(Z +ATA)'AT)) usamos el teorema 2.2.4
cona=A(S+ATA) 'y, B=0yT =1, —A(S+ATA) " AT con lo que se obtiene que
do = (dA) (2 + ATA)il Yo — A (2 +ATA) B (dE + QAT(dA)) (2 + ATA>71 Yo
A(S+ATA) (w)
— (dA) (2 + ATA) Ty A (2 + ATA) T a®) (2 + ATA)_1 Yo
“2A (2 + ATA) TUAT(dA) (2 + ATA>71 Yo — A (2 + ATA)A (dp)
dr' = —(dA) (2 + ATA)_l AT A (2 + ATA>_1 (dz + 2AT(dA)) (2 + ATA>_1 AT
A (2 + ATA)_1 (dA)T
= 2(dA) (S + ATA) TAT A (5+A7A) ) (5+ ATA)_1 AT

+2A (2 +ATA) AT (dA) (2 +ATA) AT

4, = o, <A<E+ATA>1y0‘0,1m—A<E+ATA)1AT>

Q, = ¥, (A(2+ATA)_1y0]o,Im—A(2+ATA)_1AT>



Por lo tanto,

d (P

(B,

)

95

;Uec< ~2(dA) (2 +ATA) AT+ A(S+ATA) T (@®) (S +ATA) AT
+24 (S+ATA) TUAT (dA) (Z+ATA) - AT) Tvec(Qm)
+qT ((dA) (=+ ATA>_1 o~ A (D + ATA>_1 (@z) (T + ATA)_l Yo
24 (S+ATA) AT@A) (S +ATA) gy A(S+ATA) (du)>
_vec ((dA) (=+A7A) - AT> ' vec(Qm)
—i—%vec <A (2 + ATA) T dz) (2 + ATA> o AT> ! vec(Qm)
Fvec (A (2 + ATA) AT (dA) (2 + ATA) B AT) ' vec(Qm)
+q," (dA) (2 + ATA>_1 Yo —ql A (2 + ATA)_1 (d2) (2 + ATA>_1 Yo
_2qT A (2 n ATA)_1 AT(dA) (2 + ATA>_1 Yo — ql A (2 + ATA)_1 (dp)
_vee((dA))T ((2 + ATA)_1 AToI ) vee(Qu)
+ vee(dx) T ( (z+A7A) (z+A7A) AT) vee(Qm)
+vec(dA)T ((2 +ATA) "AToA (2 + ATA)_ AT) vee(Qum)
((2 +ATA) e Im> vee (a9 )
—vec(dx)T <<2 +ATA) "% AT) vee (a4, )

—2vec(dA)T ((2 + ATA ‘o AAT> vee (qmyg) g A (2 n ATA)_l (dp)
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d(@ (aB.T)) = —vee((dA)T <(2 + ATA)il AT® Im) vee(Qm)
+%d(v(2))TDT ((2 FATA) AT® (2 ATA) o AT> vee(Qm)
+vee(dA)T ((2 +ATA) TATzA (z+AT) - AT> vee(Qm)
Foee(dA)T <(2 + ATA)A ® Im) vec (qmyOT)
—d(w(2)TDT <(2 +ATA) e AT> vee (a,,97 )

—2vec(dA) " <(2 + ATA) - ® AAT) vec (qmyg> —q, A (2 + ATA) - (dp)

donde D es la matriz de Duplicacién definida en el capitulo 2.

Sigue que
d B T\ LT
B (@lB.T) = —(2+A A) Aq,
_ 17 TA) -1
G P @B T) = 5D <<2+A A) AT®(2+ATA) AT) vec(Qm)
—DT< 2+ATA)_2®AT) vec (qmy(—)r>
d _ TA) P AT

cona=A(S+ATA) 'y, B=0yT =1, -A(S+ATA) AT



o7

Por lo que, si llamamos ¥(n) = &1 (A(Z + ATA)1ypl0, I, — A(E+ATA)TAT), se tiene

que

di(u, 2, A) = _%d(v(z))TDTvec ((2 + ATA)_1>

—vee(dA)T ((2 + ATA) "o A) vee(I )
+%d(v(2))TDT ((z + ATA) e (z + ATA> 1) vee(So)
tvee(dA)T ((2 + ATA) oA (2 + ATA)l) vee(So)
+(dp) " (2 + ATA)_l Yo
—W(n)vec(dA)T ((z +ATA) AT 1m> vee(Qum)

1

+5 ¥ m)d((=) DT ((2 + ATA)_1 AT ® (z + ATA)_l AT> vee(Qum)

+U(n)vec(dA) T ((2 + ATA) TATeA (2 + ATA) B AT> vee(Qn)
+0(n)vec(dA)" <(E + ATA) B ® Im> vee (g,,Y0 )
—U(n)d(v(X))' DT ((2 + ATA) ” ® AT> vee (q,,Y0 )

—2W(n)vec(dA) " ((E + ATA) ” ® AAT) vee (g,,y0 ) — ¥(n)g, A (E + ATA) B (du)



Las ecuaciones de verosimilitud son

Cyo— ¥ (S+ATA) ATq,

—%DTvec <(E + ATA) _1>

+%DT ((2 +ATA)71 ® (2 +ATA)1> vec(So)

(2+A7A)

1
2

—W(m)DT <(2 +ATA) T AT) vee (¢, )
_ ((2 +ATA) e A> vee(Iy)

+ ((z + ATA)A @A (T +ATA) 1) vec(Sp)
—U(n) ((2 + ATA)il AT e Im> vee(Qum)

+U(n) ((2 + ATA) TAT@A (2 + ATA)_l AT) vec(Qm)

+=U(n)DT ((2 + ATA)_l ATe (T4 ATA)_1 AT) vee(Qm)

o8
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Ahora, el cuadrado del Score para cada pardmetro es

SuSp = (@A) [(B+ATA) TS (ZHATA) T —I)(Z+ATA) M ypg AS+ATA)T!

+U0)(E+ATA) AT g, 4, A(S + ATA)1] (dp)

SsSy = d((=®)"
iDTvec ((2 + ATA)_1> vec <(2 + ATA)_1>T D

J&DT ((2 +ATA) e (2+A7A) _1> vee(So)vee(So) T ((2 +ATA) g (=+A7A) _1> D

J&\Iﬂ(n)DT <(2 + ATA) AT (2 + ATA) B AT) vee(Qum)vec(Qm) T

<A (z + ATA) oA (2 + ATA) _1) D
+02(n)D" ((E + ATA> ” ® AT) vec(q,, Yo Jvec(dnyg ) ((E + ATA) -~ ® A) D
—%DTvec ((2 + ATA) 1) vee(So)T ((2 + ATA) e (2 + ATA) 1) D
—%\Il(n)DTvec ((2 + ATA) _1> vee(Qm)T <A (2 + ATA) oA (2 + ATA) _1> D
+¥(n)D "vec ((2 + ATA)_l) vee(q,,yg )" ((2 + ATA) -~ ® A) D
—|—%‘~II(77)DT <(E + ATA) B ® (E + ATA) 1) vec(So)vec(Qm) "

(A (z + ATA)A ® A (z + ATA>1> D
—y(n)D" ((2 n ATA)_l ® (z n ATA)_1> vee(So)vec(q, yl )T ((2 n ATA) e A) D

—w?(n)DT ((Z + ATA) B AT ® (E + ATA)71 AT> vec(Qm)vee(q,,yg )" ((E + ATA) - ® A) D

d(v(%))




SaSA
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vec(dA) T

((z + ATA)% ® A> vee(Iyvee(Iy) T ((z + ATA)A ® A)

>t ATA) _1) vee(So)vec(So)T <(2 + ATA) e (2 + ATA) B A)

+
N
A~
™
+
>
_‘
>
~—
|
X
>
=/~

(2 + ATA)7 AT @ 1m> vee(Qum Yvec(Qum) T (A (z + ATA) e Im>
) AT®A (2 + ATA) - AT> vee(Qu)vec(Qum) T

( (=+ ATA)_1 @A (T+ ATA)_l AT>

(2 + ATA)_l ® Im) vee(a,,yg Yoee(g, yi )T <(2 + ATA) e Im>

—92 -2
+40?(n) ((E + ATA> ® AAT> vee(q,,yq Jvec(q,,yg )" <<E + ATA> ® AAT>
+

(
(s+a7a)
(5+a7a)
+4U(n) ((2 + ATA> o A vee(Iy)vee(q, yl) T
(5+74)
(s+a7a)

+2 ((Z + ATA)71 ®A (E + ATA>1> vec(So)vec(q,,yg )" ((E + ATA)71 ® Im>
—4 ((E ATA)71 ® A (2 + ATA)1> vec(So)vee(q,,yg )" ((E + ATA) -~ ® AAT)
' vee(Qu)vec(Qm) T (A (2 + ATA) oA (2 + ATA)_l AT>

)
AT ® Im) vee(Qum)vee(g, yd )T <(2 + ATA) e 1m>

200 (A (S ATA) oA (S ATA) AT ) vee@upetann)T (8 4474) o 1)

n
(
(

402 (n) ( >4 ATA) AT e Im) vee(Qm)vee(a,,yd )T ((2 + ATA) g AAT)
(

402 (n) <A (z + ATA) T oA (2 + ATA) B AT) vee(Qum)vec(g, yd )T ((2 + ATA) e AAT)
(

vec(dA)
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T

S,.S& = (du)T —1(ZH—ATA)_lyOvec((ZH—ATA)_l) D

(z: + ATA> " ygvee(So)T ((2 + ATA) e (2 + ATA) _1> D

[\D\H [\D\r—

FSU(n) (2 + ATA) "~ ygvec(Qm)T <A (2 + ATA) oA (2 + ATA)_l) D
—¥(n) (E + ATA) B yovec(q,,yg ) ((E + ATA> ” ® A) D

+%‘I’(77) (2 + ATA)% ATq, vec ((2 + ATA)l) D

—%xp(n) (2 + ATA) T ATq,vee(So)T ((z + ATA)_l ® (z + ATA)_1> D
f%\p?(n) (2 + ATA) T AT vee(Qn)T <A (2 + ATA) oA (2 + ATA) _1) D

+02(n) (E + ATA) B ATq,,vec(q, yd )" ((E + ATA) - ® A) D|d(v(%))

—1

S.SE = (dp)T —<E+ATA)

yovee(Ix)T ((z + ATA) e AT>

(24 ATA) yec(s) (B4 ATA) o (2 mA)lAT)
(z+aa) " o1)

0Gn) (34 ATA) wovee@)” (A (24 ATA )‘ 9A(2+ATA) A7)

o

(2 n ATA 9 AAT>

—U(n) (2 + ATA)_ yovec(Qm) " ( P

A
+¥(n) (2 +AT B yovec amYo) <
-

—2¥(n) (E + ATA Yovee(d,nyg )

+T(n) (E—I—AT ATqmvec (Ix)" ( EJ—&-A—r ®AT>
-1
—¥U(n )(E+ATA "ATq, vee(So)T ((z AT E+ATA> AT>
—1
102 (n )(2+AT ATq,, vec QmT<A 2+AT )
—W2(x) (z +AT B vee(Qm) T (A (z +ATA ®A > +ATA) AT)

—0?(n) (E + ATA)7 A" q,vec(q,yd)" ((E + ATA) ®I >

1

+202(n) (Z + ATA) Tq,vec(q,yd )" <<E +ATA) ® AAT> vec(dA)
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SeSy = d(v(%)"

%DTvec ((z n ATA) _1) vee(Iy)T ((2 + ATA)_I ® AT>
—%DTvec <(2 n ATA) _1> vee(So) T ((2 + ATA) e (2 + ATA) B AT>

1
+5¥(m)D vec< 2+ATA vee(Qum)T ( 2+ATA> ®Im>

—1 1 -1
Ly DT vee ( 2 FATA ) vee(Q (AT 2 n ATA) ® A (2 n ATA) AT>

—=T(n) vec( 2—}—1\T

3 vec(q,,yq ) ( 2 + ATA) ® Im)

+U(n)D vee ((2 + ATA) 1) vee(q,, yd)T ((z + ATA)_ ® AAT>
%DT <(2 + ATA) e (2 + ATA) _1> vee(So)vee(I;,) T ((2 + ATA) e AT)
+%DT ((z + ATA)A ® (z + ATA)I) vee(So)vec(So)T ((2 + ATA>71 ® (2 + ATA>71 AT)
) 1) vee(So)vec(Qum) < (=+ ATA)A ®Im>
) ) vee(So)vee(Qm) T
A(Z+ATA) AT >
) ) vee(So)veelq, yT) T <(2 + ATA)_l ® Im>
E+ATA)7 ® (E+ATA) 1) vee(So)vee(q,, yd)T ((EH—AT B ®AAT>
( >+ ATA)A AT® (2 + ATA) AT> vee(Qm)vee(I)T ((2 + ATA) ® AT>

(
+%\Il(n)DT <(2 + ATA) AT (2 + ATA) B AT> vee(Qm)vee(So) T
+

<(2 ATA>_1 ®(Z+ ATA>_1 AT>
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_%\IJQ(n)DT ((z + ATA> AT e (z n ATAY1 AT> vee(Qu)vec(Qm) T (A (2 n ATA)A ® 1m>

+%\112(77)DT ((2 + ATA) AT (2 + ATA)A AT> vee(Qum)vec(Qum) T
(AT (2 + ATA)_l ® A (2 + ATA) B AT>

+%\I/2(n)DT <(2 + ATA) TATs (2 + ATA)_l AT> vee(Qu)vec(q, yd )T ((2 + ATA>_1 ® Im>
—w(n)D" ((z n ATA)A AT ® (z + ATA) o AT> vee(Qm)vee(a,,yd)T ((z + ATA) “ e AAT)
+U(p)DT ((z + ATA) 7o AT> vee(q, yd Yvee(I)T ((2 + ATA) e AT)

—w(n)DT ((z + ATA>_2 ® AT> vee(q,,yd Jvee(So) T <(z + ATA> ' (z + ATA>_1 AT>
( B < 2 LATA) @ Im>
(z + ATA) 7o AT> vee(@,yg Jvec(Qm) T (A z + ATA) ® A (z + ATA)% AT>
(

—2 -2
+202(n)D" <(E + ATA) ® AT) vee(q,,yq Jvec(q,,yg ) ((Z + ATA> ® AAT> vec(dA)

La Matriz de Informacién sigue de aplicar las esperanzas para cada cuadrado del Score.

En la seccién 5.3 se obtiene con exito, el caso particular univariado de esta Matriz de Informacion.

Como se pudo apreciar a lo largo de esta seccion, para calcular la Matriz de Informacion de este
modelo en el caso multivariado, fue necesario conocer y aplicar todas las propiedades revisadas
en el capitulo anterior, las que no solo comprometen a la distribucién Skew-Normal, sino que

también se refieren a otras distribuciones, tales como la Half-Normal y la Normla Truncada.

La obtencién de la Matriz de Informacién para el caso multivariado en el modelo planteado
en este trabajo, es una herramienta 1til para el estudio de las propiedades de los estimadores
de maxima verosimilitud desde el punto de vista cldsico y también es un resultado ttil para el

desarrollo de modelos paramétricos con enfoque bayesiano.



Capitulo 4

Conclusiones

El desarrollo del presente trabajo consistio en la exploracion de algunas propiedades no estudia-
das de la familia de distribcuiones Skew-Normal basdndose en el modelo presentado por Azzalini

y Genton (2005).

Para lograr este objetivo se revisaron ciertos conceptos, tales como el producto directo entre dos

matrices, la vectorizacion de una matriz y la matriz de duplicacién y conmutacion.

Luego, se estudiaron algunas propiedades para distribuciones relacionadas con la distribucion
Skew-Normal, tal como la distribucién Normal truncada, para la cual se calculé la funcién ge-
neradora de momentos, con lo que se obtuvo los dos primeros momentos. Para la distribucién
Normal Multivariada se calcularon algunos momentos no conocidos y se obtuvo la forma de
d (P, (a|3,T)). Para la distribucién Half-Normal se calcularon algunos momentos necesarios

para el cédlculo de la matriz de informacion.

Al calcular la matriz de informacion para el caso univariado, se logro llegar a los mismos resul-
tados que la parametrizacion usada en Arellano-Valle y Azzalini (2008) a través de la matriz

jacobiana.
Al calcular la matriz de informacién para el caso multivariado se utilizé la mayoria de los resul-

tados que se presentaron anteriormente, con lo que se llegé a la forma general de la matriz, la

que tiene componentes que deben calcularse numericamente.

64
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Este trabajo fue realizado con la distribuciéon Skew-Normal, sin embargo en el futuro se podria
estudiar estas propiedades para una familia mas general, como lo es la familia de distribuciones
Skew-Eliptica. Por otro lado, la parametrizacién utilizada es un caso particular de la llamada
CSN-2 (Close Skew Normal) planteada por Arellano-Valle y Azzalini (2006), por lo serfa intere-

sante estudiar estos resultados para esa familia.

Este trabajo puede servir de base para futuras aplicaciones que se deseen realizar con este

modelo, ya sea desde el punto de vista clasico o Bayesiano.



Capitulo 5
Apéndice

5.1. Definiciones

5.1.1. Producto Directo

Sea A una matriz de dimensiones mso X no y sea B una matriz de dimensiones mj X ny; entonces
el producto directo de A y B, el cual escribimos como A ® B, es una matriz C de dimensiones

mims X nine definida por

Abq1 Abip -+ Abip, b1 A bi2A -+ bip A
AQB—C— AI.?21 Al'?22 e Aéin _ b21.A 522.44 e an.lA
Abp1 Abp2 oo Abmyn, bm1A byp2A o bpn A

5.1.2. Vectorizacion de una Matriz

Sea A una matriz de dimensiones m x n, donde A = [a1,a2,...,ay]; esto es, a; es la i-ésima

columna de A. Entonces la vectorizacién de A, denotada por vec(A), estd definida por

ay

a2
vec(A) =

Qn
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5.1.3. Matriz de Duplicacion

Para una matriz simétrica M de dimensiones d x d, entonces v(M) es el vector formado al
apilar el tridngulo inferior de M. Ademés, existe una matriz D de dimensiones d? x d(d + 1)/2,
llamada matriz de duplicacién tal que vec(M) = Dv(M) y v(M) = D vec(M), donde D" =
(D'D)"'DT

5.1.4. Matriz de Conmutacién

Sea d; el vector unitario de diemnsién m x 1, cuyo i-ésimo elemento es +1 y los elementos

restantes son 0.

Sea A;; = didjT la matriz unitaria de dimensiones m X n, cuyo ij-ésimo elemento es +1 y los

elementos restantes son 0.

Entonces, la matriz K,,, de dimensiones mn x mn se define como la matriz de conmutacion,

donde

m n

K=Y Y (Al0Ay)

i=1 j=1
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5.1.5. Algunas propiedades ttiles

1. Sea « cualquier escalar y A y B matrices, entonces

(0tA)® B=A® (aB) = a(A® B)

2. Sea A, B y C matrices cualquiera, entonces

(A B) @ C=A® (B(C)

3. Sea A y B matrices cualquiera, entonces

(AoB)' =AT @ B'

4. Sea A una matriz de dimensién m; X ny, B una matriz de dimensién msy X no, F una

matriz de dimensién n; X k1 y G una matriz de dimensién ng X ko, entonces

(AR B)(F®G)=(AF)® (BG)

5. Sea A y B matrices de dimensién m x m y sea C una matriz de dimensién n X n, entonces

(A+B)eC=(A®C)+ (B®C)

6. Si « es un vector de dimensién m x 1 e y es un vector de diemnsién n x 1, entonces
veclzy )=z Qy
7. Para cualquier vector y se tiene que vec(y) = vec(y') =y

8. Si A y B son matrices de dimensién n X n'y « y [ son escalares, entonces

vec(aA + fB) = avec(A) + pvec(B)

9. Sea A, B y C matrices de dimensiéon m X q, ¢ X s y n X s respectivamente. Entonces

vec(ABC") = (A ® C)vec(B)

10. Sea A una matriz de dimensién m X ¢ y B una matriz de dimensién g x m. Entonces

[vec(AT)] vec(B) = tr(AB)



11.

12.

13.

14.
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Sea A, B, C y D matrices de dimensién m X n, n X p, p X ¢ y ¢ X m, respectivamente.

Entonces

tr(ABCD) = (vece(D"))T(CT ®A vec(B) = (vee(D ))T(A®CT)U€C(BT)

Sea A = [aj;] una matriz de dimensién m x n, y sea B = [b;;| una matriz de dimensién

p %X q. Entonces

A® B = i zn:[A ® (bij Asj)],

i=1 j=1

donde A;; es una matriz unitaria de dimensién p x ¢

Sea A;; una natriz unitaria de dimensién n x n. Entonces

S (A @ Ay) = eecT]fvec(T)]T

=1 j=1

Sea A una matriz de dimensiones m x n, B una matriz de dimensiones p X ¢ y b un vector

de diemensiones p x 1. Entonces

K, (A®B) = (B2 A) K,
K,;m(A®B)K,, = B®A

Kym(A®b) = b A

Ko, b A) = A®b
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5.2. Comparacion de las Matrices de Informacién

En esta seccién se comparard la Matriz de Informacion obtenida mediante el modelo
Y ~ SNG11(p, 0% )), con la Matriz obtenida por Arellano-Valle & Azzalini (2008) ya que para
el caso univariado los modelos son equivalentes. Para esto recordemos que la densidad enunciada

por Arellano-Valle es:

flylé,w?a) = %f%<y;§>@cyctf>>

fle,Qm) = 20712 (%ﬁ) @ (n(y —¢€))

conQ:wan:%

Es decir, la relacién entre los parametros de los dos modelos es la siguiente:

2 Q n<2

= = —n:-: >\ e —
p=c T a1 (?Q + 1)1/
depr =1 dou =20 dT]/’L:O
1 202
deo? = dgo® = —5——s  dpot=—p———
70 S N U RS IE
3
n°Q + 2n Q
0T 920 + 1)3/2 T (20 + 1)3/2

y la matriz jacobiana tiene la siguiente forma:

1 0 0
- 1 202
D=10 Geame —mase
n3Q+42n Q

2P (POt

Finalmente, calculamos la matriz de informacién del modelo de Arellano-Valle & Azzalini (2008)

a través de la siguiente tranformacion:

I() =D"I(v)D



con lo que se obtiene lo siguiente:

I1(0)

L2(6)

I15(0)

I5(0)

I53(0)

Iy
— Coa
19 " C2a0
Doglio + D3alh3
1 21/2y 1 7 1 9’ 7
oﬁ9+u2wv%uw9+1yﬂ+”§+“5m0”1_Q5+§”w9+1q)
n(n*Q + 2) 23/2p2 1 n

2P0+ )R TR ) T e 1R T o + 1y
0

o

Dol + D33lq3

_20% ( 21/2y) +(i+nj) )
(M?Q+1)2 712020+ 1)V/2 1 Q n2Q+1

N 0 23/2772 1 n

(P2Q+ 1)3/2 71/2(2Q + 1) T (12 + 1)3/2901 Q2+ 1)1/2 cia1)
c1 — C2017)

D3,155 + 2D2 D3y Ios + D35 133

1 1 772 774 776
Ty T ye,a
oo tge g T ped)
N 2 730+ 2n n o2+ n%82) e 3)
(PQ+1)2202Q + 1)3/2 Q(n2Q + 1)1/2 202(2Q + 1)1/27772
( 7’]39 + 27’] )2( 2772 + CQAQ )
2(2Q +1)3/27 "n2Q+1  Q2(n2Q+1)
1
202
Da3(Dazlzg + Dsals2) + D33(Daglas + D3als3)
29277 1 1 772 7]4 nG
- LT 1 T4
a2 ara sz Tl T T e
Q2+ 21 n n(2+17%Q)
2 EYELoyae: 172~ 902(n2 773 C242))
2(2Q +1)32°Q(n2Q + 1)1/2 202(n2Q + 1)V
0 1 n n(2 + n*Q)
- A
+(7729 T 1)3/2((77252 1) (Q(UZQ T2 202020 + 1)1/262 2)
7*Q + 29 21 242

(

n?Q+1 92(772Q+1)))

+2(7129 1 1)3/2
0
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Is3(0) = D33l + 2D23Ds3lo3 + D35153
202 o, 1 2 ot S
_ T A
Clipar g Gar tlge g tped)

202 Q n n(2 + n*Q)

2(— —
+2( (772Q+1)2)(7729+1)3/2(Q(772Q+1)1/2 292(,’725)_,_1)1/2

9 2 2n? N c2 Ay )
(PPQ+ 1327 "PQ+1 - (n*Q+1)
= CQAQ

+(

lo que coincide con el resultado de Arellano-Valle y Azzalini (2008).

c2A2)
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5.3. Obtencién del caso univariado en base a la Matriz de In-
formacion multivariada
En este apartado se obtendran los resultados obtenidos en la seccién 3.1 con los obtenidos en la

seccién 3.2 para el caso particular en que m =1, k = 1. Esto es, A = A\, ¥ = ¢2, lo que genera

los siguientes resultados:

B (0'2-|-A2)1/2 )\yO
7 = (02)1/2 ¢ (02)1/2(02+>\2)1/2

o - _)\(02+)\2)1/2 Ao
- (02)3/2 Yoo (02)1/2(02 1 A2)1/2

Rl = Ry=Rg=R7=0

o2+ N2
R2 = 02 C2a

X2(0% 4+ A2)
o = oy b

o2+ N2
Ry = T02A2

A2+ 22)

R8 = _WCQAQ

9\ /2
Ry = _<> A
T

9\ 1/2
R10 = <> O'2

Y

9\ 1/2
- ()

™

9\ 1/2
Ry = <) o2

T

Mo? + A2
fha = T e

g% 4+ \2
Ry = oz G20

donde ¢z, ag, a1, Az fueron definidos en el lema 2.5.1 del capitulo 2.

Con estos resultados se replica la Matriz de Informacién del caso univariado, la que a su vez fue

contrastada con la obtenida por Arellano-Valle & Azzalini (2008) en la seccién 5.2.
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