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Resumen

El presente trabajo propone un modelo donde la variable de respuesta es distribui-
da beta y se tienen variables explicativas mixtas, es decir, se consideran variables ex-
plicativas tanto fijas como aleatorias en el modelo de regresion. Este tipo de modelos
con efectos mixtos son muy utilizados en la actualidad, principalmente en el area de
la salud y su estudio ha sido restringido principalmente a repuestas con distribucién
normal o con distribuciones simétricas, asumiendo ademas que la variable mencionada
tiene soporte sobre todos los reales. Sin embargo, lo anterior parece no ser aplicable
cuando la respuesta tiene soporte limitado a un intervalo (a,b) con —co < a < b < 00
(a,b escalares conocidos) , por ejemplo, en modelamientos para tasas y proporciones
en donde la variable de respuesta estd acotada a un intervalo (0,1). Ademés es l6gico
pensar también que este tipo de modelos no ajuste bien los datos cuando estos pre-
sentan asimetrias
La ventaja sustancial en considerar un modelamiento beta se debe a la gran flexi-
bilidad que ella presenta, lo que permite un buen ajuste a los datos disponibles en
un gran numero de casos, sean estos simétricos o no. Se podra prever que un posible
inconveniente de esta distribucion es que toma solo repuestas en el intervalo (0,1),
pero en la practica podremos llevar cualquier respuesta con soporte limitado en R al
intervalo (0, 1) por medio de una simple transformacién [17].

Con el fin de establecer una estructura de regresién para la media de la variable
de respuesta, serd necesario considerar un modelo beta reparametrizado en funcién
de la media y un pardmetro de dispersién (Paolino Philip, 2001) [18]. El modelo

propuesto es usado en situaciones donde la variable de interés es continua y restringida

IX



al intervalo (0,1) y se relaciona con otras variables por medio de una estructura de
regresion. Los parametros del modelo de regresion beta son interpretables en términos
de la media de la variable de respuesta, donde esta seréa convenientemente ligada con

la estructura de regresion mediante el link logit (Ferrari and Cribari-Neto, 2004) [7].

Para abordar nuestro modelo propuesto, se utilizara el enfoque Bayesiano, donde
se discutiran las diversas alternativas propuestas en la literatura sobre la especifi-
cacion de prioris convenientes, se propondra una priori alternativa a lo expuesto en
la literatura y se realizardn las estimaciones de los pardmetros de interés junto con
las respectivas pruebas de diagnostico, comparando la calidad del ajuste que propor-
ciona cada modelo planteado, para tal efecto, se efectuaran diversas simulaciones.
Finalmente se compararan los enfoques bayesiano y clasico del modelo mixto prop-
uesto usando prioris clasicas en la literatura, con lo que seran debatidas y analizadas

las ventajas y desventajas que presenta cada uno de estos enfoques.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo revisaremos la distribucién beta y las diferentes reparametriza-
ciones que se han realizado de la misma con el fin de resolver diversas probleméticas en
las distintas areas de estudio. Mostraremos ademas, como a partir de una reparametrizacién
en particular (Paolino, P. (2001))[18] se han desarrollado diversos estudios relaciona-

dos con modelos de regresién y respuesta distribuida beta.

1.1. Distribucion beta y sus propiedades

La distribucion beta es muy flexible, en cuanto su densidad puede adoptar una
gran variedad de formas y presenta propiedades deseables que han sido estudiadas en
detalle (Gupta, A. K. and Nadarajah, S. (2004))[14].

La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria Y que sigue una

distribucién beta estd dada por:

fyla, B) = %ya‘l(l -y’ 0<y<1 (1.1.1)
Donde:
_ o« _ af
E(Y)= i p o3 Var(y)= YRS (1.1.2)



Con a, 5> 0y I'(-) denota la funcién gamma.

Diferentes elecciones para « y [ conllevan a diferentes formas en la funcién de

densidad, como se detalla a continuacion:

a =1, f =1 es una distribucién uniforme (0,1)

a <1, f <1 es una densidad con forma de U

a<l,f>1loa=1,[>1 es estrictamente decreciente (forma de "L”)

a=1,<loa>1,p <1 es estrictamente creciente (forma de ”J”)

a=1,>20a>2 =1 es estrictamente convexo

a=1,1<pf<20l<a<?2 =1 es estrictamente concavo

a=1,=20a=2, =1 es una linea recta

a > 1, § > 1 es una densidad unimodal (simétrica, asimétrica a la izquierda o

asimétrica a la derecha).

Si a = [ entonces la funcién de densidad es simétrica en torno a 1/2.

En la figura 1.1 se muestra un ejemplo grafico del modelo beta, utilizando distintos
valores en sus parametros a'y (.
Existen otras variantes del modelo beta original visto en (1.1.1) y que han sido

definidas a fin de satisfacer diferentes objetivos como veremos a continuacién.



Distribuciones beta

a=1, f=1 _
a=0.2, f=0.2
a=0.4, f=2
| a=5, f=0.2
L | a=2, =7  —

Figura 1.1: Distribuciones Beta considerando diferentes valores para los pardmetros

(@, 5) .

Distribucion Beta de 4 parametros: La distribucién beta de 4 parametros es
muy flexible en cuanto a forma y soporte, asi que ha sido muy popular para adaptar
conjuntos de datos donde se tiene una variable limitada a un intervalo (a,b) con
(a < b;a,b € R). En tal caso, diremos que la variable aleatoria Y tiene distribucin

beta de 4 parametros si su funcién de densidad esta dada por:

(y—a) by
B(a, B)(b — a)e+ot

flyle, B,a,b) = a>0,0>0a<y<b (1.1.3)

Donde B(a, f3) es la funcién beta. Denotaremos lo anterior como Y|«, 8, a, b ~ beta(c, 3, a, b).

Ademas se tienen las siguientes propiedades:

a . B af
a5’ V) = Ry B D

(b—a)’

a—1

moda(Y) = m = CL+ m

(b—a) sia>1,0>1



(Nota:m=a,bsia<1l,f<1l;m=asia<l,f>losia=1,6>1;

m=bsia>1,8<losia>1,5=1;madoptainfinitas solucionessiav = 1, 5 = 1).

En la figura 1.2 se muestra un ejemplo grafico del modelo beta de 4 parametros.

2.5 1

1.5 4

0.5

——Bietad(s,5,2,5)
——Bietadrs,3,4,5)
——Betad(0.8,0.8,3,5)

I~ —

3 4 5 B 7

Figura 1.2: Distribuciones Beta de 4 parametros considerando diferentes valores para
los parametros («, 5, a,b) .

Cabe mencionar que esta reparametrizacion es anloga a tomar y*(b —a) + a =y

donde y* es distribuida beta con funcién de densidad definida en (1.1.1).

Distribucion PERT: La distribucién PERT o tambén conocida como beta PERT

se trata de una version de la distribucion beta y requiere los mismos tres pardmetros

que la distribucién triangular, es decir, minimo (a), méximo (b) y moda (m). Si Y tiene

distribucion PERT, su funcién de densidad de probabilidad quedaréd determinada por



la funcion:

(y—a) " (b—y)"!

b) = ja<y<b 1.14
f(y’U7w7a7 ) B(v,w)(b—a)”+“’—1 ;@ Y ( )
Donde B(v,w) es la funcién beta y v = 6[4=2], w = 6[2:—;‘] con p = etimth

(Moda(Y)=m, E(Y)=pu). Denotaremos lo anterior como Y |a,m,b ~ Pert(a,m,b).

Una version mas generalizada del modelo PERT estd dada al considerar el modelo

a+Am+b

<5 - Esto permite incorporar al modelo un

dado en (1.1.4), pero tomando pu =
parametro de apuntamiento al tomar la siguiente reparametrizacion:
A

Azi—aa@a:mConu:am+(1—a)c,dond60<a<1conc:

a+b

e
Tendremos entonces una distribucién con 4 parametros de la forma Yl|a, m,b, A ~
Pert(a,m,b, \) o bien Yl|a,m,b,a ~ Pert(a,m,b,a) donde av = /\LH es considerado
como parametro de apuntamiento.
De esta forma, las estimaciones de los parametros del modelo se hacen mas intuitivas,

tal como se representa en la figura 1.3.

Distribucion beta-regression: En el contexto de analisis de regresién con vari-
able de respuesta distribuida beta, es comun reparametrizar la distribuciéon beta orig-
inal dada en (1.1.1). Esta reparametrizacién se realiza en términos de su media, lo que
permite establecer un enlace de esta variable (variable de respuesta) con la estruc-
tura de regresion que contiene las variables explicativas del modelo. De esta forma,

la funcion de densidad asociada queda determinada por:

['()
(no)L((1 — p)9)

flylp, 0) = Y (1 —y) et <y <1 (1.1.5)



Distribuciones Pert Distribuciones Pert
. o
CF)_ o o
= ° = o |
Z i Z _
& R 5 _
= - =0.001 s ]
= =01 n
- _
S 7] o |
T T T T T T =)
00 02 04 06 08 10 02 04 06 08

Distribuciones Pert

o=0.999

Density
20

10
|

0.36 0.40 0.44

Figura 1.3: Distribuciones Pert(0,0,4,1, ) considerando diferentes valores para el

pardmetro de apuntamiento o .

Donde:
Bly) = 5 =n
y
Varty) = 5 5)2?f+ G+1) M(11+_¢>u) - I/iu;
con p=a + 3.

De esta forma 0 < pu < 1y ¢ > 0, luego la forma de la densidad dada en

(1.1.5) cambia dependiendo del valor de estos dos pardmetros. Particularmente se



tendrd simetria cuando p = 1/2 y asimetria cuando pu # 1/2. Notamos ademés que
para un u fijo, el parametro ¢ controla la dispersion del modelo, de forma que a me-
dida que aumenta ¢ la varianza en el modelo disminuye, luego diremos que ¢ es un
parametro de precision.

Denotaremos la distribucién de esta variable aleatoria por Y |u, ¢ ~ beta(up, (1—p)p).

En la figura 1.4 se representa graficamente el modelo expuesto anteriormente.

Distribuciones beta simétricas Distribuciones beta asimétricas
o | o |
— u=0.5, 9=10 u=0.2, ¢=10
— w=0.5, 9=100 u=0.2, 9=100
e
@ ]
©
= =
2 o 2
. [
8] [a]
—
~
&6
L= o —
T T T T T T T T T T T T T
03 04 05 06 0.7 005 010 015 020 025 030 035 040

Figura 1.4: Distribuciones beta(u, (1 — pu)¢) considerando diferentes valores para los
parametros |1 y ¢ .

1.2. Modelos de Regresion beta

La familia beta es una elecciéon natural para modelar datos continuos restringi-
dos a un intervalo (0,1), esto debido a la flexibilidad que presenta en cuanto puede
adoptar una gran variedad de formas en su densidad. Los modelos de regresiéon con

variable de respuesta beta han sido recientemente estudiados, comenzando con la



reparametrizacién efectuada por Paolino (2001) [18] y principalmente con el estudio
hecho por Ferrari y Cribari-Neto (2004) [7] quienes estudiaron el modelo de regresién
en el contexto clasico utilizando la reparametrizacién dada en (1.1.5) donde fueron
discutidas sus principales caracteristicas y hechas las pruebas de diagnéstico corre-

spondientes. El modelo de regresion propuesto en este estudio es:
G(p) = Xp (1.2.1)

Donde X, es la matriz de variables explicativas, f € RF y G(-) es una funcién
que liga la respuesta media p con la estructura de regresion del modelo y donde fue

considerada, para tal efecto, la funcién link logit.

Luego un estudio hecho por Smithson y Verkuilen (2006) [23] replicé el estudio
hecho por Ferrari y Cribari-Neto [7], pero asignando un submodelo de regresién para

el parametro de dispersién, de la forma:
¢; = exp(—wld) (1.2.2)

Donde wi(k*xl) y 6(k*><1) (]{]* S /{I)
Lo anterior permite que, en muchos casos, el ajuste realizado en modelos lineales
generalizados sea de mejor calidad que cuando no se considera este submodelo para

el pardmetro de dispersién, esto queda debidamente justificado por Smyth (1988) [24].

Un estudio posterior, hecho por Branscum, Johnson y Thurmond (2007) [3], re-
tomé el modelo propuesto por Ferrari y Cribari-Neto [7] pero desde la perspectiva
Bayesiana [6], asignando distribuciones normales a los coeficientes de regresion y dis-

tribucion gamma para el parametro de dispersion ¢. En este estudio se estimaron



los parametros de interés y se propuso seleccionar la funcion link que liga la variable
dependiente con la estructura de regresion usando el método de Factor de Bayes.

Ademsés se propuso un modelo de regresién beta semiparamétrico, de la forma:
J
logit(p) = Bo + Bra + ... + Bp® + > bi((x — kj) 4 )P (1.2.3)
j=1
donde los k; son nudos fijos y (2)4+ = xl)(z), luego se usaron funciones spline

penalizadas para implementar la regresion beta Bayesiana semiparamétrica.

Finalmente Zimprich (2010) [27] realiza un estudio para el modelo de regresién

beta con efectos mixtos de la forma:

In( Hig ) = x40 + 25;b; (1.2.4)
L — pij

Con Tijpx1), Bpx1) ¥ Zijgx1) vector de variables predictoras para los efectos aleato-
rios b; donde b; ~ N,(0,D) donde D es la matriz de varianzas-covarianzas de los
efectos aleatorios. En este trabajo se consideré un modelo andlogo al de Smithson y
Verkuilen (2006) [23], es decir, se consideré ademds un submodelo de regresion para el
parametro de dispersiéon. Luego, se desarrollaron las estimaciones de los parametros
de interés, considerando y comparando diferentes modelos de localizacién y submod-

elos de dispersion.



Capitulo 2

Revision bibliografica

En este capitulo realizaremos una revision bibliografica sobre temas que seran
abordados y aplicados en los capitulos siguientes. En la seccién inicial seran descritos
los modelos jerarquicos y sus aplicaciones. En la secciéon 2.2 son descritos algunos
criterios de comparacion de modelos que seran citados y utilizados a lo largo del
presente trabajo, en las secciones de aplicacion con datos simulados. En la tdltima
seccion se presentan los criterios mas usados para evaluar la convergencia en los
algoritmos MCMC utilizados para simular muestras de distribuciones a posteriori

cuando su forma es desconocida.

2.1. Modelos Jerarquicos

Un modelo jerarquico toma en cuenta una estructura jerarquica en la poblacion a
ser investigada, donde las unidades mas bajas en la poblacién deben estar organizadas
por jerarquia en niveles superiores. Por ejemplo, podemos considerar escolares agru-
pados en clases, que a su vez estan organizadas por escuelas y éstas por municipios.
Podemos entonces describir los resultados de un alumno como una suma de efectos

de alumno, de la clase, de la escuela y del municipio al cual pertenece. Estos efectos

10
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pueden ser considerados permutables y con una distribucién descrita por un compo-
nente de varianza. También se pueden tener coeficientes de regresién en algunos o en

todos los niveles.

Un modelo jerarquico normal que ha sido muy utilizado tiene la forma
yij ~ N(p+vj,0%),i=1,...mji=1,..,n
vj ~ N(0,02).

El modelo anterior, podria asumir distribuciones para y;; diferentes a la normal,
como por ejemplo, distribuciones pertenecientes a la familia exponencial y en particu-
lar, como es el caso en el presente trabajo, una distribucion beta cuando la respuesta
hace referencia a una tasa o una proporcién. Un punto importante en la estimaciéon de
los parametros en los modelos jerarquicos hace referencia a las varianzas que muchas
veces son asumidas conocidas por la dificultad que presentan al ser estimadas. Gel-
man (2006) [11] propone distribuciones a priori para los pardmetros de varianza en
los modelos jerarquicos.

Los modelos jerarquicos son aplicados frecuentemente en la modelacion de datos
de muestras con diseno complejo, que cominmente involucran estratificacién y con-
glomeracion en varias etapas para investigar poblaciones con estructuras jerarquicas.
Tal estructura es reflejada en el modelo a través de efectos aleatorios y componentes

de varianza que permiten diferenciar los niveles jerarquicos.

2.2. Criterios de Comparacion

En el proceso de modelacion, frecuentemente ocurren situaciones en que es nece-

sario decidir sobre la inclusion o exclusion de parametros o bien sobre la forma de la
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distribucion que adoptan las observaciones. En tales situaciones, surge la necesidad
de efectuar una comparacion entre los modelos alternativos a través de la utilizacién
de criterios que permitan evaluar la calidad del ajuste proporcionado por el modelo.
En la presente seccién, describiremos los criterios de selecciéon de modelos utilizados

en este trabajo.

2.2.1. Verosimilitud predictiva

Este criterio compara las capacidades predictivas de diferentes modelos a través

de la verosimilitud predictiva dada por

Py g, M) = / pys, Uy, M)A (22.1)

Donde ¥ es el conjunto de todos los pardmetros del modelo M, y = (yi,...,y’) es
el vector de observaciones e y, = (yi,...,y.,) es un vector de datos no observados o
que no fueron utilizados en la obtencién de la distribucién a posteriori de W. Luego,
el modelo seleccionado seréd aquel que presente un mayor valor en su verosimilitud

predictiva. Del desarrollo de (2.2.1) se obtiene

p(y,ly, M) Z/p(yr,‘lfly,M)d‘I’
= /p(yrl\lf,y, M)p(¥ly, M)dV

= qu|y,M[p(yr|\P,y, M)] (222)

Ahora, si tenemos una aproximacion de la distribucién a posteriori de ¥ formada

por (UMW W) entonces una aproximacién para (2.2.2) estarfa dada por

L h
. 1
By alp(ve| ¥y, M) = 7 > ][ (w0, M)

=1 =1
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Cabe senalar que en el caso multivariado, la aproximacién tiene la misma forma
que ¥y, sustituida por el vector y; = (Y1, ..., yix)" donde k es el nimero de variables

observadas y con dependencia entre si.

2.2.2. Criterios de informacion basados en el desvio

Sea L(y| Wy, My) una funcién de verosimilitud para el modelo My, donde ¥y, retine
todos los pardmetros del modelo. Se define la funcién de desvio como D(V¥y) =
—2logL(y|¥y, My). Los criterios DIC (Deviance Information Criterion), definido en
Spiegelhalter et al. (2002) [25] y los criterios AIC (Akaike Information Criterion) y

BIC (Bayesian Information Criterion) son dados por
AIC(My) = D(E[Vy|y, My]) + 2dy;
BIC(My) = D(E[Y|y, My]) + log(n)dy;
DIC(My) = 2E[D(9y)|y, My] — D(E[Wy|y, My])

Donde dj, representa el nimero de parametros del modelo M. Luego, cuanto menor
es el valor de los criterios, mejor es el ajuste del modelo. El criterio DIC también

puede ser escrito como

Donde pp(My) = E[D(V)|y, My]—D[E(V|y, My)| representa el nimero de pardmet-
ros efectivos en el modelo.
Suponga que {\Il,(cl), e \I/,(CL)} corresponde a una muestra de distribucion a pos-

teriori, entonces las siguientes aproximaciones de Monte Carlo pueden ser aplicadas

(Silva y Lopes (2008)) [22]
L L
E[D(W)ly, M ~ LY DY)y Ellly, M ~ L7y o (2.2.3)
=1

=1
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Cabe mencionar que los criterios definidos en esta secciéon pueden presentar valores
negativos. No obstante el valor de pp debe ser siempre positivo. En caso contrario,
pueden existir indicios de una mala especificacién del modelo. Las ecuaciones de
los tres criterios valen directamente para el caso multivariado, pues dependen de
funciones de verosimilitud que incorporan una estrucura de dependencia entre las

variables observadas.

2.3. Diagnéstico de Convergencia

En este trabajo se utiliza inferencia Bayesiana para la obtencién de las estima-
ciones de los parametros de los modelos propuestos. En la mayoria de los ejemp-
los, las densidades a posteriori no poseen forma conocida y se recurre a métodos
de simulacion indirecta para muestrear los parametros de los modelos. Los métodos
de simulacion aplicados en este trabajo fueron el muestreo de Gibbs y el algoritmo
de Metropolis-Hastings, que se basan en algoritmos de Monte Carlo via Cadenas
de Markov (MCMC). Sus descripciones pueden ser vistas en Gamerman (2006) [9].
Cuando existe la convergencia en la cadena, se alcanza entonces la distribucién obje-
tivo (posteriori), después de una fase de calentamiento. Como describiremos a contin-

uacion, existen métodos para monitorear o diagnosticar la existencia de convergencia.

2.3.1. Inspeccién visual

Una inspeccion visual de los gréaficos de las cadenas es una forma simple de mon-
itorear la convergencia. La observacién de las trayectorias de diferentes cadenas par-
tiendo de valores iniciales distintos permite que se verifique si existe una mezcla de

las cadenas a medida que aumenta el nimero de iteraciones, indicando convergencia
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en distribucién. A partir de los graficos de autocorrelacién, se verifica si las muestras
generadas pueden ser consideradas independientes de los valores iniciales. Los his-
togramas posibilitan el anélisis de la forma de la densidad a posteriori, identificando

bimodalidad, por ejemplo.

2.3.2. Criterio de Geweke

Geweke (1992) [13] sugiere un criterio para evaluar la convergencia en base a la
comparacion de medias, en intervalos diferentes, después de una fase de calentamiento
del algoritmo. Si la convergencia fué alcanzda, los comportamientos en esos intervalos
debe ser semejante.

Considere ¢ = t(#) una funcién real de un parametro de interés 6, para el cual
fué obtenida una muestra a partir del algoritmo MCMC. Sea m el ntimero de itera-
ciones correspondiente a la fase de calentamiento y m + n el total de iteraciones. Se
construyen las medias v, v 5 en base a los grupos de iteraciones n, < n y n, < n.

Luego,

_ @a - @b
VVar(,) + Var(d,)

en distribucion, bajo la hipotesis de convergencia.

2 — N(0,1) (2.3.1)

De esta forma, valores grandes de zg indican falta de convergencia. Sin embargo,
valores pequenos de esta estadistica no significan que existe convergencia. Luego, la
decision debe ser tomada conjuntamente con otros criterios y con la inspeccién visual.

Para implementar el criterio de Geweke, basta con efectuar sélo una cadena larga del

algoritmo MCMC.
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2.3.3. Ciriterio de Gelman y Rubin

Gelman y Rubin (1992) [10] proponen un criterio que consiste en la comparacién de
las varianzas entre y dentro de las cadenas. Para desarrollar el criterio, son necesarias
I > 2 cadenas, considerando que I no debe ser muy grande para evitar desperdicios de
tiempo computacional. Sean 6 el parametro de interés; 9{ el j-ésimo valor muestreado
en la i-ésima cadena, parai = 1,...,] y j = 1, ..., J; §; la media de las observaciones
de la cadena i; 0 la media global. Entonces, las varianzas entre cadenas B y dentro

de las cadenas W son dadas por

. 1 1 J J

i=1 3:1

Todos los I.J valores de 6 fueron muestreados de su distribuciéon a posteriori y
la varianza de 6 puede ser estimada por B, W y por la media ponderada de 62 =
(1-1/)W +(1/J)B

Cuando las cadenas no convergen, las trayectorias de los parametros siguen siendo
influenciadas por los valores iniciales. Hasta que la convergencia sea alcanzada, o>
serd superestimada por 62 y subestimada por w. Siguiendo este razonamiento, Brooks
y Gelman (1998) [4] propusieron un andlisis grafico que tiene como objetivo verificar
si: las varianzas 62 y W se estabilizan como funcién de J ; el valor del PSRF (potential
scale reduction factor) R = V/W, con V = 62 4+ B/(I.J) se aproxima a 1 (un valor

aceptable indicado por el criterio "Rule of thumb” o "regla del pulgar” es de un

R < 1,2). Asi se verifica la convergencia cuando estas condiciones son satisfechas.
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2.3.4. Ciriterio de Heidelberger y Welch

El test de convergencia de Heidelberger y Welch [15] [16] usa el estadistico Cramer-
von-Mises para testear la hipdtesis nula que indica que la cadena de Markov proviene
de una distribucién estacionaria. El test se aplica sucesivamente, en primer lugar a
toda la cadena, luego si la hip6tesis nula es rechazada se descarta el primer 10 % de la
cadena, si se sigue rechazando la hipétesis nula se descarta el 20 %, luego el 30 %, 40 %,
etc... hasta que la hipdtesis nula es aceptada o hasta que se ha descartado un 50 % de
la cadena. Este tultimo resultado constituye falla del test de estacionaridad e indica
que es necesario correr una cadena MCMC mas larga. Si el test de estacionaridad es
pasado, software como R-Project (paquete lattice; libreria CODA) [20] reportan el
nimero de iteraciones que son necesarias mantener y el nimero de iteraciones que se
pueden descartar.

Cumplida la etapa anterior, se usa la porcion de la cadena que ha pasado el test de
estacionaridad para ejecutar el test half-width que calcula el ancho medio del intervalo
de credibilidad al (1 — «)) % para la media. Si la razén entre el half-width y la media
es menor que un valor €, entonces la cadena pasa el test half-width. De otro modo, se
concluye que la cadena considerada no es lo suficientemente larga como para estimar

la media con suficiente precision.



Capitulo 3

Regresion beta con efectos mixtos:
Enfoque Bayesiano

Tipicamente los modelos lineales generalizados han sido tratados asumiendo Nor-
malidad, homocedasticidad y considerando un soporte de la variable de respuesta
sobre todos los reales, atin cuando en un buen niimero de casos se tengan variables nat-
uralmente acotadas por un minimo y un maximo, como por ejemplo altura, peso, etc.
La propuesta del presente capitulo es modelar respuestas que tienen soporte sobre un
intervalo acotado (a,b) con a < by a,b € R, las cuales pueden presentar heterocedas-
ticidad y algun tipo de asimetria. Para tal efecto, se propone una variable de respuesta
modelada por medio de la distribucién beta de la forma y|u, ¢ ~ beta(up, (1 — p)o)

como se ha descrito en (1.1.5).

Abordaremos en este capitulo un modelo de Regresion beta bajo el enfoque Bayesiano,
pero considerando ademas un modelo extendido en donde se dan cabida a efectos fijos

y aleatorios.
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3.1. Introduccion

Comunmente es necesario analizar datos que se encuentran relacionados con otras
variables y en donde se pueden distinguir dos grupos de variables explicativas, uno
con variables que fueron medidas de forma exacta o sin errores y otro grupo con
variables que fueron medidas con cierto sesgo. Ademads si pensamos que un experi-
mento puede ser replicado mas de una vez en cada individuo en diferentes instantes,
entonces podremos esperar que exista alguna dependencia entre estas mediciones por
individuo. Este tipo de situaciones comtinmente son resueltas aplicando un modelo
de regresion lineal con efectos mixtos. Este tipo de modelo se basa habitualmente en
algunas presunciones como el tener distribucion Normal de la variable de respuesta o
bien que ésta posea alguna distribucion simétrica con soporte en R. Luego, no seran
apropiados, por ejemplo, para modelar tasas y proporciones en donde la respuesta
estd restringida al intervalo (0,1), pues por una parte, las estimaciones podrian ex-
ceder estos limites y por otra parte porque en la practica, este tipo de datos suelen
presentarse asimétricos. Nuestro objetivo es proponer un modelo de regresion con efec-
tos mixtos, adecuado para situaciones en donde la variable dependiente o de respuesta
(y) sea una medicién continua, acotada a un intervalo (a,b) con a < b (a,b € R) y dis-
tribuya de forma asimétrica. De esta forma, proponemos un modelo de la familia beta,
que es conocida por ser muy flexible, puesto que su densidad puede adoptar diferentes
formas (simétricas o asimétricas) dependiendo de los dos pardmetros indexados en la
distribucion.

En ocasiones, se tiene ademas valiosa informacién relacionada con el estudio en
cuestion, ya sea proveniente de estudios anteriores o bien que es aportada por expertos

en el tema. Luego, serd conveniente adicionar de alguna manera esta informacion a
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priori en nuestro modelo. Esto es posible utilizando el enfoque Bayesiano, el cual pre-
senta como ventajas el que se puede incluir informacion a priori sobre los parametros,
no tiene dependencia con los tamanos muestrales, lo que podria disminuir eventuales
costos de muestreo y por otra parte su implementacién computacional no presenta
grandes dificultades. El analisis Bayesiano nos permite pensar en distribuciones a pri-
ori sobre los parametros, una vez observado el proceso de muestreo.

Consideraremos entonces en este capitulo un enfoque Bayesiano para modelar la re-
gresion beta con efectos mixtos. Este modelo especifica la media poblacional trans-

formada mediante una funcién link, como una combinacién lineal de covariables.

Un enfoque clésico del modelo de regresion beta fue estudiado en detalle por Fer-
rari & Cribari-Neto (2004) [7], donde se usaron las propiedades asintéticas de los
estimadores maximo versimiles para realizar inferencia. Por el contrario, las inferen-
cias realizadas bajo la perspectiva Bayesiana, no requieren de estas aproximaciones
basadas en grandes muestras. Esto es de gran beneficio en un sin nimero de casos
practicos en donde se dispone de un conjuntos de datos con pocas observaciones.
Sin embargo, cuando se disponen de pocas observaciones, las prioris en el analisis
Bayesiano tendran mayor influencia en la inferencia que cuando se dispone de un
mayor nimero de observaciones. Este enfoque Bayesiano del modelo de regresion be-
ta fue estudiado por Branscum, Johnson & Thurmond (2007) [3], que complementa
de alguna forma el estudio hecho por Ferrari & Cribari-Neto (2004) [7], pero que no

incluye efectos del tipo aleatorios en las variables independientes o explicativas.

Tal como se ha expuesto, buscamos modelar una variable dependiente continua y
limitada entre dos extremos conocidos. Como es sabido, el soporte de la distribucién

beta esta restringido tnicamente al intervalo (0,1), luego sera necesario transformar
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los datos que se escapen de estas bandas mediante una simple transformacion de
la forma y* = (y — a)/(b — a) donde b y a son el maximo y minimo valor posible
repectivamente que puede tomar la variable de respuesta en el experimento. Ademas
serd necesario comprimir atin mas este rango para evitar los ceros y unos tomando
y™ = [y*(N —1)+1/2]/N donde N es el tamano muestral (McMillan and Creelman,

2005, pp. 8-9) [17].

En concordancia con lo anterior, para realizar el andlisis Bayesiano implementare-
mos aproximaciones del tipo MCMC, puesto que los calculos directos para efectuar
la estimacién de los parametros son dificiles de realizar en este tipo de modelos. Un
caso especial de aproximaciones MCMC que requiere solo de la especificacién de las
distribuciones condicionales posterioris completas para cada parametro es el Gibbs

sampler, que en nuestro caso no resulta dificil de implementar.

En lo que sigue del presente trabajo, obtendremos las respectivas distribuciones
posterioris condicionales para implementar la aproximacién Gibbs sampler, posteri-
ormente se realizaran las estimaciones de los pardmetros de interés y las pruebas de
diagnostico correspondientes. Probaremos los modelos propuestos realizando diver-
sas simulaciones, con lo que podremos vislumbrar cuan buenas son las estimaciones

conseguidas respecto al valor de los parametros reales.
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3.2. Propuesta del modelo y justificacion de pri-

oris

La distribucion beta es una eleccion natural para modelar datos continuos re-
stringidos a un intervalo (0,1). Ademads, cuando se quiere realizar un andlisis de re-
gresion, es comun considerar la reparametrizacién dada en (1.1.5), pues lo que se busca
es modelar la media de la variable de respuesta y en ese sentido resulta conveniente

dejarla expresada como un parametro del modelo.

De acuerdo a lo expuesto hasta ahora, en el presente trabajo se propone un modelo

de Regresion con la siguiente estructura:
G(E(Yi|bi)) = XiB + Ziby = m; (3.2.1)

Donde G(-) es una funcién que liga la media de la variable de respuesta con la
estructura de regresién del modelo y donde Y7, Y5, ..., Y, son vectores aleatorios inde-

pendientes con Y;=(Yi1,Yio,....Yin, )t ; bi=(bi1,biz,..,big)t  1=1,2,...;m.

Comunmente se considera b;|t) ~ N,(0,%), supuesto que sera discutido mds

adelante. Ademds tenemos que Yj;|b;, 3, ¢ nd beta(p;jp, (1 — pij)¢)  i=1,2,...m

dist

; j=1,2,...,n;. Es decir, Yj;|b;, 5,¢ = Yij|pij, ¢ donde su funcién de densidad que-

da definida como:

F((b) Hijp—1

YT (1 =gy TR0 <y < 1
,uij¢>r((1 - Mij)¢) ! ’ ’

f(y2j|:uzja¢) = F(

La interpretacion de los regresores y parametros de regresion en (3.2.1) es el sigu-

iente:

1. Y; es el (n; x 1) vector de repuesta para las observaciones en el i-simo grupo.
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2. X, es el (n; x p) modelo matricial para los efectos fijos para observaciones en el

i-simo grupo.
3. B esel (px1) vector aleatorio de coeficientes de efectos fijos.

4. Z; es el (n; x ¢) modelo matricial para los efectos aleatorios para observaciones

en el i-simo grupo.
5. b; es el (¢ x 1) vector de coeficientes de efectos aleatorios para el grupo i-simo.
6. 1 es la (¢ X ¢) matriz de covarianzas aleatoria para los efectos aleatorios.
7. w; es el vector de valores esperados del vector Y;.

8. ¢ es una medida de precisiéon de Y;;.

Existen diferentes alternativas para explicitar la funcién link G(-), siendo las sigu-

ientes funciones las elecciones mas comunes:

(
log==, logistica

O Hw), inversa de la funcién de disribucién acumulada

de la Normal estandar

\log(—log(l —w)), complemento log-log .

En el planteamiento de un modelo de regresiéon beta, es comun utilizar la funciéon
link logit, esto por la facilidad que presenta en cuanto a su implementacion y ademés
por la interpretabilidad que se obtiene sobre los parametros estimados. Por ejemplo,
la expresion exp(fy) representa la razén de chances cuando se aumenta la variable xy,
en una unidad y se mantienen las deméds variables constantes (Ferrari y Cribari-Neto

(2004)) [7].
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Reescribiendo la ecuacién (3.2.1) se expone a continuacion el modelo en estudio

usando la funcién link logit:

Hij
nij = G(pi;) = log { : _”M} = ;8 + 2;b; (3.2.2)
ij
— cap(zi;f+2;bi)  exp(uy)

- Lteap(alB+zbi) 1+ exp(ny)

COH xij = (xij17 ceey l’ijp)t y Zl'j = (Zijla ceey Zijq)t.

En modelos de regresion con efectos mixtos, el vector de efectos aleatorios b; asume
tipicamente una distribucion Normal multivariada, sin embargo, dicha distribucién
podria no ser apropiada en situaciones donde las mediciones de las variables explica-
tivas medidas con error, presenten outliers. En tales casos, resulta mas apropiado
considerar una distribuciéon que posea colas mas pesadas. En este sentido, una dis-
tribucion t-student multivariada es un mejor candidato para modelar b;, es decir,
consideramos b; ~ t,(vp, iy, Xp) con v, > 0 grados de libertad, p, = (0, ...,0)" € R?y
pardmetro de escala Y, (matriz g X ¢ simétrica y definida positiva). No obstante lo
anterior, podemos notar que para una valor grande de v, la distribucién t-student
multivariada es aproximadamente equivalente a la distribuciéon Normal multivariada.

En el modelo de regresiéon beta mixto propuesto antes, hemos considerado el
parametro de precisiéon ¢ como un parametro comun o definido también como un
pardmetro molesto (Ferrari and Cribari-Neto (2004))[7]. Sin embargo, para una for-
mulacién mas general de este modelo, podemos considerar diferentes pardametros de
precision ¢;; asociados a cada respuesta y;; ¢ = 1,...,m, 7 = 1,...,n,. Bajo esta

situacién, es usual asumir un modelo lineal mixto para el logaritmo de los parametros
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de precisién ¢;; (Smithson and Verkuilen (2006)) [23], de la forma
ln(¢ij) = wfjé + h;dl, (323)

donde w;; = (wyj1, ..., wijp< )" es el vector de disefio correspondiente al p* x 1 vector &
de efectos fijos y hij = (hiji, ..., hijq)" es el vector de diseno correspondiente al ¢* x 1
vector d; de efectos aleatorios. Note que, las matrices de disefio W; = (w1, . . ., Wi, )"
v H; = (hi1, ..., hin,)" puede, aunque esto no es un requisito, contener las mismas
variables predictoras que las matrices X; = (1,..., %) ' v Zi = (2ity -+, 2iny)',
respectivamente. Mas atn, en general consideraremos para W, algunas columnas de
X, con ¢* < q y para H; algunas columnas de Z; con p* < p.

A continuacién, analizaremos el modelo de regresién beta con efectos mixtos, difer-
enciando entre modelos con parametro de precision molesto y modelos con parametro

de precisiéon asociado a un submodelo de regresion con efectos mixtos.

3.3. Modelo de regresion beta mixto con parametro
de precision molesto

En esta secciéon consideraremos el parametro de precision ¢ como molesto, es
decir, sin una estructura de regresiéon asociada, por lo que nos abocaremos a discutir
qué priori es la mas apropiada para modelar este parametro, basandonos tanto en
propuestas formuladas en la literatura como en una propuesta propia. Ademas, se
discutiran las prioris que resultan ser mas adecuadas para la especificacién del modelo

propuesto y luego se realizara el ajuste del mismo usando un software adecuado.
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3.3.1. Discusion de prioris

Para realizar una especificacion completa del modelo Bayesiano es necesario elic-
itar distribuciones a priori para todos los parametros desconocidos en el modelo. Los
efectos fijos son comunmente modelados usando una distribucién Normal multivaria-
da, es decir, se asume f|ug, X5 ~ N,(us, X5). Usualmente, se desconoce algun tipo de
informacion sobre el parametro (3, luego se suelen especificar prioris vagas para dicho
pardmetro tomando, por ejemplo, valores altos en la matriz de covarianzas ¥3. Sin
embargo, el impacto que tiene la eleccion de este parametro de escala bajo el modelo
Normal, no puede ser negado. Luego, es razonable utilizar una estrategia alternativa,
por lo que consideramos apropiado modelar el efecto fijo mediante una distribucion
t-multivariada con grados de libertad pequenos, pues a través de esta eleccién se con-
sigue una distribucién de colas mas pesadas y en este sentido, una eleccion de una
priori mas vaga para 3, con lo anterior, consideramos [|vg p1g, X5 ~ t,(vs p1g, Xg). Si
asumimos que el vector de efectos aleatorios b; sigue una distribucién t-multivariada,
es decir, b;|vy, tp, 2o ~ tq(Vp, t, X)), donde i, = 0 € R?, entonces la distibucién a
priori para los grados de libertad la podemos asumir discreta como en Albert and
Chib (1993) ([1]) y Besag et al. (1995) ([2]), o bien continua como en Geweke (1993)
[12]. Para efectos de este estudio, seleccionaremos esta ultima alternativa, mas es-
pecificamente consideraremos una priori exponencial para los grados de libertad. La
priori para el parametro de escala matricial ¥, de los efectos aleatorios, es escogi-
da principalmente por simplicidad computacional, luego consideramos la distribucién
Wishart inversa como priori para este parametro, tal como ha sido usada en Fong
et al. (2010) [8], es decir, 3|10, ¢ ~ IW (1), ¢). Una priori alternativa para ¥ es la
distribucién Wishart contraida (Philip and Carl (2000)) [19].
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Tal como se ha expuesto en el titulo de esta seccion, consideraremos un modelo
mixto beta con un pardmetro de precision comun ¢ (Ferrari and Cribari-Neto (2004)).
Tipicamente, en el contexto Bayesiano, se selecciona una priori gamma inversa para
este parametro, pero siguiendo las recomendaciones dadas por Gelman (2006) [11],
la priori uniforme elevada al cuadrado es un mejor candidato para este parametro,
es decir, ¢ = U? donde U ~ Unif(0,a) (tipicamente se considera a = 50) [11].
Siguiendo esta analogia y considerando que las distribuciones Unif(0,1) y beta(1,1)
son equivalentes, hemos propuesto una priori para el parametro ¢ de la forma ¢ =
(a* B)* donde B ~ beta(1+¢,1+¢€) con € | 0, con lo que se consigue una priori mas
flexible y que contiene a la priori propuesta por Gelman (2006) [11] y que puede ser

ademas mas vaga que ésta, dependiendo del valor que se le asigne a e.

3.3.2. Ajuste del modelo usando algoritmo de Monte Carlo
via cadenas de Markov

Seay' = (v4,...,vL)ynt = (n%,...,n.,). Donde condicionalmente en 3, ¥ y v, los
n; son independientes con f(n;|3, Xy, vp) o< f(bi|B, 26, 1), @ = 1,...,m. Para obtener
las estimaciones de los parametros desconocidos del modelo, es necesario muestrear

de la distribucion a posteriori conjunta dada a continuacion

F(8, 20,0, 6mly) - o< f(yIn. )F (nlB, o, 10) f(50) (1) F(8)£ ()
x [HHf(yz-jlmj,cb)] [H (i1, zb,m] F(50) () f(0) £(8)3.3.1)

i=1 j=1
Para la especificacién de (3.3.1) consideramos que ¥, 1L v, 1l ¢ 1L f.

Podemos entonces utilizar el muestreo de Gibbs para generar una muestra Monte



28

Carlo de la posteriori conjunta f(3, Xy, v, ¢, n|y). El muestreo de Gibbs en este con-
texto involucra un muestreo iterativo desde las distribuciones condicionales com-
pletas f(Xp|vs, 8, 0,1, y), f(W6lZ0, 8, 0,m,9), f(BIE, v, 0,1, y), f(&1B, X0, v6,m,9) ¥
F(milne, By Xe, vo, &, :), 4, k = 1,...,m, 1 # k, las cuales pueden ser descompuestas

como sigue

F(Sulvin 5,61, ox ﬁlf(biw,zb,m £(2) (332)
£/, 5, 6.1,1) o fjf(birﬁ,zb, ) ) Fon) (333
F(B10, w1, 6,m,3) o ﬁlﬂbiw,zb,uw ) (33.4)
F(1B. S, o ﬂﬁﬂym,@) £(9) (335)

f(ni‘nkaﬁ7zba Vba¢> yz) X (H f(yz]|nlj>¢)> f(b7,|6a 267 Vb) (Z 7é k;ia k= 17 s 7m0336)
j=1

Demostracién: Antes que nada, demostraremos que f(n;|5, Xy, 1) < f(b;| 8, Xp, ).

Notemos que f(n|8, X, vs) = [T;Z, f(mil B, 3, 1)
donde g(bi) = ni = Xi + Zibi & bi = (Z{ Z:) 7" Z} (n; — X.3).

luego, f(mi|B3, Ep, 1) = f(bil B, e, Vb)\ag;—;f."i) o< f(bil B, Xy, )

De esta forma se obtiene en (3.3.2) que

Flve, By 0om,y) o f(nlB, Xy, v) f(X6) o< f(D]B, Xy, v) f(X5)

o (H £ (b3, 3, w)) f(E)



29

De forma andloga en (3.3.3) y (3.3.4) se tiene

f(Vb|Eb7B7¢a7773/) X f(n‘ﬁa Eb;”b)f(yb) X f(b|ﬁ7 Eba Vb)f(yb)

X (H (il B, X, Vb)) f(w)

(B350, v, 0,1, y) oc f(nB, X, vu) f(B) o< f(BIB, X, 1) f(B)

o (H £(b:18, z:b,ub)) f(B)

La ecuacién (3.3.5) se obtiene de forma directa
P18, Sy, m1,) o £yl 6)£(6) o (HHﬂyﬁm,@) 7(6)
i=1 j=1

Y la ecuacion (3.3.6) se obtiene facilmente como

Filnws B, X, vo, 0,9:) o< f(wilmi, @) f (0l B, L, v) o< f (yilmi, @) f (0] B, Lo, )
o (H f(yz‘jlmysb)) 5|8, Sp, ) (1 #£ kzik=1,...,m)
j=1

Cabe senalar que si a los efectos aleatorios b; se les asigna una distribucién Normal
multivariada y se mantienen las prioris descritas en la seccién (3.3.1), entonces se con-
siguen prioris conjugadas para los parametros [y >, pero no asi para los parametros
¢y nilB,5 (i =1,...,m). Sin embargo, el presente trabajo se ha desarrollado bajo el
supuesto de que los efectos aleatorios poseen distribucién t-multivariada, con lo cual
no se consiguen prioris conjugadas para ninguno de los parametros desconocidos del
modelo (ver apéndice).

No obstante lo anterior, el modelo puede ser implementado sin mayor dificultad
en el software WinBUGS. Inferencias a posteriori en 3, 3, ¢, v y, principalmente en
las respuestas esperadas (554 = 1,...,m,j =1,...,n;) son facilmente obtenidas en

el software mencionado. Los test de hipdtesis respecto a los coeficientes de regresion
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y las respuestas esperadas son también faciles de obtener.

3.3.3. Ejemplo con datos simulados

Para ilustrar la metodologia propuesta, consideraremos el siguiente modelo lineal

mixto con datos simulados:

Nij = B1 + TijoB2 + T3P + bin + zijabio,

i=1,...,100; j =1,...,5, donde n;; = In{p;; /(1 — i)}, zij1 = Tiji = 1, zijo = Tijo.
El valor de las covariables fue generado desde una distribucién uniforme definida sobre
el intervalo unitario. Se han especificado los vectores de efectos fijos y aleatorios por
B = (B1,P2, 8)" v b; = (b1, biz) " respectivamente. Adicionalmente, para realizar la

simulacién, también asumimos que:

yij‘biy ¢, 8 ~ beta(ﬂij¢a (1- ,u'ij)¢)7
¢ = 49,

bi|l/b,zb ~ tQ(Vb,O,Eb),

vy, = 1000,
1,09 -0,36
Eb - 9
—-0,36 0,13
6 - (_27 ]-7 2)7

Estos valores asignados para cada uno de los pardmetros mencionados, serviran
como referencia para evaluar cudn buenas son las estimaciones de los parametros

luego de realizar el ajuste de los modelos propuestos.
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Para realizar el ajuste del modelo y de acuerdo con lo expuesto en la seccion

(3.3.1), se utilizaréan para (3, v, y 3, las siguientes prioris:

B~ t3(vs s, Xp)

Vg = 20; Hpg = (0,0,0); 2,3 =

o O Ot
o ot O
o O O

b~ tg(l/b, 07 Zb)

vp ~ exp(0,001); Xy~ IW (1), ¢); ¢ = ( 515 ); c=5
15 45

Una distribucién gamma inversa del tipo ¢ ~ IG(e, €) con valores pequenos para €
(e =0,5,0,1,0,01,0,001,...) seria una eleccién natural para la distribucién a priori del
pardmetro de precisién ¢. Tal como mencionamos anteriormente Gelman (2006) [11]
sugiere que la distribucién a priori ¢ = U? con U ~ U(0, a) (con valores grandes para a;
a = 50 por ejemplo) es menos informativa que una priori gamma inversa. Continuando
con nuestra propuesta (ver seccién 3.3.1), adoptaremos una priori alternativa, es decir,

asumiremos que ¢ = (a * B)? con B ~ (1 +¢€,1+¢).

El cuadro 3.1 reporta el ”deviance information criterion” (DIC) para los modelos
ajustados con diferentes distribuciones a priori para ¢. En este cuadro podemos ob-
servar que las diferentes prioris propuestas, conducen a un DIC similar. Sin embargo

el modelo 1d muestra un ajuste ligeramente mejor que los otros modelos propuestos.
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Cuadro 3.1: Andlisis de sensibilidad para la especificacion de la priori del parametro
de precision

Model Prior for ¢ DIC
model Ta 6 ~ 1G(0,01,0,01) 124502
model 1b 6= U U ~ U(0,50) 124514
model 1c ¢ = (50 x By)?, By ~ beta(1,1,1,1) —1245,15
model 1d ¢ = (50 x By)?, By ~ beta(1,5,1,5) —1245,41

En el cuadro 3.2 reportamos la estimacién de los parametros del modelo 1d. Estos
resultados muestran que los parametros estimados mediante la metodologia Bayesiana
propuesta aqui, son similares a los reales valores de los parametros del modelo.

Para realizar el ajuste del modelo, consideramos 100,000 iteraciones Monte Carlo
y los resultados son presentados considerando las tdltimas 90,000 iteraciones. Adi-
cionalmente, se han realizado los test de diagndstico pertinentes, con lo que se han
observado conductas deseables de las cadenas (ver cuadro 3.3, Figuras 3.1 y 3.2, y los
comentarios hechos mas abajo). También se ha realizado un andlisis de sensibilidad
con respecto a la especificacion de las prioris de los coeficientes de regresion y de la
matriz de dispersion de los efectos aleatorios. En cada caso, las inferencias realizadas
a posteriori no presentan alteraciones apreciables en comparacion con los resultados

presentados en el cuadro 3.2.
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Cuadro 3.2: Medias a posteriori exactas. Medias y medianas a posteriori estimadas.
Intervalos de credibilidad (CI) al 95 % para el modelo de regresion beta mixto simulado

Parameter Posterior Inference
True Mean MCError Median 95 %C1T
o5 -2 —2.,065 0.00208 —2.,065 (—2,281,—1,856)
B 1 1.037 0.00145 1.035 (0.9036,1.171)
B3 2 1.949 0.001263 1.949 (1.824,2.065)
0] 49 44.16 0.07068 44.09 (38.34,50.61)
by, 1.09 0.9814 0.003648 0.9636 (0.7086,1.33)
Dbro —0,36 —0,2574 0.001453 —0,2515 (—0,4078,—0,1306)
Dboo 0.13 0.08028 5.979E—4 0.07683 (0.03528,0.1455)

La versiéon multivariada del diagnoéstico de convergencia de Gelman y Rubin’s
propuesta por Brooks & Gelman (1998) [4] indica que la cadena es convergente, luego
que el "multivariate proportional scale reduction factor” (mprf) es igual a 1.01 (mprf
< 1,2). Ademas, al analizar la convergencia de la cadena para cada pardmetro, pode-
mos concluir que la convergencia es alcanzada en cada caso. Esta tltima conclusién
es corroborada por diferentes test de convergencia como son el diagnéstico de conver-
gencia de Gelman y Rubin’s (Gelman & Rubin, 1992)[10], diagnéstico de Geweke’s
(Geweke, 1992)[13] y el diagndstico de Heidelberg y Welch’s (Heidelberger & Welch
(1981) y Heidelberger & Welch (1983)[15] y [16]), los cuales fueron obtenidos usando
las librerias lattice y coda (Plummer et al., 2006)[20] del software R-Project, que
puede ser obtenido de forma libre desde la pagina http://www.r-project.org/. Para
obtener el diagnéstico de convergencia de Gelman y Rubin, fueron inicializadas dos

cadenas con distintos puntos de inicio y se realizaron 100,000 iteraciones Monte Carlo,
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de las cuales han sido consideradas solo las tltimas 90,000 iteraciones. Los resultados
de los diagndsticos realizados son presentados en el cuadro 3.3. Adicionalmente, las
figuras 3.1 y 3.2 suguieren que la cadena para cada pardmetro es no correlaciona-
da y estacionaria respectivamente. Estos resultados son escenciales para lograr una

estimacion adecuada de los parametros del modelo.

Cuadro 3.3: Test de diagndstico de Gelman’s, Geweke’s y Heidelberg & Welch’s

Test Test statistic

b1 B2 B3 é by, by, Sboo
Gelman
Point Est. 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.01
Geweke
Chain 1 —0,36638 0.01835 —0,41155 —0,27470 —0,82727 —0,17245 —1,09279
Chain 2 0.5569 0.4910 —1,2369 1.2388 —0,9661 0.7677 —0,3432
Heidel
Chain 1
Stationarity Test passed passed passed passed passed passed passed
Start iteration 1 1 1 1 1 1 1
P-value 0.990 0.865 0.865 0.679 0.915 0.996 0.264
Halfwidth Test passed passed passed passed passed passed passed
Mean —2,0698 1.0394 1.9482 44.1187 0.9813 —0,2595 0.0815
Halfwidth 0.00625 0.00393 0.00366 0.17634 0.00940 0.00421 0.00168
Chain 2
Stationarity Test passed passed passed passed passed passed passed
Start iteration 1 1 1 1 1 1 1
P-value 0.9326 0.8428 0.8287 0.0624 0.6013 0.8085 0.4262
Halfwidth Test passed passed passed passed passed passed passed
Mean —2,061 1.034 1.949 44.195 0.981 -0.255 0.079

Halfwidth 0.00633 0.00460 0.00389 0.22512 0.00982 0.00416 0.00169
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3.3.4. Aplicacién del modelo a datos reales

Este es un ejemplo famoso y muy estudiado en diversos articulos y hace referencia
a los datos de petréleo de Nilon H. Prater (Prater, 1956). Prater, recolecté informacién
del rendimiento de la gasolina de petréleo crudo en las diversas etapas conocidas como
"puntos finales” del proceso de refinacién. A cada petréleo crudo se le han hecho tres
tipos de mediciones: una para la gravedad especifica y dos mediciones diferentes para
la presion de vapor.

Para clasificar los datos se pone de manifiesto que, aunque existen 32 observa-
ciones, solo han sido medidos 10 crudos diferentes, donde no se tiene la misma canti-
dad de mediciones por crudo, por lo que se tienen datos desbalanceados.

Ajustaremos entonces un modelo de regresién beta con efectos mixtos como se ha
propuesto en Venables (2000) [26], donde se enfoca el problema desde el punto de

vista clasico y bajo una visiéon mas simple que la propuesta en este trabajo.

Las variables a considerar en el modelo se definen a continuacion:
yi;: Rendimiento como un porcentaje del crudo para el i-ésimo petrdleo crudo del cual
ha sido tomada la j-ésima muestra.
EPy;: Volatilidad deseada de la gasolina (El punto final. Varia dentro de la muestra)
para el i-ésimo petréleo crudo del cual ha sido tomada la j-ésima muestra
Donde?=1,...,10y j=1,...,njconny =4,ny =3,n3 =3,n4 = 4,n5 = 3,ng =

3,717:4,718:3,719:2,7110:3.

Para abordar el problema con los datos de Prater, llevamos la variable de respuesta
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al intervalo (0, 1) usando la transformacién:

Yij
100

Vij
Luego, se plantea el modelo lineal mixto como:

Hij T T
1“{—} — 1y = T8+ 2bs
1 — pij Lo

donde i;; = E(yj|bi), zij = (1, EP;) " 25 = (1, EPy)T, B = (b1, B2) v b = (bix, bia)

Ademas, para realizar el ajuste del modelo, consideramos los siguientes supuestos:

yij’bia ¢7 5 ~ beta(:uij¢7 (1 - #l])¢)7

B~ ta(vs s, Xp)

5 0
vg =10; pg=(0,0); X5= -

b~ tg(l/b, Oa Zb)

1000 0
vy ~ exp(0,001); X, ~ IW (¢, c); ¢ = c=4
0 1000

En el cuadro 3.4 se entrega el ajuste del modelo considerando algunas variantes
en la propuesta del modelo de localizacién y en la priori utilizada para modelar el
parametro de precision. Aqui podemos observar que las diferentes prioris propuestas
ajustan similarmente bien el modelo de acuerdo al criterio DIC, sin embargo, el mejor
ajuste se logra cuando se considera un modelo de localizaciéon que contiene solo el in-
tercepto aleatorio. Particularmente, se puede observar que la priori beta propuesta,

logra un buen ajuste del modelo.
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Cuadro 3.4: Andlisis de sensibilidad para la especificacion de la priori del parametro

de precision

Model LocationM odel Prior for ¢ DIC
Model 1.a.1  ny; = (1 + bir) + EP;j (B2 + bi2) ¢ ~ IG(0,01,0,01) —123,091
Model 1.a.2  n;; = (81 + bi1) + EP;; (B2 + bia) ¢ =021~ U(0,50) 122,764
Model 1.a.3  m;; = (B1 + bi1) + EP;j(B2 + bi2) ¢ = (50 x B1)?, B1 ~ beta(1,1,1,1) —122,825
Model 1.a.4 = (B1 +bi1) + EP;j(B2 +bia) ¢ = (50 % B2)%, B2 ~ beta(1,5,1,5) —122,944
Model 1.b.1 nij = B1+ EP;; (B2 + bi2) ¢ ~ IG(0,01,0,01) —123,050
Model 1.b.2 nij = B1+ EP;(B2 + bia) ¢ =1U%U~ U(0,50) —122,664
Model 1.b.3 nij = B1 + EP;;(B2 + bi2) ¢ = (50 % B1)2, B1 ~ beta(1,1,1,1) —122,793
Model 1.b.4 nij = 1+ EP;j (B2 + bi2) ¢ = (50 ¥ B2)?, B2 ~ beta(1,5,1,5) —122,865
Model 1.c.1 nij = (B1+ bi1) + EP;; 32 ¢ ~ IG(0,01,0,01) —142,474
Model 1.c.2 ni; = (B1 + bi) + EP;; 52 ¢ =U%U~ U(0,50) —142,555
Model 1.c.3 nij = (B1 + bi1) + EP;; 32 ¢ = (50 * B1)%, B1 ~ beta(1,1,1,1) —142,567
Model 1.c.4 nij = (61 + b)) + EPi; 2 ¢ = (50 * B2)?, B2 ~ beta(1,5,1,5) —142,595

En el cuadro 3.5 se presenta la estimacién de los parametros del modelo 1.c.4,

el cual presenté un mejor ajuste en comparacién con los otros modelos propuestos.

Para realizar el ajuste del modelo, consideramos 200,000 iteraciones Monte Carlo

y los resultados son presentados considerando las ultimas 190,000 iteraciones. Adi-

cionalmente, se han realizado los test de diagndstico pertinentes, con lo que se han

observado conductas deseables de las cadenas (ver figuras 3.3, 3.4 y 3.5).
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Cuadro 3.5: Medias y medianas a posteriori estimadas. Intervalos de credibilidad (CI)
al 95 % para el modelo de regresion beta mixto dado en 1.c./

Parameter Posterior Inference
Mean MCError Median 95 %CT
B1 + b1y -4.366 0.005409 -4.371 (-4.751,-3.971)
B1 + by -4.776 0.004731 -4.779 (-5.144,-4.392)
B1 + bsy -4.542 0.004726 -4.543 (-4.904,-4.176)
B+ by -5.013 0.005462 -5.019 (-5.416,-4.585)
By + b5 -4.943 0.005473 -4.947 (-5.359,-4.516)
B1 + be -5.032 0.005661 -5.04 (-5.421,-4.607)
b1+ bn -5.513 0.00576 -5.514 (-5.921,-5.098)
B1 + bs1 -5.5b4 0.005908 -5.558 (-5.988,-5.108)
B1 + bor -5.646 0.006673 -5.657 (-6.105,-5.172)
B1 + bio 1 -6.022 0.005887 -6.029 (-6.496,-5.525)
5o 0.01071 1.485E-5 0.01074 (0.009606,0.01175)

La versiéon multivariada del diagnodstico de convergencia de Gelman y Rubin’s

propuesta por Brooks & Gelman (1998) [4] indica que la cadena es convergente,

luego que el "multivariate proportional scale reduction factor” (mprf) es igual a 1.09

(mprf < 1,2). Adicionalmente, las figuras 3.3 y 3.4 suguieren que la cadena para ca-

da parametro es no correlacionada y estacionaria respectivamente, la figura 3.5 nos

muestra que la funcion de densidad a posteriori de cada pardametro no presenta bi-

modalidad, lo cual es un buen indicio puesto que la presencia de esta suele venir

acompanada con problemas en la convergencia de la cadena. Estos resultados men-

cionados son escenciales para lograr una estimacion adecuada de los parametros del

modelo, por lo que las estimaciones descritas en el cuadro 3.5 son confiables.
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Figura 3.5: Densidad - Datos de Prater y parametro ¢ comin

3.3.5. Apéndice

A.1. Distribucién a posteriori bajo el modelo propuesto

Note que de la ecuacion (3.3.1) se obtiene
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Donde b; = (Z!Z;)"'Z!(n; — X;3), n = X" n; y T'.(e) es la funcién de densidad

Gamma c-variada.
A.2. Condicionales completas bajo el modelo propuesto

De las ecuaciones (3.3.2) a la (3.3.6) se obtienen las siguientes condicionales com-

pletas:

f(Z|ve, B, 0,1, y) (Hf (b:]8, 2o, Vb)) f(E)

—m/2 T 1 ~ 2 ety 1 -
e 1 {3 I e O ).

=1

f(Vb|Zb7B7¢7nay> X (H f(bz’672b7 Vb)) f(l/b)

i=1
vy +q

INE== "om 3
x [ (%5 q] [1 + — (b5, b )} X e o
L) ()2 |

_b
2 =1

f(BIEs, vy, .1, y) (Hf (03] B, X, v ) f(B)

=1
b vg+p

m 2

<1 {1+Vlb(bt2 b)}

=1

[ (8= o556 - )|

(18, Sp, 4,1, y) o (Hﬂf Yii i & ) (o)

i=1 j=1

n m  n; exp(n;;)
e (F(¢)) H yllfei:(;ij)(b_l(l —y; ')mqﬁ—l
Hm an [F ( exp(n;;) (b) T ( 1 ¢>:| . ] ij ij
i=111j=1 1+exp(ni;) 14exp(n;ij) i=1g=1

-2 ﬂ”)( _ﬂ/?)
x¢ ( a ! a
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(771\7%5 Zba Vb7¢> yz (Hf yz]’nz]>¢)> f(bz|57 Zb;Vb) (Z 7& k;ia k= 17 v 7m>

1 n; ezp(”h]) (Jb—
. e ()
n; eTpn;
Hj:1 [F (Herp ;11])¢) <1+emp(mj)¢)] =1
1 =
x {1 + —(bzzglb»}
Vp

Se observa entonces que las condicionales completas bajo estudio no son conju-

gadas, ni tienen una forma cerrada.

B.1. Distribuciéon a posteriori bajo el modelo con prioris tradicionales

Tal como se comenté en esta seccidn, tradicionalmente el modelo con efectos mix-
tos es propuesto considerando efectos aleatorios Normales multivariados, con priori
gamma inversa para el parametro ¢, priori wishart inversa para Y, y priori Normal
multivariada para . Bajo este escenario, se consiguen algunas condicionales com-
pletas conjugadas, aunque la posteriori bajo este escenario tampoco tiene una forma

cerrada como veremos a continuacion.
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Considerando que g 1L ¥, 1L ¢ se tiene

m n;

f(B: 2, 0,mly) o< [HHf ym‘%#ﬁ] [H (77i|572b)] F(E)f(9)f(B)

i=1 j=1

n m eap(niy)
x (C(9)) 11 H 1+<’5:<5u>¢‘1(1 _ y;) 0l
Hm Hni [F ( e:l?p(mj) Qb) 1-\ ( 1 ¢>:| . 1)
i=111j=1 1+exp(nij) 1+exp(nij) =1j=1

[ (H 25 2] ) Ea:p{ ; Z(m — XiB)(Z:5y Z0) " (n; — Xzﬂ)}]

=1

B Bap (e (em )
22 1ﬂq (5)
bao b 2 -1 1
o F(zo)d)_(aOH)Ew (_i> x {(2@‘2 55|72 Eap {—5(5 — 1) %5 (B - Mﬂ)H

Con 0|3, 3y ~ Ny, (XiB, Z; X Z!), n =" n; y Te(e) funcién de densidad Gam-

ma c-variada.

B.2. Condicionales completas bajo el modelo con prioris tradicionales

En el modelo con prioris tradicionales, las condicionales completas son

F(Z518,6,m,9) (Hfmw,zb) (%)
i=1

KH 72, 5) Eap { X2 o - Xm}]

(ct+q+1)

< 15" F Bap {—;tr(z/i]b )}

o [’Eb‘_ﬂ; Exp {—; > tr ((Z212:)7" 2 i - XiB) = (24 2:) 1 2E (s — X)) }]
=1
(ct+g+1)

D Exp{—it?"@bﬁbl)}

_ m+ctqg+1l
o | Xp] > FEaxp —ftr

<¢ + Z ((Ztz) 'z — XiB)) (28 Z:) " ZE (i — Xzﬂ))t) Ebll }
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De esta forma:

zbw,a),n,yww((waZ)IZ% — XB)(n, — X.8)'Z <z>1)+w,m+c)

i=1

f(B[Zs, ¢,m,y) o (H f(77i|ﬁ72b)> f(B)

i=1

[\DI»—t

x Ea:p{ Z ) ZH i — Xa 5)) o ((Z1Z) 7' Z(n: = X)) }]

x Exp {—5(6 — 1) 'S5 (B — Mﬂ)}

-1

Entonces

f(ﬁ’zb) Qb, 7, y) X

Exp {—% > (= B XA, A — Xzﬂ)}]

=1

x Exp {—%(B — pg)'X5 (B — MB)}

1 m
x |Exp {—5 Y BWIS Wi — QBtWitZglAmi}
i=1

1 m
x Fxp {—5 <6t [(Z Witzb_IWi) 4+ ZEI
i=1

Luego

x Exp {—%(ﬁtﬂglﬁ - 2575251#5)}

)

B —24 [(Z Wfﬁl;lflmi> + 35 g
i=1

=1
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f(@18, %1, y) (Hﬂf y%]|77w>¢> f(9)

=1 j=1

T n m  n; 821;(771']")’ $—1 ) 3
o ( (¢)) H (yi? p(n;5) (1 _yij)1+erp(7iij)¢ 1

m n; exp(n;;) 1 J ]
[T 1T [F (HTIW;J)QS) r (HTP(”JW)} i=1 j=1

w00+ B (_%))

(77@|77k:,5 Eb7¢7 yz (Hf y1]|77zj7 > f(bz|6a Zb) (Z 3& k;i7k = 1a s 7m)

1 ng 1;’:”?("21].).) %d),l
x n; exp(nij 1 H Yij Y (]' - yi]) treep(niy)
Hj:l |:F (1+exp 77])¢) (HTp(m])¢)i| Jj=1
1
X {EIP {—5(771' — X3) APy A (s — Xzﬂ)H

Concluimos entonces que bajo el modelo con efectos mixtos, que considera dis-
tribucion normal multivariada para los efectos aleatorios y prioris tradicionales, se
consiguen formas cerradas para las condicionales completas de ¥, y [, pero no para

las condicionales completas de ¢ y n;.

3.3.6. Cddigos BUGS

C.1. Cédigos BUGS para la apicacién del modelo beta mixto usando los
datos simulados (datos balanceados)

Esta seccién presenta variadas piezas del codigo BUGS usadas para ajustar el

modelo de regresion beta mixto considerando la aplicacién con datos simulados.



47

Priori gamma inversa para ¢

model
{
for(iin1 :m) {
for( jin 1 : n ) {
Y[i , jl ~ dbeta(alli,j] ,a2[i,jl)
alli,jl <= muli , jl*phi
a2[i,jl <= (1-muli , jl)*phi
logit(muli , jl) <- inprod(x[i, j, 1, betal ])+inprod(z[i, j, 1, bl[i,1,])
}
bli,1,1:q 1 ~ dmt(cerovec [ ] ,psil , 1,gll)
}
gli~dexp(a0)
beta[1:p] ~ dmt(alphal 1 , Vi[ , 1,gl2)
Vi[il:p ,1:p] <- inverse(V[ , 1)
psill:q,1:q] ~ dwish(RO[ , 1, cO)
psiinv[l:q,1:ql<-inverse(psi[l:q,1:q])
phiinv ~ dgamma(a00,a00)
phi<-1/phiinv
}

Priori uniforme para ¢

model
{
for(iin1 :m) {
for( jin 1 : n ) {
Y[i , jl ~ dbeta(alli,jl ,a2[i,jl)
aili,jl <- muli , jl*phi
a2[i,j] <- (1-mufli , jl)*phi
logit(muli , j]) <- inprod(x[i, j, ], betal 1)+inprod(z([i, j, 1, bli,1,1)
}
bl[i,1,1:q 1] ~ dmt(cerovec [ ] ,psil , 1,gll)
}
gli~dexp(al)
betall:p] ~ dmt(alphal 1 , Vi[ , 1,g12)
Vi[l:p ,1:p] <- inverse(V[ , 1)
psill:q,1:q] ~ dwish(RO[ , 1, cO)
psiinv[l:q,1:ql<-inverse(psil[l:q,1:ql)

phir ~ dunif (a00,b01)
phi<- phir*phir
}

Priori beta para ¢
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model

for(iin1l :m) {
for( jin 1 : n) {
Y[i , jl ~ dbeta(alli,jl ,a2[i,jl)
alli,j] <= mufi , jl*phi
a2[i,j] <~ (1-muli , jl)*phi
logit(muli , j]) <- inprod(x[i, j, ], betal 1)+inprod(z([i, j, 1, bli,1,1)
}
bl[i,1,1:q 1] ~ dmt(cerovec [ ] ,psil , 1,gll)
}
gli~dexp(a0)
betall:p] ~ dmt(alphal 1 , Vi[ , 1,g12)
Vi[l:p ,1:p] <- inverse(V[ , 1)
psill:q,1:q] ~ dwish(RO[ , 1, cO)
psiinv[l:q,1:ql<-inverse(psil[l:q,1:ql)
phiinicial ~ dbeta(a00,b0)
phi<-phiinicial*bil1l
}

C.2. Cédigos BUGS para la apicacién del modelo beta mixto usando los
datos de Prater (datos desbalanceados)

Esta seccién presenta variadas piezas del codigo BUGS usadas para ajustar el
modelo de regresion beta mixto considerando la aplicacién con los datos de petrdleo

de Prater.

Priori gamma inversa para ¢

model
{
for( jin 1 : m ) {
for( i in (N[jI+1) : N[j+1] ) {
Y[i] ~ dbeta(allil ,a2[i])
alli] <- mul[i]l*phi
a2[i] <- (1-mu[i])#*phi
logit(mul[i]) <- inprod(x[i, ], betal 1)+inprod(z[i, ], blj,1,])
}
blj,1,1:q 1 ~ dmt(cerovec [ ] ,psil , 1,gll)
}
gli~dexp(a0)



betall:p] ~ dmt(alphal 1 , Vi[ , 1,gl2)

Vi[il:p ,1:p] <- inverse(V[ , 1)

psill:q,1:q] ~ dwish(RO[ , 1, cO)

psiinv[l:q,1:q]<-inverse(psi[l:q,1:q])

phiinv ~ dgamma(a00,a00)

phi<-1/phiinv

for( jin1 : m ) {

Inter[jl<-betal1]l+b[j,1,1]

EP[jl<-beta[2]+b[j,1,2]

}
}

Priori uniforme para ¢
model
{

for( jin 1 : m ) {

for( i in (N[jI+1) : N[j+1]1 ) {

Y[i] = dbeta(ail[i] ,a2[il)

alli] <- mul[i]l#*phi

a2[i] <- (1-mu[i])*phi

logit(mul[i]) <- inprod(x[i, ], betal 1)+inprod(z[i, ], blj,1,]1)
}

blj,1,1:q 1 ~ dmt(cerovec [ ] ,psil , 1,gll)

}

gli~dexp(a0)

beta[l:p] ~ dmt(alphal 1 , Vi[ , 1,gl2)

Vi[1:p ,1:p] <- inverse(V[ , 1)

psill:q,1:q] ~ dwish(RO[ , 1, cO)

psiinv[l:q,1:ql<-inverse(psi[l:q,1:q])

phir ~ dunif (a00,b01)

phi<- phir*phir

for( jin 1 : m ) {
Inter[jl<-betal1]+b[j,1,1]

EP[jl<-betal[2]+b[j,1,2]

}
}

Priori beta para ¢
model
{

for( jin 1l :m) {
for( i in (N[jI+1) : N[j+11 ) {
Y[i] ~ dbeta(all[il ,a2[il)



alli] <- mul[i]*phi
a2[i] <- (1-mu[i])=*phi

logit(mul[i]) <- inprod(x[i, ], betal ])+inprod(z([i, ], b[j,1,1)

}
blj,1,1:q 1 ~ dmt(cerovec [ ] ,psil , 1,gll)
}
gli~dexp(a0)
betall:p] ~ dmt(alphal 1 , Vi[ , 1,gl2)
Vi[i:p ,1:p] <- inverse(V[ , 1)
psill:q,1:q] ~ dwish(RO[ , 1, cO)
psiinv[l:q,1:ql<-inverse(psil[l:q,1:q])
phiinicial ~ dbeta(a00,b0)
phi<-(bll*phiinicial)*(bl1l*phiinicial)
for( jin 1 : m ) {

Inter[jl<-betal[1]+b[j,1,1]

EP[jl<-beta[2]+b[],1,2]
}
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3.4. Modelo de regresion beta con submodelo de

regresion asociado al parametro de precision

En esta seccion consideraremos que cada variable de respuesta y;; tiene asociado
un parametro de precision ¢;;, al cual se le asocia una estructura de regresion, por
lo que nos abocaremos a discutir qué priori es la mas apropiada para modelar los
parametros de regresion de este submodelo de precisién. Se discutiran las prioris
utilizadas en la especificacién del modelo de localizacion y luego se realizara el ajuste

del modelo usando un software adecuado.

3.4.1. Discusioén de prioris

Para una formulacion mas general del modelo planteado, consideraremos diferentes
parametros de precision, a los cuales los denotaremos por ¢;;, asociados a cada variable
de respuesta y;;. Asumiremos entonces un modelo lineal con efectos mixtos para el

logaritmo de ¢;; como se plantea a continuacién:

In(¢ij) =75 = w0 + hiTjdi, (3.4.1)

J

donde w;; = (wjj1, ..., w;ijp<) " es el vector de disenio correspondiente al p* x 1 vector de
efectos fijos § y hij = (hij1, ..., hije«) " es el vector de disefio correspondiente al ¢* x 1
vector de efectos aleatorios d;. Note que, las matrices de disenio W; = (w1, . .. ,wmi)T y
H; = (hi1, ..., hin,) " pueden, aunque no es un requisito, contener las mismas variables
predictoras que las matrices X; = (21, ..., Tin,) ' ¥V Zi = (2i1, -+, Zin;) |, Tespectiva-
mente. En otras palabras, cominmente la matriz W; queda determinada por algunas

columnas de X; con ¢* < ¢ y la matriz H; queda determinada por algunas columnas

de Z; con p* < p.
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Al modelo descrito en (3.4.1), le llamaremos submodelo de precisién, el cual tiene
la misma estructura que el modelo de localizacién dado en (3.2.2).

Por consiguiente, se especificaran las prioris para los pardmetros 0 y d;’s de la mis-
ma forma en que fueron especificadas en el modelo de localizacién para los parametros

By b;’s respectivamente (ver seccién 3.3.1).

3.4.2. Ajuste del modelo usando algoritmo de Monte Carlo
via cadenas de Markov

Sea y' = (yt, ...t ), 0t =t ... ont)) y 7t = (7f,...,7}). Donde condicional-
mente en 3, ¥, y 1, los n; son independientes con f(n;|3, Xy, 1) o< f(bi]5, b, 1)
y condicionalmente en §, ¥, y vy los 7; son independientes con f(7;]9, X4, vg)
f(di]d,%4,v4) i = 1,...,m. Para obtener las estimaciones de los pardmetros descono-
cidos del modelo, es necesario muestrear de la distribucién a posteriori conjunta dada
a continuacion:

f(B, 20, v, 0, 84, va, ), Tly) o< [HHf(yz‘joaTij)] [Hf(mlﬂ,ﬁm Vb))] X

[H (7l 0, Xa, Vd))] FB)F () f () f(6) f(5a) f (va)- (3.4.2)

Para la especificacién de (3.4.2) consideramos que 3 1L 3y 1L v, 1L § 1L 3y 1L vy.
Podemos entonces utilizar el muestreo de Gibbs para generar una muestra Monte
Carlo de la posteriori conjunta f(3, Xy, v, 6, X4, Vg, n, T|y). El muestreo de Gibbs en
este contexto, involucra un muestreo iterativo desde las distribuciones condicionales
completas f(Xp|vy, 8,6, Xa, va, n, 7,4), [ (6] X0, 8,0, Ba, va, 0, 7, y), f(B12, v, 6, Xa, va, 0, T, Y),
f(818, 20, v, Xa, Va, 0, T, Y), f(ZalBy Xb, v, 6, vayn, 7, y), f(Val B,y Xy Uy 0, Xay 1, T, Y),
Filnws Ty B, X vy 0, Xay va, 4i), 4, k=1,...,m, i # k,



f(TilTknnlmﬂa Eba W, 67 Eda thyi)? 2.7 k

puestas como sigue

f(zbyyln ﬁa 57 Zda Vd, 1N, T, y) X

f(l/b|2b7/8757 Zd7 Vdﬂ]ﬂ"y) X

f(ﬁ’zlh Vb, 57 Ed) Vd, 1, T, y) X

f(5|57 Eba Vp, 2(17”6[77777—7 Z/) o8

f(zd|ﬁa Zb,Vb,(S, Vd7/’777—7y) X

f(walB, X, v, 6, 5a,m, T, y)

f(nz’nk:, Tk, 67 Eba Vp, 67 Eda Vg, yz) X

(i #kyik=1,...,m)
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=1,...,m, 1 # k las cuales pueden ser descom-

(ﬁf(biw,zb,m £(5)
(ﬁf(biw,zb,ub) Fw)
ﬁﬂw,zb,%) £(5)
ﬁf(dz\& zd,m) I
ﬁﬂm o ud>> f5)
(iﬁlf(dircx o ud>> Fva)

f(yij|77ij,7—ij)> F (i3, S, 1)

=1

f(Ti’Tky Nk 57 Eb? Vp, 57 Zd? vy, yl) X H f<y1]’n2]7 TZ])) f(d2’57 Eda Vd)
j=1

(t# ki, k=1,...,m)

(3.4.3)

(3.4.4)

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

(3.4.8)

(3.4.9)

(3.4.10)

De acuerdo a las ecuaciones expuestas en (3.4.3 - 3.4.10) podemos concluir que

no se consiguen prioris conjugadas para ninguno de los parametros desconocidos del

modelo (ver apéndice).

No obstante lo anterior, el modelo puede ser implementado sin mayor dificultad

en el software WinBUGS. Inferencias a posteriori en 3, ¥y, 14, 0, 2g, Vg y, princi-

palmente en las respuestas esperadas (p;5;4 = 1,...,m,j = 1,...,n;) son facilmente

obtenidas en el software mencionado. Los test de hipdtesis respecto a los coeficientes
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de regresion y las respuestas esperadas son también faciles de obtener.

3.4.3. Ejemplo con datos simulados

Para ilustrar la metodologia propuesta, consideraremos el modelo de localizacion

dado por
Nij = B+ TijoBa + 245383 + bin + 2ijabia,

7= 1, ceey 100, j = 1, e ,57 donde 77ij = ln{,um/(l — ,uij)}, zijl = xijl = 17 Zijg = Iijg.
y los datos provenientes de la simulacién realizada en (3.3.3).
Para realizar el ajuste del modelo y de acuerdo con lo expuesto en (3.4.1) se uti-

lizaran las siguientes prioris para el modelo en cuestién:

B ~ t3(vs s, Xp)

5 0 0
vg=20; ps=1(0,0,0); Xg=|0 5 0

0 0 5
0 ~ t3(Vs s, Xs)

5 0 0
vs =20; wus=1(0,0,0); X5=| 0 5 0

0 0 5

b~ tQ(VbJ 07 Zb)

5 15
vy, ~ exp(0,001); Xy ~ IW (¢, c); ¢ = ( ); c=>5.

d~ tQ(Vda Oa Ed)
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Vi~ expl0.00L); S~ IW (G4, toa = ( > ); ca=5.
15 45

En el cuadro 3.6 se presentan 5 opciones diferentes para explicitar la estructura
de regresién del parametro de precisiéon y se considera un modelo de localizacién
comun a cada submodelo de precisién. El cuadro 3.7 reporta la ” deviance information
criterion”para los cinco modelos ajustados, con lo que observamos que el submodelo
de precisién que no incluye efectos aleatorios logra un mejor ajuste de nuestros datos.

En este caso, los modelos 2a, 2¢ y 2d son similarmente buenos. Sin embargo, el

modelo 2a muestra un ajuste levemente mejor que las otras propuestas.

Cuadro 3.6: Propuesta de submodelos de precision con un modelo de localizacion
comun

Model Location Submodel Precision Submodel(In(¢;;))
Model 2a (81 + bir) + (B2 + bia)xijo + 2ij353 01
Model 2b (B + bi1) + (B2 + bi2)wijo + 45353 01 +dj
Model 2¢c (B1 + bir) + (B2 + bia)xijo + 45353 01 + 032453
Model 2d  (B1 + bir) + (B2 + biz)xijo + T4ij3s3 01 + doxijo + 03443
Model 2e (B1+bi) + (B2 + bi2)xijo + xij3Ps (01 + din) + (02 + diz)xijo + d3xij3

En el cuadro 3.8 se reportan los parametros estimados del modelo 2a. Estos re-
sultados muestran que los parametros estimados mediante la metodologia Bayesiana

propuesta aqui, son similares a los reales valores de los parametros del modelo.
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Cuadro 3.7: Andlisis de sensibilidad para la especificacion del submodelo de precision

Model DIC

model 2a  -1244.850
model 2b  -1221.180
model 2¢  -1242.940
model 2d  -1241.530
model 2e  -1223.740

Para realizar el ajuste del modelo, consideramos 100,000 iteraciones Monte Carlo

y los resultados son presentados considerando las tdltimas 90,000 iteraciones. Adi-

cionalmente, se han realizado los test de diagndstico pertinentes, con lo que se han

observado conductas deseables de las cadenas (ver figuras 3.6 y 3.7, y los comentarios

hechos mas abajo).

Cuadro 3.8: Medias a posteriori exactas. Medias y medianas a posteriori estimadas.
Intervalos de credibilidad (CI) al 95 % para el modelo de regresion beta mixto simulado

Parameter Posterior Estimation
True Mean MCError Median 95 %C'T

51 -2 -2.063 0.003866 -2.064 (-2.284,-1.836)

55 1 1.032 0.002024 1.033 (0.8902,1.165)

53 2 1.947 0.001293 1.947 (1.828,2.064)
by, 1.09 0.9755 0.003577 0.9612 (0.7043,1.339)
Ybia -0.36 -0.2577 0.001783 -0.2536 (-0.4206,-0.1265)
Dby 0.13 0.08049 7.268E-4 0.07752 (0.03626,0.148)
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Para el modelo 2a, la versiéon multivariada del diagnéstico de convergencia de Gel-
man y Rubin’s, indica con un "multivariate proportional scale reduction factor” (mprf)
igual a 1.00, que la cadena es convergente (mprf < 1.2). Las Figuras 3.6 y 3.7 sug-
ieren, respectivamente, que la cadena para cada parametro es no correlacionada y

estacionaria. Luego, la estimacion especificada es adecuada.

Autocorrelation
beta[1] chains 1.2 beta[2] chains 1.2 beta[3] chains 1.2 meanphi chaing 1.2
10 10 10 10
0.5 h 05 05 0.5
00 | TR o g <R e R [ R e
05 15 15 05
-1 -0 -0 -0
0 2 4 0 il 4 0 2 4 0 i 4
lag lag lag lag
psinv{1 1] chains 1:2 psinv{! 2] chains 1:2 psinv{2,1] chains 1:2 psinv{2,Z] chains 1:2
10 10 10 1.0
05 l 05 05 05
QO e = e et g [ T el [ ST T
05 -5 05 0.5
10 -0 10 10
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 0 20 4 0 20 4 0 il 4
lag lag lag Iag

Figura 3.6: Autocorrelacion - Datos simulados y estructura de regresion para ¢

History
Beta[1] chains 12 Betal2] chains 12
18
8
20
22
24
10000 25000 50000 75000 10000 25000 50000 75000
iterat fterat
betal3] chains 12 meanphi chains 12
22 600
20 500
18 400
18 300
10000 25000 50000 75000 10000 25000 50000 75000
tteration teration
psinv{11] chans 12 psinv[1 2] chains 12
20
15
10
0s
10000 25000 50000 75000 10000 25000 50000 75000
ftorat fterat
psinviZ, 1] chans 12 psiniz.Z] chains 1.2
12817
02
04
06
10000 25000 50000 75000 10000 25000 50000 75000
fteration fteration

Figura 3.7: Historia - Datos simulados y estructura de regresion para ¢
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3.4.4. Aplicacién del modelo a datos reales

Consideremos el ejemplo de los datos de petréleo de Prater descritos en la seccion

3.3.4, donde el modelo de localizacién queda descrito por:

Hij } T T
Inq——— ¢ =mn;; = ;8 + 20,
{1—/% ! J J

donde p;; = E(yfj|bz), Tij = (LEPij)Tazij = (LEPU)T, B = (B1,B2) y bi = (bir, bi2)

Ademas, para realizar el ajuste del modelo, consideramos los siguientes supuestos:

yij|bi7 ¢, 3 ~ beta(,uijqb, (1 - Mij)¢)7

B~ ta(vs, s, Xp)

5 0
nglo; /1,52(0,0); 25: 0 5

§ ~ to(vs s, Xs)

5 0
vs = 10; ps = (0,0); X5 = 0 s

b~ t?(l/ba 07 Eb)
1000 0
vy, ~ exp(0,001); Xy ~ IW (¢, c); ¥ = cc=4
0 1000

d~ tZ(Vdv Oa Zd)

1000 0
vg ~ exp(0,001); X4~ IW (g, cq); g = g =4
0 1000
En el cuadro 3.9 se entrega el ajuste del modelo considerando algunas variantes en
la estructura del modelo de localizacion y en el submodelo de precisién. Aqui podemos

observar que de acuerdo al criterio DIC, el modelo que mejor ajusta los datos es el
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2.c que contiene solo el intercepto aleatorio tanto en el modelo de localizaciéon como

en el submodelo de precision.

Cuadro 3.9: Propuesta de submodelos de precision bajo diferentes modelos de local-
1zacion

Model Location Submodel Precision Submodel(In(¢;;)) DIC
Model 2.a.1 (B + bi1) + (B2 + bis) EP, (61 +din) + (6 + din) EP;  —142,614
Model 2.a.2 (61 + b; 1) + (52 + bzz)EP (51 + dzl) + 52EP,~j —131,504
Model 2.a.3 (51 + bi1) + (B2 + bia) EP;; 01 + (02 + din) EP;; —142,767
Model 2.a.4 (B + b1) + (B2 + bi2) EP, 01 + 02 B P —131,389
Model 2.a.5 (ﬂl —|— bzl + (BQ + bQ)ER] (51 —121,505

Model 2.b (52 + bZQ)E_PZ] 51 + (52 + dzg)EPw —142,488
Model 2.c (51 + bzl) + /BQEPZ‘j (51 + dzl) + 52EBJ‘ —145,858

En el cuadro 3.10 reportamos la estimacion de los parametros del modelo 2c, el
cual presenté un mejor ajuste en comparacion con los otros modelos propuestos. Para
realizar el ajuste del modelo, consideramos 200,000 iteraciones Monte Carlo y los
resultados son presentados considerando las ultimas 190,000 iteraciones. Adicional-
mente, se han realizado los test de diagndstico pertinentes, con lo que se han observado
conductas deseables de las cadenas (ver figuras 3.8, 3.9 y 3.10).

La versiéon multivariada del diagnoéstico de convergencia de Gelman y Rubin’s
propuesta por Brooks & Gelman (1998) [4] indica que la cadena es convergente,
luego que el "multivariate proportional scale reduction factor” (mprf) es igual a 1.08
(mprf < 1,2). Adicionalmente, las figuras 3.8 y 3.9 suguieren que la cadena para
cada parametro es no correlacionada y estacionaria respectivamente, la figura 3.10
nos muestra que la funcién de densidad a posteriori de cada pardmetro no presenta

bimodalidad, lo cual es un buen indicio puesto que la presencia de esta suele venir
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Cuadro 3.10: Medias y medianas a posteriori estimadas. Intervalos de credibilidad
(CI) al 95% para el modelo de regresion beta mizto dado en 2.c

Parameter Posterior Inference in Location Submodel
Mean MCError Median 95 %CT
By + by 4232 0.01036 -4.233 (-4.703,-3.751)
B1 + by -4.574 0.009174 -4.579 (-5.032,-4.098)
B1 + b3y -4.323 0.00947 -4.331 (-4.78,-3.831)
51+ ba1 -4.801 0.01092 -4.8 (-5.28,-4.287)
By + b5 -4.696 0.01061 -4.695 (-5.197,-4.199)
B1 + be -4.816 0.01069 -4.816 (-5.286,-4.301)
b1+ bn -5.214 0.01118 -5.212 (-5.731,-4.673)
B1 + bs1 -5.259 0.01225 -5.258 (-5.806,-4.688)
B1 + bor -5.45 0.01161 -5.447 (-5.969,-4.887)
B1+ b1o 1 -5.799 0.01186 -5.8 (-6.332,-5.222)
Ba 0.01013 2.793E-5 0.01012 (0.008851,0.01139)

acompanada con problemas en la convergencia de la cadena. Estos resultados men-
cionados son escenciales para lograr una estimacion adecuada de los pardametros del

modelo, por lo que las estimaciones descritas en el cuadro 3.10 son confiables.
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3.4.5. Apéndice

A.1. Distribucién a posteriori

Note que de la ecuacion (3.4.2) se obtiene

FB, S, v, 6, S vasn wly) o< | TTTT F@islmigs 7is) | | TT (il 85 5 )) |
i=1 j=1 i=1

H F(7i10, Ba, va)) | < f(Z0) f () F(0)f(Xa) f(va) f(B)
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m.o n; exp(ng;)
(T'(ei5))" T mn” y 15 =1 e
ij 1— TFeap(ng;) P~
X [Hm Hnl [F( exp(nij) (b)r (%Qs)} HH ( y])
i=11lj=1 Ttexp(ni;) 74 Treap(n:;) Pii )| i=15=1

vp+a
2

K2

) ) e
)| —2 |z 1+df2‘1di]
[w w1+ Latsr'a)

amm%

m 1
[1 T <bfzb1bi>]
-1 Vb

vgta*

|1/) Exp{fftr ()N )}
27T (5)
* vs+p*
(¥t B 1 - 8
e |2 [k (6 - )25 5 - )
L) (vem) = v
c _ (eqgta™+1) _
" 9] ? |24l = Exp{—itr(vqS;")}
2°% Ly (%)
vg+p
) :

Donde 111(@51]) =T = wfj5+hf]dl, b, = (ZZZZ)_IZf(ﬁZ—Xzﬁ), d; = (HfHZ)_lHZt(TZ—

W;0), n=X"n;y I'.(e) es la funcién de densidad Gamma c-variada.
A.2. Condicionales completas

De las ecuaciones (3.4.3) a la (3.4.10) se obtienen las siguientes condicionales

completas

f(lve, 8,6, X, va, n, 7,y) (Hf (bs] 8, Zbﬂ/b)) f(E)

vpt+aq

2 m+c+qg+1 1
x H [1 + — (i3, by )} X ]Zb\_( e Exp{—§tr(w2gl)}
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Sl 20, 8,6, X, va, n, 7,y) (H f(b:] B, 2, Vb)) f(w)

=1

Py 17 m
X | — {1 + — (% 1b )] X A0V
F( 5 i=1

_b
B Vbﬂ'

f(ﬁ|zb7 Vb757 Zd) Va, N, T, y) 8 <H f(bl|57 Eba Vb)) f(ﬁ)
=1
vpta vptp

x 17_:1 {1 + Vlb(bZEblbi)} X {1 - 1) 25" (B — Nﬂ)} 2

Vs

f(éwazb;Vb,Zd,Vdﬂ?ﬂ'y 8 <Hfd|5 Ed)”d)f(é)
=1
vata* vs+p”

o ﬁ [1 + Vid(dﬁzgldi)] T X [1 + i((5 — 1) 250 — ua)]

v
i=1 o

(Edlﬁ Eb?”lh(s Va, 1, T, y (Hf d ‘5 Edﬂl/d)> f(2d>

Vd+q*

" 1 _ 2 (m+cd+q +1) 1 _
o H {1 + V—d(d;?zdldi)} X |Sg7 T Eap {—Etr(@bdild 1)}
=1

fwalB, Lo, v, 6, X4, , 7, y) (Hf (o, Ed,Vd)> f(va)

ud+q

F(Vd;‘q*) mom { 1 2
o |—2 14— dgz—ldi} x e~ Adov
o] T [+ szt

f)(”dﬂ) i=1
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(771|77ka7_k75 Eba’/ba(s Ed,Vd,yz (Hf yl]|n2]77_’bj)> f(bz|ﬁa ZbaVb)

1 n; ew(m]) s ¢>
1+ex ) ij Trex 7
x . H Yij s (1 - yi]) o pw” "
H”z T exp("hj ¢ 1 ¢ ) :
j=1 1+exp(n; ]) ij 14-exp(ni;) 74 Jj=1

vpta

1
X {1 + —(bﬁzglbi)}
Vp

(t# ki, k=1,...,m)

(Tz|7-k7 Mk 5 Eba Vy, 5 Eda Vg, yz <H f yung, ng)) f(dz’(sa Eda Vd)

n; cap(niz)

1 exp(n; ) i -1 7¢1
X n; exp('q” H </y:7+ PNij (1 _ y )1+ezp(7’1”) J
Hj:1 |:F <1+exp 171] ¢Zj> <1+emp ¢l]>:| —

Vd+q
2

1
X {1 + —(dﬁzdldi)]
Vd
(t# ki, k=1,...,m)
Con ln(qbw) = Tij = ’LUZ&"‘thH bl = (Zsz)_lzzt(nz_Xzﬁ)a dl = (HthZ)_let(Tl_
W;0), n=X"n;y I'.(e) esla funcion de densidad Gamma c-variada.
Se observa entonces que las condicionales completas bajo estudio no son conju-

gadas, ni tienen una forma cerrada.

3.4.6. Cdbdigos BUGS
B.1. Cédigos BUGS para la apicacién del modelo beta mixto usando los
datos simulados (datos balanceados)

Esta seccion presenta una pieza del cédigo BUGS usada para ajustar el modelo
de regresion beta mixto considerando la aplicacién con datos simulados (datos bal-

anceados).



66

Submodelo para el parametro ¢

model
{
for(iini1 :m) {
for( jin 1 : n) {
Y[i , jl ~ dbeta(alli,jl ,a2[i,jl)
alli,j] <= muli , jl*phili,j]
a2[i,jl <- (1-mufli , jl)*phili,j]
log(phil[i,jl)<-inprod(x[i, j, 1, deltal 1)+inprod(z[i, j, ], gamali,1,])
logit(muli , j]) <- inprod(x[i, j, ], betal 1)+inprod(z([i, j, 1, bli,1,1)
}
bli,1,1:q ] ~ dmt(cerovec [ ] ,psil , ]1,gll)
gamali,1,1:q ] ~ dmt(cerovec [ ] ,psil , 1,gll)
}
gli~dexp(a0)
betall:p] ~ dmt(alphal 1 , Vi[ , 1,gl2)
deltal[l:p] ~ dmt(alphal 1 , Vi[ , 1,gl2)
Vi[1l:p ,1:p] <- inverse(V[ , 1)
psill:q,1:q] = dwish(RO[ , 1, c0)
psiinv[l:q,1:ql<-inverse(psi[l:q,1:q])
meanphi<-mean(phil,])

}

B.2. Cédigos BUGS para la apicacion del modelo beta mixto usando los
datos de Prater (datos desbalanceados)

Esta seccion presenta una pieza del cédigo BUGS usada para ajustar el modelo de
regresion beta mixto considerando la aplicacion con los datos de petréleo de Prater

(datos desbalanceados).

Submodelo para el parametro ¢

model

{

for( jin 1 : m ) {

for( i in (N[jI+1) : N[j+1] ) {
Y[i] ~ dbeta(alli] ,a2[i])
a1l[il <- mulil*phil[il



a2[i] <- (1-mulil)#*philil]
log(phi[i])<-inprod(x[i, ], deltal ])+inprod(z[i, ], gamalj,1,])
logit(mul[i]) <- inprod(x[i, ], betal ])+inprod(z([i, ], b[j,1,1)
}
blj,1,1:q 1 ~ dmt(cerovec [ ] ,psil , 1,gll)
gamal[j,1,1:q ] ~ dmt(cerovec [ ] ,psil , ]1,gll)
}
gli~dexp(a0)
beta[l:p] ~ dmt(alphal ] , Vi[ , 1,gl2)
deltal1:p] ~ dmt(alphal 1 , Vi[ , 1,gl2)
Vi[1l:p ,1:p] <- inverse(V[ , 1)
psill:q,1:q] = dwish(RO[ , 1, cO)
psiinv[l:q,1:ql<-inverse(psil[l:q,1:q])
meanphi<-mean (phi[])
for( jin 1 : m ) {
Inter[jl<-betal1]l+b[j,1,1]
EP[j]l<-betal[2]+b[j,1,2]
}

3.5. Resumen y conclusiones

3.6. Discusion

67

The beta regression model has gained increasing popularity from the reparame-

terization of the beta density in terms of its mean and a precision parameter [18], but

mainly after the work of [7], in which this reparameterization was applied to a beta

regression model with constant precision. A complementary approach proposed by

[23] considers also the modeling the precision parameter. A Bayesian beta regression

model was studied by [3]. In this paper, we extended these ideas for the mixed beta

regression model under a Bayesian approach.

The present paper consider a Bayesian approach for the analysis of mixed beta

regression based on two different criteria. First, the specification of different priors for

the precision parameter ¢ is sutudied. Second, this parameter is modeled with a its
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own regression structure. In the first case, we considered a uniform to squared prior
for ¢, i.e., a prior of the type ¢ = U?, with U ~ U(0,a), and where it is common to
consider a initial value a = 50 ([11]). We also considered an alternative to this prior,
namely, a prior distribution of the type ¢ = (a * B)? with B ~ beta(l + ¢,1 + ¢) and
(e = 0,001,0,01,0,1,0,5,...), which delivered good results in terms of the model fit
and the performance of the diagnostics tests. In the second case, we considered the
same structure for (In(¢;;)) that for logit(s;), i.e, a mixed model with a multivariate
t-prior for the fixed and random effects, under which good results were obtained
in terms of the model fit and the performance of the diagnostics tests. It is worth
mentioning that in this context it is necessary perform a model selection for ¢;;,
including more or fewer fixed and random effects, since it is not clear in advance,
the criteria for resolving the selection of which model is more efficient [Cuando
se plantea el submodelo de precision, es necesario plantear y testear las
diferentes opciones en su estructura (como en la tabla 4), no existiendo
un criterio claro a priori para decidir que estructura es la mas adecuada].

A classic version of this problem was raised by [27], where mixed beta regression
models were estimated using the SAS procedure NLMIXED ([21]), employing adap-
tive Gaussian quadrature. This approach achieves good results, but the implemen-
tation of the mixed beta regression model for random effects that are non-normally
distributed is very challenging. In this sense, own approach is more flexible, because
one can be easily implement it when the distribution of the random effects is normal,
Student-¢, skew normal or other distributions, by using simple and accessible software
such as WinBUGS. Other advantage of this approach is the easy implementation for

the imputation of missing data [5], a common situation in practice and for which a



classic approach is much more complicated.
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