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Abstract

El presente trabajo busca responder, en primer lugar, en qué sentido las “extensiones” de
la distribucion skew-normal extienden Ja distribucion skew-normal de Azzalini y cudl es el
significado estadistico de los pardmetros de la distribucién skew-normal. Ambas preguntas
son aclaradas a través del anélisis de identificabilidad de 1a distribucién skew-normal.

En segundo lugar, se estudia el enfoque de reduccion probabilistica, con el fin de ge-
nerar el modelo de regresion lineal skew-normal. Para esto se analiza la descomposicion
marginal-condicional de la densidad conjunta skew-normal y se estudia la relacién entre
los espacios paramétricos asociados a los modelos marginal y condicional. Se proponen
condiciones necesarias y suficientes sobre los parametros del modelo conjunto con el fin
de generar una variable ex6gena.

En tercer lugar, se considera la inferencia Bayesiana para los pardmetros de localiza-
¢idn, escala y asimetria de la distribucién skew-normal, asumiendo diferentes distribucio-
nes a priori. Representaciones estocasticas de las distribuciones a posteriori del pardmetro
de asimetrfa son obtenidas, bajo ciertas especificaciones de la funcién de verosimilitnd,
Los resultados obtenidos son aplicados en el contexto del problema de identificacién de un
punto de cambio en el pardmetro de asimetria en una serie de datos determinada.

Finalmente, se desarrolla el andlisis Bayesiano de los modelos de regresion skew-
normal, skew-normal-generalizado, skew-normal-t y skew-{-normal bajo determinadas es-
pecificaciones de ias distribuciones a priori de los pardmetros de dichos modelos. Se pro-
pone una conveniente representacion jerarquica de estos modelos, realizando el andlisis de

las distribuciones a posteriori e ilustrando los resultados con un conjunto de datos reales.
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Introduccion

En los 0ltimos afios, el estudio de modelos estadisticos que introducen pardmetros que
representan asimetria y curtosis ha sido el foco de atencion de la investigacion estadistica.
Esta tendencia se justifica toda vez que algunos conjuntos de datos, en diferentes reas de
la ciencia como la medicina, biologia, economia o finanzas, presentan evidencias de sesgo
o colas pesadas en su funcién de distribucion empirica.

Muchos de estos modelos se generan a partir de funciones de densidad de variables
aleatorias con distribucién simétrica que son multiplicadas por otras funciones, llamadas
funciones de asimetria, las cuales dependen de ciertos pardmetros. Otros tantos se generan a
partir de la reduccion por condicionamiento de una funcién de densidad conjunta simétrica.
En ambos casos, el gjemplo més popular de este tipo de modelos encontrado en la literatura
estadistica, es la distribucién skew-normal introducida por Azzalini [11] en 1985.

La distribucion skew-normal de Azzalini [11] ha sido estudiada en detalle tanto desde la
perspectiva clasica cuanto la Bayesiana. Algunas de estas propuestas se pueden encontrar
en Azzalini y Capitanio [13], Genton [48], Azzalini [12], Arellano-Valle y Azzalini [2] ¥

demas referencias dentro de estos articulos.




Paralelamente, muchos otros autores han centrado esfuerzos en estudiar distribuciones
asimétricas que extienden la distribucion skew-normal introducida por Azzalini [11], asi
como sus propiedades. En algunos casos, el proceso de construccidn de estas otras distri-
buciones es similar al mencionado anteriormente.

Sin embargo, estas extensiones de la distribucion skew-normal de Azzalini [11] presen-
tan algunos problemas de identificabilidad (ver por ejemplo Arellano-Valle y Azzalini [2]
para una discusion sobre el tema). Aunque este hecho no ha sido estudiado formalmente,
estos problemas se presentan debido a que la parametrizacion utilizada en las funciones de
densidad de estas extensiones corresponde a la parametrizacién de la distribucion simétrica.
original antes de realizar la reduccién por condicionamiento. La falta de identificabilidad
de un modelo estadistico origina que el uso del mismo se limite en lo que a la aplicacién
con datos reales se refiere. Por el contrario, un modelo identificado y correctamente es-
pecificado permite su uso en diversas aplicaciones y desde diferentes perspectivas tanto
clasicamente cuanto Bayesianamente.

En este contexto, la presente investigacidn tiene dos objetivos principales: el primero
buscﬁ estudiar el significado estadistico de los pardmetros de la distribucién skew-normal
a través de un estudio formal de la identificacion de los pardmetros de Ia misma, tomando
como punto de partida la generacién de esta distribucién via la reduccidn por condicio-
namiento de un modelo conjunto normal. El segundo objetivo principal es realizar aplica-

ciones, por un lado clasicas de la distribucidn skew-normal desde el punto de vista de la




reduccion de experimentos condicionales y por el ofro, Bayesianas realizando inferencia
en el parametro de asimetria y en los pardmetros de una distribucién obtenida a partir de
una mezcla de distribuciones skew-normal en el parametro de asimetria.

Por tal razén, el Capitulo 1 de la investigacién aborda el problema de identificacién y
la interpretacion estadistica de los parametros de la distribucién skew-normal. Se estudia
con detalle 1a identificacion de los pardmetros que indexan Ja distribucién de probabilidad
skew-normal determinando en que casos las parametrizaciones son o no identificadas y ex-
plicitando el significado estadistico que tiene cada uno de los pardmetros, en especial de
aquél que modela la asimetria de los datos. Se determina el pardmetro minimo suficiente
que indexa la distribucién skew-normal y basado en él, se propone una parametrizacion
identificada. Ademas, los resultados son aplicados a determinadas extensiones de la distri-
bucién skew-normal propuestas en la literaturé estadistica.

El Capitulo 2 busca estudiar la reduccion probabilistica de la distribucion conjunta
skew-normal basada en la distribucién condicional. El objetivo de esta parte de la investi-
gacion es basar la inferencia del modelo skew-normal en aquél modelo que subyace a una
reduccion por condicionamiento, es decir, el modelo de regresion lineal. La hipétesis consi-
derada en este capitulo es que las variables aleatorias siguen una distribucion skew-normal
y la reduccion es estudiada en base a la descomposicién marginal-condicional de la misma.
El capitulo propone imponer condiciones necesarias y suficientes sobre los parametros del

modelo conjunto con el fin de generar un corte, y por lo tanto, una variable exogena. El




resultado principal es la caracterizacién de una densidad conjunta skew-normal que garan-
tiza que los espacios paramétricos de los modelos marginal y condicional que genera no
presentan relaciones funcionales entre ellos. Al finalizar, se propone un estudio de simu-
lacién con el objetivo de ilustrar las consecuencias de no tener una variable exégena en la
especificacién del modelo condicional skew-normal.

Finalmente, los Capituios 3 y 4 estudian los modelos skew-normal a través de las mez-
clas de estas distribucioﬁes en el pardmetro de asimetria y bajo la perspectiva Bayesiana.
Especificamente, el Capitulo 3 estudia el caso en el cual se considera una distribucion gene-
ral de mezclas, es decir, una distribocidn a prion. Se obtienen expresiones para la densidad
predictiva y posteriori del parametro de asimetria, ademds de los momentos a posteriori.
El resultado principal es la obtencién de una representacidn estocdstica para la distribucion
a posteriori del pardmetro de asimetria, la cual permite implementar eficientemente el al-
goritmo de muestreo de Gibbs para la generacién de muestras aleatorias de la distribucion
antes mencionada. Una aplicacién interesante mostrada en este capitulo es la relacionada
con la dcfeccién de puntos de cambio en el pardmetro de asimetria. EI Capitulo 4 por su
parte, muestra la inferencia Bayesiana para un modelo generado cuando la distribucién de
mezclas del pardmetro de asimetria es normal. El modelo es llamado skew-generalizado-
normal y ha sido estudiado en detalle por Arellano-Valle et al. [10]. El resultado principal

en esta parte de la investigacion es la especificacion de una conveniente representacién




jerarquica para este modelo, la cual permite la implementacién del muestreo de Gibbs pa-
ra obtener realizaciones de la distribucidn posterior. Ademads, se estudian distribuciones
de mezcla del pardmetro de asimetria sobre R™, especificamente distribuciones gamma,
obteniéndose otros modelos asimétricos que también son ajustados através de una repre-
sentacion jerdrquica especifica. La aplicacion de los resuftados obtenidos en este capitulo

se realiza con un conjunto de datos reales.



Capitulo 1

Identificabilidad de la distribucion
skew-normal

“El proposito de este articulo es sugerir la veformulacion del problema de especificacion,
apropiado a muchas aplicaciones-de los métodos estadisticos, y poner énfasis en la
gparicidn de un wuevo grupo de problemas, Hamados problemas de identificacién.”

Tjalling Koopmans y Olav Reiersel, 1950

El presente capitulo busca responder las siguientes dos preguntas estrechamente relacio-
nadas: ;jen qué sentido, las “extensiones” de las distribuciones skew-normal extienden la
distribucién skew-normal de Azzalini? y, ;cudl es el significado estadistico de los parame-
tros de la distribucion skew-normal?. Estas preguntas son rigurosamente aclaradas a través
del analisis de identificabilidad de la distribucién skew-normal. El andlisis se centra en la

distribucién skew-normal y no en la distribucién normal de la cuoal la primera se obtiene

como una reduccién por condicionamiento.




1.1. Introduccion

En los titimos afios, el desarrollo de familias de distribuciones de probabilidad y el
estudio de sus propiedades ha sido el centro de interés de la literatura estadistica. En la
préctica, muchas de estas distribuciones permiten modelar conjuntos de datos que presentan
clerta evidencia de asimetria o colas pesadas a través de su distribucién de probabilidad
empirica, incluyendo pardmetros que representan asimetria o curtosis respectivamente. Este
hecho es posible gracias al significado estadistico qu'e estos pardmetros tienen en tales
modelos.

Una de estas familias de distribuciones, la cual ha tenido un gran desarrollo en estos
aflos, es Ia familia skew-normal. Introducida por Azzalini [11] en 1983, esta familia incluye
la distribucién normal como un caso particular y permite modelar la asimetria presente

en un conjunto de datos. La correspondiente funcion de densidad de esta distribucion de

probabilidad estd dada por

fz2(2) = 24(2)® (\7115%‘2) .,  z€R, (L.1.1)

donde ¢(-) y ®(-) denotan la funcién de densidad y la funcién de distribucién acumulada
de la distribucién N (0, 1) respectivamente. El pardmetro § € (—1, 1) es considerado como
el parametro que regula la asimetria; en particular, cunando § = 0, (1.1.1) corresponde a la
distribucion normal estandar. En el caso de considerar una transformacion lineal afin ¥ =

£ +wZ, se obtiene una distribucién skew-normal indexada por los pardmetros (£, w? 8} €




R x R x (~1,1). Aqui, el significado estadistico de £ y w es asegurado por la propia
definicion de la transformacion afin, es decir, £ corresponde a un pardmetro de localizacion,
mientras que w representa un parametro de escala. La versién multivariada de esta densidad
es estudiada en detalle por Azzalini y Dalla Valle [15], y Azzalini y Capitanio [13].
Recientemente, se han introducido numerosas extensiones de la distribucidn skew-
normal de Azzalini [11] como por ejemplo, la distribucion hierarchical skew-normal (Li-
seo y Loperfido [59}), 1a closed skew-normal (Gonzales-Farias ef /. [51]), la fundamental
skew-normal (Arellano-Valle y Genton [8]). Mas afin, Arellano-Valle y Azzalini [2] unifi-
can estas distribuciones en la llamada, unified skew-normal. Sin embargo, y desde el punto
de vista de ia modelacion estadistica, 1a siguente pregunta parece tener un especial interés:
sen qué sentido las “extensiones” de la distribucion skew-normal extienden realmente la
distribucion skew-normal de Azzalim?. Para dar respuesta a esta pregunta es importante
tener en cuenta que, dado que un modeib estadistico es una familia de distribuciones de
muestreo indexadas por un pardmetro (véase Fisher [40]; Basu [23]; Cox y Hinkley [32];
Lehman [58]; Bemardo y Smith [25]; McCullaugh t66]), una extensién de un modelo es-
tadistico involucra parametros los cuales, por un lado, no estan considerados en el modelo
estadistico inicial y, por el otro, tienen una clara interpretacion estadistica. Este tltimo as-
pecto no solo justifica la existencia de la extensién del modelo sino que se convierte en un

aspecto de absoluta relevancia para las aplicaciones estadisticas en las que el modelo ex-

tendido pueda frabajar. Entonces, la pregunta planteada anteriormente estd estrechamente




relacionada con el significado estadistico de los parametros que indexan las “extensiones”
de las distribucién skew-normal.

De acuerdo con el principio de verosimilitud, el significado estadistico de una parame-
trizacién debe esiar basado en la informacion de muestreo, la cual esta representada por
la familia de distribuciones de muestreo indexadas por tal parametrizacion (para més de-
talles Véase.Basu [23]). Consecuentemente, la relaci6n entre informacién de muestreo y
parametrizacion debe ser uno a uno. Claramente, esto Gitimo corresponde a la definicién
de parametrizacion identificada. De lo anterior se puede concluir que una parametrizacion
no identificada no puede ser estadisticamente interpretable, y por lo tanto, es poco util en

aplicaciones.

Por ejemplo, considérese el modelo de andlisis de varianza de una sola via (ANOVA),

el cual es especificado como sigue:
Xy~ NE WY, =a+i, (1.1.2)

coni = 1,...,n; ¥4 = 1,...,m. El correspondiente modelo estadistico es indexado
por {c,8,w?) € R x R™ x R*, donde & = (4,...,0,,). Sin restricciones de identifi-
cacion estos parametros no serfan estadisticamente interpretables, o en otras palabras, su
interpretacion estadistica depende de las restricciones de identificacién. Por lo tanto, si
6, = 0, entonces o = & = E{X)|a, 8,w?), es decir, la media de la primera poblacién,

mientras que 8; = & — & = E(Xjla,8,0%) — E(Xi|o,8,?), es decir, la diferencia

entre la media de la poblacion j-ésima y ia media de la primera poblacion, Sin embargo,
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si 37, 0; = 0, entonces & = £ = £ 5. B(X;o, 0,w?) representa la media general,

8; =& — £ = E(Xla,0,w?) — & es decir, §; corresponde a Ia media de la j-&sima

b4

poblacién corregida por la media general. Por lo tanto, la interpretacién de los pardme-
tros depende de la restriccion de identificacién; una vez que una restriccién es adoptada, la
informacién de muestreo proporciona el significado de 1a parametrizacion.

La pregunta de investigacion planteada al inicio del capitulo es resuelta una vez que la
identificacién de los pardmetros correspondientes es establecida. Al final del capitulo, se
estudia la identificacion de los pardmetros de otras distribuciones skew-pormal tales como
la closed skew-normal, la hierarchical skew-normal y la unified skew-normal. En [a Seccién
1.2 se introduce el esquema bésico bajo el cual se define la distribucién skew-normal. En
la Seccidn 1.3 se discute el concepto de identificacidn con la intencidn de mostrar la razén
por la cual el analisis de identificacion estd basado en los cumulantes de la distribucién
de probabilidad. Cabe destacar que el resultado. centra] del capitulo es introducido en las

Secciones 1.4 y 1.5. Finalmente, en la Seccién 1.6 se resumen los principales resultados y

conclusiones de este capitulo.

1.2. Distribucion skew-normal

El esquema comnin, bajo el cual las distribuciones closed skew-normal, hierarchical
skew-normal y unified skew-normal son obtenidas est4 basado en la reduccién por condi-

cionamiento de una distribucion normal multivariada. Sean Uy y Uy dos vectores aleatorios
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de dimension 1 x 1y d x 1, respectivamente, se asume que

U 0 . [ éF
o= (8) ()= (3 5) o

donde 72 = Var(Us|d, 7%, Q), Q = Var(Uq|d,72,0) y § = Cov(Uy, Up|d, 7%, Q).

Nota 1.2.1. Es importante destacar que, solamente en este capitulo, las esperanzas de mues-
treo (y, por lo tanto, las varianzas y covarianzas) son escritas como esperanzas condicio-
nales dado ciertos pardmetros especificos. Esta forma de escribir precisa con respecto a

qué modelo estadistico se definen las esperanzas de muestreo.
El siguiente resultado permite realizar la construccion de una distribucién asimétrica,

particularmente la distribucion skew-normal.

Lema 1.2.1. Sea Zy € R? un vector aleatorio con funcidn de densidad fz,,. Sea ademas
W & R™ un vector aleatorio. Se define Z £ [Zo|W > 0] donde 4 significa “igualdad en
distribucion”. Entonces, la funcion de densidad de Z esta dada por,

. P(W > 0|Z = %)
fZ(Z)"'fZO P(W 200) !

DPem. Para la demostracion ver Arellano-Valle et af. [7]. O
Usando el Lema 1.2.1, se tiene que la densidad del vector aleatorio Z £ [U,|U > 0] est4,

por lo tanto, dada por
f2(218, 7%, Q) = 204(2;0,0)8; (6707 12;0,77 — 67Q718), zeRY  (1.22)
donde ¢y{z; p, 2) y ®y(z; i1, T} son la funcién de densidad y la funcidén de distribucion

acumulada de la distribicion MVy{p, ), respectivamente, evaluada en z. La parametriza-

cién inducida para la densidad (1.2.2) es (8,72, ) € REx R xCyy 4, donde Cy, 4 €5 €l cono
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de las matrices definidas positivas de dimension d x  (para detalles sobre los conos de ma-
trices, véase Berman y Plemmons [24]). Dado que Var(Uy|U, 6,72, Q) = 72 — 6714,
se tiene que, en (1.2.2), 72 — 670716 > 0.

La familia de distribuciones skew-normal indexada por (8, 7% Q) es denotada como
SN;(8, 72, Q). Es importante resaltar que esta parametrizacion (8, 72, ) no es necesa-
riamente ideéntificada, aunque los pardmetros de [a distribucidén normal multivariada de
dimension (1 + d) son identificados. De hecho, cuando la distribucién normal es redu-
cida por condicionamiento, se pierde la identificacion de la distribucién resultante; para
mas ejemplos al respecto, véase Florens et a/. [43), Capitulo 4. Entonces, la distribucién
skew-normal no puede ser distinguida considerando solamente la parametrizacion inducida
(8,72 Q). En este sentido, el significado estadistico de &, 72 y {2 es explicito con respecto
a la distribucién normal (1.2.1), pero no con respecto a la distribucion skew-normal (1.2.2).

La construccién propuesta por Azzalini para la distribucion skew-normal es realizada
asumiendo que 2* en (1.2.1) es una matriz de correlacién (véase por ejemplo, Azzali-
ni [12], Arellano-Valle y Azzalini [2] y referencias dentro de estos articulos). Sin embargo,
el significado de O* con respecto a la distribucion skew-normal tampoco es del todo claro.
En la Seccién 1.4.2 .se mostrara que tal eleccion propuesta por Azzalini es una restriccion
de identificacion con respecto al proceso de muestreo.

Una propiedad relevante de la distribucién skew-normal es que es cerrada bajo trans-

formacion lineales afines de la forma Y = £ -+ wZ, donde £ € R? es un pardmetro de
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localizaciony w € Cyy4 €5 un pardmetro de escala. De hecho, de (1.2.2) se sigue que
fY(yrga W, 5: ,',_2, Q) = 2¢d(y151 UJQUJ)¢31 (5TQ_1W—1(Y - 5)7 O: T2 - JTQ_ia) ’

cony € R? En este caso, la parametrizacion inducida es (€, w, 8,72, 2) € R? x Cyyq X
R? x Rt x Cyy4, la cual no es identificada toda vez que (8, 72, )} tampoco lo es.

Azzalini y Capitanio [13] sugieren la signiente transformacion para una variable con
distribucién skew-normal. Dado Zy ~ SN(4,7%,Q), con Zy € R, se define 2° = (Z —
E(Z))/+/Var(Z). Luego, se tiene que E(Z%) = 0y Var(Z°) = LysiY = £ + w2,
entonces E(Y) = & y Var(Y) = w? Esta transformacion tiene la ventaja de que en
la distribucién de probabilidad, £ y w son estadisticamente interpretables. Sin embargo,
los parfmetros 4, 72 y {2 no son ni identificados ni interpretables con respecto al modelo
estadistico skew-normal inducido por Y.

Con estas consideraciones, se concluye gue la parametrizacién inducida de la distribu-
¢idn skew-normal no es estadisticamente interpretable, dificultando la aplicabilidad de este
modelo a conjuntos de datos reales. Por lo tanto, a este nivel, se justifica realizar un anéli-
sis de identificacion sobre la parametrizacion inducida de la distribucion skew-normal. Sin
embargo, previamente es necesario revisar algunos conceptos de identificacién con el ob-
jetivo de mostrar por qué el anélisis de identificacion debe estar basado en la informacién
de muestreo, la cual estd completamente caracterizada por las esperanzas de muestreo o en

otras palabras, los cumulantes de la distribucidn de probabilidad.
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1.3. 1dentificabilidad en los modelos estadisticos

Tipicamente, la identificabilidad paramétrica es vista como una condicioén necesaria
para la existencia de estimadores consistentes e insesgados (véase, por ejemplo, Bunke
y Bunke [26], Gabrieisen [45] v San Martin y Quintana [77]). Sin embargo, y tal como
lo propone Koopmans y Reiersal [36] y Rothenberg [73], la identificabilidad se relaciona
estrechamente con el problema de especificacion (Fisher [40]) en el sentido de encontrar
condiciones bajo las cuales los pardmetros que indexan la distribucién de muestreo tengan
significado empirico. Esto explica, de cierto modo, por qué la inferencia estd limitada por
el andlisis de identificacién: cuando una parametrizacion es estadisticamente ambigua (es
decir, no es identificada) el significado de los estimadores no es del todo claro.

Un modelo estadistico es definido como una familia de distribuciones o probabilidades
de muelstreo P? indexadas por un parametro # € ©. En este contexto, la identificabilidad
paramétrica corresponde a la inyectividad en el mapeo § —— P9 Entonces, dado que
la informacion proporcionada por el proceso de muestreo es resumida en el pardmetro o
pardmetros que la indexan, tales parimetros y cualquier transformacién biyectiva de los
mismos proporcionan la misma informacién. Esto permite introducir una estructura de me-
dibilidad en el espacio paramétrico a través de un o-dlgebra A de subconjuntos de © (véase
Raoult [72], Barankin et al. [18], y Florens ef al. [42]). Consecuentemente, dicha o-dlgebra

en el espacio parametrico permite definir un pardmetro suficiente tal como sigue (véase

Barankin [17]):
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Definicion 1.3.1. Una funcién g(@) de un pardmetro @ es suficiente para X si

9(81) = g(eg) = P& (X) == PBQ(X) Y 4,0, ¢ Q.

La importancia de la suﬁciepcia paramétrica es que la identificabilidad puede ser de-
finida en términos de la suficiencia minima paramétrica (véase Kadane [55), Picei [70] y
Oulhaj v Mouchart [68]). Més ain, es posible conectar este concepto clasico con el en-
foque Bayesiano toda vez que la distribucién a priori del pardmetro sea regular; para mas
detalles, véase Florens et al. [43] (Capitulo 4). Esto significa que la suficiencia paramétrica
puede ser escrita usando independencia condicional. Por ejemplo, X 1L 8|g(8) define a g(9)
como un pardmetro suficiente para la informacién observada X. Tal condicién hﬁplica que
Ja distribucién de X queda completamente determinada por g(8), o en otras palabras, 8
es redundante una vez que g(@) es conocido. Por simetria de la relacién de independencia
condicional, se puede concluir que ¢(@) es un parametro suficiente si la distribucién con-
dicional de la parte redundante @ dado el pardmetro suficiente g(8) no es actualizada por
1a informacion de la muestra, es decir, p(8{X, g(6)) = p(8|g(8)). Por lo tanto, la para-
metrizacién @ no es “identificada” por los datos X. Esta situacion puede evitarse si & es
un parimetro minimo suficiente, es decir, si 6 es un pardmetro suficiente y otro pardmetro
suficiente es funcion de #. En este sentido, si la parametrizacién de un modelo estadistico
esta basada en un parametro minimo suficiente, entonces la parametrizacién no contiene

informacién redundante. Estas consideraciones motivan la siguiente definicion (véase Flo-

rens y Rolin [44]):
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Pefinicién 1.3.2. Un parametro suficiente ¢ = ¢(8) se dice identificado por X, si ¢ es un

pardmetro minimo suficiente para X.

Se puede demostrar que si el mapeo 8 — P? es inyectivo, entonces 8 es un pardmetro
minimo suficiente paré X. Para detalles de la demostracién, véase Florens et al. [42] y
Florens et al. [43] (Capitulo 4). Mas atn, el pardmetro minimo suficiente es siempre una
funcidn de un ndmero contable de esperanzas de muestreo (para detalles de la demostracion
véase Florens et al. [43), Capitulo 4). Esto significa que la parametrizacion de interés 1 =

g(0) es identificada si existen funciones medibles f y h tales que -
¥ = h{E(f(X)|8)} (1.3.1)

En el contexto de los modelos skew-normal, este concepto de identificacién permite
usar los cumulantes de la distribucion para el andlisis de identificacion, toda vez que éstos
son fimciones medibles de esperanzas de muestreo. Por ejemplo, los cumulantes estin da-

dos por
k1, = B(X;|8), ke = Var(Xil0), &, = Cov(X;, X;10),
ra, = E(X?18) — 3E(X:|0)E(X2|0) + 2B(X:|6)°, .. ..
= fmng{?, donde v, corresponde al indice de asimetria (véase Fis-

En particular, x5, =

her [41]).
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1.4. Identificabilidad de la distribucion skew-normal

En esta seccion se analiza la identificabilidad de la distribucion skew-normal en el caso
multivariado (R%). Una vez que la parametrizacion identificada es establecida, su significa-
do estadistico es discutido y, consecuentemente, una parametrizacion para la distribucion
skew-normal es propuesta. Seguidamente, se busca dar respuesta a la siguiente pregunta:
¢como el andlisis de identificacion de la distribucién skew-normal se relaciona con la res-
triccion de que 2* en (1.2.1) sea unamatriz de correlacién? La importancia de esta pregunta
viene del hecho de que dicha restriccién es tipicamente utilizada para obtener una distri-

bucidn skew-normal a través de la reduccion por condicionamiento de un modelo normal

conjunto (véase Azzalini [12]).

1.4.1. Identificabilidad en el caso multivariado (R%, 4 > 1)

Sea Z < R? un vector aleatorio con distribucion SN, (4,72, 1), y funcién de densidad

dada por (1.2.2). Sea

. _ &1
O e Wi 5
= A 2
0= . b=
Dg - Wdg .
dq

Considerando la transformacién lineal afin Y = £ +wZ, donde £ = (&,...,£,)7 € R?
¥ w es una matriz simétrica definida positiva de dimension d x d y cuyos elementos son

denotados por w;;, cond,j = 1,...,d; los cumulantes de Y;, cond = 1,.. ., d, estan dados
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por

23 25*2 [2 88
Ky =&+ -, Ko, =Wy — ——, K3, = (4—7r pry (1.4.1)

T

y para todo 7 # j,

. 26763
fdy =Wy = =g {1.4.2)
donde w;; denota el elemento de lafila 4y columna j de la matriz wlweons,j=1,...,d,

8 = whé, y wi. es la i-ésima columna de la matriz w. Usando (1.4.1) y (1.4.2), se tiene

2 2/3
f"\}g + {4 } 5;5/3]{;:{3.

Dado que los cumulanies &, y 4, coni, 7 = 1, ..., d son funciones de E[f(Y)|¢, w, 8, 72, (),

donde f es una funcién medible, entonces el pardametro suficiente minimo es (€, A, ) €

8 C R? x C4q x R?, donde
() o =r71""ws, (i) A = wlw, (1.4.3)
el cual es identificado por una observacion. La funcién de densidad (1.2.2) puede ser escrita

en funcion de (€, A, «), a saber,

fY(YI‘S)w: 61 T2: Q) = qud(y: g) A)@l (aTA_l(y - g)a O: 1- aTA_la) = fY(Y|£) Au CI!),
(1.4.4)
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implicando que el espacio paramétrico de (£, o, A) estd dado por
O={{&MNa) ERI X Cpu xR : 1 - a"A > 0} (1.4.5)

Finalmente, los parémetros identificados pueden ser estadisticamente interpretables con
respecto al modelo estadistico skew-normal: £ corresponde al vector de medias de Y corre-
gido por una funcion del vector xs; A es la matriz de varianza-covarianza de Y corregida
por la matriz cuyos elementos son funciones de x3,, cond = 1,...,d; ¥, finalmente, o es
una funcion del vector k3. De lo anterior, se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 1.4.1. Sea Z € RY un vector aleatorio con distribucién skew-normal SN(8, 7%, Q),
cond > 1. Considérese la transformacion lineal gﬁn Y = £ +wZ. Entonces, el parametro

(€, A, @) € © asociado a la distribucion skew-normal inducidapor Y € Re, donde o y A

son definidos por (1.4.3) y © es dado por (1.4.5), es identificado por una observacion.

Nota 1.4.1. Es importante mencionar en este punto que una biyeccion entre los pardmetros
del modelo estadistico y los cumulantes teéricos permite, de alguna manera, proponer esti-

madores para tales parametros basados en los cumulantes, de manera similar al método de

momentos.

1.4.2. Identificabilidad y construccion de Ia distribucion skew-normal

Tal como se menciond anteriormente, el andlisis de identificacion realizado en la sec-
cidn previa estd basado en una distribucién skew-normal definida a través de una normal

multivariada {1.2.1) en el cual £2* es una matriz de varianza-covarianza, vy ho una matriz
! s ¥
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de correlacién como se considera tipicamente en la literatura (véase, por ejemplo, Azzali-
ni {12] y Arellano-Valle y Azzalini [2]). En la densidad normal (1.2.1), (0* es una matriz de

correlacion después de imponer las siguientes restricciones,

21 Q=1, parad = 1;
(1.4.6)

rP=1 @y=1Vi=1,...,d w=diag{w,...,ws}, parad> 1.

Bajo estas restricciones, se sigue que & € {—1,1)% para d > 1. Usando el Teorema
1.4.1, se deduce que tales restricciones son restricciones adicionales de identificacion con
respecto a la distribucién skew-normal inducida por Y, bajo las cuales el pardmetro iden-
tificado esta dado por (§,w,8) € R? x Cyeg x (—1,1)% para d > 1. En consecuencia,
la densidad skew-normal parametrizada por (£,w, d) corresponde a la distribucidén skew-
normal definida por Azzalini [11] en el caso univariado y Azzalini and Dalla Valle [15] en
el caso multivariado con (d > 1).

En el caso univariado, el significado estadistico de la parametrizacion identificada de
la distribucion skew-normal inducida por Y es como sigue: £ corresponde a la media de ¥V

corregida por una funcién de 3, w? es la varianza de Y corregida por una funcién de 3 v,

finalmente & es una funcidn de k3, 2 saber

1/3 1/3
(5 — \/7_1-53 — \/T_“i:i = ) (1.4-7)
w{v2[4 - P {2134 — kg + 230}

Por lo tanto, § es una funcién del indice de asimetria v; definido por Fisher [41] y tipica-

mente calculado en los programas computacionales mas comunes, es decir,

_ Vs

{2 m) + 2y
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El andlisis en el caso multivariado es andlogo.

De acuerdo a lo anterior, las restricciones de identificacion (1.4.6) no pueden ser empiri-
camente interpretadas con respecto al proceso de muestreo generado por datos pertene-
cientes a una determinada distribucion skew-normal. Por esta razdn, cuando se utiliza una
densidad skew-normal parametrizada por (£, w, d), se debe asumir que los datos fueron
generados por un proceso normal no observado con una estructura especifica definida por

(1.4.6) sin ninguna posibilidad de justificar empiricamente este supuesto.

1.5. Aplicaciones de los resultados de identificabilidad a

otras distribuciones skew-normal

Arellano-Valle y Azzalini [2] sugieren, sin una demostracién formal, que tanto la distri-
bucién closed skew-normal como la hierarchical skew-normal tienen problemas de identifi-

cacion. En esta seccion, la identificabilidad de estas distribuciones es establecida utilizando

los resultados obtenidos en la Seccién 1.4.

En el caso univariado, la distribucion closed skew-normal introducida por Gonzéles-

Farias ef al. [51] es obtenida tal como se describe en la Seccién 1.2 con

0f = '+ D% DY
- DY I

Considerando una transformacion lineal afin ¥ = £ + w2, se obtiene la siguiente funcién
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de densidad
fY(ylfzwgaD?F1 E) = 2‘?51(31:&:“)22)@1(1)‘*'—1(3"*‘f):Oa F)I Y € ]Ra (151)

donde (£,w? D,T, %) € RxR* xRx Rt xR*. Aplicando el Teorema 1.4.1, ¢l parmetro
identificado es (¢, A, @) € © C R x R* x R, donde A = w°%, o = wDE/(T + D?E)/2
y el espacio paramétrico © esta dado por (1.4.5). Cuando se reescribe la funcién de den-
sidad (1.5.1) en términos del pardmetro identificado, Ia distribucién skew-normal original
caracterizada por la funcién de densidad (1.4.4) es obtenida.

Los parametros D y w? pueden ser identificados bajo restricciones de identificacién
adicionales, a saber, I' + D?°Y = 1y L = 1. De esa manera, el pardmetro identificado

esta dado por (£,w? D) € R x R x (—1,1) y la densidad (1.5.1) es reescrita como
Fr(ylé,w?, D) = 261(y;6,0") 81 (D™ (y - £);0,1- D), yeR,  (152)

la cual corresponde a la distribucion skew-normal de Azzalini [11]. Sin embargo, las res-

tricciones de identificacién I + D?S = 1y £ = 1 no son estadisticamente interpretables

con respecto a la distribucion closed skew-normal.

Otra familia de distribuciones asimétricas es la llamada closed-2 skew-normal. La ver-

sidn univariada es obtenida considerando, en (1.2.1), una matriz de covarianzas de la forma

OF = 7 =D
T\ D w4 )

Haciendo Z = [U1|Uy > 0] en el modelo normal y considerando Y = £ + wZ, se obtiene
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la distribucién closed-2 skew-normal con funcién de densidad dada por

2Dy ~ o
fY(yfgs wgs D, T2> LI‘) = 2¢1(y3 gﬁwz(@ - T2D2))®1 (Wj—(lp 'f(‘yTzD&l) ; O, v+ ZQDQ) ,

(1.5.3)

cony € R. Porlo tanto, usando el Teorema 1.4.1, se sigue que (£, A, @) € © C RxR* xR
es el parametro identificado, donde A = wi( ¥ +72D?%), @ = wDT y ¢l espacio paramétrico
© esta dado por (1.4.5). Como en el caso anterior, la funcidn de densidad (1.5.3) se puede
reescribir en términos del pardmetro identificado.

Nuevamente, [as restricciones de identificacién adicionales ¥ + 72D? = 72 = 1 intro-
ducidas, no son interpretables con respecto a la distribucién closed-2 skew-normal.

La distribucién hierarchical skew-normal univariada introducida por Liseo y Loperfi-

do [59] es obtenida considerando en (1.2.1} la siguiente matriz de covarianzas:
TC? -TC
-YC T+% /)
En este caso, el anélisis de identificacion es similar al de la distribucién closed-2 skew-

normal. Finalmente, la distribucion unified skew-normal, propuesta por Arellano-Valle y

Azzalini [2] es definida considerando en (1.2.1) una mairiz de correlacién de la forma:

1 4
d 1/
Aplicando el Teorema 1.4.1, se concluye que la version univariada de esta distribucion, bajo

una transformacidn de localizacién-escala es indexada por el parametro minimo suficiente

(£,w?8) e Rx RY x (~1,1).
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1.6. Resumen y conclusiones

La distribucién skew-normal es tipicamente definida como la reduccidn por cdndicio-
namiento de una distribucion normal multivariada del tipo (1.2.1). La distribucion skew-
normal de Azzalini se define asumiendo que £}, en la distribucion normal (1.2.1), es una
matriz de correlacién. Las extensiones de la distribucion skew-normal se obtienen al impo-
ner estructuras alternativas en 0¥, tal como se ha discutido en la Seccién 1.5. La parame-
trizacion usada para indexar la distribucion skew-normal estd basada en la parametrizacion
de la distribucidén normal original. Sin embargo, tal parametrizacion no es identificada,
aunque los pardmetros de la distribucién normal sean identificados y, consecuentemente,
interpretables; es precisamente el proceso de reduccién el que origina los problemas de
identificacion.

Desde que la parametrizacion inducida indexa el proceso de muestreo skew-normal,
su significado debe estar basado en éste y no en un proceso normal no observable. El
significado estadiético de la parametrizacién inducida puede ser establecido una vez que la
identificabilidad de la misma, con respecto a la distribucion skew-normal, sea establecida.

Este analisis, realizado en las Secciones 1.4 y 1.5, origina las siguientes conclugiones:

1. Los pardmetros 6, 7% y ) asociados a la matriz de varianzas-covarianzas de la distri-
bucién normal original, son redundantes y, por lo tanto, no interpretables con respecto

a la distribveion skew-normal.
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2. Los parametros identificados de la version de localizacion-escala de la distribucion
skew-normal son tres, v la interpretacion de los mismos es la siguiente: la media
verdadera de los datos corregida por una funcién del cumulante x3; la varianza ver-

dadera de los datos corregida por una funcién de k3; y un parmetro que es funcion

de K3.

3. Cuando los pardmetros de las distribuciones closed skew-normal, closed-2 skew-
normal y hierarchical skew-normal, todas ellas en sus versiones univariadas, son
identificados, tales distribuciones se reducen a la misma distribucién skew-normal.

Este hecho implica que todas esas familias fallan como extensiones de la distribucién

skew-normal de Azzalini.

Las distribuciones skew-normal propuestas por Azzalini [11) y Azzalini y Dalla Va-
lle [15] pueden ser recuperadas introduciendo restricciones de identificacion adicionales,
a saber, que la matriz (1* en la distribucién normal multivariada (1.2.1) sea una matriz de
correlacidon y no una matriz de varianzas-covarianzas. Sin embargo, tales restricciones no
son estadisticamente interpretables con respecto al proceso de muestreo que genera los da-
tos, es decir, la distribucién skew-normal. Aunqgue estas restricciones sean interpretables
con respecto a la distribucion normal original, desde el punto de vista de la modelacién

estadistica, este hecho se vuelve irrelevante dado que la distribucién de probabilidad de Ia

cual provienen lo datos es la skew-normal.
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1.8. Apéndice

1. Apéndice A

De Arellano-Valle y Azzalini [2], se tiene que la funcion generadora de momentos

del modelo SNV(&,w, 8, 72,Q), con Y € R?y funcién de densidad (1.2), estd dada

por:

M(t) = 2exp {g’ft + %tTwat} ®(3%wt;0,7%) (1.8.1)

La funcién gencradora de cumulantes estd definida como K (t) = log M({t), por lo

que segun (1.8.1), se tiene que,

1 _
K(t)=£Tt + §tTwat + log ®(87wt; 0, 7%) + log 2 (1.8.2)

Utilizando (1.8.2), se tiene que,
ki, = E(Y;) = K’(O): Ko, = VGT“(Y;) == K”(O)? k3 = Km(o):

donde K7{0) indica la r-ésima derivada de K (¢) con respecto at; evaluadaent; = 0,

coni=1,...,d



Capitulo 2

Reduccion probabilistica de la
distribucion skew-normal

“Para establecer una forniacion distinta de los problemas estadisticos, es necesario definir
la tavea que el estadistico fija en si mismo: brevemente, y en su forma mds concreta, el
objeto de los métodos estadisticos es la reduccidn de los datos”

Ronald A. Fisher, 1922

En el presente capitulo se estudia el enfoque de reduccién probabilistica, con el fin de ge-
nerar el modelo de regresién lineal skew-normal. Para esto se considera la descomposicion
marginal-condicional de la densidad conjunta y se estudia la relacién entre los espacios
parameétricos asociados 2 los modelos marginal y condicional. En este contexto, condicio-
nes necesarias y suficientes sobre los pardmetros del modelo conjunto son analizadas con
el fin de generar un corte, y por lo tanto, una variable ex6gena. F inalmente, un estudio de

simulacién es desarrollado con el objetivo de ilustrar los resultados obtenidos.
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2.1. Introduccion

En 1922, Fisher [40], menciona que el objetivo central de los métodos estadisticos es la
reduccién de los datos. En ese contexto, Fisher [40] identifica tres problemas concernien-
tes a la reduccidn de los datos, a saber, el problema de especificacion, relacionado con la
eleccién de la forma matemdtica de la distribucién de probabilidad; el problema de estima-
cién, relacionado con la eleccién del método para encontrar un estadistico proveniente de la
muestra y que permita estimar los valores de los pardmetros; y el problema de distribucion,
relacionado con las distribuciones de probabilidad que siguen los estadisticos.

Para Fisher [40], el problema de especificacién de un modelo estadistico tiene un parti-
cular interés en el contexto de la reduccién de datos. Es decir, un modelo estadistico debe
ser capaz de resumir toda la informacién relevante obtenida en el proceso de muestreo. La
consecuencia inmediata de la mala especificacion de un modelo estadistico es la generacion
de conclusiones equivocadas sobre los pardmetros poblacionales.

Sin embargo, la tarea de especificar correctamente un modelo estadistico el cual permi-
ta resumir la informacion disponible de manera eficiente no es nada ficil y trae consigo una
serie de dificultades. Es por eso que la siguiente pregunta parece tener especial relevancia
ademés de mucha naturalidad: ;qué tipo de modelo estadistico proponer tal que resuma la
informacién probabilistica relevante de los datos, sabiendo que la descripeién mds general
de éstos se encuentra en la distribucion de probabilidad conjunta de las variables aleato-

rias observadas?. En otras palabras, ;que modelo estadistico puede obtener informacion
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relevante de manera resurmda?

El modelo de regresion es uno de los modelos estadisticos més comunes y utilizados
en la literatura estadistica. El objetivo de este modelo es resumir la informacién referida a
1a causalidad entre determinadas variables através de relaciones lineales entre las mismas.

Uno de los representantes mas conocido de este tipo de modelo es el modelo de regresion

lineal normal homocedaéstico, a saber,

YVi—ca+XTB8+e & &N, @2.1.1)
con; € Ry X; € R¥ parai = 1,...,n. La informacién probabilistica del modelo

(2.1.1) est4 referida principalmente al proceso de muestreo que genera la secuencia ¢;,
i = 1,...,n, a saber, normalidad, independencia e idéntica distribucion (la notacion i.i.d
hace referencia a la independencia e idéntica distribucién y serd utilizada en lo que sigue
del presente documento).

El modelo (2.1.1) puede ser también interpretado como la reduccion de un proceso

de muestreo conjuntamente normal. De hecho, sea Z; = (¥;,X)7,Y; € R, X; € R,

i =1,...,n, una secuencia de vectores aleatorios independientes. Entonces, sc tiene que
Tt
J2lz1, oy 20) = T | Fr(wilxi, 1) fx(x:[02)- (2.1.2)
i=1

donde 8, 6, y 82 son los pardmetros del modelo conjunto, condicional y marginal respecti-

vamente. Bajo el supuesto de que Z; = (¥;, X;)T HE Ne(Ew), i=1,...,n, con (£ w)
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particionado como
&1 Wil Wiz
= ) = ; 2.13
¢ ( & “ Wal  Wa ( )
se obtiene que 8; = (o, 3,w?) donde 8 = wiwa, o = & — B €, = wn — Wiges W)
y 05 = (€3, waz). Mas ain X, R N (€ wm) ¥ (Vi " N(a + XTB,w?), para todo
i =1,...,n. Lareduccién del modelo conjunto en el modelo condicional permite generar

el modelo de regresién lineal propuesto en (2.1.1), en el cual se tiene que

E(Y’zixuel) = Q{—I'-X,,‘TJB’

2

V(Y;lX“Bl) = .

El supuesto de normalidad en el proceso de muestreo que genera Z permite realizar
una reduccién del modelo conjunto en un modelo condicional [Y'}X], el cval es conocido
como modelo de regresién, desechando la informacién comprendida en el modelo marginal
generado por X. Esto tltimo se debe a dos aspectos importantes (los cuales seran defini-
dos mis adelante), a saber, el corte (Barndorff-Nielsen [19, 20]) y la exogeneidad (Engle
et al. [38]). Claramente, suponer otra distribucién distinta a la normal implica perder es-
tas Gltimas caracteristicas (para mas detalles véase Spanos [78]) y generar otros modelos
estadisticos através de la reduccién.

En este contexto, el objetivo de este capitulo es cambiar el supuesto de normalidad en
la distribucion del vector Z considerando una distribucion skew-normal multivariada y pro-

poniendo una reduccion del modelo conjunto skew-normal basado en su descomposicion
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marginal-condicional. Incialmente, la reduccién del modelo skew-normal genera un mode-
10 de regresién no-lineal, no existiendo corte y ni exogeneidad. Luego, imponiendo algunas
restricciones sobre el espacio paramétrico de los modelos condicional y marginal, se gene-
ran nuevos modelos de regresion, recuperandose el corte y por lo tanto la exogeneidad de
la variable marginal.

Para tal fin, en la Seccion 2.2, se estudia algunos conceptos preliminares relacionados
con la reduccién probabilistica en términos de los modelos condicionalés, el corte y la exo-
geneidad. En la Seccién 2.3, el andlisis se centra en la determinacion de la descomposicion
marginal-condicional que caracteriza a la distribucién skew-normal. En la Seccion 2.4, se
estudia la reduccion probabilistica de la distribucion skew-normal y el modelo de regresion
que subyace a esta reduccion. Finalmente, en la Seccion 2.5 se realiza una simulacién con

el fin de ilustrar los resultados obtenidos en las secciones previas.

2.2. Reduccion probabilistica

El concepto de reduccién de datos tiene una gran hnpqrtancia dentro del contexto de la
inferencia estadistica. De hecho, y ya desde 1922, Fisher [40] establecio que la reduccién
de los datos es el objetivo principal de los métodos estadisticos. Algunos afios mds tarde,
Basu [23] formalizo las ideas de Fisher y propuso la reducci6n de un modelo estadistico en
un par de experimentos complementarios (llamados marginal y condicional). En esa direc-

ci6n, Basu [23] formulé el principio condicional el cual establece que, bajo la existencia de
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un estadistico ancilar para un modelo, la informacién en el modelo conjunto es la misma
que en el modelo condicional. Sin embargo, no siempre se puede garantizar la existencia
de un estadistico ancilar y, por lo tanto, conseguir la reduccién propuesta por Basu [23]
implica algunas consideraciones sobre los espacios parametricos asociados a los modelos
marginal y condicional. Consecuentemente, el problema de reduccion de un modelo con-
junto se reduce a restringir tales espacios.

En ese contexto, diferentes soluciones han sido propuestas para el problema de la re-
duccion de los modelos estadisticos; por ejemplo, Lancaster [57] en econometria y An-
dersen [1] en psicometria. De otro lado, al menos dos tipos de soluciones han sido pro-
puestas en estadistica; la primera, caracteriza una parametrizacién ortogonal para obtener
una matriz de informacion diagonal por bloque (Cox and Reid [31]) y la segunda, utiliza

el concepto de corte introducido por Barndorff-Nielsen [19, 20], el cual es definido de la

siguiente manera:

Definicion 2.2.1. Sea Z = (YT, XT)T un vector aleatorio con funcién de densidad fz(z|8),

donde el par&metro @ pertenece al espacio paramétrico ©. Considérese una particion (61, 82)

de @ tal que

(i) La distribucién condicional de [Y|X] depende de 6 solo através de 6;.
(ii) La distribucién marginal de X depende de 6 solo através de 6.

(iii) (84,82) estén en variacion libre, es decir, @, x B8, = ©, donde O, y Oz son los

espacios paramétricos de 61 y 6, respectivamente.
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Bajo estas condiciones, se dice que X genera un corte. Mis aun, X es un vector aleatorio

exGgeno con respecto a ; (véase Engle er al. [38]; Florens ef al. [43]; Spanos [78]).

Nétese que el punto (iii) de Ja Definicién 2.2.1 implica que existe una biyeccion entre
8 v (81, 82). Por ejemplo, en el caso normal, dado 6 = (£, w), se puede determinar que

6, = {a, B,w?) y 82 = (£, wo2). De otro lado, dado 61 y 8 se tiene que,

‘E:(O.’"i‘ﬁTEg): w:(w2+,6Tw22ﬁ ﬁTu&g)’

€2 w23 waa
y por lo tanto se recupera 8 = (&, w) (para mas detalles véase San Martin [76]).

El concepto de corte es tipicamente utilizado en econometria para definir una variable
exdgena, o de manera informal, una variable no-aleatoria. Mas precisamente, si la distribu-
ci6n condicional de [Y]X] es invariante ante cambios en la distribucion de X, entonces X
es exdgeno para @ (véase Engle ez al. [38], Maddala [65], Pearl [69]). Mas atin, se puede
reducir la informacién contenida en la distribucién conjunta en la distribucién condicional
y por lo tanto, realizar inferencia sin considerar la informacion disponible en el modelo
marginal (Christensen y Kiefer [29]). Es importante mencionar que esto ultimo sélo se
puede realizar cuando la distribucion de Z es normal (Spanos [78]). En consecuencia, bajo
el supuesto de normalidad de Z (véase Spanos [78]), el modelo estadistico subyacente a la
reduccién condicional es el modelo de regresién lineal normal homocedéstico.

Desde el punto de vista del modelamiento, el enfoque de reduccion probabilistica pro-
puesto por Spanos [79, 80] estd centrado en especificar un modelo que capture lo esencial

de los datos y proporcione un resumen confiable de la informacion probabilistica, €s decir,
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todo aquello relacionado al proceso de muestreo que genero las variables aleatorias obser-
vadas. Claramente, la reduccion probabilistica de un modelo estadistico esta relacionada
estrechamente a los conceptos estudiados por Fisher [40] y Basu [23] sobre la reduccion de
los datos v la reduccion de los modelos, respectivamente,

Un ejemplo importante en el cual no se puede obtener corte, y por lo tanto exogenei-
dad, es el modelo t-Student. En este caso se tiene Z; = (¥, X;)7 i ti(& w, ¢, v),
i =1,...,n, donde £,,{€,w,¢,v) denota la distribucién ¢-Student generalizada con vec-
tor de localizacién £, matriz de dispersion w, parametro ¢ y v grados de libertad, con-
siderada por Arellano-Valle y Bolfarine [3]. Considérese la misma particion (2.1.3) pa-
ra £ y w. De los resultados mostrados en Arellano-Valle y Bolfarine [3] se tiene que
81 = (o, B,w?, ¢*, &, wan, v*), donde o, B y w® son definidos al igual que en el mode-
lonormal y ¢* = ¢ + €Xwii €, yv* = v -+ k; y 82 = (€,, was, <, /). En este caso, se puede
verificar que # no esta en biyeccion con 81 y 82, pues para un valor particular de v en €l mo-
delo marginal, se tiene otro en el modelo condicional, a saber, » = v* — k. De igual manera
sucede con el parametro ¢, el cual se escribe en el modelo marginal como ¢, mientras que en
el modelo condicional se define como ¢ = ¢* — £Xwy, €,. Luego, se concluye que (61, #2)
no varian libremente. Consecu¢éntemente, no hay corte en ¢l modelo conjunto {-Student y

por lo tanto, X; no es exdgeno para ;. Mds ain, de Arellano-Valle y Bolfarine 3] se tiene

que Xi zf""'d tk(£21 w2, <, V) Yy [KIX%] ifg. t(a_*_Xg‘ﬂ! Lu'2, ¢* +Xg1w2_21Xi - 2X12Tw2—21£2: V*)a
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izl?""ﬂnﬂyque

E(KIXUBI) = a+XzTﬂ-
2 ( ¢+ Xy X, — QXiTwz—zI§2), > 2)

V{YiX;, 01) = w

v —2

implicando que la reduccion de la distribucion {-Student generalizada genera el modelo
lineal ¢-Student heteroceddstico (Spanos {78]). Notese que en este caso, la estimacion de los
parametros del modelo condicional depende de los parémetros del modelo marginal. Esta
situacién implica que el proceso de inferencia sobre los pardmetros del modelo condicional

no puede hacerse separadamente del modelo marginal.

2.3. Distribucion condicional skew-normal

En esta seccion se considera la descomposicion marginal-condicional del modelo con-
junto skew-normal. Para tal fin, se considera primero la construccion de la distribucion
skew-normal tal como se propuso en el Capitulo 1. Sean U, y U; dos vectores aleatorios

de dimensién m x 1y d x 1, respectivamente, y suponga que.

U 0\ .. [ L. AT
o ($)el(S)r=(5 §)). e

donde O* es una mafriz de correlacién. Sea Z, un vector aleatorio tal que Zg 2 U4|Up >

0}. Entonces, utilizando el Lema 1.2.1 propuesto en el Capitulo 1, la fincién de densidad
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de Z = £ + wZy esta dada por

f2(2l€, 0 A) = 27z £, N Dy, (ATQ w2z - £); 1, — ATOT'A), z e R?

(2.3.2)
donde £ es un vector de localizacidn, « es unﬁ matriz diagonal formada por las desviacio-
nes estandar de Q y 2 = wflw, donde Q) es una matriz de correlacién. El pardmetro que
caracteriza la densidad 2.3.2 es dado por @ = (£, ), A) € R¥X Cyxq X My, donde M, ,
representa el espacio de las matrices rectangulares de dimensién p x ¢. La notacidn utili-
zada para referirse a la distribucion de Z es SN, ,(€,Q, A). En ¢l caso de que m = 1, se
utilizaré la notacién SN;(€, (2, §) considerada ademés en el resto del presente documento.

Nota 2.3.1. Notese que, por los resultados obtenidos en el Capitulo 1, la parametrizacidn 8
de la densidad (2.3.2) es identificada, toda vez que para la construccion de la distribucion
del vector aleatorio Zy, realizando una reduccion por condicionamiento de una distribucién

normal, se considera una matriz de correlacion y no una matriz de varianzas covarianzas.

El siguiente lema caracteriza la descomposicion marginal-condicional del vector aleatorio

Z.

Lema 2.3.1. Sea Uyy y Usp una particion de U, con dimensiones dy X 1y dy x 1 respec-

tivamente, tal que dy + dy = d. Considérese la siguiente particién inducida:

¢ = 3 A= Aq G- ?11912 = wr O

& Az Qo Qoo 0 ws

Sean ademds, Y y X vectores aleatorios de dimension dy x 1y dy x 1, respectivamente,
tal gue 7 = (Y, X)T £ [Uy, UpUy > 0], con Z € R, Entonces, X = [U2jUp > 0]y
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Y|X] 4 [Uy1|Uq > 0, Uy = x|, y por lo tanto

Fexlylx.01) = da,(yia+x7B,52)
B (AL O wy (X — &) + A{zﬁiéwfl(y —a—xT@8); Im — AY 05 A — A%:Zﬁl"élng)
ém(A;{ﬂ;;w;} (x —&3); Im — Agﬁz_z}/—\?)
Flxl8s) = 2M$uy (% Es, D00} (ATNZ WE T (x — €3)i Jmm — AT A)

donde o = €, — 12805560, 8 = Q3 Qa1, Q12 = Oy — a5 oy, w10 0w = Qo =
Q1 — Q12053 O, willijw; = Uy, parai,j = 1,2y Ara = Ap — 1203 Ag. 61 es el
parametro del modelo condicional y estd dado por el vector (o, 8, $h 2, w1, A1 2, &9, g, A2) €
R % R x Cyy gy X Carxar X Mayxm X R2 X Cayxay X Mayum; mientras que 03 es el

pardmetro del modelo marginal y esta dado por (€5, Qaa, Az) € R X Cayvay X My sim.

Dem. Para la demostracién ver Arellano-Valle y Azzalini [2]. O

Nota 2.3.2. Tanto la densidad condicional de [Y|X], cuanto la densidad marginal de X
pertenecen a la clase de distribuciones unified skew-normal introducida por Arellano-Valle
y Azzalini [2].

Nota 2.3.3. Las parametrizaciones de los modelos marginal y condicional son claramente

parametrizaciones inducidas. En lo que sigue del capitulo siempre se haré referencia a

esta parametrizacion salvo que se indique lo contrario mencionando, la parametrizacion

identificada y su respectiva restriccion de identificacion.

Abora, sea Z; = (Y;,X;)7, un vector aleatorio tal que Y; es una variable aleatoria
univariada en R v X; un vector aleatorio de dimension & x 1. Supdngase que para cada
i=1,...,n, los vectores Z; son independientes y con distribucion idéntica, skew-normal
con vector de localizacién &, matriz de escala 2 y vector de asimetria §, es decir, Z; s

SN11:(€,9, 8). La densidad condicional que genera este modelo conjunto skew-normal
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sigue de la aplicacion de los resultados en obtenidos en el Lema 2,3.1. Utilizando dicha
densidad y tomando 2, » = w?, Az = 12, Ay = &, se obtiene la funcion generadora de

cumulantes del modelo condicional skew-normal (véase Arellano-Valle y Azzalini [2]),
2t2 _ -
K(t) = (a+XI8)+ i"«é— +log ®(83 Qg5 wi (X — &) + Gy qunt; 1 — 65003 62)
—log ®(85 Mgy wy (X — €2); 1 — 85051 82). (2.3.3)

Usando (2.3.3), se obtiene

5T_—1 D O

E(lez,el) = CE",‘XzTﬁ"— 51,25‘)—1. C]‘_ ZQE2 w2 (M'A‘- .’1’2) (2“3.4)
1 — 63550, V11— 030513,

82 gt 87 Q5w (X, — py) . (2.3.5)

V(%iX:6) = o+ =1 G :
1 - 33 Q55 89 /1_ 5T0=15,
donde ¢, {x) es la r-ésima derivada de (o(x) = log{2®{w)}, y

aO=y2 ¥ a0)=2,

il
y Gao(w) = —Ci(wHw + G (w)}.

La expresion (2.3.4) muestra que la reduccitn por condicicnamiento del modelo skew-
normal genera un modelo de regresion skew-normal, en el cual la relacién entre las va-
riables Y; y X;, con ¢ = 1,...,n es no lineal, toda vez que la funcién (; es no lineal
como funcidn de X;, para ¢ = 1,...,n. De otro lado, la expresion (2.3.5) muestra que la
varianza de [V;|X;] coni = 1,...,n depende de X; y por lo tanto no es constante (hetero-
cedasticidad). Ademds, 6, = (@, 8,w?, w1, 81,2, &a, (o, 82) ¥ B2 == (€5, (o, 62) no varian

libremente, pues §, depende de &,, {dys ¥ 8.
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Nota 2.3.4. Es importante destacar que, aunque en el experimento conjunto skew-normal
inducido por (Y, X} los parametros son identificados, en el modelo condicional [Y|X] y
marginal X Ia identificacion no estd garantizada y tampoco estudiada formalmente en el
presente documento. Por lo tanto la parametrizacién utilizada en el resto del capitulo es
la inducida (ver Capitulo 1). Sin embargo, en algunos casos se introducen restricciones de
identificacién en algunos modelos estadisticos de tal manera de evitar algunos problemas

de identificabilidad. Estas restricciones son argumentadas por el andlisis realizado en el
capitulo anterior.

De la Definicién 2.2.1, se concluye que X; no es exbgeno con respecto a 4, y por lo
tanto, en el modelo skew-normal (2.3.2) no es posible realizar inferencia considerando la
informacién que proporciona el modelo condicional solamente. En virtud de lo anterior, en
la siguiente seccion se proponen condiciones necesarias y suficientes para lograr la varia-
cién libre entre los pardmetros del modelo marginal y condicional skew-normal. En otras
palabras, se caracteriza la exogeneidad de la variable sobre la cual se genera el modelo

condicional, permitiéndose de esta manera separar la inferencia de los modelos marginal y

condicional.

2.4. Reduccion probabilistica de la distribucion skew-normal

Los resultados que se muestran a continuacién caractetizan el corte y la exogeneidad

en el modelo condicional skew-normal. Como subproducto, se obtienen algunos modelos

de regresion skew-normal.
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Proposicién 2.4.1. Sea Z; = (V;, X;)¥, con ¥; e R, X; € R parai = 1,... n, indepen-
dientes y con distribucion idéntica skew-normal de parametros £, Q) y 8. Si marginalmente
el vector aleatorio X; tiene distribucion normal, entonces es exégeno para el pardmetro
del modelo condicional 8, = (o, 8,w?, wy, &:}. Més atin, la reduccion por condiciona-
miento del modelo conjunto determinado por Z,;, genera el modelo de regresion lineal

skew-normal homoceddstico, es decir,

Vi=a+X 846 & & SN2 w,é1) (4.1
y
. 2
E(}ﬁng,B]) = CY-I-X“@-F ;51w1,
2
V(ViX;, 60) = wi+ ;55@5;
parati=1,... n.

Dem. Usando el Lema 2.3.1 con §; = 0, se obtiene que Uj, L Uy y por lo tanto X; 2

Uso ~ Ni(€5,020), parai = 1,.. . n. Ademds,

Srww (y — o — X?ﬁ)) _

(ylxi, 61) = 2¢(y; 0+ x7 B, w?)®
Usando la Definicién 2.2.1, se concluye que & = (o, B, w2, wy, 61) ¥ 82 = (£,, (loy) estan

en variacién libre y por lo tanto X; es ex6geno para €. De (2.3.3) se tiene que, la funcién

generadora de cumulantes del modelo condicional estd dada por,
1
Kty = {a+x8)t+ §w2t2 + log{2®(d1unt)}.

Finalmente, considerando las dos primeras derivadas de esta funcién con respecto a ¢ y

haciendo ¢ = 0 se obtienen expresiones para la esperanza y varianza condicional. ]
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Tipicamente, y de acuerdo a los resultados de identificacion obtenidos en el Capitulo 1,

la restriccion de identificacién que se utiliza en la especificacion del modelo skew-normal

condicional es la siguiente:

w = Wwy;
de esta manera, el pardmetro identificado esta dado por el vector (o, 8, w?, ;).

Proposicion 2.4.2. Sea Z; = (Y;,X;)%, conV; e R, X; € R* parai = 1,.. ., n, indepen-
dientes y con distribucion idéntica skew-normal de pardmetros €, §1 y 8. Si condicional-
mente en X;, Y, tiene distribucién normal; entonces X; es exégeno para ; = (o, 3,w?).
Mas atin, la reduccion por condicionamiento del modelo conjunto determinado por Z;,

genera el modelo de regresion normal lineal homoceddstico, es decir,

Yi=a+XT8+e; & & N(O,w?) (2.4.2)
¥y
E(Y|X;,6)) = a+X]B,
V(Yi|X;,8) = ¥
parai=1_..,n.

Dem. Considérese el Lema 2.3.1 con §; = {5$2;; 0. En la densidad condicional de

[¥;|X.] se tiene que ¢, 5 = 0y por lo tanto

in|Xi(yi[Xz'aBl) = ¢(y2:a+szﬁ7 wz): y

52 ity (x; — &)
. 19 = 2 iy ,Q d 2hbec = : 2 ) .
reion) = 200 )t (2R




De la Definicién 2.2.1, se concluye que 8; = (o, B,w”) ¥ 82 = (&,,a, §2) estin en

variacién libre y que X; es exégeno para €. Finalmente, el cdlculo de los momentos con-

0

dicionales se realiza utilizando el modelo normal.
La siguiente proposicion caracteriza la funcion de densidad conjunta del modelo skew-

normal de manera tal que los parametros del modelo marginal y condicional varien libre-

mente.

Proposicion 2.4.3. El vector Z; = (Y;, X)), conY; e Ry X; € R* parai = 1,...,n,
tiene descomposicion marginal-condicional de la forma,
> (Jgﬁz_zlwz_l(xg—Q}—I—Jz.,zw“%y.:--a—x?ﬁ))
-85 (510,62
Frimwilxi,01) = dlya+x]B,w?) RATE 2
83 Oty (xi—E,)
(ﬁ 23fgn W 2 2
\/ 1»55 ﬁz_zldz

4.3)

_ J*TQ*?I st TO
2on(xis s, e | 2 v (X 8) ) (2.4.4)
V- 6705

con 8; = (o, 3,02 619,822, 82) ¥ 02 = (£3,$0%,, 83) en variacién libre si solo si, la

fx;(%:102)

distribucion de Z; es de la forma

(87 — a*; 0, I)
fz.(zilﬂ) = ¢1+k(zz‘§ [TRY) o ; (24.5)
* @2(ﬁ z;, — Oﬁ**; 0, Iz)
donde
+ T o 2 + TQ* Tﬂ*
g = (Gf 1352)!9___(” A 0,8 B 05, , (246
& 25,8 023,
- ( ag’ﬁ;;wglgz+51,2ula) oo H Y120~ HY(0T05 0yt - 61 001 07) 04
- T—*_ —_ * k - - * ) — *— nem
&5 M twr ey 0 Hy eyttt
0 0 0
a*t* = 705 ws e, B = 0 ST o lus? ; (24.8)
J1-02 05t 8, 1-87 0518,
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Hy = \/1 —8T0te, - §oy Ha=/1- 82T Q0% Més aiin, X; es exégeno para 64

y la reduccion por condicionamiento del modelo conjunto determinado por Z;, genera el

modelo de regresion no-lineal skew-normal heterocedastico, es deciy,
Yi=a+XlA+¢ (2.4.9)

cone;, i =1, ..., n independientes con densidad (2.4.3). Ademds,

81,20 83 Q%' wi (X, — py)

EY|X)) = a+XIg+ —=0 - ,
v/ 1— 0580518, /1 — 850516,

674 83 055wy (X; — pay)

VY|X,) = W | 14 Teis 62
1- 62 922 52 1 — (5%1522—2162

Dem. La demostracidn sigue de la descomposicion marginal condicional de la distribucién

conjunta, es decir,

fZi(zila) = inle’ (yileia Bl)fxi(xilez)

55%?“’5 ! (xi_fz )+o12w™ (yi—a-x] 3)

\/1-03 51520252,

Jgﬁlewz_l (xi_fz)
\/1—555“12"2162

o
= ¢alyi o + X7 B, whigy (x:; €3, Q3o)
o

o | 0w - £5) )
Y1 - 83753

Usando algunas propiedades de la distribucién normal multivariada, se tiene que
G14x(2; €, Q) = (s o+ %] 8,07 ) (x5 €5, 05)

donde,
a+57E 0 W+ 87058 BT,
3 5003 {25,
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Ahora, si se considera [as variables aleatorias W) v W5, independientes y con distribucién
normal estandar, entonces,
P(T< %) = P(Wi<H'Gow 'y + HT (83 Qpwst — 10w 87 )x)
x P(Wy < Hy'83 (5 wsx),
donde T = W + ", W = (W3, W)T y 8* y a* estan dados por (2.4.7). Por lo tanto,

dado que T ~ ANa(a*, I2), se tiene,
P(T < 3%%) = ®2(8%z — a0, 15).
De manera similar,
PIT* < §7%) = PW<O)P < 2029 |
A/ 1— 8305768,

donde T* = W + o™, W = (W), W,)T y 8" y ™ estén dados por (2.4.8). Luego, dado

que T ~ My(e**, I5), se tiene,
P(T <p3%z;) = &(8%z —a™;0,1).

Finalmente, 1a esperanza y la varianza condicional estan dadas por (2.3.4-2.3.5). L
El siguiente corolario muestra la distribucién conjunta del vector Z; = (¥;, X;)7 de
manera tal que la reduccion al modelo condicional genere el modelo de regresidn lineal

skew-normal heteroceddstico, sin imponer condicién alguna sobre la distribucion marginal

del vector aleatorio X,

Corolario 2.4.4, Si el vector aleatorio Z; = (Y, X;)¥, con Y; € Ry X; € R*, para

i=1,...,n, tiene distribucion confunta de la forma

Jz:(2:10) = 2914255 1, M B2(B%2; — a0, Iy); (2.4.10)
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donde
a+ﬁT§* . w2 +JBTQ* ﬂ ,@TQ*
b= o= 2 2, 2.4.11)
& 3203 39
X 61_2w‘1. _ 51‘2u"1ﬁT
dpow 163 1-62,
at = o B85 = \/ 12 5*(1\{“1 i’:l ;0 (24.12)
05 (w363 o ey

V1-837 3578
entonces, la reduccion por condicionamiento genera el modelo de regresion lineal skew-

normal homocedastico (2.4.1), con la restriccion de identificacion w = w.

Dem. La demostracion es inmediata, haciendo d2 = 0 en la Proposicién 2.4.3. [

2.5. Simulacion

El objetivo principal de esta seccidn es mostrar el efecto que tiene el supuesto de exoge-
netdad de la variable explicativa X;, ¢ = 1, ..., n en la estimacion de los pardmetros de un
modelo de regresion skew-normal. Para tal fin, se considera dos escenarios de simulacién,
los cuales se muestran a continuacién. Es importante mencionar que se utilizo la parametri-

zacion identificada de los modelos condicionales através de la restriccidon de identificacidn

propuesta en la Proposicién 2.4.1

1. Escenario I:

» Simulacién de un modelo no-exdégeno: Dado X; para: = 1,..., 250 con dis-
tribucion skew-normal de parametros 83 = (£ = 5, {0y = 2,85 = 0,7), se ge-
nera [Y;]X;], parai = 1...,250; con distribucién skew-normal de pardmetros

6= (0=158=005w=12508,=055&=>5 Qp=20=0,7)
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» Simulacién de un modelo exégeno: Dado X; para: = 1,...,250 con dis-

tribucién skew-normal de pardmetros 8> = (&2 = 5,Qa = 2,6, = 0), se

genera [¥;|X;], ¢ = 1...,250; con distribucién skew-normal de pardmetros

01 =(a=150=05w?= 12568, =0,55).

» Modelo estimado: Para los datos simulados bajo el modelo exdgeno y no

exdgeno, se ajusta el modelo de regresion lineal skew-normal homoceddstico,
Yi=a+5X,+g; i=1,...,250,

asumiendo ¢, iid SN{0,w?,d12),i=1,...,250.

= Aspectos de Ia estimacion: Para la estimacion de los pardmetros se utiliz6 el

método de maxima verosimilitud, utilizando diferentes valores iniciales para el

proceso de maximizacion.

s Resultados: En el Cuadro 2.1 se reporta la media del estimador de Monte Carlo

y el error cuadratico medio del mismo (entre paréntesis) para 10, 000 simula-

ciones.
Parametros | Modelo no-exégeno | Modelo exdgeno
o 2,307(0,806) 1,576(0,163)
Jé) 0,357(0,022) 0,499(0,001)
w? 1,094(0,100) 1,261(0,099)
12 0,407(0,148) 0,403(0,174)

Cuadro 2.1: ParAmetros estimados viaméaxima verosimilitud del modelo de regresion skew-

normal.

2. Escenario I

»w Simulacion de un models skew-normal: Para diferentes distribuciones de la

variable X;, con¢ = 1,..., 200, (normal y skew-normal) se genera la variable
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condicional {¥;| X;], ¢ = 1,.. ., 200; con distribucién skew-normal de pardme-

tros 61 = (af = 1}5}{3 = Ojgjwfz =1, 51’2 = ]_)

= Modelo estimado: Para los datos simulados, se ajusta el modelo de regresion

lineal skew-normal homoceddstico,

asumiendo «; ik SN(0,w?, d12),i=1,...,200.

Y=o+ 8X: + e

i1=1,...

, 200,

Aspectos de la estimacién: Para la estimacion de los pardmetros se utilizé el

método de maxima verosimilitud, utilizando diferentes valores iniciales para el

proceso de maximizacion.

Resultados: En los Cuadros 2.2 y 2.3 se reporta la media del estimador de Mon-

te Carlo y ¢l etror cuadritico medio del mismo (entre paréntesis) para 10, 000

simulaciones.

Pardmetros | X; “5% A(0,1) | X; "% NM(=1,2) | X; "% M(3,0,5)
o 1,5648(0,077) | 1,5611(0,075) | 1,5753(0,245)
8 0,3013(0,004) | 0,2994(0,000001) | 0,2982(0,017)
o 1,1998(0,062) | 1,2009(0,062) | 1,2014(0,062)
b1 1,1249(0,223) | 1,1329(0,226) | 1,1152(0,241)

Cuadro 2.2; Parametros estimados via méxima verosimilitud del modelo de regresién skew-
normal, cuando la distribucién de X; esnormal,i=1... n.

X; " SN (1,2, —5)

X; "X SN(3,0,5,0,5)

Parémetros | X; " SN(0,1,10)
a 0,7182(0,656) 0,6317(0,834) 1,4316{0,230)
3 0,7263(0,215) 0,1280(0,037) 0,3150(0,021)
o? 1,5019(0,260) 1,5213(0,280) 1,2347(0,067)
811 3,6523(7,315) 3,5818(6,948) 1,2737(0,153)

Cuadro 2.3: Pardmetros estimados via maxima verosimilitud del modelo de regresion skew-
normal, cuando la distribucioén de X; es skew-normal,i =1...,n.
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El escenario { muestra como las estimaciones.de maxima verosimilitud de los parame-
tros del modelo de regresion skew-normal se ven afectadas cuando la variable indepen-
diente no es exdgena. En este caso, los coeficientes de regresion tienden a ser sobre y
sub-estimados, mientras que el parimetro de escala es sub-estimado. La estimacién del
parametro de asimetria es muy similiar cuando la variable independiente es exégena y
cuando no lo es.

Por otro lado, el Escenario II muestra el efecto de la exogeneidad en la construccion de
la variable condicional [Y'|X]. Cuando X tiene distribucién normal, las estimaciones por
el método de maxima verosimilitud son bastante similares a pesar de que los pardmetros
de escala y localizacion de dicha distribucion cambian. Esto refleja la caracteristica més
importante de la exogeneidad a saber, que la distribucién condicional de [Y'|X ] se mantiene
invariante ante cambios en la distribucién de X. Sin embargo, y como se puede apreciar en
el Cuadro 2.3, sila distribucic’nﬁ de la variable X no es normal, se pierde la exogeneidad v
por lo tanto la invarianza de [Y| X]. Esto significa, que la estimacién de los pardmetros del

modelo condicional se verd afectada ante cambios en la distribucion de la variable marginal.

2.6. Resumen y conclusiones

El enfoque de reduccién probabilistica propone la especificacién de un modelo es-
tadistico que capture informacion relevante de los datos de manera confiable. En este senti-
do, el modelo estadistico propuesto debe funcionar bien en dos aspectos, a saber, la reduc-
cibn de la informacion y la recuperacion de informacion relevante de los datos.

Bajo este enfoque, ¥ tomando como reduccion probabilistica el modelo condicional, el

modelo de regresion que subyace a esta reduccion claramente dependerd de la distribucién

conjunta sobre la cual tal reduccién se realice.
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En esta direccidn, un claro ¢jemplo de lo anterior es el caso del modelo de regresion
lineal normal homoceddstico, el cual es originado asumiendo una distribucién conjunta
normal. Por otro lado, si se reemplaza la distribucion normal por la ¢-Student, entonces se
genera el modelo de regresion lineal ¢-Student heteroceddstico. Cabe destacar que en este
caso, 1o existe variacion libre entre los parimetro de los modelos marginal y condicional y
por lo tanto, hacer inferencia solamente en el modelo condicional implica cierta pérdida de
informacién.

Més atin, al cambiar el supuesto de normalidad en la distribucién conjunta por una
distribucion skew-normal multivariada, 1a reduccion probabilistica genera un modelo de
regresion no-lineal, no existiendo corte y ni exogeneidad.

Sin embargo, al imponer ciertas restricciones sobre el espacio paramétrico de los mo-
delos marginal y condiciona, se recupera el corte y 1a exogeneidad. En este caso se obtiene,
bajo normalidad en la variable marginal, el modelo de regresién lineal skew-normal homo-
cedastico. De otro lado, si el modelo condicional se especifica con distribucién normal, se
obtiene corte en el modelo v por lo tanto la exogeneidad de la variable marginal. Clara-
mente, el modelo estadistico que subyace a esta reduccion es el modelo de regresién lineal
normal homocedastico.

Ademas, bajo una distribucion conjunta especifica skew-normal, la reducciéon proba-

bilistica del modelo conjunto genera el modelo de regresién lineal skew-normal homo-

cedéstico.
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Capitulo 3

Inferencia Bayesiana en la distribucion
skew-normal

“El objeto de esta memoria es diferente. Me propongo determinar la probabilidad de lns
causas de los eventos, fema gue no ha sido puesto en consideracion antes, pero que

merece ser estudiado pues la ciencia del azar, bajo este punio de vista, puede ser itil en
la vida civil.”

Pierre S. Laplace, 1774

En el presente capitulo se considera la inferencia Bayesiana para los parimetros de lo-
calizacion, escala y asimetria de la distribucion skew-normal de Azzalin [11] asumiendo
diferentes distribuciones a priori. Se obtiene ademds, representaciones estocasticas para
las distribuciones a posteriori y para el cdlculo de los momentos a posteriori bajo ciertas
especificaciones a priori. Los resultados obtenidos son aplicados con el objetivo de identi-
ficar un punto de cambio en el pardmetro de asimetria en una serie de datos determinada.

La ilustracion de tales resultados es realizada con datos simulados y datos de mercados

financieros emergentes Latino Americanos.
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3.1. Introduccion

El supuesto de normalidad puede ser un supuesto bastante restrictivo para datos pro-
venientes de diferentes areas de aplicacion como por ejemplo finanzas, medio ambiente,
medicina u otras mds. Por ejemplo, es bien sabido que las distribuciones de probabilidad
empiricas de los retornos de algunos mercados financieros emergentes son asimétricas v,
en general, con colas mdés pesadas que la distribucion normal.

En ese sentido, uno de los desafios relacionados al modelamiento de datos es encontrar
clases de distribuciones flexibles capaces de representar este tipo de comportamiento en
los datos, a saber, asimelria, colas pesadas o livianas, curtosis, etc. De acuerdo a esto, y tal
como se estudid en el Capitulo 1, una de estas clases de distribuciones es la formalizada
por Azzalini [11].

En el presente capitulo, se considera que la funcién de verosimilitud de los datos ob-
servados es un miembro de la clase de distribuciones skew-normal introducida por Azza-

lini [11], es decir, se asume que dada la parametrizacion identificada, con parametros de

localizacion, escala y asimetria, es decir, £ € R, w € RT y A = ——— € R, la variable
g ¢ R

aleatoria X tiene distribucion skew-normal SA(€,w?, A} con densidad dada por:

f(aslf,wz,/\)=§*¢ (x;f)cb()\ (x;f)) z €R. (3.1.1)

Nétese que si £ = 0y w? = 1 se obtiene la distribucién skew-normal estdndar, denotada

por SN()).
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La distribucién en (3.1.1) es un caso particular de la familia de distribuciones univa-
riada skew-normal-generalizada (SGA'), introducida por Arellano-Valle ef af. [10] v es-
tudiada con detalle en el Capitulo 4. Particularmente, en dicho capitulo se establece que
tal distribucion puede ser representada como una mezcla de distribuciones skew-normal en
el pardmetro de asimetria (Ilamadas también mezclas de asimetria). Cabe destacar que el
estudio de las mezclas de asimetria de ia. distribucién skew-normal multivariada ha éido
realizado por Arellano-Valle ef al. [9] asumiendo una distribucién de mezclas skew-niormal
para el pardmetro de asimetria. En ese contexto, y desde el punto de vista Bayesiano, la
distribucidn de mezcla es la distribucion a priori del pardmetro de asimetria A.

El objetivo del presente capitulo es considerar mezclas de asimetria de distribuciones
skew-normal (3.1.1) asumiendo como distribucién de mezclas, o en otras palabras, como
distribucién a priori una distribucién general. Producto de esto, se obtienen distribuciones
- predictivas y a posteriori de los pardmetros identificados de la distribucién skew-normal,
generando clases extendidas de distribuciones asiméiricas (skew). Ademds, bajo ciertas es-
pecificaciones de la funcion de verosimilitud y de las distribuciones a priori, se introducen
representaciones estocdsticas de las distribuciones a posteriori del pardmetro de asimetria.
Tales representaciones juegan un rol importante tanto desde el punto de vista teérico cuanto
préctico. Por ejemplo, utilizando la representacion estocéstica de la distribucién a posterio-

ri del pardmetro de asimetria se obtienen la media y varianza a posteriori de X. Ademds,
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estas representaciones estocasticas facilitan la implementacién de algoritmos computacio-
nales tales como el muestreo de Gibbs, el rcual es utilizado en la solucién del problema de
deteccidn de un punto de cambio en el pardmetro de asimefria.

Finalmente, los resultados obtenidos en este capitulo son aplicados con el fin de iden-
tificar un punto de cambio en el parametro de asimetria para una secuencia determinada
de datos. Para ilustrar estos resultados se analiza un conjunto de dato simulados y de re-
tornos de mercados financieros emergentes Latino Americanos. Es importante mencionar
aqui, que un punto de cambio puede ser entendido como aquel instante en el que un cambio
estructural es observado en una serie de datos o simplemente, cuando un dato atipico tiene
cabida. La identificacion de puntos de cambio en analisis de series de tiempo financiera
es importante, toda vez que las tasas de ocurrencia de retornos atipicos son tomadas en
cuenta en la evaluacion del riesgo financiero. En general, en este tipo de serie temporal, es
bastante comiin observar una alta tasa de ocurrencia de retornos atipicos. Este fenémeno
es observado con frecuencia en mercados financieros emergentes dado que éstos son mds
susceptibles a los shocks que puedan occurrir en el mercado.

La identificacion de puntos de cambio es un tépico de investigacion bastante popular
en muchas y diferentes dreas, como por ejemplo finanzas, genética, confiabilidad, medi-
cina, entre otras. De hecho, muchos articulos han sido publicados en esta tema, entre los
cuales destacan, desde el punto de vista cldsico Dueker [36], Hawkins [52], Horvith y Ko-

koszka [53], y Jandhyala ef ol. [54]. Desde el punto de vista Bayesiano, los problemas de
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puntos de cambio han sido estudiados por Barry y Hartigan [21, 22], Crowley [33], Quin-
tana e Iglesias [71], Loschi y Cruz [62], Ruggen y Sivaganesan [74], Fearnhead y Liu [39],
Loschi ef al. [63] entre muchos ofros.

Antes de realizar la aplicacion para detectar un puntos de cambio en el pardmetro de
asimetria en una serie de datos con distribucion skew-normal, en la Seccion 3.2 se introduce
el andlisis Bayesiano para el parémetro de asimétria asumiendo que la muestra aleatoria
tiene distribucion skew-normal estdndar y considerando una distribucién a priori general y
una skew-normal para el parametro de asimetria. En la Seccién 3.3 se hace una extension
considerando una verosimilitud skew-normal de localizacién-escala. Luego, en la Seccion
3.4 se considera la identificacién de un punto de cambio en el parametro de asimetriay en la
la Seccién 3.5 se aplican los resultados a un conjunto de datos simulados y de datos reales.

Finalmente, la Seccién 3.6 propone un resumen de los principales resultados y plantea

algunas conclusiones como cierre del capitulo.

3.2. Inferencia Bayesiana en la distribucion skew-normal
estandar

3.2.1. Distribucion a priori general para el parametro de asimetria

En esta seccion se considera mezclas de asimetria de distribuciones skew-normal in-

dependientes y se generalizan algunos resultados propuestos por Arellano-Valle ef al. [9],

i
i
H
i
i
|
!
!
B
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considerando una distribucién de mezclas general para el parametro de asimetria A. Como
subproducto, se obtiene la inferencia a posteriori para A.

Antes de iniciar el desarrollo de los célculos, vale la pena introducir alguna notacidn
htil que serd usada a lo largo del presente capitulo. Se denota por LT N, (¢, i, T) 1a distri-
bucién de un vector aleatorio NV, (i1, ¥) cuyos componentes son truncados por encima de
¢ € R™, es decir, la distribucién de U¢ = [U|U > ¢|, donde U ~ A, (g, X). Se denota
por t, (s 2, 8,2) ¥ T i, 2, v} a la funcidn de densidad y funcién de distribucién acu-
muladada respectivamente de la distribucion t-Student con vector de localizacion g1, matriz
de escala X v grados de libertad v. Ademds, F,(-) denota la esperanza con respecto a la
distribucion de A. Finalmente, V' denota el vector aleatorio condicional [V|X = x]. En
particular, )y denota Ajx.

Se asume que, condicionalmenteen A, las variables aleatorias X, ..., X, son indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con distribucion skew-normal estindar. Es decir, para

cada muestra observada x = (z3,...,2,)7 del vector aleatorio X = (Xy,...,X,)7, la
funcion de verosimilitud esté dada por:

L(x})) = 27, (x)®,(Ax), AER, (3.2.1)
donde g (x) = TT1_, 9(w:) y a(Ax) = [Ty S(0)

Con el fin de proponer un método alternativo para obtener la media y varianza a posteriori

de A, para cada valor fijo x de X, se asume un vector aleatorio no observable Y tal que

Y, = AX + €, (3.2.2)
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donde €, ~ N, (0, I,) y es independiente de A.

Propesicion 3.2.1. Supdngase que, dado A € R, las variables aleatorias X1, ..., X, son
independientes con distribucion idéntica skew-normal estdndar y parémetro de asimetria

A, Se asume Y, definido en (3.2.2). ST ) tiene distribucion a priori propia =(-), entonces
se sigue que:

1) la funcién de densidad predictiva de X esta dada por:

W(X) = 2", (X) By [(I)ﬂ (AX)]J (3.23)

1) la funcion de densidad a posteriori de X estd dada por:

Pp{dx)
—_EA [, O]’ (3.2.4)

m(Ax) = 7(A)
1) la esperanza a posteriori de g()) (si existe) estd dada por:
Elg(M] = E{E[gNIY.]IY, = 0}, (3.2.5)
donde g es una funcion medible e integrable.
Dem: La demostracion de (i) y (ii) es directa de algunos resulados bien conocidos de
cdlculo de probabilidades v por lo tanto son omitidas. Para demostrar el resultado en
(3.2.5), primero nétese de (3.2.2) que, para cada valor fijo x, ,(Ax) = P(Y, > 0|A\) =

f{ygu} r(wiA)dy ¥y P(Y; > 0) = E\(®,(Ax)), donde n(y[)) = ¢,(v; Ax, I,,) denota Ia
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densidad condicional de Y, dado A. Consecuentemente, para cualquier funcidn g integra-

bie v medible se sigue de (3.2.4), que

oo

BleMx) = (P(Y,> 0) j TN B, (%)

o0

= (P20 [ gm0) [ aindvay
) {y=0}

- PLzo)t [ A / d(Nr(Ay)drdy
{y=0} —co

= ], FeIEEy.

La demostracion concluye notando que m(y) = #{y)[P(Y, > 0)]7! es la distribucion
predictiva del vector Y, cuyas componentes son truncadas sobre 0. ]
De la Proposicion 3.2.1, se puede notar que la distribucién predictiva en (3.2.3) es un miem-
bro de l1a clase de distribuciones fundamental skew-normal introducida por Arellano-Valle
y Genton [8]. Ademds, la distribucién posterior de A es un tipo de distribucion skew llamada
skew-r, con funcién de asimetria ®,(Ax) y constante de normalizacién ) (®,(Ax)). De
hecho, la distribucion a priori y a posteriori de A estdn en la misma familia de distribuciones,
asaber, P = {nr(\|[) = Kr(\)@(M) : ¥ € A} enlacoal K~1 = [ n(\)@(M)dAy
A denota el conjunto de indices de la distribucién. Por lo tanto, P y la familia en (3.1.1)
son conjugadas (véase Arellano ef al, [9]).

En la siguiente subseccion se considera una priori skew-normal para el parametro de
asimetria. El resultado principal aqui es la representacion estocdstica de la distribucién

posterior de )\, ademés de la media y varianza a posteriori de 1a misma.
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3.2.2. Distribucion a priori skew-normal para el pariametro de asi-
metria
En esta seccidn, se asume que el pardmetro de asimetria sigue una distribucién skew-

normal de localizacién-escala denotada por A ~ SA/(m,v,q), donde los parimetros de

localizacion, escala y asimetria son, respectivamente, m € R,v e R*ya e R.

Tal como se menciond en el Capitulo 1, esta familia de distribuciones permite represen-
tar diversas opiniones o creencias a priori, ttiles en muchas circunstancias. Por ejemplo,
incluye la priori ' (m, v) en el caso de definir @ = 0, y ademas, la priori SN (1) cuando se
declatam=0yv=1.

E! siguiente resultado muestra la densidad predictiva y a posteriori del pardmetro de
asimetria cuando éste tiene una distribucion a priori skew-normal. En lo que va del capitulo,

14 0 T T 7 o\ e T a
considérese x° = (x7 0)7, x%* = (X _\E) ym* =m (O W)

Proposicion 3.2.2. Supcngase que, dado X € R, las variables aleatorias X+, ..., X, son
independientes y con distribucion idéntica SN'(X). Si X tiene distribucidn a priori skew-

normal de localizacion-escala, enfonces se tiene gue:
1} la funcion de densidad predictiva de X es
7(x) = 2", () B, 11 (mx%; 0, [, 41 + vx®xT); (3.2.6)

11} la funcion de densidad a posteriori de A es:

Dy (AXYmY, I
+1 (Ax% m*, [o41) ' (3.2.7)
Bpr1(mx9; 0, I, 4q + vxoxeT)

m(Mx) = ¢(A;m,v)
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Los resultados de la Proposicidn 3.2.2 se obtienen directamente de la Proposicién 3.2.1.

Notese que si A ~ SN(m,v,a), de (3.2.2) se tiene que Yy ~ SN,(m(x),v(x), a(x}),

g -1/2
donde m(x) = mX, U(X) =l + vxx! y a(X) - I(1+azvxﬁ;}}(l+vxTx)]lj2X‘

Un resultado interesante es propuesto en el siguiente corolario. En él se considera una
distribucion normal como distribucion a priori para A.

Corolario 3.2.3. Supdngase que, dado A € R, las variables aleatorias X1, ..., X, son
independientes con distribucion idéntica SN'()\). Si ) tiene distribucion a priori normal

de localizacién-escala, es decir, A ~ SN {m,v,0) en la cual m € Ry v € RY; entonces

se tiene que:

1) la funcién de densidad predictiva de X esta dada por:
F(x) = 2", (X)®,, (mx; 0, I, + vxxT); (3.2.8)

1) la funcion de densidad a posterioride X es:

®,,(Ax) _
O, (mx; 0, I, + vxxT)’ (3.2.9)

m(Alx) = ¢(Aim, v)

Los resultados propuestos en el Corolario 3.2.3 se obtienen de forma directa de Ia Pro-
posicion 3.2.1 tomando a = 0. Ademas, es importante mencionar que, de acuerdo a lo
establecido en Ja Proposicién 3.2.2 y el Corolario 3.2.3, tanto la distribucién posterior de

A cuanto la distribucion predicitva son miembros de la familia unified skew-normal (SUN)

introducida por Arellano-Valle y Azzalini {2].
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Con el objetivo de obtener la media y varianza a posteriori de A, se proponen los si-
guientes resultados. El primero, propuesto en el Lema 3.2.4, proporciona un resultado ge-
neral para calcular el vector de medias y la matriz de varianza-covarianza de un vector
aleatorio normal truncado U® £ [UJU > ¢], donde U ~ AN, (1, ). La demostracion de
este lema se encuentra en el Apéndice A.

Lema 3.2.4. Considérese un vector aleatorio U® = [U|U > c|, donde U ~ N, (1, ), es

decir, se asume que U® ~ LTN, (c, u,%). Entonces, el vector de esperanzas y la matriz

de varianza-covarianza de U* estdn dados, respectivamente, por:

AT
®,(p; ¢, B)

o _ O, D) (B0, )\ [ Balpse, D)\
v = E”{%(ua 2D\, n)/\Tluien)) [
donde @) (s; p, X} = 2(1) (s; 0, 2)y @ (81, 5) = -m?wz«wcb {s;,T)
n 1 ) 35 n H 1 N b H 8SBST n ¥ b] -

E(U°) = pu+Z

El segundo resultado, propuesto en la Proposion 3.2.5, establece la representacion estocasti-
ca de la distribucién a posteriori de A, la cual es 1itil para el calculo de los momentos a

posteriori y para la ejecucién del algoritmo que permite la implementacién computacional
introducida en la Seccién 3.4.2.

Proposicién 3.2.5. Sea W € R y U° € R"™ vectores aleatorios que, condicional-
mente en X, son independientes. Se asume que Wy ~ N(m,v(l + vxIx,)) y UL ~

LT N, 100, mx°, I,y +vx*xT), Entonces, si A ~ SN (m, v, a), se sigue que:

aTUbO
4 Wt vx® Uy (3.2.10)

Ax
1+ vxeTxa
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Dem: Considerando el enfoque através de la funcién generadora de momentos (fg.m.), se

necesita mostrar que My, (£) = My, (m’},@) Myo (ﬁf;), para todot € R. En

efecto, la fg.m. de Ay estd dada por:

H

} &, (mx° + vtx; 0, I, + vx®x2T)

M, (t)=e t—I—lftz
Db = EXP ) T v ®,(mx2;0, I, + vxoxsT)

2

(para ver la demostracién de este hecho, véase el Apéndice B). De otro lado, de la ecuacién

(3.8.1) en el Apéndice A, se tiene que

Mye

* 1+ vxeTx 2 $,,(mx0; 0, I, + vxexaT)

vX% o 1 o2xeTx? ) &, (mx® + vxt 0, I, + vxex®T)
=exp 4 tmx + T .
214 oxoixe

Luego, la demostracion sigue de forma directa después de algunos célculos algebréicos. [

Corolario 3.2.6. Sea W € R y U € R" dos vectores aleatorios que, condicionalmen-
te en X, son independientes. Se asume que Wy ~ N{(m,v(1 + vx¥x)) y que U} ~

LTNL{0, mx, I, + vxx¥). Entonces, si A ~ SN (m, v, 0), se sigue que:

d Wx + 'UXTU?{
Ax = T oTx (3.2.11)
Dem: La demostracién es directa de la Proposicion 3.2.5, considerando a = 0. O

Alternativamente, estas representaciones pueden ser demostradas considerando los re-
sultados introducidos por Arellano-Valle y Azzalini [2].

La siguiente proposicidn entrega expresiones explicitas para la media y varianza a pos-
teriori del parametro de asimetria ).

Proposicién 3.2.7. Supdngase que, dado A € R, Xy,..., X, son variables aleatorias

independientes con distribucion idéntica SN'{X). Si X tiene distribucién a priori skew-

normal, entonces se fiene que:
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1) la media a posteriori de X esta dada por:

E(\x) = m + vx°TE, (3.2.12)

donde el i-ésimo componente del vector € es

0,22
mvmi:t,“-xm

a T
0. v Xy
@ (mx(i)’ 1tuze? o L+ Ivad?

t] a2
;0,14 vx;
¢(m$z vr ) (:D-n,+1 (mx(); O, In+1 + 'UXGXO'T)

y x?i} ¥ X{,) son, respectivamente, subvectores de x° y x® sin la i-ésima componente;
1) la varianza a posteriori de ) esta dada por:
Var{Alx) = v+ v*x*T (T — ££7)x"% (3.2.13)
donde el elemento ~y;; de la matriz 1" es

$(mad;0,1+vzt?)
Byt 1(mx0:0, Iz x0T

] muslefx? e, x2. T
Ty o . () (@)
[( 1+m:f;2) T, (mx(i)’ Tvz? I+ T+vrd?
. 0,.a.,a a a T
— 8 0 . METIXG) X% —
f}/‘ij - { + ang @n (mX(i)y 1'|"U:l-';~12 ) In, + 1+1}$g2 3 =7
¢{m?;0,1+umf2) 0. mwfﬂﬂ}‘ﬂ? 1+”($f2+-'5;2)
®n+1(mx°;O,In+1+vx“x“T)¢ mE; 1Hoxt? 0 1tea?®

04 a0 2 a T
)Y o i s e ) L
X @n_.2 (mX(”), 1+v(m§‘2+wf2) :In——l + 1+'U(I‘;2+37;' e ¢ 7é 55
\

v x((’i Y x?z. ;) Son, respectivamente subvectores de x% y x@ sin las i-ésima y j-ésima
componente.
Dem: (i) Utilizando la expresitn (3.2.10) y asumiendo independencia, se tiene que:

E(Wy) +vx*TE(UY)
1+ ’UX"'TX“ '

E(A|lx) =
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Como consecuencia del Lema 3.2.4, la esperanza de UY estd dada por:

Py, (mx’; 0, I + vx*x*T)
O(mx2;0, I, + vxxT)

E(UY = (I, + vx*xT)

La demostracion concluye aplicando el Teorema 3.8.3 dado en el Apéndice C.
(i) Similarmente, se tiene que la varianza a posteriori de A es:

Var(Wy) + v*xTV(U2)xe
(1 + vxaTxe)? '

Var{Alx) =

La demostracion es consecuencia del Teorema 3.8.3, Apéndice Cy del Lema 3.2.4 el cual

proporciona Var(U2), O

Corolario 3.2.8. Supdnagse que, dado A € R, las variables aleatorias X, ..., X, son
independientes y con distribucién idéntica SN'(A). Si A ~ SN (m,v,0) donde m ¢ Ry

v € RY, entonces se tiene que:
1) la media a posteriori de X esta dada por:

E(\x) = m +1x"€, (3.2.14)

donde la i-ésima componente de € = (§1,...,&,)7 es:

T
) | PR X0y
Pn1 (ma 0, fn-1+ 152

P, (mx; 0, I, + vxxT)

’

& = ¢p(mzi;0,1+vxd)

) la varianza a posteriori de ) esta dada por:

Var(\x) = v+ v*xT(I' — ££7)x, (3.2.15)
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donde T = (v;;) es la matriz de n. x n cuyos elementos son:

¢ B(mas;0,1+ux?) —mz; (I) mXg 0 I 4 vx(,-}xg)

&y (mx;0,In+vxxT) 1+wz? 1-I-‘um§’ n—1 1-;-11:1:12
& TMX(5) ’Ux(z)x D) L
+ Sz 2 (W’ 0, fn—1 -+ e T1fwe? ] =2

Vi =
“ dlmas;0,14+vz?) ¢ mzi l+v(m?+xﬂ
B (mx;0, I +Fvzxd ) Tuz?? ’ Tuz]
T

X (i) VR X34y . :
| X @y (1 v(a'z-f-z'i)’ 0, Izt Tro(zi+c}) [° P77

Nota 3.2.1. Nétese que aplicando (3.2.5), la Proposicion 3.2.1, y los resultados del Lema
3.2.4, se obtiene otra manera de calcular la media y varianza a posteriori de . De (3.2.2)

se obtiene que Y|\ ~ M, (Ax, I,,). Consecuentemente, asumiendo que A ~ A {m, v), se

m+vxly )
MyNN(l—i—fuxTx ’1+UXTX)'

tiene que

Entonces, de (3.2.5), la media 2 posteriori de A estd dada por:

m + vxF B(Y?)
14+ vxTx

3

BE(\x) = B{E(Y,)[Y, 2 0} =

donde la esperanza truncada E(Y?) = E(Y,|Y, > 0) es proporcionada por el 3.2.4.

De manera similar, se puede calcular E{)?|x) y, por lo tanto, la varianza a posteriori de A
puede ser obtenida.
3.3. Inferencia Bayesiana en la distribucion skew-normal

de localizacion-escala

En esta seccion, se considera mezclas de asimetria de distribuciones independientes

skew-normal de localizacién-escala, es decir, se asume que, condicionalmente en &, w?




66

y ), las variables aleatorias X1, ..., X, son independientes y con distribucién idéntica
SN (£,w?, ). Por lo tanto, para cada muestra observada x = (z1, ... )T del vector

aleatorio X = {Xi,..., Xn)7, la foncién de verosimilitud bajo consideracion estd dada

st = (2) o (E) e (3 (5F)) . ea

Un resultado importante de esta seccién es el kemel de la densidad posterior para

por:

los parametros de localizacion, escala y asimetria asumiendo independencia a priori en-
tre (£,w?) y A. Ademis, se considera una prioti impropia para (¢, w?) y diferentes prioris
{propias) para ).

Es importante mencionar que bajo la anterior especificacion Bayesiana del modelo, la
distribucion a posteriori conjunta 7 (£, w?, \) es propia (ver Arellano-Valle ef al. [5] para la
demostracion de este hecho).

En lo que resta del capitulo, dendtese la norma Euclidiana del vector a por lia]-

3.3.1. Distribucién a priori general para el parametro de asimetria

Proposicion 3.3.1. Supongase que, dado £ € R, w? € RT y X € R, las variables alealorias
X1,..., X son independientes y con distribucion idéntica SN (€,w* X). Si & y w? tienen
distribucién a priovi conjunta impropia m(€,w*) = w2y A tiene distribucion a priori
propia ()}, entonces

1) la funcién de densidad a posteriori de (€, w?) es proporcional a

(6,600 ¢ gt (S50 5 (2, (=)
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1) lafuncién de densidad a posteriori de X es proporcional a

r(Alx) o< 7 (N T, (/\(x — 71,);0, (M) [, +n 71X, 17 n - 1)

n—1
Dem: (i) La demostracién es directa de (3.3.1), teniendo en cuenta que la distribucién

conjunta de (x, £, w? ) es

w6, %) = (x - 51”) 5, (A (ﬂ)) (). (332)
o w w

(ii) Se sigue de (3.3.2), el Lema 3.8.1 y algunos resultados del calculo de probabilidad que

la densidad posterior de A es proporcional a,

r(A) o T() [rcar fyen e o { BRI L @, (A (2522)) de?

3 1 (IP-ns) [ VA (E-7 X1\
- o0 [ e {0 [0 (GR) m 0 () o

1 |Ix|? = nZ . : - :
?T()\) /sz]R+ m exp {W—*— ‘I)n ()\(X — J:‘].ﬂ); O, wz[In + 1 1)\21ﬂ1£]) dw2

! Hx”z—ni} 2 1324 1T 2
= ¢ n (0,01, + n~'AM1,17]) dtd
i )—/ts/\(x—a':ln) /u'-’-ew wnH Xp{ 2uw? ¢ ( W n n D W

2 w2
(M) t (t; 0, (M) I, +n"1221,17],n — 1) dt,
t<Mx—F1n)

-1

concluyendo la demostracion.

3.3.2. Distribucion a priori skew-normal para el parametro de asi-

metria

En esta subsecci6n se asume que A tienen distribucion a priori skew-normal de locali-

zacidn-escala, es decir, A ~ SN (m,v, a).
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Proposicién 3.3.2. Supongase que, dado € € R, w? € RY y X € R, las variables aleatorias
X1,..., X, son independientes con distribucion idéntica SN'(€,w*, \). i € y w? tienen
distribucion a priovi impropia w(€,w?) = w2y X ~ SN{m,v,a), dondem € R, v € R*
va € R, enfonces

1) la funcién de densidad a posteriori conjunta de (£, w?) es proporcional a

_ 1 x—&l, — . a
Tl"(g, wzlx) X g2 an ( w§ ) (I)n“l-l (mxf,w; m, In-!-l + UXEIMXE,MT)
a —£1n T [+ r
donde xg,, = ((x—j—) W) i

1) la funcion de densidad a posteriori de X es proporcional a

fO) x ¢ ("‘—m) s, (M)

2 —_
T, (A(x —71,); 0, (”"l}%} 7.+ 021,17 1)

Dem: La demostracién de (i) y (ii} es directa de la Proposicion 3.3.1. O

Corolario 3.3.3. Supdngase que, dado £ € R, w? € RY y X € R, las variables aleatorias

X1, ..., X, son independientes con distribucién idéntica SN'(€,w, ). Si £ y w? tienen
distribucién a priori impropia w(€,w?) = w2y X ~ N (m,v), entonces

1) lafuncion de densidad a posteriori conjunta de (£, w*°) es proporcional a
1 x—¢£1
W(&:u‘l?’x) X wn+2¢n ( W n)

"' ln - ]-n - T T
. (ﬁ%_(X_E);IRM(X £ )(x 1 ) )
w W w
11} lafuncién de densidad a posteriori de X es proporcional a
A —
A0 x ¢ (227)

2 -
T, ()\(x —71,);0, (M) [y +n~021,17) n — 1)

n—1
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Dem: La demostracion de (i) y (ii) es directa de la Proposicién 3.3.2 tomando e = 0. [

3.4. Punto de cambio en el parametro de asimetria

Los resultados introducidos en las secciones previas pueden ser extendidos en el con-
texto de la identificacién de un punto de cambio en el parametro de asimetria, cuando un

conjunto de datos es observado de manera secuencial.

3.4.1. Especificacion del modelo

Denétese por K el instante aleatorio en ¢l cual un cambio sucede y por A; y Az, los
parametros de asimetria antes y después del punto de cambio, respectivamente, Se asume
que, dado &, w?, A1, A2y K = F, los vectores aleatorios Xy = (X1,..., Xp) ¥ Xpogy =

(Xk+1, .- ., Xn) son independientes y que, para k € {1,...,n}, se sigue que:

Xl Ao, & 25 SN(E, P, \);

X1, de, b R SN(E, 0, ).
Consecuentemente, la funcién de verosimilitud en consideracién es:
2 T
Lx|&,w® A, de, K = k) = (;) B (Zm)) By (MZ(1)) Pty P2Zinty)y  (341)

donde z(y = (X(,;) —&1y)/w.

Con el objetivo de construir la distribucién a priori conjunta de (£,w?, A;, Az, K), se
asume que K es independiente de &, w?, A1 y Ap. Ademds, dado K = k, astmase que el
vector de pardmetros (£, w?) es independiente de los pardmetros de asimetria )\ y Ao ¥ que
A1 es independiente de ;. Considérese que, a priori, n{¢, w?) = w™? y denébtese por 7 (k),

m(A1) y m(Ae), las especificaciones a priori para K, Ay v Ao, respectivamente.
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Como consecuencia de tales especificaciones, se sigue que la distribucion predictiva de

x es dada por:
n fo's) fo's)
m(x) = 2"y (k) / / W™D, (7)) H)y o (2)di*dE,
k=1 -0 /0

donde H, 5, (2) = B\, (Br(Mz)) Exe (Bri(A2z(ir))) v la esperanza £, (-} es cal-
culada bajo la distribucidn 2 priori de A;, 7 = 1, 2. La aplicacidn directa del Teorema de

Bayes proporciona las distribuciones a posteriori de K, A1 y (£, w?) respectivamente:

L _ ﬂ—(k) f-(:o fDDo w_(n+2)¢'n (Z(n))H)\l A2 (Z)dw2d‘f
S e Yy Ty AT O
_ () Sk w (k) SO0 J7 W D (2 G (2, A e
O W [ e )i O
—(n+2) o}
2 _ W ¢ﬂ(z(n)) Zk=1 [ﬂ(k)Hz\l,z\z (Z)]
Tk = Yo 18 [2 fo wm () Ha o (2)dis?dE” 344

donde G, (2, 1) = B (Azg)) By (Bnoi(AsZm_ry)) - Mas atin, sea Y, = Az + 6, ¥

¢ ~ Ni(0, I.). Entonces, de la Proposicién 3.2.1 se sigue que:

Pp(Mzy)
=EdEOY, VY, >0b= .
= (AIEM (31(Mzw)) E{ (el Yo )1 ¥y 2 } E{xalz)

Consecuentemente, la esperanza a posteriori del pardmetro de asimetria A; es dada por:

e m(B) 5 Jo w80 (20) Bz o po (2)dwdE
BOulx) = =g e g, o) n () B @)ditde - )

La distribucién posterior de A v su esperanza puede ser obtenida de manera similar.
En la aplicacidn siguiente se asume, como caso particular, que A; ~ N (m, v;) para

i = 1,2. En este caso, la distribucién a posieriori y la esperanza a posteriori de A; se
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obtienen de (3.4.2) to (3.4.5) notando que:

By, [0 Mzgy)] Dy (mazy; 0, I, + vagaly),

B [Bn-k(MoZinop)] = Pni(maZtary; 0, Loy + v20-)2], 1),

my + 7, B(Y7)
1+ ’UZ?;C)Z(_&)

E{Alz) =

donde E(Y? ) = E(Y.,|Y., > 0) es propuesto en el Lema 3.2.4.

3.4.2. Muestreo de Gibbs

Notese de (3.4.2), (3.4.3) y (3.4.4) que es computacionalmente dificil obtener las pos-
terioris exactas. Por tal razdn, se propone la implementacidn del algoritmo de Metropolis
Hastings dentro del Muestreo de Gibbs para obtener las estimaciones de tales distribucio-
nes utilizando las distribuciones condicionales completas ya que estas son analiticamente

manejables v ademas tienen formas cerradas:

(K = klg,w? A, he, X) o0 7(k)@r{MZgr)) Pri(MoZ(nry)
m(Mfg wf A K =kx) < 7(A)®(Mizpg),
T(alé, 0’ A K = k,%) o 7(A2) @i (AaZ(nr)),
m(€w?, A A, K =k, %) o ¢ulZ)) Br(M2(s)) Pr—r (A2Zniy),

W(wzlga )\1: )\21 K= ka X) x w_(n+2)¢‘n(z{n))¢)k(Alz(k))Qn—k(’\izz(nmk))‘
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Particulamente, para distribuciones a priori skew-normal para los pardmetros de asimetria,

es decir, considerando \; ~ N (my, v;, a;), © = 1, 2, las distribuciones condicionales com-

pletas son:

m(MfE, W, Ao, K =k, %) o¢ g, ma, v1)Brsa(Mizfy)),
r(alé,w’ Ay, K =k, x) o ¢(Aa, ma, v2)@nrr1(AeZf,_iy)s

7(€|w? AL, Ae, K =k, X) qb( /\/_)Q) (EX" +x7),

2 n[lx = €107y
7r(w Ig )\1,/\2,K k’ X) (0.6 IQ —'2 ®k(/\lz(k})(I)n—k(AQZ(n—-k)),

donde ZG denota la distribucién gamma-inversa.
T
5 — a * — o _ Alf 21T,
Ademéds, 7,y = {z1,. .-, 2k 7_&), Zi gy = (a1, 2, ﬁ)i A= (_T — Tk

T
yX* = (—ﬁlxa) — %xz;_ k)) . Las distribuciones condicionales completas para prioris

normales s¢ obtienen asumiendo a; = ap = 0.

Nétese que, para todas las especificaciones a priori de los pardmetros de asimetria, las dis-
tribuciones condicionales completas de A1, Ay v £ son distribuciones skew-normal. Aunque,
no es facil generar muestras aleatorias de tales distribuciones, la representacion estocéstica
mostrada en la Section 3.2.2 juega un rol fundamental en el desempeiio de esta tarca.

La generacién de muestras de la distribucién condicional completa de w? es realizada consi-
derando el algoritmo Metropolis-Hastings, a través de un candidato con distribucion Gam-

ma, mientras que Ia generacién de muestras de la distribucién condicional de K es realizada

a través del enfoque sugerido por Carlin ef al. [27].
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3.5. Analisis de punto de cambio: datos simulados y de

retornos de mercados financieros

El objetivo de esta seccién es aplicar los resultados obtenidos en el capitulo en [a identi-
ficacién de un punto de cambio en los retornos de indices de 1a bolsa de cuatro importantes
mercados financieros Latino Americanos. Estas series han sido analizadas previamente por
Loschi et al. [61], quienes consideraron modelos de particién producto (Barry y Harti-
gan [21]) para indentificar multiples puntos de cambio en la media de los retornos y en
las volatilidades de estos mercados. Loschi ez af. [61] asumen que la serie de retornos tiene
distribucién normal y concluyen que todos los mercados experimentan cambios en la media
de los retornos y la volatilidad en periodos similares.

Tal como se mencionara en la Introduccidn, el supuesto de normalidad puede ser muy
restrictivo en el caso de los mercados financieros emergentes, toda vez que las distribu-
ciones empiricas de éstos exhiben asimetrias y colas mas pesadas o livianas que las de la
distribucién normal. Mis atin, es bien sabido que la media y la varianza pueden ser influen-
ciadas por la asimetria de la distribucion. Consecuentemente, cambios en el parametro de
asimetria pueden originar tales cambios.

En lo que Sigue de esta seccion, se asume una funcién de verosimilitud skew-normal
de localizacién-escala para describir el comportamiento de los datos. Por o tanto, los re-
sultados introducidos en las secciones previas son utilizados. El foco de atencion es la
identificacién de un punto de cambio en el pardmetro de asimetria de tal distribucion.

Con el fin de evaluar la eficiencia del enfoque de punto de cambio, previamente se

analiza un conjunto de datos simulados.

En ambos casos, se asume una distribucién a priori uniforme para Ky una distribucion
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a priori conjunta impropia para (£, w?) (ver Seccién 3.3).
Para la realizacién del muestreo de Gibbs, se consider6 20, 000 iteraciones. Luego que
la convergencia se alcanzara, se descartaron las 5, 000 iteraciones iniciales, consideradas

como periodo de quema. Para controlar la correlacion entre iteractones. se considerd un

salto de tamafio 10.

3.5.1. Analisis de los datos simulados

El conjunto de datos simulados consiste en una secuencia de tamafio n = 120 de ob-
servaciones skew-normal, la cual experimenta un cambio en la posicion 40 (véase Figura

3.1). Esta secuencia es generada de las siguientes distribuciones:

Xls SR X4U,£7w27 Aia )\2: K ~ SJV(Sa 2352: """2)

Xa1, ..., Xiof&,0%, A, A, K~ SN(5,2,5% 2)

Como especificaciones a priori, se asume que A; y A2 son idénticamente distribuidas
con distribucion normal de media igual a 0 y varianza igual a 10. Los resultados a posteriori
son resumidos en la Figura 3.2 y en el Cuadro 3.1

Cuadro 3.1: Estimaciones a posteriori de los parametros del modelo de punto de cambio
para datos simulados.

Param. Media SD Pas Pg7 5
£ 504 0,19 467 5,43
w 2,7 0,18 241 3,12
A -251 064 -383 1,38
Az 203 042 126 2,93
K 39,68 143 370 430
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1
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Figura 3.1: Datos simulados con distribucién skew-normal.

Se aprecia de la Figura 3.2 que las posterioris de A; y Az son asimétricas. Si se com-
para con la posteriori de A, la posteriori de A, tiende a poner mas masa en valores altos.
La posteriori de K indica que la probabilidad de que el cambio sea en el instante 40 es
alta (cercana al 20,0 %) pero mds probable es que el cambio tenga lugar antes. Se puedé
observar ademis que la media a posteriori de K (39,68) es muy cercana al verdadero valor
del punto de cambio. Para el resto de parametros, se puede notar que, aunque las medias a
posteriori son muy cercanas a los parametros verdaderos, se tiende a sobre estimarlos. Una
posible explicacidn al respecto es la asimetria de las posterioris. Nétese ademds que todas

las distribuciones a posteriori presentan varianzas mdas pequefias que las distribuciones a

priori consideradas.
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Figura 3.2: Distribucion a posteriori de Ay (linea s6lida), A, (linea punteada), K, { y w.

3.5.2. Andlisis de datos de mercados emergentes Latino Americanos

Es bien sabido que los mercados financieros emergentes son mas susceptibles a cambios

en el escenario politico que los mercados en desatrollo. Por tal raz6n, los indices en estos

mercados tienden a presentar observaciones atipicas y cambios estructurales, usualmente

en la volatilidad y en la media de los retornos.

En esta seccién, se compara el comportamiento de 4 de los mas importantes mercados

financieros Latino Americanos. Para tal fin, se consideré la serie de retornos de los si-

guientes indices: MERVAL (Indice de Mercado de Valores de Buenos Aires) de Argentina,

IBOVESPA ([ndice da Bolsa de Valores do Estado de Sio Paulo) de Brazil, IPSA (Indi-

ce de Precios Selectivos de Acciones) de Chile y IPyC {Indice de Precios y Cotizaciones)
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de Mexico. Los retornos fueron registrados de manera semanal, desde el 31 de octubre de
1995 hasta el 31 de octubre del afio 2000.

La serie de retornos financieros esta definida usando la transformacién R; = (P, —
P,_;}/P;_y donde P, es el ltimo precio observado en la semana ¢. Ademds, se asume que
1a serie de datos tiene distribucién skew-normal con pardmetros de localizacion, escala y
asimetria desconocidos.

Se consideraron distribuciones a priori normal para los parametros de asimetria A;,
1 =1, 2.. Para ambos parimetros, se asumié una gran escala, es decir, v; = 10, para todo
i. El hiperparametro de localizacion fue elegido utilizando el estimador de cumulantes del
pardmetro de asimetria! de cada una de las series de retornos. Especificamente, se con-
sideré m; = —1,51, —2,71, —1,05 y ~1,41 para MERVAL, IBOVESPA, IPSA y IPyC,
respectivamente.

De acuerdo a Ia opinién de expertos, cambios en el comportamiento de los retornos fi-
nancieros de determinados paises son consecuencia de crisis o eventos que han ccurrido en
otros paises. Las grandes crisis financieras que han involucrado a los mercados emergentes,
especialmente a los Latino Americanos, han ocurrido en enero de 1995 (crisis mexicana),
agosto de 1997 (crisis asidtica) y julio de 1998 (crisis rusa). Ademds, en enero de 1999,
el gobernador estatal de Minas Gerais (Brazil) dejé de pagar la deuda del estado a otros
paises. Finalmente, la crisis argentina se desato alrededor de diciembre de 1999. Estos im-
portantes eventos de paises especificos, producen efectos que se disgregan en otros paises
con economias similares produciendo cambios en el comportamiento de las mismas (véase

Lopes y Migon [60]).

Noétese que, del Cuadro 3.2 la media a posteriori para K indica que el cambio en el

1yéase el Capitulo 1 de este documento,
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indice IBOVESPA tuvo lugar alrededor de la observacion 128 (4ta semana, julio de 1998).
Ademds, las estimaciones a posteriori de los pardmetros de asimetria muestran gue am-
bos pardmetros son muy diferentes y negativos. El cambio en el indice IPSA tuvo Iugar
alrededor de la observacidn 89 (4ta semana, julio de 1997). En este caso, las estimaciones
a posteriori de los pardmetros de asimetria muestran que ambos son bastante diferentes y
positivos. Ambos cambios tienen relacién con periodos cercanos a crisis internacionales.
Los otros indices no muestran evidencia de asimetria y quizis, los cambios en tales

series sean originados por cambios en los parametros de localizacion y/o escala.

Cuadro 3.2: Estimaciones a posteriori de los pardmetros del modelo de punto de cambio
para los indices de los mercados Latino Americanos.

Desc. Stat. ¢ w Y Az K
MERVAL
Media 001 006 -036 —041 106,76
SD 0,03 0,01 1,65 0,85 47 44
Pys -0,03 0065 -271 -162 4
Por 5 006 007 230 0,89 228
IBOVESPA
Media 0,66 007 -3,17 0,9 12816
SD 001 0,01 §51 0,21 12,75
Pys 0,04 0,06 —-419 —-141 80
Pyrs 0,06 0,08 -224 061 137
IPSA
Media -0,02 004 274 0,73 89,81
SD 0,00 001 054 0,17 7,19
Pys 0,03 003 1,72 0,41 74
Py s 0,01 0,06 3,81 1,08 103
IPyC
Media 001 006 017 -0,9 102,07
SD 0,04 001 1,66 0,96 57,44
Py -0,04 0,06 -2,11 -174 5
Pg75 0,05 0,08 2,75 1,11 237
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3.6. Resumen y conclusiones

En este capitulo se abordd el problema de la inferencia Bayesiana para el pardmetro
de asimetria de la distribucién skew-normal standard y de localizacidn-escala. Se consi-
derd una priori conjunta impropia para los pardmetros de localizacion y escala y, para el
pardmetro de asimetria, una priori general, skew-normal y normal. Bajo la familia de dis-
tribuciones skew-normal standard, se obtuvo las distribuciones a posteriori exactas ademas
de representaciones estocasticas para las mismas. Utilizando tales representaciones, se en-
contrd expresiones exactas para las medias y varianzas a posteriori del pardmetro de asi-
métria. Estos resultados fueron aplicados en la identificacion de un punto de cambio en el
parametro de asimetria en una serie de retornos de mercados financieros emergentes.

Es importante mencionar, que tanto las densidades predictivas cuanto las densidades
a posteriori del pardmetro de asimetria pertenecen a diferentes clases de distribuciones
asimétricas, dependiendo de la eleccion a priori gue se haga para este parametro. De hecho,
bajo distribuciones a priori skew-normal, se obtiene un modelo Bayesiano conjugado.

Fn ¢l caso de la famiiia de distribuciones skew-normal de Jocalizacién-escala, se obtuvo
el kemel de la distribucion a posteriori conjunta para los pardmetros de Jocalizacién y escala
y para el pardmetro de asimetria. En este caso, del parametro de asimetria, este kernel
pertenece a la familia de distribuciones skew-normal-t (véase Nadarajah y Kotz [67]).

Las representaciones estocisticas propuestas juegan un rol fundamental en la imple-
mentacién de los algoritmos computacionales necesarios para la estimacion de los pardme-
tros desde el punto de vista Bayesiano. Estas representaciones permiten la puesta en practi-
ca de un algoritmo hibrido, es decir, Metropolis-Hastings dentro del muestro de Gibbs para
la estimacién de los pardmetros del modelo skew-normal en el contexto del problema de

identificacién de un punto de cambio en el pardmetro de asimetria.
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Con respecto a la aplicacién de los resultados, se percibid cierta evidencia a favor de
un punto de cambio en el pardmetro de asimetria para el mercado financiero de Brazil y el

de Chile. En los mercados argentino y mexicano, la evidencia en favor de la asimetria es

bastante débil.

3.7. Agradecimientos

Quiero expresar mi gratitud a Pilar 1glesias (Pontificia Universidad Catolica de Chi-
le) por sus comentarios y sugerencias en las versiones iniciales de este capitulo. También
a Rosangela Loschi (Universidade Federal de Minas Gerais) y a Reinaldo Arellano-Valle

(Pontificia Universidad Catdlica de Chile) por los comentarios, sugerencias y aportes rea-

lizados en este capitulo.




81

3.8. Apéndice

1. Apéndice A
En este apéndice, se demuestra el Lema 3.2.4. Se asume que U® ~ LTA, (¢, u, Z).
De los resultados presentados en Dominguez-Molina ef al. {34, 35]) (véase ademds

Tallis [82]) se tiene que la fgm de U°€ est4 dada por:

tT]_.',+-1-tT2]t @n(ﬂ + Et; C, E)
: ., (1; ¢, T) G50

M‘[_Ic (t) =€

Considérese la funcién de cumulantes Kye(t) = log Mye(t) ysea K. (t) = %K pe(t)

y K¢ (t) = B%K{Jc (t). De (3.8.1), se tiene que

& (u+ St X)

3.8.2
®, (e + Tt;c, ) (G:82)

Koe(t) = p+Et+ %

KR ATESEADY
BT D, (p + St 0, 5)
o7+ Tt e, )
= Y+3{="L d
+{%m+mmm
& (1 + Zt; ¢, D)8L (1 + Bt; ¢, B)T
—— I Y. 3.8.3
EXPES TR G583

K”c(t) = 2"‘2

Dado que E(U®) = K};.(0) y Var(U®) = K{.(0), la demostracién concluye ha-

ciendo t = 0 en las expresiones (3.8.2) y (3.8.3). O

2. Apéndice B
En este apéndice se obtiene la fgm del pardmetro de asimetria a posteriori A, = AJx.

Se considera ¢l siguiente Lema el cual es usado para mostrar otros resultados del

presente capitulo,




82

Lema 3.8.1. Si U ~ N, {e, C) es un vector aleatorio normal, no singular, entonces,

para cada vector fijo a de m x 1y para cada matriz fija A de m x n, se tiene que

E(®,(AU +a;b, B)) = ®,,(Ac+a;b, B+ ACAT).

La fgm de )\, asumiendo una distribucién a priori skew-normal, A ~ SN (m, v, a),

esta dada por:

%0 ®, 1 (Ax% m*, [y1)
At n+1 ’ s dn-pl
= )‘5 1
M (2) f_ o e dNim, ) ®,11(mx% 0, I,,.11 + vxoxel)
tm_q.?'_z_?, /oo )\ (Dn-i-l(fxxa; m*7 In+1)
' ; tv,
e Z . ¢’( m + tv 'U) (I’nﬂ(mxo; 0, In-}-l + UX“’X“T)
E[@n-{*l()‘xa; m*: In—i—l)]
®,.1(mx%;0, I + vxxeT)’

2
tm-+- 52

= €

Aplicando nuevamente el Lema 3.8.1 se tiene que:

My, (1) = g+ B2 (mx® 4 tvx®; 0, Iyg + vxoxoT)
) ®r1(mx%; 0, Ina + vxoxeT)

. Apéndice C

En este apéndice, se presenta un teorema ¢l cual es una herramienta importante para
calcular el vector de medias y la matriz de varianza-covarianza de una distribucion
normal multivariada truncada. El siguiente lema preliminar es considerado en la de-
mostracién.

Denétese por sg;y ¥ 8(;;) 10s subvectores de s = (51,...,8,)7 sin la componente s; y
(51, 8;), respectivamente. Sea [ y F' la funcién de densidad y la funcién de distribu-
cién acumulada de un vector aleatorio U € R™ respectivamente. Por simplicidad, se

denota por f(s;) (F(s;)). la densidad (funcion de distribucién acumulada) marginal
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de la i-ésima componente y por f(s;|s;} (F'(s;(s;)), la densidad (funcion de distribu-
cién acumulada) condicional de la 7-ésima componente dada 1a i-ésima componente

de U € R™. Las funciones f'(s;) y F'(-]s;) son las derivadas parciales de [ y F,
respectivamente, COR IeSpecto a s;.
Lema 3.8.2. Sea U € R™ un vector aleatorio absofutamente continuo y se denota,

respectivamente, por [y F' a su funcion de densidad y su funcion de distribucicn

acumulada. Suponga que [ v F son funciones diferenciables. Entonces, para todo

8= (51,...,8,)F € R, se tiene que:
y 2 Rs) = f(s)Plsgylse):
B = H (i)15% )5
52 '] . T
1) Bng(S) = f(s:)F(swlss) + f{s) F (s lsi); y
5 o |
1y 35:05; F(s) = f(5:)f{s5ls0) F(s¢5)lss, 55)-

Dem: (i) Dado que F(s) = P(U; < 5;/Upy) < s¢))P(Ugyy < (), sc tiene

0 3}
5 L) = 5P < s[Up < s0)P(U < 5)

= f(si|Up < 8)P(Ugy < 5)). (3.84)

Mas avm, para el vector aleatorio (V, W) € RP*4, tal que V tiene densidad fv, es

bien sabido que:

Fo[W € 4) = fo(v)2 (vg (;Agl): v), (3.8.5)

para cualquier subconjunto 4 de R? (véase Arellano-Valle er al. [7]). Entonces, se

sigue de (3.8.4) y (3.8.5) que

9

85,-F(s) = f(s:)F(s0lss),
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(ii) Es directo de (i) que

;S_zF(S) = {%f(si)} F(S(i)lsi)+f(8i)a—ifF(S(é)!Si)

== ff(si)F(S{i)lgi) + f(si)F,(S(i)lsi)-
(iii) Similarmente, se tiene que en (i), F(sy|s:)) = PU; < ;)0 = 85, Uy <
s P(Uy) < s(;)|U; = s;). Entonces se sigue de (i) y (3.8.5) que:

82
885383'

a
F(s) = ——f(si)F(sqls:)
85‘j ¢ (}
5 _
= f(Si)gs"JjP(Uj < s5;1U; = 53, Uy <)) P(Ugpy < 505 |Us = s4)
F(8:) F(551U; == 53, Uy < 89)P{Ugsy < sp|Us = 54, )

F(s:) (85180 F(8aplsis s5)-

O

Algunos resultados ftiles referidos a la distribucién normal son propuestos en el

siguiente teorema (véase ademas Dominguez-Molina ef al. [34, 35]).

Teorema 3.8.3. Asimase que U ~ N,(u, ). Sea Uy y Uy subvectores de U sin
las componentes U; y (U;, Uy}, respectivamente. Considérese p;) ; = E(Uy|U; =
sif, B = Var(UelUs = 1), pgpg = EUeplUi = 86, U5 = 55) ¥y Tjyag =

Var(Uupy|U; = si, U; = s;). Entonces, se tiene que:

d

& i — 8
1) 3—3-5@”(5;#, X) = ¢lsi; pu, o31) -y D1 (8()3 Bgiy.is Sta).i)

it

a
—&,_ i) iisE‘i.'i ;
+ 55 Bam1(80)) B e 2 )]

1
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My ————®n(s; i1, B) = (535 15, 732) (855 s Jj.i)@n—2(s(ij);I-l'{ij)_ijyg(éj).ij)
aSiaSj
donde para cada subconjunto I de {1,...,n}, el vector de medias y la matriz de
varianzas-covarianzas condicionales de [Un{Uy = s;] estdn dados, respectiva-

mente, por: pury; = p) + SrEsy (81— pr) and Seny.r = By ~ S Eyy Sry-

Dem: La demostracion sigue del Lema 3.8.2 y de la bien conocida descomposicién

marginal-condicional de la distribucién normal multivariada. De hecho, si

U M 21 X2
U= ~ Nittu—p | = L= ;
U, o Yg X

entonces ¢, (u; 1, 5) = G(ug; g, Bna)pni (025 o1, 2 1), donde oy = py +

Engfll(ul - py) ¥ N = By — 2212i‘11212 ¢s el vector de medias y la matriz de

varianzas-covarianzas de [Us|U; = ], respectivamente. O




Capitulo 4

Inferencia Bayesiana en mezclas de
distribuciones skew-normal

“Otra importante caso de la diseccion de una curva de frecuencia pueden surgiv, cuando la
curva de frecuencia, sin ser asimétrica, se compone de la suma o diferencia de dos

componentes... Este caso es aun mds interesante e importante, ya que no es poco
probable que se produzca en las investigaciones estadisticas.”

Karl Pearson, 1894

En el presente capitulo se intreduce una clase de distribuciones llamada mezclas de
asimetria de distribuciones skew-normal y se estudia algunas de sus propiedades. En par-
ticular, se discute una interpretaciéon Bayesiana de algunos resultados de invarianza. Se
desarrolla el analisis Bayesiano de los modelos de regresion skew-normal, skew-normal-
generalizado, skew-normal-t y skew-t-normal bajo determinadas especificaciones de las
distribuciones a priori de los pardmetros de dichos modelos y proponiendo una conve-
niente representacion jerdrquica, se realiza el analisis de las distribuciones a posteriori.

Finalmente, se ilustra en el enfoque Bayesiano con un conjunto de datos reales.
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4.1. Introduccion

Tal como se menciond en los Capitulos 1y 3, la construccion de distribuciones multiva-
riadas mas alld de la normal ha tenido un creciente interés en los ultimos afios. Algunas de
estas propuestas pueden encontrarse en el libro editado por Genton [48], en Azzalini [12],
en Arellano-Valle y Azzalini {2}, y desde el punto de vista unificado, en Arellano-Valle et
al. [4].

Una clase de estas distribuciones es la introducida por Wang ef ol. [83] y consiste en

las llamadas distribuciones skew-simétricas (SS), cuya funcidén de densidad es de la forma
2f(z)Q(z), z € R™, 4.1.1)

dbnde f : R* —» R* es una densidad continua, simétrica alrededor de cero, es decir,
f(~z) = f(z) paratodo z € R,y @ : R* — [0,1] es una funcién de asimetria que
satisface Q(—z) + Q(z) = 1 paratodo z € R™. Un vector aleatorio Z con densidad (4.1.1)
es denotado por Z ~ 8§, ;q. Cuando f es una densidad que pertenece a la familia de
distribuciones elipticas, la familia (4.1.1) define la distribucion skew-eliptica-generalizada
estudiada por Genton y Loperfido [49]. Ma y Genton [64] y Azzalini y Capitanio [14],
mencionan que cualquier funcién de asimetria ¢} puede ser escrita como Q(z) = G(w(z)),
donde G : R — [0,1] es la funcién de distribucién acomulada de una variable aleatoria

continua simétrica alrededor de cero, y w : R* — R es una funcién continua par, es decir,
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w(—2) = —w(z) para todo z € R". Generalmente, se elige

z)=G(A\Tz), zeR", (4.12)

donde el vector A € R™ controla la asimetria. Cuando A = 0, (4.1.1) es una densi-
dad simétrica. Un vector aleatorio Z con densidad (4.1.1) y funcién de asimetria (4.1.2)
es denotado por Z ~ S8, s(A). En particular, cuando f(z) = ¢,(2;0,1,,), y G =
®(A7z), 1a densidad resultante (4.1.1) es la distribucién skew-normal multivariada estandar
SNL(0,I,,\) = SN,()\) definida por Azzalini y Dalla Valle [15}. Para n = 1, ésta se
reduce a la distibucién skew-normal univariada estindar de Azzalini [11). El uso de polino-
mios de orden par para la funeién w, propuesto por Ma y Genton [64] permite flexibilizar

las distribuciones skew-simétricas, afadiendo multimodalidad.

En este capitulo, se considera elecciones alternativas de polinomios lineales o de or-
den par como funciones de asimetria (). Para efectos de ilustracion, considérese el caso

univariado de (4.1.1). Una generalizacion interesante de (4.1.2) resulta de la eleccion de

w(z) 7—5 z€R, (4.1.3)

donde a; € Ry oy > 0. El caso particular de f = ¢(-), y G = ®(-) ha sido estudiado
por Arellano-Valle ef ¢f. [10], v es llamada distribucion skew-normal-generalizada, deno-
tada por SGA (v, c2). Ahi, se muestra que esta distribucion puede ser representada como
una mezcla en ¢l parametro de asimetria de distribuciones skew-normal, donde la distri-

bucion de mezclas para el pardmetro de asimetria es normal. Especificamente, si Z tiene
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distribucion skew-normal-generalizada de pardmetros oy y o, entonces existe una variable

aleatoria S tal que

[Z]|S =5]~SN(s) v S~ N(o1,as). (4.1.49)

En otras palabras, esta representacion permite identificar la funcidn w(z) dentro de la clase
definida por (4.1.1) cuando f = ¢{-) y G = ®{-). Otro caso importante se origina cuando

se considera mezclas de escala y asimetria de la distribucion skew-normal. Por ejemplo, 1a
clase definida por

(215 = 51,82 = s3] ~ SN(0, 552, 57 ery), (4.1.5)
donde S y 52 son variables independientes no negativas. Cualquier modelo de la forma

2f{z)G(01z), paralo cual fy G son mezclas de escala de la distribucién normal, pertene-

ce a la clase definida por (4.1.5). Particularmente, la distribucién skew-{ en la forma intro-

ducida por Azzalini y Capitanio [14] con densidad 2¢(z; )T (Vv + L z/vVv + 22 v + 1),
donde t(z;v) y T{z;v) son la funcién de densidad y de distribucién acumulada de la
distribucion #-Student, respectivamente, es obtenida cuando S, tiene distribucién gamma,
G(v/2,v/2) y 51 = 1 (vease Azzalini y Genton [16] para propiedades adicionales). Otros
gjemplos obtenidos a partir de (4.1.5) son las llamadas distribuciones skew-normal-¢ y
skew-~t-normal, con densidades de la forma 2¢(z)T(an2) ¥ 2t(z;v)®(012), y denotadas
por SNT (a1, v) y STN (s, v), respectivamente. Estas distribuciones han sido estudia-
das por Nadarajah y Kotz [67] y Gomez et al. [50], y pueden ser obtenidas de (4.1.5)

considerando 51 ~ G(v/2,v/2) y Sa =1,y 53 = 51 ~ G(v/2,v/2), respectivamente.
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Las representaciones en (4.1.4) y (4.1.5) son particularmente importantes desde el punto
de vista Bayesiano, toda vez que proporcionan formulaciones jerdrquicas de las versiones
de localizacion y escala respectivas de (4.1.1). Més aun, ellas pueden ser interpretadas
como especificaciones Bayesianas del modelo skew-normal con ciertas distribuciones a
priori sobre los pardmetros de asimetria/escala indicados arriba. Por ejemplo, (4.1.4) puede
ser aplicado en la especificacion Bayesiana del modelo skew-normal para una muestra
aleatoria Y3, ..., Y, de Y = £+wZ, donde la distribucién condicional de Z dado S es skew-
normal con una priori normal para el pardmetro de asimetria S. Entonces, 56lo se necesita
elicitar una priori para los pardmetros de localizacion y escala (£, w?) para completar la
especificacion del modelo.

Este capitulo estd referido a la subclase de distribuciones asimétricas que pueden ser
representadas como mezclas de asimetria de la familia definida por (4.1.1) y (4.1.2). En
particular, la representacion (4.1.4) es extendida para todas las clases de distribuciones con
densidad dada por (4.1.1) con (4.1.3), y extensiones multivariadas. Por simplicidad en la
exposicion, en la Seccion 4.2 se considera el caso univariado, donde se discute las conse-
cuencias de usar una distribucién de mezcla simétrica de locacion-escala. En la Seccion 4.3,
se considera la idea de mezclas de asimetria con el fin de identificar funciones de asimetria

para la clase multivariada skew-simétrica (4.1.1). El procedimiento es ilustrado con la dis-

tribucién skew-normal multivariada. En las Secciones 4.4 y 4.5, se desarrolla el analisis
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Bayesiano para los modelos de regresién skew-normal, skew-normal-generalizado, skew-
normal-t y skew-t-normal bajo ciertas especificaciones de las distribuciones a priori de los
parametros. En la Seccidn 4.6 se presenta una aplicacion utilizando un conjunto de datos

de atletas australianos. Finalmente, el resumen del capitulo y las principales conclusiones

del mismo se presentan en la Seccién 4.7,

4.2. Mezclas de asimetria de distribuciones skew univa-

riadas

4.2.1. Definicion y propiedades

Las mezclas de asimetria de distribuciones asimétricas univariadas forman una impor-
tante sub-clase de la familia de distribuciones skew-simétricas definida por (4.1.1) con
n = 1. Esto se debe a que en esta clase se puede especificar Ja funcién de asimetria ()
partiendo de una clase més simple basada en (4.1.2). Esta subclase es obtenida como una
mezcla de distribuciones asimétricas definidas por (4.1.1) y (4.1.2) en el pardmetro de asi-

metria A. Consecuentemente, la subclase resuitante contiene distribuciones que son mas

flexibles que las originales.

Definicion 4,2.1. La distribucion de una variable aleatoria V' es una mezcla de asimetria
de una distribucidn skew-simétrica (M ASS) si existe una variable aleatoria S tal condicio-
nalmente en S, ¥ tenga distribucion skew-simétrica, es decir, (Y5 = 5] ~ §8; ¢ (¢,0? s)

para alguna densidad simétrica f (la cual puede depender de 5) y donde (& s una funcién
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de distribucién (la cual puede depender de z = (y — &) /w v/o de s).

Cuando [ = ¢(-), la distribucién de la variable aleatoria ¥ es una mezcla de asimetria
de distribuciones skew-normal (M ASN ). De la Definicion 4.2.1 se sigue que la densidad
condicional de ¥ dado S es de la forma (4.1.1) con (4.1.2). El siguiente resultado propor-
ciona la distribucion marginal de Y.

Proposicion 4.2.1. Sea la distribucion condicional de Y dado S skew-simétrica, es decir,
YIS = 5] ~ 88;c(€,w%s), s € R, donde la densidad f no depende de s y S tie-
ne funcion de distribucion acumulada H(s|0), indexada por un parametro 6. Entonces,

Y ~ 88;0(&,w? 0), es decir, la densidad es de la forma skew-simétrica (4.1.1), donde la

Juncion de asimetria () esta dada por
Q(z,0) = E[G(=S)] = f G (zs)dH (5(6). “2.1)
Maés aiin, si H es absolutamente continua con densidad h = H', entonces la distribucion

condicional de S dado Y = y depende de (y, £,u°, 8) y esté dada por

_ h(s]8)G{zs)
flslz 6) = S B(s10)G(zs)ds (42.2)

donde z = (y — &) /w.

Dem. La demostracion es inmediata de la Definicidn 4.2.1 v ¢l Teorema de Bayes. o

Nétese que cualquier variable aleatoria ¥ con distribucién skew-simétrica SS; o (£, w?, 8)
puede ser representada como Y L £ + wZ, donde Z tiene distribucién skew-simétrica
§85,(0,1,8), y por lo tanto sus propiedades pueden ser analizadas utilizando la versién

estandarizada. La funci6n de distribucién acumulada de mezclas H(-|@) puede ser elegida
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arbitrariamente. Por lo tanto, se obtiene una subfamilia de particular importancia con una

distribucion discreta H. Esto permite definir mezclas finitas con funciones de asimetria de

la forma
K
Qz) = Z arG(Arz), (4.2.3)
k=1
donde a;, > O,paratodok =1,..., K, con Z,‘f:l ar = 1, ¥ A € R. Se pueden utilizar

funciones de asimetria de la forma (4.2.3) para obtener aproximaciones de la forma (4.2.1)

con H continua, las cuales no pueden ser calculadas de forma explicita.

4.2.2. Distribucion de mezcla simétrica de localizacion-escala

Otra interesante subfamilia de mezclas de asimetria de disiribuciones asimétricas se
obtiene cuando la funcién de asimetria (4.2.1) es calculada con una funcién de distribucién
simétrica de localizacion-escala H.

Para caracterizar esta subfamilia, considérese primero la siguiente situacion general. Sea

(Xo, Zy, S) un vector aleatorio tal que, condicionalmente en S, la variable aleatoria W =

Xo — 57, tiene distribucién simétrica, implicando que para cada valor s de §

e o]
PW<0S=s) = / P(Xo £ s2|Zy = 2,8 = s) fz15=5(7)dz

[os]

- / FXQIZD:Z,S-_TS(SZ)fZOIS=S(Z)dZ

oo

= 1/2,
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y por lo tanto la funcién
f(2|8) = QFXUIZU=Z,S=S(SZ)onIS=s(Z)a z € R: (424)

define una funcién de densidad para cualquier valor de s. Nétese ademds que, bajo esta
especificacion, la funcion de distribucion acumulada Fyz,=. s=s = G5, ¥ la densidad
condicional fz,5=s = f(s), RO S0n necesariamente simétricas y pueden depender de {z, s)
y s, respectivamente. Sin embargo, si ellas son simétricas, es decir, fi)(—y) = fis){v)
¥y Gual-y) = 1 — Gs,5)(y), para todo y y cada valor de (z,5), y G(,.6)(—2, —5) =

Giosy(—2,8) = Ga)(2, —8) = G(s5)(z, s) para todo (z, s), entonces (4.2.4) se vuelve la

densidad de una distribucién skew-simétrica S8y, ., ,,(5). Ademds,
G(z,s) = FXonaﬁz,S:s(Sz) = FW!Zo=z,S=5(O)-

Se considera ahora la variable aleatoria definida por Z £ [Zo}W < 0]. Nétese que f(z]s)
en (4.2.4) es simplemente la densidad condicional de Z dado S, es decir, la densidad de

[Zo|W < 0,8 = s]. Entonces, la densidad de Z 2 [Zo|W < 0] esta dada por

fZ(z) = [m f(ZIS)dHS(SIB) = /oo 2FX0§ZU=Z,S=S(3z)fZUIS=s(z)dHS(Slg):

—0d

por lo que Z dado S tiene distribucién skew-simétrica S5; , ¢, ., (s) cuando la densidad
fis) de Zp dado Sy 1a funcién de distribucion G, ) de X dado Zp y S son simétricas. Si,
adicionalmente, se asume que Z; y S son independientes, entonces f() = fz(5=s = [z, =

f, no depende de s. Por lo tanto, la funcién de densidad de Z se reduce a

f2(2) = 2f(2) ]_OO Gles)(52)dH5(s10) = 2[ (2} Fyw)z=:(0}.
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St Zy y S se asumen independientes, entonces el supuesto de simetria en f y Gy, ,) pa-
ra todo (2, s), implica que Z, condicionalmente en S tiene distribucién skew-simétrica

S8t @, (s} y ademds, marginalmente Z tiene distribucién skew-simétrica SS; (6), con

Qe.6) = Fiz=e0) = [ G (s2)aH(s16).

Adicionalmente, este supuesto de simetria implica que condicionalmente en .S, la variable

aleatoria W = Xy — §Z, es ademas simétrica cualquiera sea la distribucién de S.

Propesicion 4.2.2. Sea (X, Zy, S) un vector aleatorio tal que Zy tiene funcion de den-
sidad f, S tiene funcion de distribucion H, indexada por un pardametro 8, con Zy inde-
pendiente de S y [ es una funcidn de densidad simétrica alrededor de cero. Sea G, 5y =
Fxy|20=2,5=s la funcion de distribucion acumulada condicional de X dado Zy y 5. Supon-
ga que G{z,s)(—y) =1-Geo¥) y Gezrs)y) = Gl-20)(y) = G 5y(y) = Gz (¥)
para fodo y y para cada valor de (z, s). Sea ademds Z una variable aleatoria tal que
z& [ZoiW < 0], donde W = Xy — SZy. Entonces, condicionalmente en S, 7, tiene dis-
tribucion skew-simétrica &5 ¢, {(s) y por lo tanto, marginalmente, Z tiene distribucion

skew-simétrica S8;,4(8), con Q(2,8) = Fy)z,=:(0) = [=. G,5)(s2)dH(s]6).
Corolario 4.2.3. Bajo las condiciones de la Proposicion 4.2.2, se tiene los siguientes re-
sultados:

1} Si Xy es independiente de Zy, entonces dado S, Z tiene distribucidn skew-simétrica

88y, (s) y por lo tanto la distribucion marginal de Z es skew-simétrica 88; (),

con G(.s) = FXofS=sy Q(z? 9) = FWIZ(]=Z(0) = ff:o G(S)(SZ)dH(SIB)

11} Si X con funcion de distribucién G, Zy con funcién de densidad f y S con funcion
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de distribucion H indexada por un pardametro 8, son variables aleatorias indepen-
dientes, con f{~zx) = f(z)y G(—z) = 1 — G(z) para todo z, entonces Z dado
S tiene distribucion skew-simétrica S8y ¢ (s) y marginalmente, Z tiene distribucion
skew-simétrica SS;.¢(0), con Q(z,8) = Furzo=.(0) = [ G(sz)dH(s]8).
Bajo los supuestos planteados en la Proposicion 4.2.2, se tiene que Xy y Z; son varia-
bles aleatorias simétricas alrededor de cero, y que Z; y S son independientes. Esto implica
que la variable aleatoria W = Xy — SZ; es también simétrica cualquiera sea la distribu-
¢ion de S. En particular, si S es asumida simétrica alrededor de cero. entonces condicio-
nalmente en Zp, la variable aleatoria W = X — 57, serd también simétrica, es decir,
[22, Gy (s2)dH (510} = Fy|z,=(0) = 1/2 para todo 2, y por lo tanto Q(z,8) = 1/2,

para todo z y . El siguiente corolario sigue de este tltimo hecho.

Corolario 4.2.4. Sea 7 2 [Z0|Xe — SZo < 0|, donde Xy, Zy y S son variables aleato-
rias simétricas alrededor de cero, con Zy vy S independientes. Entonces, Z tiene la misma

distribucién simétrica que Zy, es decir, [ Zo| Xo — SZy < (] 2 7 con funcién de densidad
I
4,2.3. A ASS basadas en distribucion de mezcla de localizacion-escala

En esta seccion, se caracteriza la subfamilia A ASS obtenida cuando la funcién de

asimetria (4.2.1) considera una funcién de distribucidn acumulada de localizacidén-escala

H, es decir,

H(s|0) = Ho((s —n)/7), con 8={n7)cR xR,
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donde Hj es una funcién de distribucién acumulada estandarizada y simétrica alrededor
de cero, es decir, la funcién de distribucién acumulada de Sy = (S — n) /7, donde S tiene

funcidén de distribucién H indexada por los pardmetros n y 7. En este caso, la funcién de

asimetria (4.2.1) puede ser reescrita como
Q(z,m,7) =E[G(rzSs + 2n)] = / G(z{rso + n})dHy(so). 4.2.3)
Dos propiedades importantes de esta funcion de asimetria son:

a) Si7 = 0y (G no depende de s;, entonces Q(z,7,7) = G(nz) y (4.1.1) con (4.1.2) y
A=n.

b) Sin =0, entonces Q(z, 7, 7) = E[G(275)] = 1/2, para cualquier valorde z y 7, lo
cual es consecuencia de la simetria (alrededor de cero) de 'y Hy, véase el Corolario
4.2.4.

De otro lado, los resultados de la Proposicién 4.2.2 proporcionan una expresién mas
general y conveniente para obtener una funcion de asimetria en (4.2.5), tal como se indica

a continuacion. De hecho, sea

W = WnZy  Xo—T152
° V1+72Z2 147222

la cual es la vesidn simétrica estandarizada de W = X; — 57, donde X, es una varia-

ble aleatoria estandarizada independiente de Sy y S = 1 + 7.5y es una vanable aleatoria
simétrica de localizacién-escala. Notese que W = /1 + 7222 Wy — nZ, y por lo tan-

to 7 2 [ZolWo < nZp/+/1 -+ 1225, cuya densidad estd dada por (véase, por ejemplo,
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Arellano-Valle et al. [7])

P(Wo < 22—

e 2)
w7 ’

donde P (Wp < —2&_.) = P(W < 0) = 1/2. Este resultado es resumido en la siguiente

f2(2) = [(z)

proposicién.

Proposicién 4.2.5. Sea (X, Zy, S) un vector aleatorio gue satisface las mismas condicio-
nes de la Proposicion 4.2.2, con X unavariable aleatoria estandarizadn independiente de
S. Supdngase que S = n+ 18y, donde p € Ry v > () son pardmetros de localizacién y es-
cala, respectivamente, v Sy es una variable aleatoria simétrica estandarizada. Entonces, la

variable aleatoria 7 = [Zo| X0 — S8Zy < 0] tiene distribucidn skew-simétrica 8S70(n, 7)

con Q(z,1m,7) = Fuylze=+ (n2/V'1+7222) , es decir, con densidad dada por

fz(2) = 2f(2) Py, 2o (\/—%) : (4.2.6)

donde Wy = &’:f—sﬁf es una variable aleatoria simétrica estandarizada.
A/ 172228

Noétese que si Wy es independiente de Zg, entonces Fiy,|z,=; = Fw, = Go, ¥ por lo tanto
(4.2.6) se reduce a (4.1.1) con (4.1.3).

Dos consecuencias interesantes de asumir que la funcidn de distribucion acumulada

de mezclas H es simétrica alrededor de cero, para todo s, son que, en primer lugar, la

- distribucién marginal de Zy no es afectada por la eleccién de una funcién de distribucion

acumulada simétrica para la variable aleatoria de mezcla S (este hecho se relaciona con la

propiedad b) del Corolario 4.4.2). En segundo lugar, la distribucion condicional de la varia-

ble aleatoria de mezclas S dado Z; pertenece a la clase de distribuciones skew-simétricas
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cuando /f es absolutamente continua, es decir, cuando # tiene densidad A = H’. Ambos
resultados son relevantes desde el punto de vista Bayesiano y son resumidos en 1a siguiente

proposicion, cuya demostracion es directa de (4.2.6) y el Teorema de Bayes.

Proposicién 4.2.6. Sea Z dado S con distribucion skew-simétrica SS; 5 (s), donde f no
depende de s, y S tiene funcion de distribucion H con pardmetro 6. Si H es la funcion
de distribucion acumulada de una distribucién simétrica alrededor de cero, entonces la
distribucion marginal de Z es simétrica alrededor de cero y tiene funcion de densidad

f. Mas aun, si H admite una funcion de densidad h = H', entonces S dado 7 tiene

distribucion skew-simétrica S8, ¢(z, 8).

4.2.4. Mezclas de asimetria de distribuciones skew-normal univaria-

das

Un ¢jemplo interesante de los resultados previos es la distribucién skew-normal-generali-
zada definida por (4.1.1) y (4.1.3). Tal como se indicara en (4.1.4), este modelo puede ser
especificado como uné mezcla de asimetria de la distribucién skew-normal, tomando una
distribucion de mezcla en el parémetro de asimetria (véase Arellano-Valle ez al. [10]). De la
Proposicion 4.2.1, esto es equivalente a considerar Y = £ +wZ, y suponer que condicional-
mente en S, Z tiene distribucion skew-simétrica SS; ¢ (s) y S tiene funcién de distribucién
H,con f =¢(),G=®(-)y H = B(*=2), es decir, Z dado S tiene distribucion skew-
normal con pardmetro de asimetria s y .S distribucién normal con pardmetros n y 72. Dado

que Sy = S—;ﬂ distribuye normal estandar, entonces por (4.2.5) se sigue que (véase ademas
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Ellison [37])

Q(z,n,7) = E[®(278; + 2n)] = & (ﬁ) ’

resultando la siguiente densidad marginal para la variable aleatoria 2

fz{z) = 2¢(2)® (71%) , z€R (4.2.7)

Esta es la distribucion skew-normal-generalizada mencionada en la introduccién, y deno-
tada por SGN (n, 7). Nétese que SGN(0,7) = N (0, 1), para cualquier =, SGN (5, co) =
N(0,1), para cualquier n, y SGA/ (n, 0) = SA{n). Si Z tiene distribucién skew-normal-
generalizada con pardmetros i y T, entonces —Z tiene distribucién skew-normal-generali-
zada con pardmetros —n y 7. Ademas,

1

715 = 8] & 2 U] + eV, 42.8
Y e 428

donde S tiene distribucién normal con pardmetros n vy 72 y es independiente de I/ y V, las
cuales son variables aleatorias independientes y con distribucién idéntica normal estindar.
La siguiente representacién es 1itil desde el punto de vista computacional, pues significa

que si Z tiene distribucién skew-normal-generalizada de pardmetros 5 y T, entonces existen

variables aleatorias Sy T mutualmente independientes tal que:

. _ ] st 1
i) {Z]S =T =t N(\/H-—SQ’1+32)’
%) SNN(W:'TQ))

iii) T ~ HN0,1),
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donde HA/(0,1) es la distribucidn half-normal. Esta especificacion jerdrquica puede ser
utilizada para implementar métodos MCMC (desde el punto de vista Bayesiano) o el algo-
ritmo EM (desde el punto de vista clasico), para realizar inferencia sobre (7, 7).

Tal como se mencionara en la introduccidn, otros ejemplos que pertenecen a la clase

2f(z)G(Az) se obtienen tomando S = /W), para alguna variable W no negativa. Ms

aun, la subclase de mezclas de escala y asimetria de distribuciones skew-normal puede
ser introducida considerando (4.1.5). Por lo tanto, esta es la representacién de la subclase
2f(2)G(A\z) donde f y G son la funcién de densidad y funcién de disttibucién acumulada

las cuales son mezclas de escala de la distribucion normal.

4.3. Mezclas d_e asimetria de distribuciones skew-normal
multivariadas

A continuacién se proponen algunas extensiones multivariadas de la distribucion skew-
normal-generalizada (4.2.7). En todos los casos, 1a idea de mezcla de asimetria discutida
en las secciones anteriores es adaplada en el caso de distribuciones skew-normal indepen-
dientes y dependientes. Las distribuciones resultantes pueden ser interpretadas desde el
punto de vista Bayesiano como si se considerase una priori normal para el pardmetro de
asimetria. Por lo tanto, y como se establecera en las proposiciones siguientes, la funcion de
densidad predictiva y posteriori asociada al pardmetro de asimetria define la densidad de la

distribucion skew-normal-generalizada multivariada.
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Para cualquier vector n-dimensional w, se denota por D(w} la matriz diagonal de di-
mension n x n formada por los componentes w1, . . ., w, de w. Entonces, para dos vectores
cualesquiera de dimensién n, s y z, se tiene D(s)z = D{z)s = (s121,...,5n2,)". La
demostracién de las proposiciones siguientes estd basada en el Lema 3.8.1, Apéndice B,
Capitulo 3 del presente documento,

Proposicién 4.3.1. Supdngase que dado S, Z;, con i = 1,...,n, son variables alea-
torias independientes con distribucion skew-normal SN (s;), donde el vector aleatorio

S = (S1,...,5,)7 tiene distribucion normal multivariada N, (n, ). Entonces, la den-

sidad marginal de Z = (71, ..., Z,)7 estd dada por
F(zin, ) = 2¢u(2)@u( D(n)z; 0, I + D{(2)2D(2)),

la cual contiene a la densidad N,(0,1;) para i = O y la densidad skew-normal multiva-
riada independiente dada por 2", (2)®,(D(n)z) para Q = O, la matriz cero. Mas aun,
la densidad condicional de S dado Z esta dada por

4 (sn.9)8.0()s)
T8l ) = G D)z 0, T, + D)D)

Proposicion 4.3.2. Supdngase que dado S, el vector aleatorio Z tiene distribucion skew-
normal SN,,(s), con densidad 2¢,(z)®(s"z), z € R", donde 8 = (§),...,5,)7 tie-

ne distribucion normal multivariada N,(n, Q). Entonces, la densidad marginal de Z. =

(Z1,..., Zn)* es dada por

T
nlz
211, ©) = 26, (2)® | e | ,
e = 24,00 =)
la cual contiene a lu densidad N,,(0,1;) para v = Oy a la densidad skew-normal multi-

variada dependiente 2¢,,(2)®(n"'z) para = O. Mas ain, la densidad condicional de S
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dado Z esta dada por
P(z"s
f(SIZ, 77, Q) = ¢n(sa 7, Q)W—(_T—)“‘*“‘_
oz _
(V 1+zf‘"ﬂz)

Algunos casos particulares de la distribucion skew-normal-generalizada multivariada se
obtienen asumiendo que:
1) Si,...,S, son variables aleatorias independientes con distribucion idéntica normal

de parAmetros 7 y 72, es decir, 7 = nl, y 2 = 7%1,; 0

11) S; son variables aleatorias independientes con distribucién normal N, 7F), para

i=1,...,n,porloque Q = diag{r,..., 72} 0

m) Si,...,S, son variables aleatorias normales permutables, 1o cual es equivalente a

considerar 17 = 71, y £ = 72{{1 — p)I, + pln17}, donde p € [0, 1).

Nétese que i) es un caso particular de 1i) y ii1).
Todos los modelos hasta aqui mencionados se derivan asumiendo observaciones skew-

normal con parametros de asimetria diferentes. La situacién en la que el pardmetro de

asimetria es com(n para todas las observaciones se considera a continuacién.

Proposicion 4.3.3. Supdngase que dado S, Z,. .., Zy, son variables aleatorias indepen-
dientes con distribucion idéntica skew-normal SN (s), donde S tiene distribucion normal

con pardmetros 1 y 7. Entonces, la densidad marginal de 2 = (Z1,...,2,)7 estd doda

por

[(zln, %) = 2°6,(2) 8, (nz; 0,1, + 7722"),
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y la densidad condicional de § dado 7 es dada por

(s, )0 (s)
f(SlZ, Uz T) - (pn(nz; 0’ In - T2ZZT)'

Proposicién 4.3.4. Sea Z dado 5 = s un vector aleatorio con distribucién skew-normal
SN, (s1,,), es decir, su densidad es 2¢,,(2)®(nsZ), donde Z = n~1Y " 2y S tene distri-

bucién normal N (n, 7). Entonces, la densidad marginal de % = (Zs, . ., Z,)¥ estd dada

por

. nnz
f(z|77,7) = 2¢n(z)q) (m) )
y la densidad condicional de S dado Z esta dada por

10, 72)®(nz:
Fslzn,7) = 8(s; n,Tn)E (nZs)
‘I’(\/—ﬁlﬁ;—)

Un hecho interesante es que los resultados en las Proposiciones 4.3.3 y 4.3.4 pueden

ser obtenidas como casos particulares de las Proposiciones 4.3.1'y 4.3.2, respectivamente,
cuando se considera la distribucién normal permutable descrita en (iii) con p = 1 para las
variables de asimetria S1,...,Sn-

En todos los casos anteriores, la distribucién skew-normal-generalizada de localiza-
cidn-escala multivariada para Z puede ser obtenida a través de la transformacion lineal afin
Y = & + wZ, para un vector de localizacion § & R™ y una matriz de escala no singu-
lar w € Cpxyn. Sin embargo, en la Proposicion 4.3.1, otra posibilidad es incorporar una
matriz de escala w directamente en la distribucién condicional de Z dado S. Finalmente,

otras familias de distribuciones asimétricas multivariadas pueden ser obtenidas utilizando

el mismo procedimiento.
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4.4. Inferencia Bayesiana en modelos de regresion skew-
normal

La inferencia y problemas relacionados a modelos de regresion han sido estudiados des-
de el punto de vista Bayesiano bajo el sﬁpuesto de que los términos de error son simétrica-
mente distribuidos. La mayoria de la investigaci6n ha sido desarrollada bajo distribuciones
multivariadas normales esféricas para el vector de errores. Sin embargo, hay algunas exten-
siones del modelo lineal normal al modelo lineal esférico (véase, por gjemplo, Arellano-
Valle et al- [6] y las referencias dentro de este articulo), donde la atencidn es centrada en
la robustez de la teoria normal. Sahu et al. [75] implementaron el analisis a posteriori del
modelo de regresién considerando distribuciones asimétricas para los términos de error.
En esta seccion, se considera el analisis Bayesiano del modelo de regresion lineal con ob-
servaciones (Y, x;), ¥; € R, x; € Rf, i = 1,...,n, cuando los términos de error son
independientes con distribucién idéntica skew-normal.

Considérese el modelo de regresion lineal

— T .
Vi=xB+we, i=1,...,n

donde 1, ...,e, son errores aleatorios independientes con distribucion idéntica skew-
normal SN(\), 8= (81,...,8:)", w y A son pardmetros desconocidos. Esto es, se consi-

dera el modelo de regresion lineal skew-normal

i8,w% A SN (TB, W N, =1, (4.4.1)
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cuya funcién de verosimilitud es

. on X _x
f¥IB,W’ A = = ¢, (y 6) D, (A (u)) , (4.4.2)
w w [
dondey = {y1,.-.,¥a)7 vy X es lamatriz de n x k cuyas filas son x7, ..., x%.

Con el objeto de realizar inferencia a posteriori para (3, w?, A), se asume que

A LB, ), (4.4.3)

y se considera

(8, w”) u% y A~ N(a,t?). (4.4.4)

4.4.1. Funcién de verosimilitud marginal de (3, w?) cuando \ ~ N (a, %)

El objetivo principal de esta seccién es obtener la verosimilitud marginal de {3, w?)
bajo las distribuciones a priori antes sefialadas. Como consecuencia de este resultado, se
muestra que bajo tales especificaciones a priori se obtiene una funcion predictiva propia, lo
cual garantiza que la distribucién a posteriori de (3, w?, A) es también propia.

Proposicion 4.4.1. Considere el modelo de regresion lineal skew-normal en (4.4.1). En-

tonces, si w(3,w?) es arbitraria y ) tiene distribucion normal N'(a, %), la funcion de ve-
rosimilitud marginal de (3, w*) es

o0 = o (52 o (522 1 (422 (52%)')

Dem. Sea Z = 422 y t = (y — X3)/w. Dado que A tiene distribucion normal AV(a, b},

se tiene de (4.4.2) que f(y|B,w?) = % ¢,(t)E[®,(bZ + a)], dondea=at, b=bt y Z
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tiene distribucién normal estdndar. Luego, la demostracién sigue del Lema 3.8.1. g

Nota 4.4.1. Una verosimilitud marginal altermnativa es obtenida cnando en (4.4.1) el pardme-
tro comiin de asimetria \ es reemplazado por A; v estos son independientes con distribucion
normal A{a;, b?), patai = 1,...,n, con (}y, ..., A,) independiente de (3, «w?). En este
caso, la Proposicién 4.3.1 origina [%;]3,w?] " SGN'(xT8,w? a;, 12),i = 1,...,n, cuya

densidad conjunta es

W

()

ro180) = S (L2 [T 0

i=1 \/1_'_52 (yi—x?ﬁ)Q

Entonces, la especificacion a priori X; % A(0,82), i = 1,...,n, es equivalente a con-
siderar el modelo de regresidn lineal normal estandar para la distribucién condicional de
i, ..., Y, dado (3, w?). Un resultado andlogo es obtenido cuando &7 — 00,7 = 1,...,n,
lo cual puede ser interpretado como una priori conjunta difusa para A, ..., A,

Una consecuencia de la Proposicion 4.4.1 es dada en el siguiente corolario, el cual
establece que la densidad predictiva y la posteriori de 3, w? y ), es propia cuando se
considera una priori normal para A, y una priori impropia para (3, w?).

Corolario 4.4.2. 57 en la Proposicion 4.4.1 se considera las especificaciones a priori en

(4.4.3) y (4.4.4), entonces la distribucion a posteriori de (8, w?, \) es propia.

Dem. Por la Proposicion 4.4.1, se tiene que bajo las especificaciones a priori antes
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sefialadas, la densidad predictiva es

< gn ~X
f(y) = /Rk][]' e P (y w ﬁ)
‘. (a (y —wXﬁ) L (y —wXB) (y —;qs):") 4B

n * 1 y— X3 2
anak/o w"+2¢”( » )dwdﬁ
00

< 00,

IA

donde se utiliza el hecho de que la Gltima integral corresponde a la densidad predictiva
correspondiente al modelo de regresién lineal normal estandar [v!3, w?] ~ A, (X8, wL,)
bajo la priori no informativa usual m{3, w?) = w2, la cual es bien sabido que s propia. [

Nota 4.4.2. Una generalizacién del Corolario 4.4.2 propuesto recientemente por Arellano-
Valle et al. [5] establece que cuando se considera 7(83,w?) = w™* y 7()) general y propia,

entonces la distribucién a posteriori 7 (3, w? A) también es propia.

4.4.2. Muestreo de Gibbs para el modelo de regresion skew-normal

En esta seccidn, se proporcionan las distribuciones condicionales necesarias para imple-
mentar el muestreo de Gibbs con el objetivo de obtener el anélisis a posteriori del modelo
de regresion lineal skew-normal (4.4.1) cuando se consideran las distribuciones a prio-
ri (4.4.3) y (4.4.4). Para tal fin, se utiliza una conveniente representacion estocdstica en

(4.2.8), condicionalmente en S = ), obteniéndose la siguiente especificacion equivalente




109

de (4.4.1):

@) M8, w% AT *"”‘Nd'N( AT +x! 3 e ) i=1..,n
(31 LI B m 1 31_i_)\2 ? LR Ri¢)
(i1) = oy HN(0,1) y nlL(B,&%\), i=1,...,n.
Entonces, directamente se obtiene las distribuciones condicionales requeridas para im-

plementar el muestreo de Gibbs. De hecho, considerando la transformacion w; = ¥,

i=1,...,n, donde ¢ es un nuevo parametro de escala definido por

%= \/1‘:__)‘2 (4.4.5)

la representacién del modelo anterior puede ser reescrita como

VilB, v A w] X NOw +xTB %), i=1,...,n, (4.4.6)

il N y wdl(B ), i=1 0 (@447

Mas atin, es facil mostrar que de (4.4.3), (4.4.4) y (4.4.5) las distribuciones a priori asocia-

das a los pardmetros 3, 1/° y A sontales que

1
(8, %*)A) o 7Y A~ N(a,b%). (4.4.8)
Por lo tanto, en términos de la nueva parametrizacion (51, . .., G, ¥% A, wi, ..., w,), las

siguientes distribuciones condicionales son necesarias para implementar el procedimiento

de muestreo de Gibbs:

[Bl? A w, vl B A w v MB, R w,y) [wilB, ¥ A v, v;
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donde w = (wy,...,w,)T y para cualquier vector u = (w1, ...,u,)7, el vector u.; es
definido por (w1, ..., Ui 1, Uitd, - - 5 Up) -

Dado que bajo (4.4.8) se garantiza que las distribuciones a posteriori marginales son
propias {Corolario 4.4.2), las distribuciones condicionales necesarias para implementar el
Muestreo de Gibbs son establecidas en la signiente proposicion, cuya demostracidn es omi-
tida pues sigue de manipulaciones algebraicas estindares.

Proposicién 4.4.3. Considérese la representacion condicional (4.4.6)-(4.4.7) del modelo

de regresion lineal skew-normal (4.4.1), con distribuciones a priori (4.4.8). Entonces,

Blw% A w,y] ~ A (Bly) - AB(w), $*XTX)T),

[w|B, 4%\ y] ~ TN, [0 A ¥
¥ 1M mn 11+A2)1+}\2n b

[?,1')2]ﬁ, AW, y] ~ CT (n’ ”6 — )\WI;—*- ”W“ ) |

N (b2wTe + ayp? by )
Blwl]? + 2 BAiwl]> + 42 )

NG, w,y]

donde B(z) = (XTX)'XTz, e =y — XB, GZ(a, ) es la distribucion Gamma Inversa y

TN, (c; p, X) denota la distribucion N, (p, B) truncada sobre c.

En la Seccién 5 se muestra una aplicacion basada en los resultados de la Proposicién

4.4.3.
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4.5. Inferencia Bayesiana para mezclas de asimetria en

modelos de regresion lineal

4.5.1. Distribucion skew-normal-generalizada

Considerése el modelo de regresion lineal skew—nonnél-generalizado
VilB, w01, aa] R SGN(xTB, 0% cn,00), i=1,...,1, (4.5.1)
cuya funcion de verosimilitud es
F¥I8, 0% o, a2) = (2/w)” ¢, (2) 8y (012 I, + a2 D? (2)),

donde z = (y - X3)/w. De los resultados dados en la Seccion 4.2.4 (ver, por ejeniplo,

(4.2.8)), (4.5.1) se puede escribir como

YiB, w0t M) R SNETB WA ), i=1,....n, (4.5.2)
Mo, aa] 5 Mg, a), i=1,...,n. (4.5.3)

Por lo tanto, haciendo ¢? = w?/(1+ A2), i = 1,...,n, y asumiendo que [£; 1 );|¢7], una

conveniente representacion jerarquica de (4.5.1) es
YilB, Wt g N T NGEIB NG WD), i=1....m, (454)

[€:]22] TEHANO,02), i=1,....n (4.5.5)

[F i) e G, [Nl o) i Nlag,a2), i=1,...,n, (4.5.6)
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donde (7; son las distribuciones condicionales en J;, las cuales son determinadas por la

distribucién a priori de (3, w?).

Considérese ademas las siguientes especificaciones a priori:
9 1
(B3, w, a1, az) x E?T(Ofﬂag)ﬁ(a'z), 4.57)

con o; ~ N{m,ae) y o2 ~ IG(az/2,b2/2). Notese que para a; = 0 se sigue de
(4.5.2)-(4.5.3) y considerando el resultado de la Seccién 3 (véase Proposicion 4.3.1} que
Yil8,w? % N(xTB,w?), i = 1,...,n. Entonces, en esta situacién las inferencias a
posteriori de (3, w?) se basan en el modelo de regresion normal estandar. Més atin, dado
que se considera una priori impropia 7(3, w?) = w™?, se tiene entonces en (4.5.6) que las
distribuciones G; son tales que

7(B, 2| \;) o % i=1,...,n (4.5.8)

Las distribuciones condicionales necesarias para implementar el Muestreo de Gibbs son
establecidas en la siguiente proposicion, cuya demostracion es omitida.

Proposicién 4.5.1. Considérese la representacion condicional (4.5.4)-(4.5.6) del modelo

de regresion lineal skew-normal-generalizado (4.5.1), con distribuciones a priori para los
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parametros del modelo dadas en (4.5.7)-(4.5.8). Entonces,

[Bl, 01,02, A 7] ~ N (Bly) - BID(NE), (XTD@) X)),

(€18, 9, a1, 00, A, 5] ~ TN, (0;[In+ D(A)D(A)] ' D(A)e, [I, + DN)DN)] ' D)) ,
A - 71 (i = M&)*+ €
[Tplﬁ:al:a%&: =Y] ~ ];]1:g (: 2 ):
[A;)Sr 11b7 o, 2, g:y] ~ Nﬂ (D(T)[D(g)D(IIIb)MIE —+ alailjnln}a D(TJ)ﬂ
T
ol e g ay] ~ N (T )
ar+n+1 ”A - Of]ln“z + (061 — CL1)2 + 52)
9 ) 2 ’

=

[a2iﬁ,¢,a1,5,)\,:§’] ~ gI(

donde B(z) = (XTD(Y) ' X)' X" D) "z, e =y - XB, ¢ = (¢f,....42), T =

. T
gyl s
ol eyl 7T cala il :

4.5.2. Distribucion skew-normal-¢

Sea el siguiente resultado.

Proposicién 4.5.2. Si 7 dado S tiene distribucion skew-normal SN (01+/5), donde S tiene
distribucion gamma G(v/2,v/2), entonces marginalmente, la funcion de densidad de Z

esta dada por

fz(2) = 2¢(2)T (enz;v).
Dem. La funcion de densidad marginal de Z estd dada por

fz(z) — 2¢( )/ (V/ij) Wzd(wm@(alﬁz)ds

== qu(z)fo %s”ﬂ_le‘”ﬂ[sz o /5 (o /st )dtds.




114

Haciendo w = { — z, se tiene

; _ (V/Q) 1 uus 2
fz(z) = 26(z) TG st gmvs/ /w a1vsd(arv/s(w + 2))dwds,  (4.5.9)

Aplicando el Teorema de Fubini y luego de algunas manipulaciones algebrdicas, se obtiene

de (4.5.9) que

dw,

T((v+1}/2) o [1+(a1(w+z))

97 —(w+1)/2
e =0te) [ FOEE 2

lo cual conclaye la demostracion. 0
Usando la Proposicion 4.5.2, se puede definir el modelo de regresién lineal skew-

normal-t (SN'T)
YilB, o2 a1, ) B SNT(TB,0? ar,v), i=1,...,n, 4.5.10)
cuya funcion de verosimilitud estd dada por

FIB,wh o, v) = (2/w)" ¢ (2} | Tlerzsv), (4.5.11)

i=1
donde z = (y—~X3)/w. De manera anéloga al caso del modelo skew-normal-generalizado,

(4.5.11) se puede reescribir como

[YilB, & My} R SN B0, enV/), o,
ilv] o/, v/2), i=1,...,n

Entonces, haciendo %2 = w?/(1 + of\;), i = 1,...,n, y asumiendo [& 1L(X;, a1 )|i7] se
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propone la siguiente representacion jerdrquica de (4.5.11):

ViB, w00, 8, 0] NGB+ o/ N vd), i=1...,n, (45.12)

&2 RN, 43, i=1,...n, (4.5.13)

Wllan M ™ G, ] K G/2,v/2), i=1,...n, (4.5.14)

donde G; es la distribucién condicional en {c;, ;) ¥ es determinada por la distribucion a
priori de (3, w?). Considerando el mismo esquema para las distribuciones a priori que en

el caso del modelo skew-normal-generalizado con

o1 ~ Nap, b3), y v~ Erponencial{c/2), (4.5.15)

se obtienen las siguientes distribuciones condicionales.

Proposicion 4.5.3. Considérese la representacion condicional (4.5.12)-(4.5.14) del modelo
de regresion lineal skew-normal-t (4.5.10), con distribuciones a priori (4.5.15). Entonces,
81, a1, 60,51 ~ N (Bly) - Bloar), (X' D) X)),

€18, %, a1, v, Ay ~ TN (Gl + i DDA e, 1+ of D) D ()

(418, a1,,6, 9] ~ HIG(L (E“"”;‘imaf),

2 2 "
s - oA (o)

a1+bl D(TL’) b%
[allﬁa¢ayagaAvY] ~ N(1+b2KT.D( )_1n71+bZﬁTD( )_116)

N +Cl)}]‘[x’/“

donde B(z) = (XTD(¥) " X) " XTD(W)) "2, ¢ =y - XB, ¢ = (2,... . v2)T yr =
(M2, AT,
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4.5.3. Distribucion skew-{-normal

Sea el siguiente resultado.
Proposicion 4.5.4. Si Z dado S tiene distribucién skew-normal SN(0, 571, oy s71/2), don-

de S distribuye gamma G(v/2, v/2), entonces la densidad marginal de 7, estd dada por
f2(z) = 2t(z; v} D01 2).
Dem. La demostracidn es directa utilizando el bien conecido resultado sobre la distri-

bucién predictiva del modelo Bayesiano normal-gamma (véase Bernardo y Smith [25]), es

decir,

fz(z) = 2@(0{12)/000_/\/'(2;0, s Gamma(s; v/2,v/2)ds.

(I
Usando la Proposicién 4.5.4, el modelo regresion lineal skew-t-normal (STA) es de-
finido como sigue:
Vi3, 0% o1, ] % STN (T8, w0, v), i=1,....n, (4.5.16)
con funcién de verosimilitud dada por
FyiB, W o1, v) = (2/0)" { | J 12ES ,,)} n(c12), (4517
yz = {y — XB)/w. El modelo (4.5.17) puede ademds ser reescrito como
YilB,0% hyor] R SN(TB, oA L TP, i=1,.. .,

[Aslv] ”dg(u/2 vi2), i=1,...,n,
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Haciendo 7 = w?/(A; + af), i = 1,...,n, y asumiendo [§; 1L(X;, y)|47] se propone Ia

siguiente representacion jerarquica de (4.5.17):

YilB, 0% 01,6, 0] HNETB+ & wd), i=1,...,n, (45.18)
I6:7) TEHN(O,92), i=1,...,m, (4.5.19)

[2)a, Al TG, MR GW/2,0/2), i=1,...,n,. (45.20)

Nuevamente, (7; es la distribucién condicional en (a1, A;) y es determinada por la distri-
bucién a priori de (3, w?). El esquema de prioris para este modelo es el mismo que para
el modelo de regresion skew-normal-t. Nétese que este modelo de regresion considera una

mezcla en el pardmetro de escala y asimetria del modelo skew-normal.

Proposicién 4.5.5. Considérese la representacion condicional (4.5.18)-(4.5.20) del modelo

de regresion lineal skew-t-normal (4.5.16), con distribuciones a priovi (4.5.15). Entonces,

Bl on, v, 605 ~ N (Bly) - aB(), (XTD(#)'X)).

€8 b, dy] ~ TH (05 e D)),

18, 01,0, 0,5] ~ ;:]lrg (1, (E*'"“’lf)”g? )
B, e, 0,8, 5] ~ §G(§, 5)

alfy b b Ay) N(T:bb;:;(%) 115 1+b£bei(¢)-1£)’

donde (3(z) = (XTD(1p) " X) ' XTD(3p) "'z, e =y — XByp = (W3, )T
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4.6. Aplicacion a los datos de atletas australianos

Con el fin de ilustrar los resultados obtenidos en las secciones previas, se conside-
ra un set de datos de Cook y Weisberg [30] sobre caracteristicas de atletas australianos
provenientes del Instituto Australiano del Deporte (Australian Institute of Sport, AIS). Es-
pecificamente, se consideran las variables indice de masa corporal magra (Imc), altura (Al)
y peso (Pe) asociadas a n = 102 atletas austrialianos de género masculino. El Cuadro 4.1

presenta un resumen de las estadisticas descriptivas bésicas para estas variables. Para este

Cuadro 4.1: Estadisticas descriptivas para el conjunto de datos de atletas australianos: me-~
dia muestral Z, desviacion estandar muestral s, y coeficientes muestrales de asimetrfa y
curtosis v/b; v bo, respectivamente.

| Variable | 2 | s [+bi | bs
Ime 74,66 | 9,89 | 0,28 0,71
Al 185,50 | 7,90 | 0,07 | 0,06
Pe 82,52 12,40 | 0,40 { 0,49

conjunto de datos, se propone estudiar el modelo de regresion lineal dado por
Ime; = BiAl + BoPe; +we;, i=1,...,102,

asumiendo que los términos de error ; son independientes y con distribucién idéntica

SN(0,1/v;, Ai), i = 1, ..., n; de tal manera que,
1. para el modelo SGN, A; ~ Nag,a2) yu; =1,i=1,...,n.

2. para el modelo SN'T, A; = ay/w; conw; ~ G(uv/2,v/2), yv; =1i=1,... n
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3. paraelmodelo STN, A; = an/w; v v; == w; con w; ~ G{v/2,1/2).

Con el objetivo de elicitar las distribuciones a priori para los modelos de mezclas de
asimetria, primero se realizé el ajuste, desde el punto de vista Bayesiano del modelo de
regresion skew-normal. Se considerd una distribucién a priori impropia para los parametros
(3,w?) y una distribucién normal centrada en 0 con varianza 10 como distribucion a priori
para el pardmetro de asimetria. Esta especificacion a priori refleja la creencia en favor de
la normalidad de los datos. Utilizando la Proposicién 4.4.3, se implementé el muestro de
Gibbs. Para este algoritmo, se considerd 3 cadenas paralelas de largo 50, 000 descartando
las primeras 25, 000 iteraciones como periodo de “quema” y con un salto entre iteraciones
de tamafio 10 para evitar la autocorrelacién. Las estimaciones a posteriori de los pardmetros
de este modelo se muestran en el Cuadro 4.2,

Cuadro 4.2: Estimaciones Bayesianas para el conjunto de datos de atletas australianos bajo
el modelo de regresion lineal skew-normal.

SN
Parametro | Media SD Pys FPors
Joil 006 0,01 0,04 0,08
B2 081 0,03 0,76 0,86
o 349 0,31 290 4,16
o -397 1,13 -651 -2,15

En la Figura 4.1 se presenta el QQ-plot normal para los residuales estandarizados bajo
el modelo de regresion lineal normal. Este plot, muestra fuerte evidencia en favor de la no-

normalidad de los datos. Ademés, de acuerdo a las estimaciones Bayesianas reportadas en
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Normal Residuals

Quantiles of N{C,1)

Figura 4.1: QQ-plot normal para los residuales estandarizados bajo el modelo de regresion
lineal normal.

el Cuadro 4.2, los datos de atletas australianos muestran fuerte evidencia a favor de un com-
portamiento asimétrico. Esto se concluye al observar la media a posteriori del pardmetro «,
la cual es ignal a —3,97 con un intervalo de credibilidad dado por {—6,51, —2,15]. También
se constata que el el indice de masa magra esta relacionado linealmente y positivamente al
peso y la altura de cada individuo. Usando esta informacidn, se procedié al ajuste de los di-
ferentes modelos de regresion de mezclas de asimetria, bajo la perspectiva Bayesiana, Para
cada modelo, se considerd prioris impropias para los pardmetros de regresién v de escala.
Ademas, y con base en las estimaciones a posteriori del modelo de regresidn skew-normal,
se adopté una priori normal centrada en --4 con varianza 1, para o;. En el caso del modelo
SGN, y para el pardmetro o, se considerd una priori ZG (3, 2). Esta eleccitn a priori signi-

fica fijar, la media y la varianza a priori de este pardmetro en 1. En el caso de los modelos
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SNT y STN, se consider6 una priori exponencial E2p(0,10} truncada por encima de 2

para el pardmetro ».

La implementacién del enfoque Bayesiano se realizé utilizando las condicionales com-
pletas dadas en las Proposiciones 4.5.1,4.5.3 y 4.5.5, através del muestreo de Gibbs uti-
lizando R. Sin embargo, la conveniente representacion jerdrquica de los modelos SGA,
SNT y STN permite ademds la implementacién de éstos usando WinBUGS. En ambos
casos, los resultados obtenidos son similares. El esquema MCMC utilizado para el ajuste
de estos modelos es similar al del modelo de regresién skew-normal. Los resultados son
reportados en el Cuadro 4.3. Para la comparacion de los modelos, se utilizé el criterio de in-
formacion de devianza (DIC): véase Spiegelhalter ez al. [81]. Adicionalmente, se adoptd el
criterio de validacidn cruzada, calculando pseudo factores de Bayes (PFB) (véase Geisser
y Eddy [46]; Gelfand y Dey [47]), utilizando la pseudo log-verosimilitud marginal (PLVM)
tal como sugiere Chen ef af. [28].

De acuerdo a los valores del DIC feportados en el Cuadro 4.3, se concluye que el mode-
lo skew-normal-generalizado es mejor que los otros modelos de mezclas de asimetria para
este conjunto de datos. Ademds, y usando la informacién proporcionada por el PLVM, se
comparé la especificacion Bayesiana correspondiente al modelo SGA contra la especifica-
cién Bayesiana de los modelos SA'T y ST A através de PFB. Los valores respectivos de
las PLVM estdn dadas en el Cuadro 4.3 y originan un 2log PF B de 59,64 (modelo SGA
versus modelo SA'T) v de 50,76 (modelo SGA versus modelo STN) lo cual es interpre-
tado como una fuerte evidencia a favor de la especificacion Bayesiana correspondiente al
modelo skew-normal-generalizado. Adicionalmente, a pesar de que las estimaciones a pos-
teriori de ov; y v son similiares en los modelos ST y STN, el efecto en los coeficientes

de asimetria y curtosis es muy diferente; para més detalles véase Nadarajah y Kotz [67] v




122

Gomez ef al. [50].

Finalmente, se concluye ademads que ¢l indice de masa magra tiene una relacion lineal

y positiva con el peso y la altura del individuo.

4.7. Resumen y conclusiones

Los modelos estadisticos construidos a partir de mezclas de distribuciones skew-simétri-
cas permiten generar una subclase de distribuciones que presenta mayor flexibilidad tanto
en asimetria cuanto en curtosis, que otras distribuciones skew-simétricas.

Ejemplos de algunas distribuciones miembros de la clase antes mencionada son la dis-
tribncién skew-normal-generalizada, skew-normal-t y skew-t-normal. Todas ellas se ge-
neran como mezclas de la distribucion skew-normal en el pardmetro de asimetria y bajo
diferentes especificaciones de la distribucién de mezclas.

Estos modelos skew-simétricos presentan propiedades interesantes, en mucho casos
derivadas del supuesto de simetria en las funciones de distribucién de la distribucién de
mezclas. Por ejemplo, muchas variantes de la versién multivariada del modelo estadistico
skew-normal-generalizado (estudiado en detalle por Arellano-Valle ef I [10]) son obtenidas
al considerar distribuciones normales como distribucién de mezcla para el pardmetro de
asimetria.

La representacitn estocastica de la distribucién skew-normal basada en la convolucién
de una variable aleatoria con distribucién normal y otra con distribucion normal truncada,
ademds de la estructura de mezclas en el pardmetro de asimetria, permite, desde el punto
de vista Bayesiano, formular una conveniente estructura jerarquica para los modelos de

mezclas de asimetria.

Los resultados obtenidos en el presente capitulo pueden ser aplicados a los modelos de
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regresion, asumiendo que los términos de error provienen de distribuciones generadas por
una mezcla de distribuciones skew-normal en el pardmetro de asimetria. Especificamente,
y de acuerdo a las estimaciones Bayesianas obtenidas con el conjunto de datos de atletas

australianos, el modelo skew-normal-generalizado presenta un mejor ajuste que ¢l resto de

modelos de mezclas de asimetria.
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Cuadro 4.3: Estimaciones Bayesianas para el conjunto de datos de atletas australianos ba-
jo los modelos de regresién skew-normal-generalizado (SGN), skew-normal-¢ (SN'T), y

skew-t-normal (ST N).

SQN ,61 )62 [ (051 (8] v
Media | 0,05 081 1,14 -1,01 0,99 -
SD 0,00 0,03 0,16 041 0,32 -~
Py 0,03 0,76 086 -1,88 050 -
Pyrs 10,07 0,86 1,51 —026 1,75 -
Di¢ —52,88

PLVM —319,76

SNT | 81 o v oo v
Media | 0,05 0,81 0,86 -0,61  — 1237
SD |00l 002 013 033 - 10,32
Ps (003 076 067 —133 - 230
Pyrs [ 0,07 085 1,16 0,04 - 389
Dic 145,16

PLVM —349,58

STN ﬁl ﬁz o [23] [e3] v
Media | 0,05 081 0,72 —059 - 1187
SD 0,01 0,02 0,07 0,31 - 990
Ps (003 076 0,60 —-129 — 22
Pors | 0,07 085 0,87 —006 - 3829
DIC 177,79

PLVM —345,14




Conclusiones generales

La distribucion skew-normal es tipicamente definida como Ia reduccién por condicio-
namiento de una distribucién normal multivariada. En general, 1a distribucion skew-normal
de Azzalini se define considerando una matriz de correlacion en dicha distribucién normal.

La parametrizacién usada para indexar la distribucién skew-normal estd basada en la
parametrizacién de la distribucién normal original, antes de la reduccién por condiciona-
miento. El problema que origina este hecho es que, tal parametrizacién no es identificada,
aunque los pardmetros de la distribucién normal sean identificados. Es precisamente el
proceso de reduccion el que origina los problemas de identificacion.

Elsignificado de la parametrizacion utilizada para indexar ¢l proceso de muestreo skew-
normal debe estar basado en éste y no en un proceso normal no observable. El significado
estadistico de tal parametrizacion puede ser establecido una vez que la identificabilidad de
la misma es establecida.

Las distribuciones skew-normal propuestas. por Azzalini [11] y Azzalini y Dalla Va-
lle [15] pueden ser recuperadas introduciendo restricciones de identificacion adicionales,

a saber, considerar una matriz de correlacién en la distribucién normal multivariada que
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genera la reduccidn por condicionamiento.

Una vez adoptada una parametrizacién identificada, el modelo estadistico skew-normal
puede ser utilizado en diferentes aplicaciones. Una de ellas es el enfoque de reduccién
probabilistica propueste por Spanos [78, 79, 80], el cual propone la especificacion de un
modelo estadistico que capture informacion relevante de los datos de manera confiable.

Bajo este enfoque, y tomando como reduccion probabilistica el modelo condicional
skew-normal, el modelo de regresion que subyace a esta reduccion es el modelo de regre-
sién no-lineal skew-normal heteroceddstico.

Sin embargo al imponer ciertas restricciones sobre el espacio paramétrico de los mode-
los marginal y condicional, fa reduccion probabilistica genera el modelo de regresién lineal
skew-normal homocedastico.

Desde el punto de vista Bayesiano, la distribucion skew—nonnal parametrizada de ma-
nera identificada permite hacer inferencia para el parimetro de asimetria. Bajo ciertas es-
pecificaciones a priori de éste,_ tanto las densidades predictivas cuanto las densidades a pos-
teriori del pardmetro de asimetria pertenecen a diferentes clases de distribuciones asimétri-
cas. De hecho, bajo distribuciones a priori skew-normal, se obtiene un modelo Bayesiano
conjugado.

Ademas, bajo la familia de distribuciones skew-normal standard, se obtiene las dis-

tribuciones a posteriori exactas ademds de representaciones estocdsticas para las mismas.
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Con tales representaciones, es ficil encontrar expresiones exactas para las medias y varian-
zas a posteriori del pardmetro de asimetria, aplicando los resultados en la identificacién
de un punto de cambio en el pardmetro de asimetria en una serie de retornos de mercados
financieros emergentes.

Finalmente, los modelos estadisticos construidos a partir de mezclas de distribuciones
skew-normales permiten generar una subclase de distribuciones que presenta mayor flexi-
bilidad tanto en asimetria cuanto en curtosis.

Algunos ejemplos de estos modelos son la distribucion skew-normal-generalizada, skew-
normal-t y skew-t-normal. Todas ellas se generan como mezclas de la distribucién skew-
normal en el pardmetro de asimetria y bajo diferentes especificaciones de la distribucion de
mezclas.

La representacion estocastica de la distribucion skew-normal basada en la convolucién
de una variable aleatoria con distribucion normal y otra con distribucién normal truncada,
ademds de la estructura de mezclas en el pardmetro de asimetria, permite, desde el punto

de vista Bayesiano, formular una conveniente estructura jerdrquica para los modelos de

mezclas de asimetria.
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