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Abstract

En este trabajo se aborda una situacién que se presenta frecuentemente en el manejo de
informacién en varias disciplinas y particularmente en el area de la Medicina y las Cien-
cias Biolégicas: contar con informacién para una o mas variables numéricas medidas en
diferentes tiempos para un conjunto de individuos, las que a su vez pueden depender de
un conjunto de variables poblacionales o individuales medidas en los mismos tiempos,
observandose una variable de resultado (outcome) al final del estudio (como la muerte o
sobrevida de los individuos en estudio). Se asume que el outcome final estd relacionado
con la evoluciéon y la relacion entre las variables medidas longitudinalmente

El caso general de esta situacién ocurre cuando la informacién longitudinal es me-
dida en tiempos distintos para cada sujeto (no en tiempos predefinidos, los que suelen
ser equiespaciados) y no se cuenta con informacién completa para todos los individuos
en estudio (es decir, no se tiene informacién para todas las variables medidas durante
el seguimiento).

El objetivo de esta tesis es construir modelos para predecir la clasificacion final de
los individuos en seguimiento en estudios longitudinales. Debido a la naturaleza de los
datos en estudio, se usaran modelos de efectos mixtos lineales y no lineales para describir
el comportamiento de los datos medidos longitudinalmente. En ambas situaciones se
consideraran modelos univariados y multivariados para modelar el comportamiento de
una o més variables en el tiempo en funcién de covariables poblacionales e individuales.
Se asume que la variable respuesta de interés, medida al final del periodo de seguimiento,
es desconocida y corresponde a la clasificacion del estado final de los individuos en
dos o méas grupos. Se usa un método de andlisis discriminante semi-bayesiano para
clasificar los individuos en conglomerados y se determina la capacidad predictiva de
los conglomerados resultantes en la clasificacién final de los sujetos, comparando la
clasificacion entregada por el mecanismo de cluster con el verdadero estado del sujeto
usado como regla de oro (o gold standard).

Aunque en la literatura existen varias propuestas de métodos de conglomerados
basados en modelos, e incluso algunas basadas en modelos lineales de efectos mixtos, las
metodologias propuestas de esta tesis permiten la estimacién iterativa de los parametros
fijos y aleatorios independientemente para cada conglomerado, el uso de modelos no
lineales de efectos mixtos en la clasificacién, el uso de muiltiples variables respuesta
(clasificacién multivariada) y la estimacién de pardmetros para el caso desbalanceado.



1 Introduccion

El uso de informacién longitudinal donde un conjunto de individuos es seguido por un
periodo de tiempo, siendo de interés el estado final de estos individuos, ha sido fuente
de desarrollo metodolégico por muchos autores en el area de la estadistica, y estas
metodologias han sido ampliamente utilizadas en el area de la Medicina y las Ciencias
Bioldgicas. Un ejemplo de estudio longitudinal donde estas técnicas son aplicables
es el estudio de Anderson et al [2], basado en el estudio de Framingham, en el cual
se mide el nivel de colesterol sérico en 4374 sujetos durante un periodo de 5 anos y
se determina el efecto del cambio en el nivel de colesterol sobre la mortalidad por
causas cardiovasculares a 30 afios de seguimiento. Otro ejemplo puede verse en Ellard
et al [14], donde se mide el consumo diario de nicotina durante el embarazo en 338
mujeres, medido en un test de orina, y se analiza la relacién entre el nivel de nicotina
consumido y el déficit de peso de nacimiento del recién nacido. Con frecuencia, estos
disenos resultan en conjuntos de datos muy desbalanceados debido a que los individuos
podrian ser medidos en tiempos distintos, adem&s de tener un niimero variable de
mediciones para cada individuo.

Aunque el modelo de efectos mixtos permite formular y modelar los problemas
descritos, no hay aplicaciones en las que se analice la relacién de un conjunto de variables
en el tiempo y se use esta relacién para clasificar a los sujetos en grupos, de acuerdo a
variables que podran ser desconocidas al momento de medirse los datos longitudinales.

El objetivo de esta tesis es construir modelos para predecir la clasificacién final de
los individuos en seguimiento en estudios longitudinales, usando modelos de efectos
mixtos lineales y no lineales para describir el comportamiento de los datos medidos
longitudinalmente. En ambas situaciones se consideraran modelos univariados y mul-
tivariados para modelar el comportamiento de una o mas variables en el tiempo en
funcién de covariables poblacionales e individuales. En este proceso, se asumird que
existe una variable respuesta de interés, medida al final del periodo de seguimiento, que
es desconocida y que corresponde a la clasificacion del estado final de los individuos
en dos o més grupos. Se usa un método de andlisis de conglomerados semi-bayesiano
para clasificar los individuos en grupos afines de acuerdo al modelo mixto ajustado y se
determina la capacidad predictiva de los conglomerados resultantes en la clasificacion
final de los sujetos, comparando la clasificacién entregada por el mecanismo de cluster
con el verdadero estado del sujeto usado como gold standard.

En la subseccién siguiente se muestra el desarrollo y estado actual del modelo
de efectos mixtos y la estimaciéon de componentes de la varianza. Posteriormente se
describe el algoritmo de clustering utilizado en esta tesis y otros algoritmos que podrian
ser explorados en esta misma linea. Finalmente, se describen trabajos en los que se ha
abordado el uso de modelos de efectos mixtos en conjunto con analisis de conglomerados
para resolver problemas similares al abordado en esta tesis.



1.1 Desarrollo del modelo de efectos mixtos y la estimacion de com-
ponentes de la varianza

Respecto al desarrollo de las metodologias de analisis de efectos mixtos, Henderson en
1953 [24] aporta las primeras ideas para la estimacién de componentes de la varianza
(la varianza de los efectos aleatorios en un modelo de efectos mixtos) para datos no
balanceados, en situaciones méas complejas que el andlisis de la varianza con solo un
factor fijo. Sin embargo, como lo muestra Searle en 1991 [48], la metodologia propuesta
por Henderson tenia la desventaja de no proveer restricciones para prevenir la obtencion
de estimadores de componentes de la varianza negativos. Antes de Henderson, la
estimacién de componentes de la varianza se centraba principalmente en el problema
de datos balanceados y en modelos de andlisis de la varianza con un factor fijo, como
en el trabajo de Daniels de 1939 [12].

La estimacién de componentes de la varianza en situaciones en que se conocen las
variables de seguimiento y la variable de resultado (outcome) para cada individuo, con
observaciones medidas en los mismos tiempos y sin valores ausentes, ha sido considerada
por varios autores después de Henderson. En particular, el modelo de andlisis de la
varianza multivariado de Potthoff y Roy de 1964 [40] era usado habitualmente, siendo
de la forma

E(ynxt) = anqﬂqxpppxt (1)

donde Y es una matriz con filas independientes representando las ¢ observaciones me-
didas en el tiempo para cada uno de los n sujetos, X es matriz de disefio conocida de
efectos entre individuos, P es matriz de diseno conocida de efectos intra-individuos y
0 es una matriz de pardmetros desconocidos, con p < t. En este esquema, el nimero ¢t
de tiempos en que se realizan las mediciones es un nimero fijo.

Al igual que Potthoff y Roy, otros autores centraban su atencién en el desarrollo de
modelos para curvas de crecimiento. Ver por ejemplo el articulo de Rao de 1959 [43],
donde se considera el problema del andlisis de curvas de crecimiento polinomiales de
mediciones seriales. Cuando todos los individuos son observados en las mismas p oca-
siones, el modelo de Rao es de la forma

E(yi) = A8 (2)

donde las columnas de A son potencias de ¢ (tiempo) o polinomios ortogonales definidos
por los tiempos de observaciéon. Rao da una solucién maximo verosimil para el modelo
de curvas de crecimiento polinomiales con estructura de error multivariada. Por otra
parte, Grizzle y Allen en 1969 [19], introducen covariables al diseno balanceado de Rao,
definiendo el valor esperado como

E(y;) = ABz; (3)

donde z; es el vector de valores de una covariable para el i-ésimo individuo. En este
caso también se dan soluciones maximo verosimiles para los parametros del modelo.
Una caracteristica comun de estos enfoques es que se basan en una premisa muy poco



practica: las observaciones longitudinales son medidas en un numero fijo de tiempos
(diseno balanceado) y completo (no hay observaciones faltantes).

El analisis de datos longitudinales con datos incompletos es abordado por Klein-
baum en 1973 [29], también con aplicacién en la estimacion de pardmetros en curvas
de crecimiento. En el modelo de Kleinbaum, un conjunto de n individuos en estudio
son divididos en s particiones disjuntas Si,...,5,, de modo que la particién S; con-
tiene los n; sujetos con observaciones en los tiempos especificos ;. Por ejemplo, si el
estudio contempla observar a los individuos en ¢t = 5 tiempos, podrian existir S = 2
particiones: una compuesta por nj sujetos medidos en los 5 tiempos y otra compuesta
por ng sujetos medidos en los tiempos 1,3 y 5 (n1 + ng = n). Luego, el modelo (1)
de Potthoff y Roy se puede reescribir de la siguiente forma para considerar vectores de
respuesta incompletos

E(ynj Xt]‘) = an xq/@qxtptxtja J=1...s (4)

donde yp,xt; representa los n; individuos medidos en el tiempo ¢j, X es matriz de
disenio conocida de los n; sujetos, P es matriz de disefio conocida de efectos intra-
individuos medida para un total de ¢ tiempos distintos y § es una matriz de parametros
desconocidos, con p < t. Nétese que el modelo (4) sigue siendo un esquema en que los
tiempos son fijos, s6lo que esta vez es al interior de cada particién. La estimacién de
parametros se hace mediante minimos cuadrados, asumiendo que se conoce la matriz
de varianzas covarianzas de Y al interior de cada particién o para el conjunto completo
de datos. En general, el modelo de Kleinbaum falla cuando el nimero de tiempos de
observacién es grande relativo al numero de individuos. Una variante del modelo de
Kleinbaum, con aplicaciéon a estudios cross-sectional, puede verse en Woolson et al de
1978 [60].

Rao en 1965 [44] y 1975 [45] describe una familia de modelos de efectos aleatorios en
2 etapas para estimacién en una situacion con datos balanceados. En la primera etapa,
Rao plantea un modelo lineal condicional en los pardmetros de la curva de crecimiento
individual §;, en la forma

Etapal: Yj|6; = ZiB;i + € (5)

donde ¢, ~ MV N (0, R;), donde R; es matriz de covarianza. En la etapa 2, se plantea
que el parametro aleatorio 3; tiene distribucién

Etapa2: [B; ~ MV N(W;a,A) (6)

Notese que el modelo plantea curvas de crecimiento para cada individuo, y que los
parametros de las curvas de crecimiento individuales ’oscilan’ en torno a una curva
de crecimiento poblacional de media W;a. Rao da una solucién méximo verosimil
para el modelo de efectos aleatorios planteado en (5) y (6). Una vez mas, la solucién
esta limitada a observaciones longitudinales medidas en un ntmero fijo de tiempos y
completo.



Beale y Little en 1975 [6] presentan un método de estimacién en analisis multi-
variado con datos incompletos. Este trabajo muestra el uso de un algoritmo tipo esti-
macion-maximizacion para la obtencién de estimadores maximo verosimiles. Dempster,
Laird y Rubin en 1977 [13] presentan el algoritmo EM para la computacién iterativa
de estimadores MV para datos incompletos.

Harville, en 1977 [22], enfoca el problema de estimar componentes de la varianza
como un caso especial de estimacién del modelo lineal general, que combina efectos
fijos y aleatorios en la forma

y=Xa+Zb+e (7)

donde y es un vector de dimensién n x 1 de valores observados, X y Z son matrices de
‘regresores’, a es un vector de parametros de efectos fijos y b es un vector de efectos
aleatorios. En su trabajo, Harville explora la estimacién de componentes de la varianza
del modelo mediante maxima verosimilitud (ML) y méaxima verosimilitud restringida
(REML), ademé&s de algunos procedimientos numéricos para la estimacién méaximo
verosimil y la relacion entre ML y REML con otros métodos de estimacion.

Siguiendo la notacién de Harville (que serd utilizada en general en el transcurso de
este trabajo), los supuestos del modelo (7) son que E(b) =0, E(e) =0y cov(b,e) = 0.
Si llamamos D = var(b), R = var(e) y V = R+ZDZ', entonces var(y) = V. Se asume
que X es una matriz conocida, pero los elementos de D y R pueden estar en funcién de
un vector de pardmetros desconocidos 6 = (61, ...,6,)". El espacio de pardmetros de
ayfes{(a,0):0cQ}, donde Q es subconjunto del espacio euclidiano m-dimensional
tal que R y V son matrices no singulares. Las matrices R y D pueden tener distintas
parametrizaciones, las que permiten dar cuenta de heterocedasticidad en los errores o
acomodar situaciones especiales como el ajuste de series de tiempo, al asumir que los
errores estan correlacionados.

Harville hace notar ademds que el modelo (7) permite también ajustar modelos
lineales multivariados, ya que no hay nada en la formulacién del modelo que excluya la
situacién donde diferentes tipos de medidas sean incluidas en el vector de respuestas y.

Por otra parte, Beal y Sheiner en 1979 [4] [5] y Sheiner y Beal en 1980 [50] comien-
zan el desarrollo de métodos maximo verosimiles para la estimacion de pardmetros
poblacionales en modelos de efectos mixtos no lineales. Los autores presentan ademés
un programa computacional escrito en lenguaje FORTRAN para el andlisis de datos
longitudinales usando modelos mixtos no lineales, con aplicacién en el area de la far-
macologia. Una restriccién importante del programa era que, aunque los efectos fijos
podian ser considerados lineales o no lineales, no podian incluirse en el modelo efectos
aleatorios no lineales. Por otra parte, un enfoque bayesiano del modelo de efectos mix-
tos no lineales puede verse en Racine-Poon 1985 [41]. Un resumen de la bibliografia
disponible hasta el ano 1994 sobre modelos no lineales de efectos mixtos puede verse
en el articulo de Yuh et al [61].



1.2 El modelo de efectos mixtos de Laird y Ware y desarrollos pos-
teriores

Laird y Ware en 1982 [31] obtienen una generalizacién del modelo de Harville cuando
las observaciones son medidas en tiempos arbitrarios. En este caso, se plantea un
modelo en dos etapas dado por

Etapa1l: ;b = Xja+ Z;b; + ¢ (8)
donde ¢, ~ MV N(0, R;), y la etapa 2 es

Etapa2: b~ MVN(0,D) 9)

donde y; es el vector de respuestas de dimensién n; X 1 que contiene n; observaciones
medidas longitudinalmente para el i-ésimo sujeto, ¢ = 1... n. El vector o es de
dimensién p x 1 de coeficientes de regresion poblacionales y b; es un vector ¢ x 1 de
coeficientes de regresién individuales, especificos para cada sujeto, los cuales describen
la desviacién del i-ésimo individuo en relacién a la evolucion promedio de la poblacién.
Las matrices X; y Z; son matrices de diseno conocidas de dimensién n; X p y n; X g,
repectivamente. Los errores ¢; se asumen independientes, con distribucién N(0,R;)
donde R; es matriz de covarianzas que depende de i solo a través de su dimension
n;. Una simplificacién habitual es asumir que R; = U2In,—><n,—- Los vectores b; tienen
distribucién N(0,D) y son independientes entre si y de los ¢;. D es una matriz de
covarianza de dimensién k x k. Con esta formulacion, la distribucién marginal de y; es
normal, con media X;« y matriz de covarianza V; = ZiDZiT + R;.

La estimacién de pardmetros en Laird y Ware se hace usando maximo verosimili-
tud y a través de una formulacién bayesiana empirica. En ambos casos, se utiliza el
algoritmo EM para encontrar los EMV.

Reisnel en 1984 [46] propone un modelo lineal de efectos mixtos para el caso multi-
variado, en el cual y;;;, representa la medicién de la i-ésima caracteristica en la ocasién
j para el individuo k, donde i =1,...,m, j=1,...,p, k=1,..., N. Aunque mucha
de la notacién matricial del trabajo de Reisnel es posible de incorporar en esta tesis
para el planteamiento del modelo de efectos mixtos multivariado, su limitante es que
Reisnel considera el caso en que las observaciones son medidas en una cantidad fija p
de ocasiones, por lo que no puede considerarse una extensién multivariada del modelo
de Laird y Ware de 1982. Ademds, Reisnel tampoco considera en su estudio el caso de
observaciones faltantes, el cual si sera considerado en esta tesis.

Un enfoque multivariado en la linea de Laird y Ware para el caso de datos lon-
gitudinales es planteado por Ware en 1985 [58], el cual es aplicable cuando el disefio
es incompleto y no balanceado. Ware plantea un modelo genérico para el vector de
respuestas individuales Y;, i = 1,...,n, el cual es de dimensién p;, denotando una can-
tidad variable de ocasiones en que se observa cada individuo. Se asume que Y; sigue el
modelo lineal

YVi=Xif+e (10)



donde X; es la matriz de disefio para el i-ésimo individuo y e; es un vector de desvia-
ciones con distribucién normal multivariada y matriz de covarianza ;. Ware plantea
que si 3; = cov(e;) es conocida, el vector de pardmetros [ se puede estimar mediante
el estimador de minimos cuadrados generalizados de Aitken

n n
f=0Q_XiZiix) Qo Xz (11)
i=1 i=1

Cuando ¥; es desconocida, entonces 3 serd funcién de un estimador 3; de ¥;. Ware
plantea formas de estimacion de X; para el modelo de efectos aleatorios, el modelo para
datos longitudinales multivariado y para modelos AR.

Una variante al modelo de Lair y Ware es la propuesta por Jennrich y Schluchter
en 1986 [28], aunque ésta también puede verse como una extensién del trabajo de Ware
de 1985 [58]. Con esta formulacién, es posible obtener estimadores méximo verosimiles
no restringidos y restringidos (ML y REML) mediante un modelo lineal general con
estructura de la matriz de covarianza intra-sujetos arbitraria. Dada la flexibilidad de
la estructura de covarianzas intra-sujeto, los modelos posibles de ajustar pueden ser
univariados o multivariados con datos incompletos, ademas de estructuras AR. Si y;
es el vector de dimensién ¢; X 1 que contiene las respuesta del sujeto i-ésimo, donde
i=1,...,n, el modelo planteado es de la forma

yi =X+ e (12)

donde X; es una matriz de diseno conocida de dimensién ¢; X p, & es un vector p X 1 de
pardmetros desconocidos y e; son errores aleatorios N(0,%;). Se asume que la matriz
de covarianzas Y; contiene elementos que son funcién de un vector 6 de parametros
desconocidos (¥X; = ¥;(6)). Asumiendo diferentes estructuras para ¥; es lo que hace
posible ajustar los modelos indicados por Jennrich y Schluchter. En particular, el caso
Y= ZiDZiT + R; surge asumiendo que e; = Z;b; +u;, donde Z; y b; son como en Laird
y Ware, y u; tiene distribucién N(0,R;).

Jennrich and Schluchter muestran que cuando se asume el modelo (12) para y;, la
obtencién de a y @, los estimadores de «a y el vector de componentes de la varianza 6
respectivamente, se obtienen resolviendo ecuaciones separadas (algo ya observado por
Ware en 1985), y describen la forma de usar los procedimientos iterativos de Newton-
Raphson y Fisher’s scoring para la estimaciéon, ademés de un algoritmo que mezcla
scoring y algoritmo EM generalizado (GEM) para el modelo de datos incompletos.

Laird, Lange y Stram en 1987 [32] muestran el uso del algoritmo EM para la es-
timacién méximo verosimil no restringida y restringida (ML y REML) en un modelo
lineal de efectos mixtos generalizado que incluye varias de las formulaciones propuestas
anteriormente (basado en el trabajo de Laird y Ware). Los autores hacen notar, por
ejemplo, que el modelo en 2 etapas de Rao en (5) y (6) es una versién restringida del
modelo de Laird y Ware en (8) y (9). En efecto, en el modelo de Rao se tiene que
E(Y;) = ZiW,ay Var(Y;) = Z;AZ! + R;, los que corresponden a E(y;) y 3; del modelo
de Laird y Ware (definiendo en el modelo de Rao: Z;W; = X, lo cual impone una
restriccién a la matriz de disefio X que no presenta en el modelo de Laird y Ware). Por



otra parte, muestran que cuando el diseno es completo y balanceado, las estimaciones
en el modelo de Laird y Ware son equivalentes a las obtenidas en el modelo de Potthoff
y Roy mostrado en (1), el modelo de Grizzle y Allen mostrado en (3) o el modelo de
Reisnel para el caso multivariado. Finalmente, los autores presentan valores iniciales
para los parametros para el caso de estimacién iterativa de componentes de la varianza
en el modelo de Laird y Ware.

Lindstrom y Bates en 1990 [33] proponen un modelo no lineal de efectos mixtos para
datos longitudinales con errores normales. En este modelo, y;;, la j-ésima observacién
del i-ésimo individuo, es representado como

Yij = f(di,2i5) + €5 (13)
donde z;; es un vector de predictores para la j-ésima observacién del i-ésimo individuo,
f es una funcién nolineal de z;; y ¢; es un vector de pardmetros de dimensién r x 1.
Se asume ademds que el error aleatorio e;; tiene distribucién normal. Para capturar la
variabilidad entre e intra individuos, se asume que ¢; = A;5 + B;b;, donde 3 es vector
px 1 de parametros poblacionales fijos y b; es vector ¢ x 1 de efectos aleatorios asociados
el individuo iésimo, con b; ~ N(0,02D). Derivadas parciales de f con respecto a 3 y
b; permiten obtener expresiones para las matrices de diseno X; y Z;, respectivamente,
y la subsecuente estimacién de los pardmetros del modelo por méaxima verisimilitud
(ML) o méxima verisimilitud restringida (REML).

Una versiéon menos generalizada de modelo de regresién no lineal de efectos mixtos
es propuesta por Vonesh y Carter en 1992 [56]. En este caso, el modelo es de la forma

Y; = f(Xi,ao)—l—Zibi—i—ei,, 7 = 1,...,77, (14)

donde y; = (Yi1,.-.,¥ir;) €s €l vector de observaciones del i-ésimo individuo, X; es
matriz de variables explicatorias conocida, ag es vector de pardmetros desconocidos,
f(Xi, ap) es una funcién (posiblemente) no lineal, Z; es matriz de contantes conocidas
y b; es vector de coeficientes de regresion aleatorios. Se asume que ¢; ~ N (0, 02Inixni)
y b; ~ N(0,¥), con b; independientes entre si y de los ¢;. Este modelo incluye al modelo
de Laird y Ware como caso particular (cuando f(X;, ap) = X;ap), al modelo de Reinsel
de 1984 y puede ser modificado para incluir al modelo no lineal de Beal y Sheiner de
1979.

Otros desarrollos recientes se relacionan principalmente con el uso del algoritmo EM
para la estimacién méximo verosimil de parametros en distintos disenos. Por ejemplo,
Walker en 1996 [57] muestra el uso de algoritmo EM para estimacién en modelos mixtos
no lineales, Shah et al en 1997 [49] el uso de EM en modelos mixtos multivariados y
Hogan y Laird en 1997 [25] lo utilizan en modelos para la distribucién conjunta de
medidas repetidas y tiempos de evento sujetos a censura.

Finalmente, para una revision de la bibliografia disponible hasta el ano 1994 sobre
modelos de efectos mixtos puede verse el ya mencionado articulo de Yuh et al [61].
Para una introduccién al uso del modelo lineal general de efectos mixtos en el andlisis
de medidas repetidas no balanceadas y datos longitudinales puede verse en el articulo



de Cnaan et al de 1997 [9], el capitulo 1 del libro de Pinheiro y Bates del afio 2000 [39]
o el libro de McCulloch y Searle del afio 2001 [36].

1.3 Anadlisis de conglomerados y la descomposicién de mezcla (Mix-
ture Decomposition Scheme)

El andlisis de conglomerados es un procedimiento que permite la clasificacién de individ-
uos en grupos (clusters o conglomerados) usando un vector x de variables conocidas, de
modo que sujetos clasificados en un mismo conglomerado son homogéneos (similares en
algun sentido respecto a sus valores en x) y estos sujetos son, a su vez, tan heterogéneos
como sea posible respecto a los sujetos clasificados en los otros conglomerados.

El andlisis de conglomerados pertenece a la clase de métodos de clasificacién ”"no
supervisada”, en la cual los individuos no pertenecen a ningin gupo predefinido y la
pertenencia a un grupo queda finalmente determinada por el conglomerado en el cual
son clasificados, de acuerdo a sus caracteristicas individuales en el vector x. Esta se
diferencia de la clasificacion ”supervisada”, en la cual los individuos estan preclasifica-
dos en un grupo y el interés se centra en determinar, para un nuevo individuo, en qué
medida su vector de caracteristicas x permite anticipar su patrén de clasificaciéon. Una
revision de diferentes métodos de clasificacién supervisados y no supervisados puede
verse en Jain et al [26].

El mecanismo mediante el cual un individuo es clasificado en un determinado con-
glomerado (mecanismo de clustering) depende de varios factores, entre los que destaca
el tipo de variables usadas para la clasificacién (caracteristicas cuantitativas o cualitati-
vas), la medida de proximidad o distancia utilizada (como distancia Euclideana, norma
de Manhattan, distancia de Tanimoto, etc.) y el algoritmo de clustering. Respecto a
estos tltimos, hay varias formas de hacer una taxonomia de los algoritmos; por ejem-
plo, Theodoridis y Koutroumbas [53] los dividen en secuenciales, jerarquicos (divisivo
y aglomerativo), esquemas basados en funciones de optimizacién de costos (esquema de
descomposicién de mezcla, algoritmos fuzzy, posibilisticos, etc.) y técnicas especiales
(basados en teoria de grafos, algoritmo de deteccién de limites, etc.). Una taxonomia
distinta, ademds de una extensa revisién bibliografica sobre analisis de conglomerados,
puede verse en la revisién de Jain et al [27]. Una descripcién en detalle de todos los
métodos indicados puede verse en el libro de Theodoridis y Koutroumbas [53].

Los algoritmos de clustering de interés en esta tesis son los basados en funciones de
optimizacion de costos, en general, y el "mixture decomposition scheme” en particular,
ya que en este esquema (también llamado mixture-resolving scheme) se asume que los
individuos a ser agrupados pertenecen a una de varias distribuciones de probabilidad
y el objetivo es identificar los parametros de cada una de estas distribuciones. En la
mayoria de los trabajos en esta area se asume que los componentes individuales de
la mezcla son distribuciones normales, y los parametros deben ser estimados por el
procedimiento.

Una descripciéon de la metodologia de estimacion de pardametros en mezclas de
distribuciones que pertenecen a la familia exponencial puede verse en el articulo de



Hasselblad de 1969 [23]. Wolfe, en 1970 [59] muestra una metodologia general de esti-
macién en mezclas multivariadas (y en particular la mezcla de distribuciones normales)
usando el método de scoring de Fisher. La aparicion del algoritmo EM en 1977 per-
mitié adoptar una nueva forma de estimacién de pardmetros de las distribuciones de la
mezcla. Esta metodologia se describe a continuacién en términos generales, sin asumir
una, funcién densidad determinada para los datos.

1.3.1 Mixture Decomposition Scheme.

Sea y; el vector de respuestas de dimensién n; x 1 que almacena un conjunto de n;
observaciones medidas longitudinalmente para el i-ésimo sujeto, ¢ = 1... n. Si se
asume una distribucién de probabilidad para los y;, interesa clasificar los n sujetos en
alguno de m conglomerados, donde m es un numero fijo, de modo que la clasificacién
permita simultdneamente la estimacion de los parametros del modelo asumido para y;,
al interior de cada conglomerado.

Sea C; una variable aleatoria con valores posibles 1,2, ..., m, que indica el conglom-
erado al que pertenece el i-ésimo individuo. En este esquema, la probabilidad a priori
de que el vector de datos y; medido longitudinalmente pertenezca al k-ésimo conglom-
erado es P(C; = k), lo cual se denotard como m. El vector m = (71, 72,...,Tm) €s
desconocido y debe cumplir con las restricciones

>0 k=1,....m, Y m=1 (15)
j=1

La probabilidad a posteriori de que el sujeto i-ésimo pertenezca al conglomerado k
is P(C; = k|y:), lo cual se denotard como m,,. Luego, la regla de decisién es clasificar
el i-ésimo sujeto en el conglomerado k si

Asumiendo que C; es un dato no observado, definimos y; = (y;, C;) como el vector
de datos completos, donde y; es la parte observada de y; y C; es su parte no observada.
La distribucién conjunta de y; se puede escribir como

P(y;) = P(yi, Gi) = P(yilCi = k)P(Ci = k) = Ty, (17)

donde P(y;|C; = k) es la distribucién del vector y; al interior del conglomerado k. Esta
probabilidad serd denotada como ;. Se asume que esta distribucién estd indexada
por parametros desconocidos que deben ser estimados. Asumiendo que los y; son

independientes, la distribucién conjunta de y = (y7,¥35,...,y)) es
n n
P(y*) = [ P(wilCi = k) P(Cs = k) = [ [ my, jumn (18)
i=1 i=1

y la log-verosimilitud es



n n
Uy*) =Y log {P(yi|C; = k)P(Ci = k)} = > log {my, 7k} (19)
i=1 =1

Entonces, la maximizacién de ¢(y*) permitird obtener los pardmetros del modelo
asumido para y; en el conglomerado k y las probabilidades a priori w1, w2, ..., Tm.

La estructura de datos incompletos asumida nos permite usar el algoritmo EM
(Dempster, Laird and Rubin [13]) para la estimacién de los pardmetros desconocidos
de la verosimilitud de y;. Sea

Q6,6 = By {€(y7)yi} (20)

donde E() es el valor esperado de la log-verosimilitud de los datos completos, condi-
cional en los datos observados en y;. Esta esperanza es evaluada en 01 el vector de
parametros en la iteracion t.

El E-Step del algoritmo es

Q0,0Y) = By (> log {my,xmkHyi)
=1

= Y By (log{my,xm}y:)
=1

n o m

= D> Thy log {my, i} (21)

i=1 k=1
donde

T _ Ty 6Tk

klyy — <~m
v >kt Ty |k Tk
El M-Step del algoritmo consiste en la obtencién del parametro 6+ que maxi-

. (t) . . . .
miza % = 0. En este caso, si los 0 son funcionalmente independendientes (es
decir, para todo par de pardmetros 6;, §; se cumple que 6; (i # j) no aporta ninguna
informacién para la estimacién de 6;), la maximizacién es equivalente a

(22)

n

U 0
227@4 o log Ty =0 (23)
i=1 k=1 ¥ 00, !

Usando Lagrange para la restriccién en (15), es posible obtener una expresién para
las probabilidades a priori 7 dada por

1 n
Tk = — Z Tkly; (24)
n -
=1
Este procedimiento general de estimacién de parametros sera utilizado asumiendo

que y; sigue un modelo de efectos mixtos lineal o no lineal, en un esquema univariado
y multivariado y considerando que el diseno puede estar sujeto a la ausencia de datos.
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1.4 Algunos disenos de analisis de conglomerados usando mezclas de
distribuciones y modelos de efectos mixtos

Existe amplia literatura respecto a clasificacién supervisada usando modelos de efectos
mixtos. Por ejemplo, en McLachlan and Gordon [37] y McLachlan and Basford [38]
se usa "mixture decomposition scheme” para la clasificaciéon en grupos predefinidos de
observaciones que siguen un modelo lineal de efectos mixtos, donde se usa algoritmo EM
para la clasificacién de algunas observaciones asumiendo que se conoce la clasificacion
de parte de los datos. Marshall y Barén [35] hacen andlisis discriminante de datos no
balanceados medidos longitudinalmente que siguen un modelo de efectos mixtos lineal
o no lineal.

La clasificacion en conglomerados asumiendo que los datos en la mezcla provienen
de distribuciones de probabilidad (normal o no normal) es introducida por Banfield
y Raftery en 1993 [3]. Un enfoque de clasificacién en conglomerados usando Gibbs
sampling es propuesto por Bensmail et al en 1997 [8].

Verbeke y Lesaffre [55] analizan la clasificacién en conglomerados en modelos lineales
de efectos mixtos, asumiendo que los efectos aleatorios del modelo son muestreados
a partir de una mezcla de g distribuciones normales. En este trabajo los autores
usan Bayes empirico para la estimacién de los pardmetros. Una rutina para SAS que
implementa el modelo de Verbeke y Lesaffre para modelos mixtos lineales y no lineales
puede verse en Spiessens et al 2002 [51].

Trabajos més recientes incluyen el articulo de Fraley y Raftery de 2002 [17], donde
se propone un método de clustering basado en mezclas de modelos, con aplicaciones en
andlisis discriminante y estimacién de densidades multivariadas. Un trabajo posterior
de Raftery y Dean de 2004 [42] aborda el problema de seleccién de variables del modelo
propuesto en 2002.

Finalmente, de la Cruz-Mesia [10] y de la Cruz-Mesia, Quintana y Marshall [11]
abordan la clasificacién en conglomerados y andlisis discriminante para datos longitu-
dinales mediante un método de estimacién y clasificacién semi-bayesiano.

En la revisién bibliografica hecha para esta tesis no se encontraron articulos que
analizaran la clasificacién en conglomerados asumiendo modelos mixtos lineales y no
lineales, uni y multivariados, con todos los parametros del modelo dependientes del
conglomerado al que pertenece cada observacion, como los que se describen a partir de
la seccion siguiente.
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2 Analisis de conglomerados y el modelo de efectos mixtos

En esta seccién se describe el uso de modelos de efectos mixtos lineal y no lineal, en
disenos univariado y multivariado, para la clasificaciéon en conglomerados de observa-
ciones medidas longitudinalmente, posiblemente sujetas a observaciones faltantes. En
la primera subseccion se introduce el modelo lineal y no lineal mixto univariado y en la
segunda se generaliza al modelo mixto no lineal multivariado. Finalmente, se describe
la metodologia utilizada para determinar el nimero de conglomerados subyacentes en
los datos y algunos detalles computacionales.

2.1 Clasificacién usando modelos de efectos mixtos univariados

Sea y; el vector de respuestas de dimensién n; x 1 que almacena un conjunto de n;
observaciones medidas longitudinalmente para el i-ésimo sujeto, ¢ = 1... n. Luego,
interesa clasificar los n sujetos en alguno de m conglomerados, donde m se considerara
un ndimero fijo. Siguiendo la notacién en la seccién (1.3.1), sea C; una variable aleatoria
con valores posibles 1,2, ..., m, que indica el conglomerado al que pertenece el i-ésimo
individuo. Si se asume el modelo lineal de efectos mixtos (12) de Jennrich y Schluchter
para y;, condicional en que C; = k, entonces

yi=Xjop+er 1=1,2,....n k=1,2,...,m (25)

Entonces, y;|C; = k ~ N(X;ax, Vii,). Esto es, y; tiene distribucién normal, donde
ay, depende del conglomerado k y la varianza de y; en C; = kes Vj, = ZkaZiT—i—R@-k. La
matriz de covarianzas ¥, resulta de asumir que e;; = Z;b; +u;x, donde b, ~ N (0, Dy)
y uik ~ N(0, R;). Se asume que los errores u;; no estn correlacionados al interior del
i-ésimo sujeto y que tienen varianza constante. En otras palabras, R;, = U,%Inixni. La
matriz de covarianzas Dy y la varianza 0,% también dependen del conglomerado al que
pertenece y;.

En notaciéon de Laird y Ware, el modelo lineal de efectos mixtos para el i-ésimo
sujeto al interior del conglomerado C; = k puede ser escrito como

yi = Xsop + Zibij e t=1,2,....n k=1,2,....m (26)

Por otra parte, si se asume el modelo Lindstrom and Bates en (13) para y;, entonces
condicional en C; = k el modelo para y;;, la j-ésima observacién del sujeto i-ésimo, es
de la forma

vij = [(Dik, xij) + €ij (27)

donde z;; es como en (13) y ¢;i, es el vector de pardmetros desconocidos para el i-ésimo
individuo al interior del conglomerado k. Usando expansién de Taylor en torno a un
valor inicial ¢9 = A;ad + B;b), el modelo en (27) se puede aproximar por
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Yij — F( D5 Tig) + f (P Tig) 05 = F (i i)' Pt + € (28)
donde f es la derivada parcial de f con respecto a ¢;;. Al reemplazar ¢?k en (28) por
su expresion inicial Aiag + B@-b?k., el modelo puede ser reescrito como

Uijk = TijpQup + Zijrbik + €ijk (29)
donde
Gigk = Yigh — f (S wig) + £ (95 215) D0 (30)
Zijk = (%, i) Ai (31)
Zijh = [ (S 2ij)' Bi (32)

Por lo tanto, el modelo para el i-ésimo sujeto al interior del conglomerado k es
Uik = Tigok + Zikbik + €ik (33)

2.1.1 Estimacién de parametros via Algoritmo EM

Interesa estimar, para un numero fijo m de conglomerados, las probabilidades de clasi-
ficacién a priori 7y, el vector de pardmetros poblacionales «y, la varianza ‘71% y los
componentes de la varianza en Dy, para el caso lineal y el no lineal.

Sea 0 = (ag, Tk, Tr) para k = 1,2,...,m, el vector de pardmetros desconocidos a
estimar. El vector 73 contiene los componentes de la varianza, 7, = (0‘%, Dy,).

Asumiendo que y;|C; = k ~ N(X;ag, Vix) para k = 1,2,...,m, segun el modelo
lineal (25), la probabilidad (22) de clasificacién a posteriori en el conglomerado k es de
la forma

e = Vie| 7Y 2exp{—4 (y; — Xia) TV Hys — Xiaw)}mi
S Vi 2eap{— S (i — Xiow) TV (yi — Xiowg) b

(34)

donde aj = a,(:) y Vi = Vigf) son los valores de ay y Vi en la iteracion v.
Cuando en la funcién (23) a ser maximizada se reemplaza 7, |, por su forma normal
al interior del conglomerado k, ésta queda expresada como

& 0 1 1 Tere1
SN Mgy a5 log Vel — = (5 — Xoow) Vi ' (ys — Xso)} =0 (35)
— 00, 2 2
=1 k=1
sujeta a la restriccién 377" m; = 1 mostrada en (15).

La expresién (35) requiere independencia funcional de los elementos en 6. Sin
embargo, esto es cierto sélo para ag, T Yy T = (az,, Dy), ya que los elementos en 7y
no necesariamente cumplen con esta condicién. Por esta razén, se usaran distintos
caminos para la estimacién de ay, y las varianzas en 73, sujeto a la restriccién que hace
posible la obtencién de 7.
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Estimacién de aj y bjz. Cuando se deriva la expresién (35) con respecto a ay, se
obtiene el estimador méximo verosimil &, dado por

g = O my X Vi X)) T O g X Vi i) (36)
=1 i=1

Se observa que &j es el estimador habitual del vector de parametros de efectos
fijos en un modelo lineal de efectos mixtos, pero con cada sumando del numerador y
denominador ponderados por la probabilidad a posteriori de que el sujeto pertenezca
al conglomerado k.

El estimador de a4 se puede expresar matricialmente generando vectores y, by € y
una matriz de disenio X superponiendo los n vectores y;, b; y ¢; y las matrices de disefio
X, respectivamente. Luego, marginalmente el super vector de datos y es normal con
media Xa y matriz de covarianzas Vi, la cual es diagonal en bloques, con bloques
iguales a Vi, = ZkaZl-T + R;;. Modificando Vi, de modo que incorpore las probabili-

dades de pertenencia a posteriori 7y, en la forma V;' = diag(ﬁkl‘y1 Vik, -, mvnk)y
el estimador de aj expresado matricialmente es
ap = (XTV X)XV ty (37)

En esta representaciéon matricial, al interior del conglomerado C; = k los vectores
y y € son de dimensién N x 1, la matriz X es de dimensién N X p y el vector by es de
dimensién Ng x 1, donde N = }i; n;. La matriz Vi (o V}}) es de dimensién N x N.

Nétese que en la expresion matricial (37) se puede reemplazar V}* por g, V), donde
Iy, = dz'ag(wk|y1, e ,7rk|yn), con cada 7y, repetido n; veces en la diagonal de Ilg,.

Un método de estimacion alternativo es una adaptacién de las ecuaciones de modelo-
mixto (mixed-model equations, MME), que consisten en un sistema lineal de ecua-
ciones de estimacion que permiten obtener simultdneamente aj y b;;. Las ecuaciones
originales pueden verse en Harville (ver Teorema 2 en [22]). Para esto, se define
Z = diag(Zy,...,Zy), Dy = diag(Dy,...,D) vy Ry = diag(Rik, ..., Rnk). Luego,
el sistema lineal de ecuaciones es

XTI R'X XTI Ry Z 1 l G 1 _ l XTI, Ry ]
b,

K|y
Z'R'X D'+ ZTR;'Z ZTR 1ty

Este sistema de ecuaciones resulta particularmente tutil cuando el nimero n; de
observaciones individuales es muy grande, lo que implica invertir matrices V;; de gran
dimensién. La diferencia entre obtener la inversa de Vj; o de las matrices R;; v Dy
es que si estas ultimas son matrices diagonales sus inversas son triviales de obtener.
En nuestro caso, R;p = o*,%[nixni y Dy es de dimensién ¢ X ¢, donde ¢, el nimero de
parametros aleatorios del modelo, generalmente es bajo. Por otra parte, la matriz de
la izquierda en el sistema lineal anterior, la cual debe ser invertida para obtener &y y
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ISk, es de dimensién (p + q) X (p + q), lo que usualmente es considerablemente menor
que la dimensién de Vj; aun cuando n; no sea muy grande.
Noétese que el estimador de by obtenido del sistema de ecuaciones es

by = (D; Y+ ZTRIZ) 1 ZTR Ny — X ) (38)

el cual, usando la identidad Z7V, ' = (I + Z'R;;*ZD;) "' Z"R,;! (ver Harville[22]
pagina 323), puede escribirse como

b = DyZ" Vi Hy — Xéu) (39)

La expresién anterior corresponde a la media a posteriori de b condicional en los
datos observados y, el estimador &j y las varianzas y componentes de la varianza en
T = (0,%, Dy,).

Para obtener los estimadores & y by, se requiere tener estimaciones de 7, = (0']%, Dy,),
de modo que &y, = (%) y by = b(7). A continuacién se muestra una forma de obtener
estimaciones maximo verosimiles de la varianza 0,% y de los componentes de la varianza
en Dy, usando algoritmo EM.

Estimacién de o y Di. Usando ideas introducidas por Laird y Ware[31], los com-
ponentes de la varianza en 7, = (02, Dj,) serdn estimados usando formas cuadraticas
de by y €1, y los estimadores "actuales” de ay y 0. Dado que ej|C; = k ~ N(0,0321,,)
y big|Ci = k ~ N(0, Dy), las ecuaciones de estimacién para o7 y Dy son

n

Z {e;fpei — n@-a,%} =0 (40)

i=1|C;=k

i {b;bT —nDy} =0 (41)

i=1|Cy=Fk
Luego, el estimador de 0']% es

> ( —k‘)e €;
=k)n;

(42)

Bl V]
M
ﬂS
b\.
A

y el estimador de Dy, es

By = i1 1(Ci = k)bt

L (43)

Las ecuaciones (42) y (43) constituyen el M-Step de la estimacién de o2 y Dy.

Si denominamos t; y t2 a los numeradores de &,3 y Dy, respectivamente, la forma de
obtener nuevos estimadores de t1 y t9 es igualdndolos a su esperanza, condicional en los
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datos observados y; y los estimadores actuales de ay, y 0. Sea 7y v &y los estimadores
de 7, v ay, respectivamente. Entonces, el E-Step del algoritmo de estimacién es

2?1 = E(Z I(CZ = k)eiTei\yi, dk(f'k), 7A'k) (44)
=1
ZI b b |yz,ak(7'k.) Tk) (45)

donde el valor esperado de (44) es obtenido considerando que e;|y;, C; = k ~ N((y; —
Xiozk)Eﬁu,le, R — RkE;kle) donde Ry, = U%Ini. Entonces,

E(e]eil(Ci=k)lyi) = > Eeycimrle; eilyi, Co = k)I(C; = k),
k=1
= E(eiTei\yi, Cz = k)ﬂ'km (46)

Por lo tanto

2?1 = ZE(@?ez\yz,C'Z = k)ﬂ'k|y¢
= Z{elk Tk)€ik(Tr) + trVar(eilyi, C; = k) by, (47)

donde &, = E(ei|yi, Ci = k, 7k, éu(71)). Dado que y; ~ N(X;a, V) y e; ~ N(0,0%1,,),
se tiene que €;, la esperanza de e;; al interior del conglomerado C; = k, condicional
en los datos y; y los valores ”actuales” de 73, y oy estd dada por
éik = O'I%Ini Vzgl(yz — Xiak) (48)
Por otra parte, la varianza condicional de e; dado y; y C; = k esta dada por
Var(eilyi, Ci = k) = o (In, — 07Viy, ") (49)

)

Similarmente, para to se obtiene

B2 = > (b (AR (7) + Var(blyi, Ci = k) by, (50)
=1

donde by, = E(bi|ly;, C; = k, Tk, ar(7x)). Dado que b; ~ N(0, D), se tiene que bk esté
dada por

bix = DiZ Vi (i — Xidy,) (51)
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Por otra parte, la varianza condicional de b; dado y; y C; = k esta dada por
Var(bily;,Ci = k) = Dy, — D1Z}' V' Z,D (52)

Dado que la expresién (52) subestima la varianza de b;;, — by al usar el estimador
7 en vez de Ty, se usard la expresién

Var(bi|yi,C'i = k) = Dk — DkZZTV 1Z D + DkZTVklxz(Z XTVleZ) 1XTVklz D
=1

= Dy - DyZl (v, +Vk1XZ(ZXTVk1XZ) 'XI'v, " ' z;D  (53)
=1

Entonces, los pasos (42),(43) representan el M-Step y (47),(50) representan el E-
Step en la estimacién de 013, v Dj. En los pasos de este algoritmo, & es considerado
un valor fijo, como en el algoritmo de Jennrich y Schluchter. Una vez obtenidos nuevos
estimadores de a,% v Dy, es necesario volver a la estimacién de ag; en este caso, &,% y
Dy, son considerados valores fijos.

Estimaciéon de parametros en modelo mixto no lineal univariado. Cuando se
asume el modelo no lineal (27), el procedimiento de estimacién de pardmetros es muy
similar al descrito para el caso lineal, pero usando las versiones linealizadas de y;;,
Zijk ¥ Ziji dadas por las expresiones (30), (31) y (32).

En la seccién (2.2) siguiente se muestra la estimacién de pardmetros para el caso
multivariado, del cual la estimacién univariada mostrada en esta seccién es un caso
particular.
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2.2 Clasificacién usando modelos de efectos mixtos multivariados

El desarrollo tedrico de los modelos de efectos mixtos lineal y no lineal para clasificar
individuos en conglomerados en un esquema de multiples variables explicadas es similar
al caso univariado en seccién (2.1). Por este motivo, en esta seccién se muestra sélo la
resolucién para el caso no lineal.

La estimacién de parametros de los modelos mixtos multivariados, tanto para el
caso balanceado como no balanceado, es andloga a la utilizada por Marshall y otros[34]
en un articulo actualmente en proceso de publicacién. En ese trabajo, los modelos se
utilizan para clasificacién de individuos mediante andlisis discriminante.

Para introducir el vector de respuestas multivariado, sea Y; una matriz de dimension
n; X p que almacena un conjunto de p variables respuestas para el i-ésimo sujeto en n;
tiempos diferentes. Es decir, Y; es de la forma

Yill Y12 o Yilp

Y21 Y22 - Yigp
Y, =

Yinil Yin;2 °° Yingp

Sea FE; la matriz n; x p de términos de error asociados con Y;. Introduciendo el
operador vec que genera un vector vertical con las columnas de Y;, obtenemos y; =
vec(Y:) = (Yi1, Yiz, - - -+ Yip)> donde y; es el vector pn; x 1 de respuestas y ¢; = vec(E;)
es el vector pn; X 1 de errores asociados a ;.

Si se supone que los individuos y; = wvec(Y;) pertenencen a un total fijo de m
conglomerados, entonces se asume que ¥;jkg, €l individuo 4, en el tiempo j, para la
k-ésima respuesta, al interior del conglomerado C; = g, sigue un modelo de efectos
mixtos no lineal de la forma

Yijkg = fr(Nigs Tij) + €ijrg (54)
donde f;, es una funcién nolineal del vector de parametros 7;,, donde el subindice &k
indica que la funcién cambia para cada respuesta k = 1,...,p, y el vector de covariables

x;j. El vector €,y es de errores aleatorios asociado a y;jxe. El vector de pardmetros
7ig puede ser incorporado al modelo como 7,y = A;By + B;big, donde 3, es un vector
g X 1 de pardmetros poblacionales fijos al interior del conglomerado g, b;4 es un vector
r x 1 de efectos aleatorios individuales que también varian segun el conglomerado y las
matrices A; y B; son matrices de diseno de dimensién s X q.

Se asume que by, = b;|C; = g ~ MVN(0,D,), con D, de dimensién r x r, y
€ig = €|C; = g ~ MVN(0,R;y) donde R;; es matriz de varianzas-covarianzas de
dimensién pn; X pn;. Se asume ademds que para los individuos y; vy y; se cumple que
cov(eig,eirg) = 0 y que para un mismo individuo se cumple que cov(e;g, big) = 0.

Para darle una estructura a la matriz de errores intra-sujeto R;4, consideremos
E;j)¢, la j-ésima fila de Ejg, la matriz de errores aleatorios del i-ésimo sujeto al interior
del conglomerado g. Luego, E;;j, tiene distribucion

18



E; 111/Ci = g ~ MVN(0,%,) (55)

lilg —
con ¥, de dimensién pxp, y cov(Ejjj)4, Ejjj14) = 0paratodoi =1,...,nyj=1,...,n;
excepto cuando ¢ = 7' y j = j'. Bajo estos supuestos, la matriz R;4 se puede escribir

como

donde I; es la matriz identidad de dimensién n; x n; y ® indica el producto kronecker
entre Xy e I;.

Usando expansién en serie de Taylor de primer orden en torno a un valor inicial
nzg = @ﬂg + Bib@('g) al interior del conglomerado g, el modelo (54) queda como
0 (Y 0) ;o (0
Yijkg — fk(ni(g)7 Tij) + fk(n@(g)al'ij)/n@(g fk(ngg)’ Tij)Mig + €ijkg (57)
donde f es la primera derivada de f con respecto a ng. El modelo (57) puede escribirse
como

Yijkg = TijkBg + Zijkbig + €ijkg (58)

- 0

donde Yijkg = Yijkg — fk(nzg 79321) + fk(nzg ,ﬂfzg)'m(g), J"zyk = fk(nz(g)
de dimension 1 X q y Z;jx = fk(nz(g), 3:”) B; es un vector de dimensién 1 x r. El modelo
para el vector columna con las p pseudo respuestas del individuo i-ésimo, al interior

del conglomerado g, es

,x;5)' A; es un vector

gig = X@ﬂg + Zzbzg + €ig (59)
donde X; es una matriz de dimensién pn; X ¢ y Z; es una matriz de dimensién pn; x r,
las cuales se construyen con las filas de Z;jx y Zijk, respectivamente. Notese que las
matrices X; y Z; tambien son dependientes del conglomerado en que se calculen, ya
que ambas son funciones de 7;4.

2.2.1 Estimacién de parametros via Algoritmo EM

Los supuestos distribucionales b;|C; = g ~ MV N(0,Dy) y &[C; = g ~ MV N(0, Ryg),
con R;g = ¥4 ® I;, implican que g;g = ilCi = g ~ MVN(Xﬁg,ZD Z + X, L).
Luego, deﬁnlendo Vig = Z;D ZZ’ +X,@1L;y Wiy = V;g , la probabilidad en la expresion
(22) de clasificacién a posteriori en el conglomerado g (ver esquema de descomposicién

mixta en seccién 1.3.1), es

otz = ‘Vig|71/2e$p{_%(37i - Xiﬂg)TWig@i - Xzﬂg)}ﬂ'g
TR Vig| =Y 2eap{—5 (i — XiBg)TWig(§s — XiBg) g

donde 3, = ﬂé and V;4 = V( ¥) son los valores de By and Vj4 en la iteracién v.

(60)
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Cuando se reemplaza 7y,|, por su forma normal, la funcién (23) a ser maximizada
es

1 1 ~ ~
> 89 5 log [Vig| = 55 — XiBy) Wig(Gi = XiBp)} =0 (61)

=1 k=1

sujeto a la restriccién 377" m; = 1 mostrada en (15).

Al igual que en el caso univariado, se usardn caminos diferentes para la estimacién
de los pardmetros fijos y aleatorios (3,4 y biy y para las matrices de covarianza g y Dy.

Estimacién de §; y bjg. Derivando la expresién (61) con respecto a (34 se obtiene el
estimador méximo verosimil 3,, dado por

ﬂg = Z gl X W@QX Z Tgli: X Wig¥s) (62)
=1 =1
Al igual que en el caso univariado, el estimador de 3, es una versién ponderada del
estimador de minimos cuadrados generalizados de Aitken, con ponderacién igual a la
probabilidad a posteriori de pertenecer al conglomerado g.
La estimacién de los errores entre-sujetos b;, estd dada por

big = Dy Z] Wig(3i — Xify) (63)
La expresién anterior corresponde a la media a posteriori de b;4, condicional en

los datos observados ;, el estimador ﬁg y las matrices de covarianzas ¥, y Dy (la
distribucién de b;|y;, C; = g se muestra en la expresién (64)).

Estimacién de X; y D,. Para la estimacién de las matrices de covarianzas se usara el
algoritmo EM, asumiendo que los datos completos son g, big, €ig ¥ C;, €l conglomerado
al que pertenece ¥;4. La parte no observada de los datos corresponde a b;q, €9 y C.
Sucesivas estimaciones de Dy y ¥4 permitirdn a su vez actualizar las estimaciones de
By

El estadistico suficiente para X, es > i’ E; oFig, donde Ejg es la matriz n; X p de
errores aleatorios de Y; al interior del conglomerado g. El estadistico suficiente para
Dy es >0y bigbgg. Usando la distribucién conjunta de los datos completos, podemos
obtener la distribucién condicional de los estadisticos suficientes como

bi‘gia Ci = g~ N(DgZz{Wig(Zji - Xiﬂg)a Dg - DgZz{WigZiDg) (64)

€i|gi7 Cz =g~ N( X ﬂg z 19 R RigWigRig) (65)

Basados en estos resultados, podemos encontrar los primeros dos momentos de la
distribucion condicional de b; dados los datos observados como
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big = E{bl3i, Cs = 9,8, DI, 50} = DV ZIW ) (5 — X)) (66)

~ v v I T v V) 77 V) = v
E{bibi|gi, Ci = 9,8, DY), £W)} = bb; + DY) — DV Ziw) Z:DW)  (67)

y los dos primeros momentos de la distribuciéon condicional de ¢; dados los datos
observados son

&g = E{eilii, Ci = g, 8", D), 8} = i — X;BY) — Zibig (68)
y
i O — W) p@) @)\ — 2. ) _ pM @) p@)
E{€z€z|yza CZ - gw@g 7Dg ,Zg } = €i€; + Rig Rig Wig Rig (69)

Para la estimacién de X4, se puede usar alternativamente la esperanza condicional
de las filas de la matriz Ejg, la cual denominamos E;j;, (ver expresién (55)). En este
caso, se debe calcular

El - E{E g‘yza i gaﬁg(]y)a Dg(;/)7 Eg/)} (70)

E{El;,Eijqlii: Ci = 9,8, DY), 50} = g T =8 - s@w s (1)

[J]g i i[5,5]9

donde W.(V.). es una matriz p X p con los elementos de Wl(g) correspondientes a la
observacién en el tiempo j. El calculo de estas esperanzas condicionales en los datos
observados constituyen el E-Step del algoritmo. El M-Step esta dado por

DY = Z Ty 1bib, + DY) — D ZIw ) Z,D¥)} (72)
y
v+1 o v (v) v
E.EJ ) = Z T Zzﬂg\y {E@[J]Q ij ( ) — Eg )Wz[] ]]gz( )} (73)
=1Tg|g; i i=1j=1

Si se define H;; = I, ® a;;, donde a;; es la j-ésima fila de la matriz identidad I, xn,,

(v+1)

entonces la expresién (73) para X puede escribirse como

n o n;

v+1 v v (v) v
Eg = Zz 1Tg|g; T zzljzlﬂgy {E g T E( ) - Eg )HijWig Hz{jzg )} (74)
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Para ilustrar el uso de H;; = I, ® a;j, supongamos un modelo con p = 2 variables
explicadas y un individuo con n; = 2 observaciones longitudinales. Luego, para el
tiempo j = 1 se tiene

my= g 3ol 0]-

O O O
o= O O

de modo que, para j = 1, la expresién H@JW( )ng considera el primer elemento de la
primera variable explicada y el primer elemento de la segunda variable explicada en
W(V) (v)

ig » de la misma forma en que lo hace VVZ.[.

g €1 la expresién (73).

2.2.2 Estimaciéon de parametros para el caso desbalanceado

Sea O; una matriz con solo unos y ceros, generada a partir de la matriz identidad
de dimensién pn; x pn; (asociada al vector de datos y;), a la cual se eliminan las filas
correspondientes a las observaciones ausentes. Usando O; se puede construir un nuevo
vector de datos y) = O,y;, el cual contiene solo los datos realmente observados para
las p variables contenidas en el super vector y;. Un caso particular ocurre cuando un
individuo no tiene observaciones ausentes, en cuyo caso O; = Ipn, xpn; ¥ Y9 = y;.

Al premultiplicar por O; el modelo linealizado en (59), se obtiene

iy = XD By + Z{big + €}, (75)
donde X0 O; X@, Z = 0,7 y e = Oj€ig.
Con esta modificacién, se tlene que gjgg ~ MVN(X'?ﬁg, V; ), con VO ZOD(V) Z?, +
OiRZ(;’) O. y Rig4 es como se define en (56).

La estimacién del vector de parametros 3 al interior del conglomerado g para el
caso no balanceado queda como

By = (Z 7T9|3}iX0 WO X7)” Zﬂg\szO Wzog 7) (76)
donde Wl% es la matriz inversa de V;g.

Usando la distribucién conjunta de los datos completos (37? ,Ci, By, Dg, ¥g4), podemos
obtener la distribucién condicional de los estadisticos suficientes para el caso no bal-
anceado,

bilg?,Ci = g ~ N(DgZY W2 (5 — X0By), Dg — DgZX W2 ZPDy) (77)

9<%
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&9, Ci = g ~ N(RigOIW2(39 — X?8,), R — RiyO;W OiRig) (78)

En forma andloga al caso balanceado, podemos encontrar los primeros dos momen-
tos de la distribucién condicional de b;; dados los datos observados como

big = E{0|70,C; = 9,68, D), 50} = DV Z0 W (0 — X06))  (79)
y
v v 1.1 v V) 50 11,0(v) 50 1y (v
E{b:b|5?,C; = g,8%), D), 50} = by + DY) — DV 20w, ZP DY) (80)

y los dos primeros momentos de la distribucién condicional de ¢; dados los datos ob-
servados son

&g = E{eili?, Ci = g, %, DY), £¥)} = RV oW (0 — X06")  (81)

E{e€l|i?, Ci = 9,8, DY), s} = g& + R - RVOWVORY  (82)

Si se considera la esperanza condicional de las filas de Ej; como en (70) y (71), se
tiene que

~@{[j]g:E{E |yz’ —g,ﬁ ,D(" z(l')} (83)
y
B{E;1,Eig|00, Ci = g, 8, DY), S0} = Bypjg Bl 430~ Hyy OJW\") 03 His

(84)

El calculo de estas esperanzas condicionales en los datos observados constituyen el
E-Step del algoritmo para el caso no balanceado. El M-Step estd dado por la estimacion
de Dy y X4 como

D§u+1 ng‘yo{b b+ D(u) _ Déu)Z?/Wi(;(u)Z?Dél’)} (85)
y
pi1) L v 0(v) v
Eg W= m—e— Zzﬂg\yo{E ilg z[]]g T E( Y- _57 )HiJ'O;Wig O"HZ{jzg '}

2 1”9\1/“"% 1j=1
(86)
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2.3 Analisis de conglomerados incorporando una variable explicada
fija al modelo longitudinal de efectos mixtos

En esta seccién se describe una metodologia que permite incluir dos tipos de variables
explicadas en un mismo modelo de efectos mixtos: una variable medida longitudinal-
mente en uno o mdas tiempos arbitrarios y una variable que es considerada fija. Se
considera la posibilidad de que esta tltima variable sea medida en forma independiente
del tiempo de seguimiento o que sea medida en un solo tiempo durante el transcurso
del seguimiento (y por lo tanto se conoce el tiempo en que se hace esta medicién).

La hipdtesis que justifica un modelo de estas caracteristicas es que algunas variables
explicadas fijas, al ser incorporadas al andlisis, pueden hacer un aporte a la identifi-
cacién de los conglomerados subyacentes en los datos.

El modelo mixto lineal considerado para la variable longitudinal (Modelo-1), es de
la forma

Modelo1: vy, = X;o+ Z;b; + ¢ i=1,...,n (87)

donde y; es el vector longitudinal de respuestas n; X 1 para el i-ésimo sujeto. El vector
« es p X 1 de parametros poblacionales fijos y b; es un vector ¢ x 1 de pardmetros
aleatorios individuales. X; y Z; son matrices de diseno conocidas de dimensién n; X p y
n; X g, repectivamente. Los errores ¢; son independientes con distribucion N(0702Ini><ni)
y los vectores b; ~ N(0,D) y son independientes entre si y de los ¢;, con D matriz de
covarianzas de dimensién ¢ X ¢. Con esta formulacién, la distribucién marginal de y;
es normal, con media X;« y matriz de covarianzas V; = ZiDZiT + R;.
Para la variable respuesta fija r; se asume el modelo

Modelo2: 1= f(t)3+0b, i=1,...,n (88)

donde (3 es un pardmetro fijo y b es una perturbacién aleatoria del i-ésimo sujeto en
torno a la media poblacional f(t)3, con b, ~ N(0,u). No hay varianza intra-sujeto ya
que 7; es una variable fija. La funcién f(¢) puede tomar uno de dos posibles valores:

e f(t) = 1. Cuando la variable r; es fija y no depende de ningin tiempo ¢ para su
medicién. Por ejemplo, en un estudio de seguimiento de embarazadas, la variable
respuesta ”peso pre-embarazo” no depende de ningin tiempo de seguimiento.

e f(t) =t. Cuando la medicién de r; se hace una sola vez en un tiempo especifico ¢.
Por ejemplo, una variable respuesta medida en algin momento en el transcurso
del embarazo podria depender del tiempo ¢t en que ésta es medida.

El modelo conjunto que considera como respuesta el vector y; = (yi,ri)T puede
escribirse de la forma

yi_ln’]_[ 0 f(t)llﬂ




o bien

yr =X B+ Z7b] + € i=1,...,n (89)
donde y; = (i, )T es (n; +1) x 1, la matriz X; es de dimensién (n; +1) x (p+1) y
Z? es de dimension (n; +1) x (¢+1). El vector de pardmetros fijos f* es (p+1) x 1y
el de pardmetros aleatorios b} es (¢+1) x 1. Finalmente, el vector de errores aleatorios
€ es de dimensién (n; + 1) x 1.
Si se asume que cov(e;, b;) = 0y cov(el, b;) = 0, para todo ¢ = 1,...,n, entonces, la
matriz de covarianzas de € estd dada por

a2 0 0 0
0 o? 0 0
R* o . o UZInani OniX].
T : 0 0 - leni 0
0 O a? 0
0 O 0 0

La matriz de covarianzas R} es de dimensién (n; +1) X (n; +1). Se asume entonces
que el vector € ~ N(0, R}). Por simplicidad, se usara la notacién R} = 0‘2IZ~* , donde
I es similar a una matriz identidad de dimensién (n; + 1) x (n; + 1), pero con un 0
como ultimo valor en la diagonal en vez de un 1.

Respecto al vector de parametros aleatorios b} = (b;, bg)T, se asume que tiene dis-
tribucién N (0, D*), con D* matriz covarianzas de la forma

D C
D* = gxq gx1
[ C’fxq u

donde el vector C' almacena la covarianza del pardmetro aleatorio b, con cada uno de
los g pardmetros aleatorios en el vector b;. Es decir, C = (cov(bi1,b}), ..., cov(big, b))T.

En el modelo asumido podemos obtener la esperanza y varianza de y;, las cuales
estéan dadas por E(y}) = X;8* y Var(y}) = V;* = Z:D*Z*T + R}. Al escribir en forma
matricial la matriz de covarianzas V,*, se tiene

" Z; 0 Dq><q C’q><1 ZZT 0 UQInixni Oy x1
Vit = T -

0 1 C].Xq u 0 1 leni 0
luego,

v zZ;DZT + 0?1, Z,C
L ctzr u

Finalmente,

yi ~ N(Xi8% V) (90)
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Estimacién de parametros. La estimacién del vector 0 = (ﬁZ,ai,D;’;,wk) para
k=1,...,m, donde m es un nimero fijo de conglomerados subyacentes en los datos,
es andloga a la estimacién en el modelo mixto univariado, descrito en seccién (2.1.1).
En este caso, al funcién a maximizar es de la forma

1 * * % *— * * %k
S5 Thly; 89* log\ W= o = XT80) Vi - XD =0 (91)

=1 k=1

la cual al ser derivada con respecto a 3} se obtiene el estimador méximo verosimil del
vector de pardmetros fijos del modelo, dado por

Br=( Zwk\y*X*Tv:,; 1x7) Zmy XV ) (92)

Para la estimacién de O'k y Dj, utilizamos algoritmo EM, donde el M-step estd dado
por estimar

noI(C; = #T %
5‘]% = — t _ Ezfi (C k))ez € (93)
e L(Ci = k)ni e I(Ci = k)ny
y
n = k)T
Dlt: — t_2 — Ezzl I(CZ k)bz bz (94)

n n

y el E-Step estd dado por la actualizacién de los estadisticos suficientes t1 y to. La
actualizacion de t; esta dada por

n

b= (€ & + trVar(efly;, Ci = k)}myy, (95)

donde &), = 2L}V ' (yf — X:6;) v Var(elly:,C; = k) = o?(If — o?V;;™h). La
actualizacién de to es

to = Z{E;"ki);’f + Var(bily;, Ci = k) }myy, (96)

donde b, = D;Z TV Nyt — X1 68;) y Var(bi |y}, Ci = k) = Di — D3 2TV, 1 27 D
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2.4 Numero de Conglomerados

Para determinar el niimero méaximo de conglomerados subyacentes en los datos medidos
longitudinalmente se opté por utilizar tres métodos: Test de razén de verosimilitud,
el Criterio de Informacién de Akaike (AIC) [1] y el Criterio de Informacién Bayesiana
(BIC) [47].

Si la log-verosimilitud marginal de y en un esquema que permite identificar m
conglomerados estd dada por

n m
Uy) = log Y f(yilCi =k)f(Ci = k) (97)
i=1 k=1

Entonces es necesario ajustar modelos para determinar un numero fijo de m =
1,2,3,... conglomerados y luego comparar estas verosimilitudes. El ntimero de con-
glomerados a considerar serd el que significativamente incremente la log-verosimilitud
de y, mas alld del niimero de parametros adicionales incluidos en el modelo en cada
paso.

El Criterio de Informacién de Akaike se define como

AIC = =2L(y) + 2npqr (98)
donde 71y, es el nimero de pardmetros del modelo ajustado. Por otra parte, el Criterio
de Informacién de Bayesiana se define como

BIC = —2L(y) + nparlog(N) (99)

donde N es el nimero de observaciones usadas para ajustar el modelo. Tanto para el
criterio AIC como BIC se prefiere el modelo que tenga el menor valor.

Algunos métodos alternativos descritos en la literatura para identificar el nimero de
conglomerados, y su posible aplicacién a la deteccidon de conglomerados usando modelos
mixtos, se describen en la Discusion de esta tesis, en seccién (4).
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3 Ejemplos.

En esta seccién se muestran tres ejemplos. El primero es un ejemplo de determinacion
de conglomerados usando modelos mixtos lineal y no lineal univariado, en un esquema
con datos completos, en el cual se quiere estimar los parametros de las distribuciones
componentes para un total de g conglomerados, donde se quiere determinar también el
numero de conglomerados subyacentes en los datos. El segundo ejemplo muestra el uso
de una variable respuesta adicional, también medida longitudinalmente, al esquema
planteado en el ejemplo 1, de modo que se cuenta con p = 2 variables medidas longitu-
dinalmente, con datos sujetos a observaciones faltantes, en el cual se quiere identificar
un total de ¢ = 2 conglomerados. Finalmente, el tercer ejemplo muestra el ajuste
conjunto de una variable explicada medida longitudinalmente y una variable explicada
fija.

3.1 Ejemplo 1. Modelo longitudinal mixto univariado

Los datos a usar en este ejemplo corresponden a un estudio de seguimiento de 161 mu-
jeres embarazadas en un periodo de dos anos en una clinica privada de Santiago. Para
estas mujeres se midieron las variables beta-subunit human chorionic gonadotropin (-
HCQG) y estradiol durante los primeros 80 dias de gestacién. En el estudio, las mujeres
que tuvieron un embarazo y parto normal fueron clasificadas como normales; si pre-
sentaban cualquier complicacién con resultado de embarazo interrumpido con pérdida
del feto fueron clasificadas como patoldgicas. De las 161 mujeres consideradas en el
estudio, 124 tuvieron parto normal (77%) y 37 resultaron en embarazo interrumpido
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Figure 1: B-HCG en los primeros 80 dias de gestacién
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Para este ejercicio, el resultado del embarazo (parto normal o anormal) fue omitido
de los datos, con la finalidad de determinar la capacidad predictiva de los mecanismos de
cluster usando diferentes modelos de efectos mixtos, en los cuales la variable respuesta
es B-HCG (en el ejemplo univariado) y agregando como respuesta la variable estradiol
(en el ejemplo multivariado). En ambos casos los modelos son en funcién de la edad
gestacional en que se midieron las variables.

3.1.1 Modelos y datos

En este ejemplo se analiza el ajuste de modelos mixtos lineal y no lineal univariados
para la variable 8-HCG como predictor de embarazo interrumpido. La figura 1 muestra
los datos analizados para el total de mujeres en estudio.

Tres modelos fueron ajustados a los datos: un modelo lineal por partes, con cambio
de pendiente en ¢t = 30, que aparece como el momento (aproximado) de inflexién de
los datos de S-HCG, un modelo lineal usando el logaritmo de las semanas de gestacion
como variable explicatoria de 8-HCG y el modelo no lineal curva de respuesta logistica.
Estos modelos se describen en la Tabla 1 para la i-ésima observacién en tiempo j.

Los dos modelos lineales descritos en Tabla 1 (modelo lineal por partes y transfor-
macion log) fueron ajustados incluyendo efectos aleatorios para todos los pardmetros
de interés. Para el ajuste del modelo logistico se incluyé un efecto aleatorio para el
pardmetro 1. De esta forma, en el conglomerado g el modelo para y;; es

Big + big
1 + Bag exp {—PB34ti;}

Yijg = + €ijg (100)

Para los 3 modelos mostrados en Tabla 1 se asume que by, ~ MVN(0,Dy) y
eijg ~ MV N(0,Rig), con Rjg = Uglni. Dado que los modelos lineal por partes, lineal
con log(t) y logistico tendrdn 3, 2 y 1 efectos aleatorios, respectivamente, la matriz Dy
sera de dimension 3 x 3, 2 x 2 y 1 x 1, respectivamente.

Como el modelo logistico planteados en (100) es no lineal, es necesario obtener
una versién linealizada de la forma g;, = Xiﬁg + Zibig + €4, donde la pseudo variable
respuesta es ¥;jkg = TijkBg + Zijkbig + €ijkg- La matriz de diseno X; de dimensién 1 x 3
estd dada por

~ Wijg
X! = —f1(Bg tij)exp{{—PBsgtij} }/wijq
f1(Bg, tij) Bagtijexp{{—PBsgti; } } /wijg

donde w;j, = 1/(1 + Bagexp(—Pagtij)). La matriz de disefio Z; de dimensién 1 x 1 estd
dada por

Zi = ( wijg )
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Dada la estructura de datos completos de y;, la estimacién de los parametros de los
modelos se hard usando la metodologia descrita para el modelo mixto lineal y no lineal
en la seccién 2.2.

Table 1: Modelos Ajustados

Modelo Forma

Lineal por partes (B1 + bi1) + (B2 + bia)tij + (B3 + biz) (tij — 30)I(t;; > 30) + e
Lineal transformacién log Yij = (B1 + bir) + (B2 + biz) Inti; + e;5

Modelo Logistico Yij = #{bi—lﬂg%} + €45

Como se explicé antes, los dos modelos lineales fueron ajustados incluyendo efectos
aleatorios para todos los pardmetros, mientras que para el ajuste del modelo logistico
se incluyd un efecto aleatorio para el parametro ;.

3.1.2 Resultados

De los tres modelos mixtos propuestos para identificar los componentes de la mezcla
(dos lineales y uno no lineal), el que presenté el mejor ajuste fue el modelo mixto no
lineal, es decir, la curva de respuesta logistica. Por otra parte, la identificacién del
numero de componentes en la mezcla (nimero de conglomerados) indicé que el mejor
modelo es el que identifica 2 conglomerados. La Tabla 2 muestra la log-verosimilitud
marginal de y para un niimero creciente de conglomerados (hasta 4) usando el modelo
logistico.

Table 2: Log-verosimilitud

Numero Log- Ntumero

de clusters verosimilitud de pardametros AIC

1 47.5 5 -85.0

2 113.7 10 -207.4
3 1154 15 -200.8
4 116.1 20 -192.2

Usando el test de razén de verosimilitud para comparar los modelos en la Tabla 2,
se observan diferencias significativas entre el modelo que identifica s6lo 1 conglomerado
y el que identifica 2 conglomerados. No se observa una ganancia significativa en la
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log-verosimilitud del modelo 3 respecto al modelo 2 ni del modelo 4 respecto al 3. Por
lo tanto, se eligié el modelo que identifica 2 componentes en la mezcla.

Por otra parte, si se usa el Criterio de Informacién de Akaike (AIC), se observa
que también se elige el modelo que identifica 2 componentes en la mezcla (es el que
presenta el menor valor de AIC). El mismo resultado se obtiene cuando se utiliza el
Criterio de Informacién Bayesiana (BIC).

Los parametros estimados de los tres modelos (para identificar 2 conglomerados)
se muestran en Tabla 3 y Tabla 4. En cada columna de la Tabla 3, los parametros
ﬂi = (811,012, P13) ¥ ﬂé = (021, P22, B23) corresponden a los pardmetros estimados de
los efectos fijos de los modelos para los 2 conglomerados identificados por el algoritmo.

Table 3: Estimacion de Efectos Fijos

Para- Lineal Lineal

metro por partes con logt Logistico
P11 1.3640 -0.4801  3.4242
P12 0.0318 0.9413 2.2944
P13 -0.1246 -0.1037
B21 2.4345 -1.8192  4.6503
B22 0.0472 1.6881 9.1918
P23 0.00139 -0.1450

En Tabla 4 se muestran las varianzas y componentes de la varianza estimados
para los 3 modelos. Los pardmetros o? y o3 corresponden a la varianza del error
(varianza intra-sujeto) en cada conglomerado y D; y Dy corresponden a la varianza
de los pardmetros aleatorios del modelo (varianza entre-sujetos) al interior de cada
conglomerado. La figura 2 muestra el ajuste de la curva de respuesta logistica, el cual
fue el mejor modelo obtenido mediante el procedimiento iterativo.

Table 4: Estimacién de Varianzas y Componentes de la varianza

Para- Lineal Lineal
metro por partes con logt Logistico
o3 0.0550 0.5181 0.7216
o3 0.2014 0.1609 0.1194
0.549 —0.017 —0.043 r 7
Dy —0.017 0.00054 0.00135 —1076?216 _002?))266 0.2499
—0.043 0.00135 0.0034 L ' .
0.688 —0.019 0.00021 r .
Dy —0.019  0.00056  —0.000014 _203351 _00271%1 0.0317
0.00021 —0.000014 0.000027 L ' .
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Las probabilidades estimadas 745 de clasificacién a posteriori en el conglomerado g
fueron utilizadas para determinar la capacidad predictiva de los 3 modelos propuestos
para identificar el verdadero estado de las mujeres al final del embarazo (parto normal
y anormal). Usando TG, t=1,...,n (las probabilidades a posteriori estimadas para
el conglomerado g = 1), se calculé el drea bajo la curva ROC para los 3 modelos usando
como gold standard el verdadero resultado final del parto.
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Figure 2: Ajuste de Modelo Logistico

Para los modelos lineal por partes, lineal con log(t) y logistico, el drea bajo la
curva ROC fue 0.689, 0.837 y 0.849, respectivamente. La Tabla 5 resume éste y otros
resultados obtenidos del analisis de sensibilidad-especificidad de los 3 modelos.

Table 5: Analisis de Sensibilidad-Especificidad

Lineal Lineal
Indicador por partes con logt Logistico
AUC 0.68940.057 0.837+0.043 0.8494-0.042
Punto de corte para 7y, 0.980 0.963 0.931

Sensibilidad (S)
Especificidad (E)
Exactitud (S+E)

16/37 (43.2%)
115/124 (92.7%)
131/161 (81.4%)

24/37 (64.9%)
115/124 (92.7%)
139/161 (86.3%)

27/37 (73.0%)
112/124 (90.3%)
139/161 (86.3%)

Se observa en la Tabla 5 que el mejor modelo es la curva de crecimiento logistico
(mayor drea bajo la curva ROC). Sin embargo, al comparar las dreas usando el proced-
imiento de Hanley y McNeil [20, 21] no se encontré una diferencia significativa entre
los modelos lineal con log(t) y la curva de respuesta logistica, aunque ambos son signi-
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ficativamente mejores que el modelo lineal por partes. La figura 3 muestra las curvas
ROC de los 3 modelos ajustados.

Sensitivity

T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1-Especificity

Figure 3: Curvas ROC para los tres modelos ajustados

Para evaluar el comportamiento del mejor modelo ajustado (curva de crecimiento
logistico), se usé validacién cruzada. Una descripcién general de este método puede
verse en Friedman, Hastie y Tibshirani [18].

Aunque inicialmente se us6 ten-fold para estimar el error de prediccion, el relati-
vamente bajo nimero de observaciones disponibles (161 casos) derivé en una sobres-
timacion del error, al ajustar modelos con sélo el 90% de los datos. Por este motivo
se opté por el método leave-one-out, de modo de maximizar el nimero de observa-

ciones usados para ajustar el modelo. La Tabla 6 resume los resultados de la validacion
cruzada.

Table 6: Validacion Cruzada del Modelo Logistico

Indicador Resultado
AUC 0.830+0.039
Punto de corte para 7y, 0.927
Sensibilidad (S) 29/37 (78.4%)
Especificidad (E) 108/124 (87.1%)
Exactitud (S+E) 137/161 (85.1%)

Valor Predictivo (+) con 7yj5 > 0.5  16/19 (84.2%)
Valor Predictivo (-) con 7y, > 0.5  121/142 (85.2%)

Se observa en Tabla 6 que el modelo logistico tiene un ajuste muy satisfactorio
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(AUC = 0.830 £ 0.039) y confirma en gran medida los resultados del ajuste mostrado

en la dltima columna de la Tabla 5.

Si se usara 715, > 0.5 como punto de corte en la probabilidad a posteriori para
clasificar el estado de las mujeres al final del embarazo (como parto normal y anormal),
el valor predictivo positivo seria 84.2% y el valor predictivo negativo seria 85.2% .
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3.2 Ejemplo 2. Modelo longitudinal mixto multivariado

3.2.1 Modelos y datos

En este segundo ejemplo se analiza el efecto de incluir la variable estradiol, medida
longitudinalmente, como respuesta adicional al modelo mixto para -HCG, descrito en
( 3.1). De esta forma, el modelo es multivariado con p = 2 variables respuesta. El
mecanismo de cluster serd utilizado para detectar un nimero fijo de m = 2 conglomer-
ados.

Para las 161 mujeres en estudio se hicieron un total de 348 mediciones de B-HCG
y estradiol, con un promedio de 2.2 mediciones por mujer. La tasa de valores ausentes
fue 2% en B-HCG (7 missing values) y 33.6% en estradiol (117 missing values). Esta
estructura de datos incompletos serd considerada en el modelo multivariado a ajustar.

El comportamiento de -HCG es el mostrado en la Figura 1 del Ejemplo 1. Para
esta variable respuesta se ajustard el modelo de efectos mixtos no lineal de curva de
respuesta logistica, que fue el que mostré el mejor ajuste univariado.

La Figura 4 muestra el comportamiento de estradiol (transformacién log) en relacién
a los dias de gestacion. En este caso, se asumird que la relacién es lineal, aunque
claramente es mdas dificil identificar la forma de la relacién entre estradiol y dias de
gestacion.
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Figure 4: Log estradiol durante los primeros 80 dias de gestacién
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La informacién individual disponible es como se muestra en la matriz siguiente para
la mujer nimero 56 de la base de datos, la cual tiene un maximo de n; = 3 observaciones
para las p = 2 variables en estudio

Yill  Yi12 NA 2.15
Yiese = | vi21 Y2 | = | 290 NA
Yi31  Yi32 4.19 2.34

El uso del operador y; = vec(Y;) generard un vector de largo pn;. En el caso de la
observacién ntimero 56, el vector es ys¢ = (N A,2.90,4.19,2.15, N A, 2.34)".

Definiendo a log 8-HCG como la respuesta k = 1 y log estradiol la respuesta k = 2,
los modelos para la observacion y;;,|C; = g, con 1 efecto aleatorio en cada modelo, son
los siguientes

Big + bitg
1+ ﬂ2g €xp {_ﬂi":gtij}

Yijlg = + eijig (101)

Yijog = Bag + Bsgti; + bing + €ij2g (102)

Se asume que bjpg ~ MVN(0,Dy) y €ijxg ~ MVN(0,Rig), con Rjg = Xg ® I,.
Los modelos planteados en (101) y (102) son de la forma kg = fg(nig, Tij) + €ijig,
segin se muestra en (54). Para obtener una versién linealizada de la forma g, =
f(iﬁg + Zibig + €ig, la nueva variable respuesta es ;jrg = TijkBy + Zijrbig + €ijkg, donde
By = (Big, B2gs B35 Bag, Bg) ¥ biy = (birg, bizg)-

La matriz de disefio X; de dimensién 2 x 5 (p = 2 variables respuestas x ¢ = 5
pardmetros en el vector f,), estd dada por

Wijg 0

i —f1(Bg. tij)exp{{—Bagtij}}/wijg O
X{=| fi(By tij)Bagtijexp{{—DBagtij}}/wijg O
0 1

0 tij

donde wijy = 1/(1 + fogexp(—Psgti;)). La matriz de disefio Z; de dimensién 2 x 2
(p = 2 variables respuestas x r = 2 parametros en el vector b;,), esta dada por

5 w@-jg 0

Notese que, como el modelo elegido para log estradiol es lineal (response k = 2), se
cumple que X; = B4 + B5t; y Z; = b2, y por lo tanto g2 = yi2.
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Dada la estructura de datos incompletos de y;, es necesario usar la matriz O;,
generada a partir de la matriz identidad de dimensién pn; x pn; asociada al vector y;,
a la cual se eliminan las filas correspondientes a las observaciones ausentes. Luego, el
modelo para la i-ésima observacion en el conglomerado g es de la forma

Oiyig = 0:XiBy + 0iZibig + Ojeig (103)

Por lo tanto, la estimacion de los pardmetros del modelo se hard usando la metodologfa
descrita en la seccion 2.2.2.

3.2.2 Resultados

La tabla 7 muestra los pardmetros (3, estimados para los conglomerados g =1y g = 2,
obtenidos después de 32 iteraciones del algoritmo escrito en S-Plus

Table 7: Pardmetros Estimados
Parametro Cluster g =1 Cluster g = 2

B1 4.7397 4.1830
Bo 10.2381 5.9878
Bs -0.1493 -0.1280
Ba 2.2382 2.3337
Bs 0.0148 0.0063

Las matrices de covarianza estimadas flg para los conglomerados ¢ = 1y g = 2,
que estiman la variabilidad intra-sujeto en cada conglomerado, son

g _ (00227 00018 ) ¢ _ (02814 0.0439
=1 0.0018 0.0212 /727 | 0.0439 0.0446

Las matrices de covarianza Dg para los conglomerados ¢ =1 y g = 2, que estiman
la variabilidad entre-sujetos en cada conglomerado, son

5. _ [ 00352 000018 \ - _ (03624 0.1203
=\ 0.00018 0.0265 )72 | 0.1203 0.0982
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La figura 5 muestra el modelo ajustado para log -HCG en conglomerados g =1y

g=2
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Figure 5: Modelo Logistico ajustado para Log 8-HCG

La figura 6 muestra el modelo ajustado para log estradiol en conglomerados g = 1

yg=2.
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Figure 6: Modelo Lineal ajustado para Log Estradiol

Como en el ejemplo univariado, las probabilidades estimadas @

ol de clasificacion

a posteriori en el conglomerado g fueron utilizadas para determinar la capacidad pre-
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dictiva del método propuesto para identificar mujeres con parto normal y anormal.
Usando 7yj5,, i=1,...,n (las probabilidades a posteriori estimadas para el conglom-
erado g = 1), se calculé el area bajo la curva ROC usando como gold standard el
verdadero resultado final del parto. El drea bajo la curva fue igual a 0.816 con un error
estandard 0.042. La figura 7 muestra la curva ROC resultante. La tabla 8 muestra los
resultados mas relevantes del analisis de sensibilidad y especificidad.

Table 8: Anadlisis de Sensibilidad-Especificidad

Indicador Resultado
AUC 0.816 + 0.042
Punto de corte para 7y, 0.65
Sensibilidad (S) 31/37 (83.8%)
Especificidad (E) 86,/124 (69.4%)
Exactitud (S+E) 117/161 (72.7%)
L
087
% 0.6
’ 0.4
0.2 """
0.0
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1 - Especificidad

Figure 7: Curva ROC para el modelo multivariado
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3.3 Ejemplo 3. Modelo mixto con variables explicadas longitudinal y
fija

3.3.1 Modelos y datos

Para ilustrar la metodologia descrita en la seccién (2.3), consideremos una muestra de
240 individuos portadores del virus de inmunodeficiencia humana (VIH) que acceden
por primera vez a un tratamiento antiretroviral (TAR). Para estos sujetos se tiene
el nivel de carga viral (CV) antes de iniciar el tratamiento y el nivel de linfocitos
CD4, que da cuenta del estado de las defensas inmunolégicas de un individuo, medido
longitudinalmente desde el inicio del tratamiento hasta el dltimo control o muerte del
paciente.

Estos 240 casos corresponden a una submuestra tomada del Estudio de Evaluacion
del Impacto de las TAR en Pacientes que viven con VIH/SIDA beneficiarias del Sistema
Publico de Salud de Chile [7], e incluye a los 60 pacientes fallecidos en la cohorte en
estudio y una submuestra aleatoria de 180 pacientes vivos hasta la fecha.

En este ejemplo se muestra el uso de un modelo de efectos mixtos que incluye una
variable explicada longitudinal (linfocitos CD4) y una variable explicada fija (carga
viral antes de TAR). El mecanismo de cluster serd utilizado para detectar un nimero
fijo de m = 2 conglomerados, y observar el grado de concordancia de la clasificacion
con el estado final de los pacientes (vivo o fallecido).

La Figura 9 muestra la evolucién de los linfocitos CD4 (transformacién log)para
algunos pacientes vivos y fallecidos incluidos en el ejemplo. La carga viral basal (trans-
formacién logl0) tuvo un promedio + DS igual a 5.0 + 0.7 en el grupo de pacientes
vivos y 5.2 £+ 0.8 en el grupo de los fallecidos. No se observan diferencias significativas
entre los promedios de los logaritmos de CV (p=0.16).

2.5

2.0

log(linfocitos CD4)

1.5 7 —o— Vivos
A Fallecidos

0 10 20 30 40 50
tiempo

Figure 8: Linfocitos CD4 en individuos VIH(+) vivos y fallecidos
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Si el vector de variables respuestas para el i-ésimo sujeto es y; = (yi,ri)T, donde
y; es un vector n; X 1 que almacena los valores de linfocitos CD4 y r; es la carga viral
antes de TAR, el modelo a ajustar sera
Zi 0 €;
0 1 0

a=[]=1 315

donde el nivel de linfocitos en tiempo j para el i-ésimo sujeto sigue un modelo lineal
de efectos mixtos de la forma y;; = (o + bi1) + (a2 + bio)tij + €;5. Los supuestos del
modelo son los descritos en la seccién (2.3).

Adicionalmente, se ajustard un modelo sélo para los linfocitos en y; usando la
metodologia descrita en (2.1), para observar el efecto sobre la clasificacién de incluir la
variable explicada fija ;.

b;

+ ;| +
b

3.3.2 Resultados

La tabla 9 muestra los parametros estimados para los conglomerados g =1y g = 2
obtenidos al ajustar el modelo sin incluir la variable explicada fija. Este modelo se
obtuvo con 71 iteraciones del algoritmo escrito para este efecto en S-Plus

Table 9: Parametros Estimados sin incluir variable fija en el modelo

Parametro Cluster g =1 Cluster g = 2
ai 5.0973 3.9941
Qs 0.1522 0.2064
o? 0.1501 0.9874
D { 0.084 —0.032 w { 0.291 0.026 w
—0.032  0.012 0.026 0.046

La tabla 10 muestra los parametros estimados obtenidos al incluir la variable fija
en el modelo. El algoritmo de estimacién converge con 60 iteraciones.

Table 10: Pardmetros Estimados incluyendo variable fija en el modelo

Parametro Cluster g =1 Cluster g = 2

o1 4.8791 3.4308

1% 0.1833 0.1190

I} 5.0007 5.3075

o? 0.1388 0.3021
0.323 —0.034 —0.059 1.641 —0.939 —0.090

D —0.034 0.011  0.004 —0.939 0.687  0.257
—0.059 0.004 0.510 —0.090 0.257 0.371
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Al utilizar las probabilidades estimadas 7y, de clasificacién a posteriori en el con-
glomerado g para determinar la capacidad predictiva de los modelos para identificar a
los pacientes vivos y fallecidos, se obtienen los resultados mostrados en tabla 11.

Table 11: Analisis de Sensibilidad-Especificidad de los modelos

Modelo sin Modelo con
Indicador variable fija variable fija
AUC 0.779 £ 0.032 0.821 £ 0.032
Punto de corte para 7y, 0.88 0.99
Sensibilidad (S) 52/60 (86.7%) 49/60 (81.7%)
Especificidad (E) 105/180 (58.3%) 126/180 (70.0%)
Exactitud (S+E) 157/240 (65.4%) 175/240 (72.9%)

Se observa una mejor clasificacién de los pacientes vivos y fallecidos al usar el
modelo que incluye la variable fija. Sin embargo, no hay diferencias significativas entre

ambos ajustes (p=0.114 usando procedimiento de Hanley y McNeil [20, 21]). El gréfico
siguiente muestra la curva ROC para los modelos ajustados.

Sensibilidad

—— Con variable fija
——————— Sin variable fija

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1 - Especificidad

Figure 9: Curva ROC para modelos con y sin variable explicada fija
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3.4 Detalles Computacionales

Los algoritmos usados en los ejemplos de (3.1), (3.2) y (3.3) para ajustar los modelos
mixtos fueron implementados como macros en S-Plus versién 6.

Dado que los parametros debian ser estimados al interior de cada conglomerado
g = 1,2, tanto en el caso univariado como en el multivariado, fue necesario obtener
pardmetros iniciales para 4, ¥4 y Dy en forma separada para cada conglomerado, para
lo cual se usé la funcién NLME de Pinheiro y Bates [39].

Para facilitar la convergencia del algoritmo EM, usado para estimar ¥, y Dy, se
consider6 que una mujer tenia probabilidad a priori 0.7 de tener un buen resultado
en su embarazo (probabilidad 0.3 de presentar un embarazo interrumpido). Estas
probabilidades corresponden a las probabilidades iniciales apriori de pertenencia a
cada conglomerado. Una alternativa es usar probabilidades de clasificacién a priori 0.5
para cada resultado, lo cual es recomendable cuando se desconoce la proporcion de
casos que se obtendra en cada conglomerado. Ademds, para tener una diferenciacion
inicial entre los conglomerados, se asumié que el grupo con menor probabilidad de
clasificacién a priori tendria una mayor variabilidad (lo cual es esperable por ser el
grupo de menor tamano), por lo que se decidié usar valores iniciales Zgo) y Dgo) mayores
para el conglomerado g = 1.

El cédigo fuente en S-Plus para el ajuste del modelo mixto no lineal multivariado
puede verse en el Apéndice.
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4 Discusion

La metodologia propuesta en esta tesis mezcla dos procedimientos estadisticos de am-
plio uso en el ambito de las ciencias bioldgicas: modelos de efectos mixtos, usados
para describir el comportamiento de dos o méas variables medidas longitudinalmente o
en combinacién con variables fijas, y andlisis de conglomerados, usado para identificar
grupos de individuos similares respecto su comportamiento longitudinal.

Desde el punto de vista del analisis de conglomerados, la metodologia descrita en
esta tesis es un mecanismo general de identificacién de componentes subyacentes en un
conjunto de datos longitudinales. Es una metodologia general porque otros métodos
resultan ser casos particulares de éste, como el propuesto por McLachlan y Gordon [37]
(modelos lineal de efectos mixtos con conocimiento parcial de la clasificacién de los
individuos), Banfield y Raftery [3] (de identificacién de mezclas normales y no nor-
males), Verbeke y Lesaffre [55] (mezclas de los efectos aleatorios de modelo mixto
lineal) o Spiessens et al [51] (mezclas de los efectos aleatorios de modelo mixto lineal o
no lineal).

Por otra parte, si los valores de las variables medidas longitudinalmente correspon-
den a los valores tempranos de un proceso en el tiempo, que culminara finalmente en
una nueva variable respuesta aun desconocida (como el tipo de parto normal o anormal
de los ejemplos 1 y 2 o la muerte por SIDA del ejemplo 3), entonces la clasificacién de
los individuos en conglomerados, de acuerdo a su comportamiento longitudinal, puede
ser visto como un método de screening, que permite identificar precozmente a aquellos
individuos que presentaran un mal prondstico respecto a su respuesta a largo plazo.

A continuacién se discuten otros aspectos relevantes sobre la metodologia descrita y
una propuesta para futuros desarrollos en la linea del andlisis de conglomerados usando
modelos de efectos mixtos.

4.1 Limitaciones del Algoritmo EM

Un problema conocido del algoritmo EM, y observado también en esta tesis, es la baja
tasa de convergencia del algoritmo. Sin embargo, esto no debiera ser un problema
cuando las distribuciones subyacentes en los datos estan bien separadas o definidas,
con valores iniciales razonables para la obtenciéon de parametros estimados.

En el problema particular de identificacién de pardmetros en modelos de efectos
mixtos en andlisis de conglomerados, otro elemento que mejora la tasa de convergencia
es la seleccién de las variables que serdn utilizadas en la identificacion de las distribu-
ciones.

Una limitacién del Algoritmo EM no relacionada con la tasa de convergencia se
relaciona con el método de clustering elegido (mixture decomposition scheme), ya que
el niimero de probabilidades condicionales asociadas con cada observacion es igual al
numero de componentes en la mezcla. Por lo tanto, el algoritmo EM para clustering
podria ser poco practico para modelos con un alto niimero de componentes.
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4.2 Seleccion de parametros iniciales

Un aspecto critico del andlisis de conglomerados usando modelos de efectos mixtos es
la eleccion de los parametros iniciales de los modelos. En esta tesis se consideraron dos
posibles soluciones para este problema:

Método 1 Ajustar un modelo de efectos mixtos para el total de datos disponibles
y usar los parametros estimados de este modelo como pardmetros iniciales para los
conglomerados a ser construidos. En este caso, es necesario inicializar las varianzas o3,
03, D1 and D5 con valores diferentes para cada conglomerado, o de lo contrario no serd

posible obtener una diferenciacién entre los modelos.

Método 2 Ajustar un modelo de efectos mixtos con un efecto aleatorio para el total
de datos disponibles y hacer un anélisis de conglomerados con los efectos aleatorios
estimados por el modelo mixto de modo que dos (o més) conglomerados sean iden-
tificados. Luego, ajustar un modelo de efectos mixtos con los datos identificados en
cada conglomerado por separado. Finalmente, usar los pardmetros estimados de estos
modelos como valores iniciales. En este caso, se tendran valores iniciales para cada
beta;, 03, 03, D1 and Ds.

Los dos métodos descritos para obtener parametros iniciales mostraron resultados
similares en nuestras pruebas, tanto para modelos lineales como no lineales (de hecho,
el primer método fue usado en los ejemplos de esta tesis). Sin embargo, ya que el
procedimiento iterativo es muy sensible a los valores iniciales escogidos, el segundo
método es preferible, ya que éste no requiere especular acerca de los valores iniciales
para las varianzas y componentes de la varianza para cada modelo.

Respecto a las probabilidades de clasificacién a priori 1, k= 1,..., g, éstas pueden
inicializarse en 1/g si se desconocen las probabilidades de clasificacién del resultado
final (o cuando no se pretende hacer coincidir los conglomerados con algin resultado
final). Por el contrario, si se quiere determinar la concordancia de los conglomerados con
algin outcome predefinido, entonces se pueden inicializar los 7 como las probabilidades
poblacionales en que se presentan estos hallazgos.

4.3 Determinacién de la incertidumbre de la clasificacién

A diferencia de los ejemplos usados en la seccién 3, en problemas reales de analisis de
conglomerados no se conoce el resultado final de los individuos a clasificar, como en
una clasificacién supervisada. Por lo tanto, no se tiene un ”gold standard” contra el
cual contrastar la clasificaciéon hecha por el algoritmo de cluster.

El tnico método encontrado en la literatura que permite estimar el grado de incer-
tidumbre de la clasificacién es el descrito por Bensmail et al en 1997 [8], que consiste
en calcular

Ui = ming=1,. g{1 — gy, }, i=1,...,n (104)
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donde 7y, es la probabilidad estimada de clasificacién a posteriori en el conglomerado
k. Se observa que cuando es clara la pertenencia de y; al conglomerado k, el valor
de 1 — 7y, es pequeno y por tanto el valor de U; es pequeno. Fraley y Raftery [15]
muestran la distribucién de U; en cuartiles para determinar la calidad de la clasificacion.

Aunque no es posible establecer la incertidumbre de la clasificacién sin contar con un
gold standard, el método de Bensmail indica que si hay muchos valores de 7, cercanos
a 1/g podria ser indicador de incertidumbre en la clasificacién. Por ejemplo, para
g = 2 conglomerados, un individuo con probabilidad a posteriori 7y, =~ 0.5 indicaria
incertidumbre de pertenencia del individuo ¢ a cualquiera de los 2 conglomerados.

Al aplicar el método de Bensmail a las probabilidades 7|, del modelo mixto con
curva de crecimiento logistico del ejemplo univariado en seccién 3.1, se obtiene que
los percentiles 75%, 90% y 95% de los U; son 0.056, 0.1254 y 0.2341, respectivamente,
resultados coherentes con el alto poder predictivo del modelo como predictor de em-
barazo interrumpido (exactitud 86.3%). Por otra parte, la aplicacién del método al
modelo multivariado en seccién 3.2 arroja percentiles 75%, 90% y 95% de U; iguales a
0.1675, 0.3388 y 0.4196, resultado también concordante con la menor exactitud en la
clasificacién de embarazo interrumpido de este ejemplo (72.7%).

4.4 Determinacion del nimero de conglomerados

La mayoria de los métodos descritos en la literatura para determinar el nimero de
conglomerados no son aplicables al andlisis de conglomerados usando modelos mixtos.
Por ejemplo, el método de Sugar y James [52] se basa en el uso de K-means para de-
tectar distintos niimeros de conglomerados K, se calcula la distancia dj, de los vectores
de datos a cada centroide (Mahalanobis) y se elige el nimero de conglomerados que
maximiza la distancia dp — di_1. Alternativamente, existen varios métodos basados
en la matriz combinada W de covarianzas intra-grupo de las p variables usadas en la
clasificacion, para cualquier particién de la muestra. Si en una divisién en k£ conglom-
erados se utiliza, por ejemplo, la traza Sy o el determinante Dj, de la matriz W, valores
pequenos de S o Dy, serian indicadores de una buena particion de los datos. Por otra
parte, una pequena diferencia entre Sy y Sk11, la traza de W en un esquema con k con-
glomerados y otro con k+ 1 conglomerados, seri a indicador de ”convergencia” respecto
al niimero de conglomerados. Una revisién de algunos de estos métodos puede verse
en Krzanowski y Lai [30]. Ninguno de los métodos descritos es aplicable al esquema de
conglomerados usado en esta tesis, ya que en nuestro caso se cuenta con informacion
de varibles medidas longitudinalmente.

La identificacién del nimero de conglomerados en esta tesis se hizo mediante test de
razoén de verosimilitud (TRV), Criterio de Informacién de Akaike (AIC) [1] y Criterio
de Informacién Bayesiana (BIC) [47]. El uso de estos métodos ha sido recomendado
en la literatura, principalmente el Criterio de Informacién Bayesiana, ya que permite
comparar mas de dos modelos simultdneamente y no tiene la restriccion de que los
modelos comparados sean anidados [16]. Finalmente, estos tres métodos pueden ser
utilizados con informacién medida longitudinalmente.
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4.5 Posibles desarrollos en el analisis de conglomerados mediante
modelos de efectos mixtos

En este trabajo se describe una metodologia de deteccién de conglomerados en el cual
las variables explicadas en los modelos mixtos son real valoradas, con errores aleatorios
y errores especificos por sujeto distribuidos normalmente.

Una posible extensién de la metodologia es considerar variables explicadas que
tomen solo valores positivos, como en el caso de conteo de eventos (por ejemplo, mor-
talidad en distintas zonas geogréficas). En este caso, se podria asumir que los errores
aleatorios y especificos por sujeto tienen distribucién Poisson. Un ejemplo del uso
de modelo de efectos mixtos con errores Poisson aplicado a la estimacién de tasas de
mortalidad puede verse en Tsutakawa [54].

Por otra parte, la independencia entre las observaciones y;, asociado a una matriz
de covarianzas intra-sujetos de la forma U2Ini><ni7 podria modificarse para considerar,
por ejemplo, modelos autoregresivos de primer orden (o;; = o2pli=i ) u otros modelos
como los descritos por Jennrich y Schluchter [28].

Finalmente, la metodologia de clustering utilizada (Mixture Decomposition Scheme)
podria ser reemplazada por esquemas alternativos, como el Fuzzy Clustering Algorithm,
en el cual cada observacién y; pertenece simultdneamente a todos los conglomerados y
la estimacién de pardmetros se basa en la minimizacién de una funcién de costos [53].

En cualquier caso, el andlisis de conglomerados usando modelos de efectos mixtos
es un campo abierto en muchas direcciones y con multiples posibilidades de desarrollo
futuro.
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A APENDICE. Rutina S-Plus para Ajuste de Modelo
Multivariado

# Cluster Analysis usando Multivariate Mixed Models
# Parametros Iniciales con "nlme" de Pinheiro-Bates
# Version enero/05

#

library(matrix)

n <- as.vector(table(DS4$sujeto))

m <- length(n)

alfal <- c(4.5,8.55,-0.142,2.23,0.05)

alfa2 <- c(4.5,8.55,-0.142,2.23,0.05)

priori <- ¢(0.7,0.3)

posterl <- rep(0.7,m)

poster2 <- 1-posteril

sigmal <- Matrix(c(0.1340, 0.0200, 0.0200, 0.3000),2,2)
sigma2 <- Matrix(c(0.3400, 0.0200, 0.0200, 0.6000),2,2)

D1 <- Matrix(c(0.2610, 0.0200, 0.0200, 0.0100),2,2)
D2 <- Matrix(c(0.3610, 0.0200, 0.0200, 0.0200),2,2)
bli <- rep(0.5,2%m)
b2i <- rep(0.5,2*m)

#Construccion de X, Y, Z
#
matrices_function(DS4,n,m,beta,bi)
{ sujeto <- DS4$sujeto

tiempo <- DS4$tiempo

uno <- DS4$uno

X <- Matrix(0,nrow=2*length(uno),ncol=5)
z <- Matrix(0,nrow=2xlength(uno),ncol=2)
y <- rep(0,2*length(uno))

a <- rep(0,2*length(uno))

subject <- rep(0,2*length(uno))

mu <- rep(0,2*length(uno))

k <-1

for (i in 1:m)

{
11 _ k+n[i]-1; 12 _ k+n[il; 13 _ k+2*n[i]l-1; 14 _ 2xi-1; 15 _ 2*i
ylk:11] <- DS4$subunit [sujeto==i]
y[12:13] <- DS4$estrad[sujeto==i]

subject [k:11] <- DS4$sujeto[sujeto==i]
subject[12:13] <- DS4$sujeto[sujeto==i]

tiemp <- DS4$tiempo[sujeto==i]

uno <- DS4$uno[sujeto==i]

den <- uno + beta[2]*exp(beta[3]*tiemp)
mu[k:11] <- (beta[1] + bi[14])/den

mu[12:13] <- beta[4] + beta[5]*tiemp + bi[15]

x[k:11,1] <- 1/den

x[k:11,2] <- ( - mu[k:11]*exp(beta[3]*tiemp) )/den

x[k:11,3] <= ( - mu[k:11]*beta[2] *tiemp*exp(beta[3]*tiemp) )/den
x[12:13,4] <- 1

x[12:13,5] <- tiemp

z[k:11,1] <- 1/den

2[12:13,2] <- 1

alk:13] <- y[k:13] - mu[k:13] + x[k:13,]1%x*)beta + z[k:13,]%*las.Matrix(bi[14:15])
k <- k+2x*n[i]

}

list(y=a,x=x,z=z,sujeto=subject)

}
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# Construccion de matriz 0i para eliminacion de missing values
#
misout_function(yi)
{ k_length(yi)
1_length(na.exclude(yi))
idreal <- diag(k)
idmodif <- Matrix(0,nrow=1,ncol=k)
linea_1
for (j in 1:k)
{ if( 'is.na(yil[j1) )
{
idmodif [linea,]
linea _ linea+l

) -

idreallj,]

¥
if (!is.Matrix(idmodif)) idmodif <- as.Matrix(idmodif)
0i _ idmodif

}

# Calculo de probabilidades a posteriori y verosimilitudes
#
posteriori_function(datosl,datos2,n,m,priori,posterl,sigmal,sigma2,alfal,alfa2,D1,D2)
{ verotot1_0; verotot2_0; logvero_0
for (i in 1:m)
{ Oi_misout(datosi$y[datosi$sujeto==1i])
yli <- na.exclude(datosi$y[datosi$sujeto==i])
z1i <- 0i¥%xY%datosi$z[datosi$sujeto==i,]
x1i <- 0iY*Jdatosi$x[datosi$sujeto==i,]
y2i <- na.exclude(datos2$y[datos2$sujeto==i])
2z2i <- 0iY*Jdatos2$z[datos2$sujeto==1i,]
x2i <- 0i%*Jdatos2$x[datos2$sujeto==1i,]
if (!is.Matrix(x1i))x1li<- t(as.Matrix(x1i));if (!is.Matrix(x2i))+x2i <- t(as.Matrix(x2i))
if (lis.Matrix(z1i))zli <-t(as.Matrix(zli));if (!is.Matrix(z2i))+z2i <- t(as.Matrix(z2i))

varl <- 0i%*)kronecker (sigmal,diag(rep(1,n[i])))%*%t(0i) + z1i%*%D1%x*%t(z1i)
var2 <- 0i%*Jkronecker (sigma2,diag(rep(1,n[i])))¥%x%t(0i) + z2iy*%D2%*%t (z21)
detl <- exp(as.double(det(varil)$modulus))
det2 <- exp(as.double(det (var2)$modulus))

verol <- det1”(-1/2)*exp(-0.5*t(yli-xli%*%alfal)’%*¥%solve(varl)%*%(yli-x1i*%alfal))
vero2 <- det2”(-1/2)*exp(-0.5*t(y2i-x2i%*%alfa2))*)solve(var2))*} (y2i-x2i%*%alfa2))
v <- verolxpriori[1]+vero2*prioril[2]

logvero <- logvero + log(v)

poster1[i] <- verolxpriori[1]/(verol*priori[l] + vero2+*priori[2])
verototl <-verototl + verol
verotot2 <-verotot2 + vero2
}
list(verol=verototl,vero2=verotot2,posterl=posterl,logvero=logvero)

}

# Estimacion de Alfa.k
#
alfa_function(datos,n,m,poster,sigma,D)
{ suml <- Matrix(0,nrow=5,ncol=5)
sum2 <- Matrix(0,nrow=5,ncol=1)
for (i in 1:m)
{ Oi_misout(datos$y[datos$sujeto==i])
yi <- na.exclude(datos$y[datos$sujeto==1i])
zi <- 0il*%datos$z[datos$sujeto==1i,]
xi <- 0i%#’datos$x[datos$sujeto==1i,]
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if ('is.Matrix(xi)) xi <- t(as.Matrix(xi))
if (!is.Matrix(zi)) zi <- t(as.Matrix(zi))

var <- OiY%*)kronecker(sigma,diag(rep(1,n[il)))%*%t(0i) + zil*%D%x*%t(zi)
Wi  <- solve(var)
suml <- suml + poster[i]xt (xi)%*%Wil*)xi
sum2 <- sum2 + poster [i]*t(xi)%*/Wilk*/yi
¥

alfa <- solve(suml)%*%sum2

}
# Mini-EM para estimar D.k y sigma.k
#
miniem_function(datosl,datos2,n,m,posterl,poster2,sigmal,sigma2,alfal,alfa2,D1,D2)
{ gritl <- Matrix(0,nrow=2,ncol=2); grit2 <- Matrix(0,nrow=2,ncol=2)
gr2tl <- Matrix(0,nrow=2,ncol=2); gr2t2 <- Matrix(0,nrow=2,ncol=2)
Ip_diag(2)

for (i in 1:m)

{ y1i <- datosi$yl[datosi$sujeto==il
z1i <- datosi$z[datosi$sujeto==i,]
x1i <- datosi$x[datosi$sujeto==i,]
y2i <- datos2$y[datos2$sujeto==i]
z2i <- datos2$z[datos2$sujeto==i,]
x2i <- datos2$x[datos2$sujeto==i,]

if (lis.Matrix(x1i)) x1i <- t(as.Matrix(x1i)); if (!is.Matrix(x2i)) x2i <- t(as.Matrix(x2i))
if ('is.Matrix(z1i)) zli <- t(as.Matrix(zli)); if (!is.Matrix(z2i)) z2i <- t(as.Matrix(z2i))

0i_misout(datosi$y[datosi$sujeto==i])

R1i_kronecker(sigmal,diag(rep(1,n[il)))
R2i_kronecker (sigma2,diag(rep(1,n[i])))

k_2%i; 1_k-1

y10i <- na.exclude(datosi$y[datosi$sujeto==i])

vari <- R1i + z1i*¥%D1%x*%t(z1i)

wili <- solve(varil)

var10i  <- 0i%*%R1i%x%t (0i) + 0i%*%z1i%*%D1%*%t (0i%*%z1i)
W1i0i <- solve(var10i)

b1li[1:k] <- D1%x*%t(01i%*%z11i)%*%W1i0i%*% (y10i-0i%*%x1i%*%alfal)
eli <= R1i%*%t (01) %*%W1i04%*% (y10i-0i%*%x1i%*%alfal)
y20i <- na.exclude(datos2$y[datos2$sujeto==i])

var2 <- R2i + z2i%*%D2%*%t (z21i)

W2i <- solve(var2)

var20i <- 0i%*%R2i%*%t (0i) + 01%*%z2i%*)D2%*%t (0i%*%z21i)
W2i0i <- solve(var20i)

b2i [1:k] <~ D2Y%*%t (01%*%z21) %rhW2i04%*% (y20i-01%*%x2i%*%alfa2)
e2i <= R21%*%t (01) %*%W21i0i%*% (y20i-01%*%x2i%*%alia2)

# Calculos para estimar SIGMA

Ini_diag(n[il)

for (j in 1:n[il)

£ j2 <- j+alil
H_0i%*%kronecker (Ip,Ini[j,])
elij <- c(eli[jl,e1i[j2])
gritl <- gritl + posteri[il=*(elij’*%t(elij)+sigmal-sigmal’*%t (H)/*%W1i0i%*)H)*%sigmal)
e2ij <- c(e2i[jl,e2i[j2])
gr2tl <- gr2tl + poster2[il=*(e2ij’*%t(e2ij)+sigma2-sigma2’*%t (H)%*%W2i0i%*)H)*%sigma2)
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# Calculos para estimar matriz covarianzas D

grit2 <- grit2 + posterl[il*(b1i[l:k]%*%t(bli[l:k]) +
D1 - D1%x*%t (0i%*%z11) %*%W11i01i%*%01%*%z1i%*%D1)

gr2t2 <- gr2t2 + poster2[il*(b2i[1l:k]%*%t(b2i[1l:k]) +
D2 - D2%*%t (01%*%z21) %*%W2101%*%01%*%z21i%*%D2)

}

sigmal <- gritl/sum(posteril*n)
D1 <- grit2/sum(posterl)
sigma2 <- gr2tl/sum(poster2*n)
D2 <- gr2t2/sum(poster2)

list(sigmal=sigmal,sigma2=sigma2,D1=D1,D2=D2,bli=b1i,b2i=b2i)

}

# Pasos del Algoritmo

#

veroinil <- 5000; veroini2 <- 5000
delta <- 1

iter <- 0

while(delta > 0.0001)

{ iter_iter+1
datosl <- matrices(DS4,n,m,alfal,bili)
datos2 <- matrices(DS4,n,m,alfa2,b2i)
temp_posteriori(datosl,datos2,n,m,priori,posterl,sigmal,sigma2,alfal,alfa2,D1,D2)
posterl <- temp$posterl
poster2 <- 1-posteril

verofinl_temp$verol
verofin2_temp$vero2
logvero_temp$logvero

alfal <- alfa(datosl,n,m,posterl,sigmal,D1)
alfa2 <- alfa(datos2,n,m,poster2,sigma2,D2)

temp_miniem(datosl,datos2,n,m,posterl,poster2,sigmal,sigma2,alfal,alfa2,D1,D2)
sigmal <- temp$sigmal; sigma2 <- temp$sigma2

D1 <- temp$Di; D2 <- temp$D2

bli <- temp$bli; b2i <~ temp$b2i

priori[1] <- sum(posterl)/m
priori[2] <- 1-prioril[i]

delta_max( abs(log(veroinil)-log(verofini))/abs(log(veroinil)), +
abs(log(veroini2)-log(verofin2))/abs(log(veroini2)) )

veroinil_verofinl

veroini2_verofin2

print(c("Veros: ",round(veroinil,5),round(veroini2,5),"DELTA: " ,round(delta,7)))
print (c("LOG(Vero) TOTAL ",as.double(logvero)))
print(c("Probabilidades a Priori ",round(priori,3)))
print(c("Parametro Alfal ",round(alfal,4)))
print(c("Parametro Alfa2 " ,round(alfa2,4)))
print("Varianzas del error 1 y 2")

print.matrix(sigmal)

print.matrix(sigma2)

print("Varianzas D1 y D2")

print.matrix(D1)

print.matrix(D2)

print("Probabilidades a Posteriori")

print (round (poster1,3))
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