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RESUMEN

Este trabajo presenta un método para hacer inferencia estadistica en sis-
temas cudnticos abiertos descritos por semigrupos markovianos cuénticos. En
este estudio fomamos en cuenta gue, al observar en uno de estos gistemas,
necesitamos un instrumento, el cual [o modifica. Es por esto que utilizamos
los conceptos de medicién e instrumento como entidades que estén interac-
tuando con el sistema.

Principalmente nos concentramos en encontrar mediciones que coinci-
dan con la medida espectral de un operador autoadjunto K que reduzca al
semigrupo antes mencionado, en el sentido que su algebra de von Neumann
generada quede invariante bajo la accidn de este semigrupo. Restringiéndose
a esta dlgebra abeliana podemos realizar inferencia estadistica de procesos
estocasticos clasicos.



ABSTRACT

A major problem to perform statistical inference in open quantum sys-
tems is the perturbation induced by the measurement process. However, at
least theoretically, a suitable choice of the measurement process could pro-
vide a consistent approach through classical stochastic processes. This works
proposes a method to perform statistical inference on open gquantum systems
represented by quantum Markov semigroups having a suitable reduction.
The method is based on measurements associated to observables generating

invariant abelian algebras.
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1. INTRODUCCION

El mayor problema al cual nos enfrentamos cuando queremos realizar
inferencia estadistica en sistemas cuanticos abiertos es la perturbacién pro-
ducida por el proceso de medicién. Sin embargo, al menos tedricamente, una
buena. eleccién de las mediciones puede dar una aproximacién consistente me-
diante procesos estocdsticos cldsicos. Este trabajo desarrolla una manera de
hacer inferencia estadistica en estas reducciones cldsicas consistentes prove-
nientes de semigrupos markovianos cuinticos que modelan sistemas cudnticos
abiertos.

En adicidn a lo anterior, este trabajo incluye una revisién de los métodos
de estimacion que existen para realizar inferencia estadistica paraméirica,
tanto en procesos de difusidén (en particular en procesos de Ornstein Ul-
henbeck), como en procesos discontinuos (especificamente estudiaremos un
proceso de nacimiento y muerte)

En este primer capitulo comenzaremos por introducir algunos concepto‘s
necesarios para explicar nuestra propuesta. Comenzaremos con una discusién
acerca de por qué basaremos nuestro estudio en el semigrupo. En segundo
lugar se discutird con més detalles que es un sistema cudntico abierto y
de qué manera es representado por un semigrupo dindmico cuédntico. Para
discutir nuestra propuesta debemos introducir una nocién més general de
espacio de probabilidad junto con explicar cudles son los problemas que se
presentan cuando uno guiere realizar inferencia estadistica en estos sistemas.
Por 1ltimo, detallaremos los objetivos principales de este trabajo.

1.1. Inferencia estadistica sobre un sistema dindmico

Consideremos un sistema dindmico markoviano (Q, F, (Fi)es0, (Xi)t>0,
(IPs)oco), donde 2 es el espacio muestral, F es la o-algebra asociada al
espacio muestral, (F;)i>p es una filtracion, (X,;):>¢ es un proceso estocéstico
de Markov adaptado a la filtracién, donde cada X; toma valores en un es-
pacio estado (E,£), con £ un espacio polaco dotado de la o-algebra de los
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borelianos de E (€ = B(E)) y (IPs)pco es una familia de medidas de proba-
bilidad indexadas porun parametro f. Supongamos que estamos interesados
en conocer la probabilidad Py dada alguna muestra y definamos:

TO f(z) = B (F(X,) = f f) Bz, dy), parat=0,  (L1)

para cada funcién medible f positiva o acotada, donde {P?(z,dy)}isp €5 la
familia de nucleos de probabilidades de transicién correspondiente al proceso
X;. La familia (T} )s> asi definida es un semigrupo markoviano para cada 8,
es decir:

1. 7% = 1 donde 1 es el operador identidad,

2. paracada s,¢ > 0 se tiene que T, f(z) = E2(f(Xors)) = EZES (F{X,))
E&(T2 f(X;)) = T¢ o T? f(z), para toda funcién f medible positiva o
acotada,

3. TP1=1.

Reciprocamente, dado un semigrupo markoviano {Tf}tzo, exigte un sis-
tema dindmico markoviano (Q,F, (Feliso, (Xi)e0, FPe) que satisface (1.1).
M4s precisamente, podemos tomar 3 = E¥+ | con el proceso canénico X, (w) =
wey, Fr = o(Xg; s < t) paratodo t > 0y F = Foo = 0(X; ¢ > 0). Luego, la
probabilidad P queda plenamente determinada por el semigrupo (77 );xg, €l
cual también depende del pardmetro 6.

El generador infinitesimal I del semigrupo {7} }i>p se define como:

L(f) = lim M,

t—0+

para toda f tal que el limite existe. En particular,
et f(x) = T,f (),

cnando el tiene sentido, es decir, la serie que define a la exponencial es
convergente. Conocer el generador es equivalente a conocer el semigrupo.

Es por lo expuesto hasta este punto, que al realizar inferencia estadistica
en sistemas cudnticos abiertos representados por semigrupos markovianos
cuanticos nos concentraremos en trabajar directainente con el semigrupo. En
particular utilizaremos el hecho de que bajo ciertas condiciones estos pueden
ser reducidos a un semigrupo markoviano clsico.
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1.2. Tipos de espacios de probabilidades y variables aleatorias

En el contexto de probabilidades cldsicas, es bien conocido que un espacio
de probabilidad se define como un triple (2, 7, IP), donde §) es el espacio
muestral, F es la o-dlgebra, y P es la medida de probabilidad en F. Sin
embargo en el mundo cudntico tenemos que trabajar con otro tipo de espacios,
Estos son los espacios de von Neumann, también conocidos como espacios
de probabilidad cudnticos, y los espacios de probabilidad algebraicos. De
hecho, tanto los espacios de probabilidad cldsicos como los de von Neumann
son casos particulares del concepto mas general de espacios de probabilidad
algebraicos. En lo que sigue definiremos estos conceptos.

Definicion 1. Un espacio de probabilidad de von Neumann es un par (f, p)
donde h es un espacio de Hilbert complejo separable y p es un operador
positivo en §) con traza, tal que Tr(p) = 1. Un operador de traza 1 recibe el
nombre de estado del sistema.

En un espacio de von Nenmann una variable aleatoria u observable es un
operador autoadjunto X de b en si mismo y su esperanza matematica en el
estado p es:

E,(X) = Tt (pX).

En este contexto un suceso (evento) cudntico es una proyeccién ortogonal
y la probabilidad de un evento 7 esta dada por

Py(m) = E,(m) = Tr (pr)

Los valores del observable X corresponde a los valores de su espectro o(X),
el cual es real por ser X un operador autoadjunto.

Autes de definir los espacios de probabilidad algebraicos, necesitamos
introducir los conceptos de *-dlgebras y estados en estas.

Definicion 2. Una *-ilgebra es un élgebra asociativa compleja 4 con una
involucién *, la cual cumple las siguientes propiedades.

» (Aa+ pby = Aa* + mb*
- (l‘l*)* =a

n (ab)* = b*a*
para todo a,be Ay A\, peC.



1. Intreduccidn 10

Ejemplos de *-4lgebras son lag C*-algebras y las algebras de von Neumann
o también llamadas W*-4lgebras. Nosotros trabajaremos con las algebras de
von Neumann, las cuales se definen a continuacion.

Definicion 3. Una élgebra de von Neumann sobre f es una *-subdlgebra 2t
de B(h) tal que

EDI — mh’
donde IV = {y € B(H) : [y, z] = 0,Yz € WV} con [y, z] = yz — 2y.
Observacion. En la definicién anterior {y, z} estd bien definido para x,y €

B(h), el algebra de los operadores acotados en h. Sin embargo, hay que
tener mds cuidado en extender su definicion cuando tenemos operadores no
acotados.

En particular, se tiene que B(h) es un dlgebra de von Neumann.

Definicion 4. Un estado ¢ en una *-dlgebra es una funcién lineal ¢ : A — C
tal que:

(a) p(1)=1y

(b) para todoa € Ay = {a € A;a = b*b para algin b € A} se tiene que
w(a) > 0. '

Definicidn 5. Un espacio de probabilidad algebraico es el par (4, ¢) donde A
es una *.4lgebra y ¢ un estado en A. En este espacio, una variable aleatoria
con valores en una *-dlgebra B es un *-homomorfismo j : B —~— A, en partic-
ular una variable aleatoria real es un *-homomorfismo j : L2(R;C) — A.

Un ejemplo de variable aleatoria algebraica es el siguiente: dados dos
espacios de Hilbert § y & consideramos el homomorfismo j : B(t) — B(h),
definido por

jla) = V2V,
donde V : € — b es un operador acotado.

Observacidn. Dos ejemplos principales de espacios de probabilidad algebraicos
son los espacios de probabilidades cldsicos y los de von Neumann.
En el caso de los espacios cldsicos basta tomar

A=L2QF P), of) = ]ﬂ f(w) P(dw).
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Aqui una variable aleatoria V en (2, F, IP) induce el homomorfismo
J: L2 C) — LEQF, P), §(f) = f(V).
Para un espacio de von Neumann tomamos

A=B(b), )= Tr (o).

Una variable aleatoria X en un espacio de probabilidad de von Neumann
(h,p) induce el homomorfismo

LR, C) — B(h), i(f) = f(X).

El objetivo principal de este trabajo es encontrar una manera de hacer
inferencia estadistica en estos tipos de espacios, lo cual no es inmediatamente
obvio, ya que muchas de las propiedades usadas en estadistica clasica no
tienen validez en este nuevo contexto. De hecho es posible ver que en esta
teorfa el andlogo al teorema de Bayes carece de sentido, ya que siendo los
eventos proyecciones el andlogo a la interseccidn no posee las propiedades
necesarias. En una préxima seccién trataremos algunos de los problemas
principales que surgen cuando uno quiere realizar inferencia estadistica en
estos espacios, para luego plantear algunos elementos ttiles que nos ayudarsn
a resolverlos.

A continuacién daremos una idea de como los sistemas cuanticos abiertos
son representados por un semigrupo dindmico cudntico.

1.3. Nocién de sistema cuantico abierto

Un sistema cudntico cerrado es representado por un espacio de Hilbert
h y un operador autoadjunto H (Hamiltoniano). Este define un grupo uni-
tario de operadores en el dlgebra B(h) de operadores acotados en h mediante
U, = exp(—itH) (si uno asume que la constante de Planck es 1 por sim-
plicidad). La evolucién esta dada por el grupo de antomorfismos de B(h)
ay(z) = UrzU,t € R. El grupo au(o) = UoU; corresponde al grupo de
transformaciones en el espacio predual J; () de los operadores con fraza, el
cual describe la evolucién de los estados mediante pr = c.(p).

En un sigtema cudntico abierto no sélo se considera el sistema en si mismo
si no que también se considera un sistema méas grande en el cual estd inmerso
y que llamamos bafio o ambiente, el cual se encuentra en equilibrio, pero
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que interactiia con el sistema mas pequeno. Bl sistema requiere dos espacios
de Hilbert, el primero que denotaremos por b, corresponde al sistema y el
segundo espacio b, que representa al ambiente en el cual esta el sistema a
estudiar. El sistema total es representado por el espacio hr = hs @ b, y el
operador Hr = H,® I, + 1, ® H, + H;, donde H,, H, y Hr corresponden
a los Hamiltonianos del sistema, del ambiente y de la interaccidn que existe
entre ellos respectivamente.

Dado un un espacio algebraico de la forma (B (5}, ), donde ¢ es un estado
normal en B(h), existe un operador con traza p, positivo con Tr(p) = 1,
el cual se denomina operador densidad, tal que ¢(z) = Tr(pz) para todo
z € B(h). Usando un poco de abuso de lenguaje llamaremos a tal p estado
del sistema.

Ahora bien, si uno quiere conocer sélo la dindmica del sistermna mas pequetio
y €l estado del ambiente p, es conocido, se puede obtener la dindmica en el
predual tomando la traza parcial con respecto a p, donde esta se define de
la siguiente forma: :

Definicion 6. Sean hy y b dos espacios de Hilbert con bases ortonormales
(en) y (fm) respectivamente, y consideremos el espacio tensor § = h; @ b2 y
un estado p == p; @ py. La traza parcial de p; con respecto a p» estd definida
por:

Tr.ﬂz (pl)eﬂ = Z(en @ fm: pey @ fm)~

m

Con esta definicién la dindmica en el preduaI_ﬁ'l(ha) estard dada por:
g;r;(ﬂ) - Trpq (eﬁitHT (,0 ® pa)eitHT) )

donde Tr,, corresponde a la traza parcial. Ahora bien, mediante la ecuacion
de dualidad
Tr (pZe(2)) = Tr (Tu(p)2) ,

podemos obtener la evolucién 7:(x) en el sistema de interés f,.

En lo que sigue, estaremos interesados sélo en aquellos sistemas abiertos
cuya dindmica corresponda a un semigrupo markoviano cudntico (SMC).
Para definir estos sistemas necesitamos la definicién de completa positividad
la cual se da a continuacidn.

Definicion 7. Dadas dos *-dlgebras A y B. Una aplicacién lineal & : % —
B es completamente positiva si para dos colecciones finitas cualesquiera
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G1y..., 0y €Ay by, ..., b, € B, el elemento

> bid(aia;)b; € B,

1,f=1
es positivo.

La definicion de completa positividad es equivalente a la positividad cuan-
do una de las dos algebras es conmutativa. Esto fue demostrado por Stine-
spring (cuando 2 es conmutativa) y por Arveson ( en el caso en que ‘B es
conmutativa). En general si tenemos una aplicacién ¢ : % — B, ésta se dice
que es n-positiva si la aplicacién @, : M, (%) — M, (*B), definida por:

(I)n((a‘i,j)) = ((p(aigj))

es positiva. Como se muestra en [25] si A y B son C*- dlgebras se tiene
que una aplicacién es completamente positiva si y sélo si ésta es n-positiva
para todo n > 1. Con esta caracterizacidn podemos ver que en general una
aplicacién completamente positiva 1o es necesariamente positiva. Un ejemplo
de aplicacién positiva que no es 2-positiva, y por lo tanto no es completamente
positiva, es la transposicién en M;(C). A continuacién mostraremos este
hecho mediante el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Sea @ : My(C) — My(C) definida por

®(a) = a’
y consideremos la matriz
3/2 0 01
0 1/2 00
0O 0 10
1 0 01

Esta es una matriz positiva y si aplicamos $» es decir, transponemnos en cada
uno de los 4 bloques obtenemos la siguiente matriz

32 0 00
0 1/2 1 0
0 1 10}’
0 0 01

la. cual no es positiva.
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Teorema 1 (Kraus). Dados dos espacios de Hilbert §, € y una algebra de
von Neumann 2 de operadores en §). Entonces una aplicacion lineal @ : U —
B(t) es normal y completamente positiva si y sélo si existe una secuencia de
(V)jew de operadores lineales acotados de & en § tal que la serie Z;"’:l Vial;
es fuertemente convergente paru todo a € U y

®(a) =D VyaV;.
j=t

Definicion 8. Un semigrupo markoviano cuantico (SMC), en una *-dlgebra 2
con unidad 1, es una familia 7 = (7;);cm, de operadores lineales 7, : U — U
que satisface:

= Ty(xz) =, para todo z € %;
= Cada 7, es completamente positivo;

T(To(z)) = Ty (), para todo t,s > 0,z € ;

T:(1) = 1 para todo ¢t > 0.

En adicién a esto, si %l es un dlgebra de von Neumann el semigrupo debe
cumplir las siguientes condiciones:

» para cada 2 € 2 la aplicacién ¢ — Ti{x) es o-débil continua sobre 2, y

= 7.(.) es normal o o-débil continuo.
Fl generador infinitesimal de 7 es el operador

t—l)

£{a) = lim It(r'tmz;—ﬁ,

definido en el espacio vectorial D(£) C ¥ formado por todos los elementos
para los que el limite existe. No se conoce por el momento una caracterizacién

* de L. Salvo en ciertos casos particulares:

1. Sea (7;) un SMC sobre B(h). Si el semigrupo es continuo en norma,
es decir ll’n& |7: — Z5|| = 0, entonces su generador £ se representa en la
el

forma:
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L{z) = G*z + ®(z) + 2G,
donde G € B(h) y P es una aplicacién completamente positiva y nor-
mal.

Ma4s afin, si se designa por H = —ImG, existen operadores Ly € B(h),
para k en algiin conjunto de indices, tales que >, L} L; sea un elemento
de B(h) y se tenga

: 1 . "
G=—iH - 5 %LkLk, P(z) = ; LizLy  para todo o € B(h).

De aqui se obtiene que el generador tiene la siguiente forma:

£(x) =ilH, z] — }2— Z(L};Lkm — 2L3xLy + 2L Ly).
k

. Sean G'y Ly, (k > 1) operadores en f que satisfacen la siguiente hipdtesis:

(H-min) G es el generador infinitesimal de un semigrupo contraccién
fuertemente continuo en fj, D(G) < D(Lg) para todo k > 1, y para
todo u,v € D(G) se tiene

(Gu,u) + 3 (L, L + (v, Gu) = 0.
k=1

Bajo la hipétesis (H-min), para cada z € B(f) se define una forma
sesquilinear £ {(z) con dominio D(G) x D(G) definida por

o
£ (2){v,u) = (Gv, zu) + Z (Lyv, x Lyu) + (v, 2Gu} .
k=1
Es conocido que dado un dominio D C D(G), es posible construir un
SMC minimal (7;):>0 que satisfaga la ecuacion

(v, Te{z)u) = (v,2u) + /:£ (To{z)) (v, u)ds,

para todo v,u € D.
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De lo anterior se tiene que nuestro modelo puede ser representado por un
par (f, p) en donde h es el espacio de Hilbert del sistema pequefio v p es el
estado del sistema cuya evolucién es dada por un SMC. Dentro del SMC se
estd considerando el sistema que lo contiene y la respectiva interaccién entre
los sistemas.

El par (B, p) es nuestro espacio de probabilidad y el semigrupo estd aso-
ciado a nuestras variables aleatorias o a nuestro proceso. En los casos que
serdn estudiados el SMC (7;)em, tiene un generador formal dado por:

1
£ (z) =i[H,z| - 3 Z(L}';Lkﬂ: —2L;xLy + 2L} L),

k

1.4, Problemas de la inferencia estadistica en dichos sistemas

Hay muchas propiedades de la teoria de probabilidades cldsicas que no se
cumplen dentro del contexto cudntico. Esto acarrea una serie de problemas
cuando se quiere realizar inferencia estadistica en sistemas cuanticos. A mo-
do de ejemplo mencionaremos tres de los principales inconvenientes que se
producen.

1.4.1. Principio de incertidumbre de Heisenberg

Supongamos que tenemos un espacio cudntico (f, pg) 0 un espacio alge-
braico (A4, wg), donde el estado esta indexado por un pardmetro # € © y
nuestro objetivo es estimar tal pardmetro dado una observacién del sistema.
En estadistica estd bien estudiado el problema de estimar # para un espacio
de probabilidad cldsico (@, F, IFs), sin embargo son pocos los estudios que
existen tanto para espacios de von Neumann como para espacios algebraicos
(Ver [2]).

El principal problema con el ¢ual nos enfrentamos al querer realizar in-
ferencia estadistica en sistemas cudnticos en general, radica en el principio
de incertidumbhre de Heisenberg, segin el cual, cuando observamos algin
fenémeno en dicho sistema estamos interviniendo en el mismo. Por ejemplo
si queremos observar la posicién y el momento de una particula, no es posible
observar ambas cosas simultineamente, ya que, si ¢ es el observable posicién
y p es el observable momento, se tiene que estos observables no conmutan,
es decir

lg,pl = qp—pg #0.
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El problema que presenta el principio de incertidumbre de Heisenberg
para poder realizar inferencia estadistica se basa principalmente en la sigu-~
iente proposicién:

Proposicidn 1. Sea (B, p) un espacio de probabilidad de von Neumann con
un estado puro, es decir p = |u)(u|, donde la notacién significa |u)(ulv =
{u, vy u y u es un vector unitario. Se tiene:

1 .
Var,(X) Var,(Y) > 1 (u,4]X, Y]u)*
pare tode par de operadores cutoudjuntos X e Y.

En resumen, si dos observables no conmutan no podemos observarlos a
la vez sin estar cometiendo errores en la observacion.

1.4.2. Carencia del teorema de Bayes

Otro problema con el cual nos encontramos es la ausencia de un andlogo
al teorema da Bayes. En los espacios de von Neumann nuestros eventos son
proyecciones, y nuestros analogos a la interseccion y unién de eventos pierden
propiedades tan itiles como la distributividad. Es decir dadas dos proyec-
ciones definimos la unién andloga m; V s, como la proyeccidn en el espacio
suma directa de las imégenes my 73, y la interseccién andloga m; A ms, como
la. proyeccién en la interseccidn de los espacios en donde proyectan my y .
A continuacidon se muestra un ejemplo de tres proyecciones para las cuales
no se cumple la distributividad.

Ejemplo. Consideremos § = IR? y definamos los eventos my, my ¥ 73 como las
siguiente proyecciones en esbe espacio:

' z+y 4y
m((#,y) = (0, m(@y)=(F~—77) v m=y) =0y
Ahora para las proyecciones anteriormente definidas se tiene:

(mmy V arp) Ay # (w1 A ) V (e A y).

1.4.3. Violacién de la designaldad de Bell

Proposicidn 2. (Desigualdad de Bell) Consideremos variables aleatorias X,
1=1,2,3, definidas en un espacio de probabilidad (2, %, IP) y con valores en
[—1,1]. Entonces se tiene, '
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1-E(X1Xy) 2 [E(X1X5) ~ E(X2X)| (1.2)

Demostracién. sean z,y, z € [~1, 1], entonces se tiene la siguiente desigual-
dad:
1—ay > |y — x| 2 f2(y — z)|
ahora tomando z = Xy, ¥ = Xu, z = X3, y aplicando esperanza se obtiene
(1.2).
Consideremos ahora las matrices de Pauli, las cuales forman una base de
M3 (C}, definidas como sigue:

/10 {01 [0 =i (1 0
ap = 0 1 1T = 10 s Oy = i 0 1Oz = 0 -1 1

y consideremos el estado
(12 0
”_( 0 uz)'

Para simplificar notacidn, si a € R* denotemos por o{a) = a0, + ay0, +
a30,. Un pequefio calculo nos muestra que st a es unitario, entonces o(a) tiene
valores propios 1y -1. Consideremos tres vectores unitarios z;, 2z, 3 € R®
tal que {z1,22) = 0, {zy, 73) = cos(a) y (s, x3) = sen(a).

Luego tomemos las variables aleatorias o(21),0(z2), y o(23), las que
satisfacen

2 E(o{z)) = Tr (po(xz:)) = 0,Vi € {1, 2,3},
- E(o(s)o(2,)) = Tr (po(2)o (25)) = (50,2;), para todo i, € {1,2,3).

Se sigue que la matriz de covarianzas es:

1 0  cos{e)
C= 0 1 sen(c)
cos{a) sen(a) 1

Luego por desigualdad de Bell tendr{amos que:

2sen®(a/2) = 1 — cos(a) > | sen(a)],
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o equivalentemente cos(a/2) < sen{e/2), de donde la designaldad falla si
a & (0,7/2). Es decir las variables aleatorias dadas no pueden ser parte
de un proceso estocastico clasico X, a los momentos #y,{ y t3, dado que
no podemos tener un espacio en el que existan tres variables aleatorias con
distribucién conjunta que implique lag covarianzas dadas.

1.5. Propuestas de modelacion matemadtica de la inferencia
estadistica cudntica

Los problemas descritos en la seccién anterior se basan estrictamente

en el hecho que, en general, en mecanica cuantica perdemos la propiedad
de conmutatividad. Por ejemplo, la violacién de la designaldad de Bell no
nos permite obtener un teorema tipo Kolmogorov para definir un proceso
estocdstico. Sin embargo, nosotros proponemos que, bajo ciertas condiciones,
nos podemos restringir a trabajar en casos conmutativos, en donde podeinos
utilizar la inferencia estadistica cldsica. En algunos articulos de inferencia
cudntica (ver [2]) se presentan ciertos conceptos que hay que tener en cuenta
a la hora de realizar inferencia estadistica. El primer concepto importante
es el de medicién en un sistema cudntico. Este concepto permite describir lo
(ue se observa del sistema.
Definicion 9. Sea (b, p) un espacio de probabilidad de von Neumann. Decimos
que M es una medicién del sistema en el estado p tomando valores en el
espacio medible (Q,F), si M es una funcién del o-algebra F en Re*(h), el
conjunto de todos log operadores autoadjuntos no negativos en §, con las
siguientes propiedades:

= M(§2) es el operador identidad 1.

w > M(A;) = M(A), para cualquier secuencia {Ay, A, ...} de ele-
mentos disjuntos de F que satisfacen A = [J;-, A4;.

El resultado de una medicidon M en el sistema con estado p es una variable
aleatoria X, tomando valores en (£2,F) con la siguiente ley de probabilidad:

P(X € A) = Tx (pM(A)) .

Definicion 10. Diremos que una medicidén en un espacio (£, F) es compatible
con un SMC (7¢):z0, 51 y sélo si se cumple que:

[T{(M(A), M(B)] =0, ¥t>0, VYABEeF
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Un ejemplo de medicién es la medida espectral de un operador autoad-
Junto. En los ejemplos que veremos més adelante notaremos que contamos
con operadores cuyas medidas espectrales son compatibles con el semigrupo.
En general, la teorfa a desarrollar se basard en mediciones que coincidan
con la medida espectral de un operador. A las mediciones que cumplen esta
propiedad le Hlamaremos mediciones simples, la definicién formal se muestra
a continuacién.

Definicion 11. Diremos que una medicion en un espacio (2, F) es simple si
y s6lo si M(A) es una proyeccién autoadjunta para cada A € F, es decir,

M(A) = M(A)" = M(A)?, paratodo A € F.

En el caso en que @ es IR o un boreliano de IR, toda medicién simple
corresponde a la medida espectral de un operador autoadjunto K el cual es
un observable.

Las mediciones simples compatibles son aquellas que nos permitiran tra-
bajar en un contexto conmutativo, en el cual es posible desarrollar la es-
tadistica cldsica. Para esto necesitamos definir los siguientes conceptos:

Definicidon 12. Dado un espacio de Hilbert. Sea K un operador sobre f normal
{no necesariamente acotado). Entonces definimos W*(X) el algebra generada
por el operador K como:

Wr(K) = {{K} u{K"}},
donde A’ = {Q € B(h) : [K,Q] =0, para todo K € A}
Observacion. 1. Si K es un operador autoadjunto. Entonces

W (K) = {{K}'},

2. Dados K, () operadores sobre h con ¢ € B(h) y K no acotado entonces
es posible definir el conmutador (K, @] para todo v € D(K) tal que
Qu € D(K), donde D(K) es el dominio del operador K. Esto nos
permite definir W*(K') para operadores no acotados.

Proposicién 3. Para todo operador normal K se tiene que W*(K) es un
algebra de von Neumann, es decir, W*(K) C B(h) y W*(K) = W*(K)”

Demostracion. ver [24] teorema 4.6.7 o [23](teorema del doble conmutante).
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Cuando una medicidon fisica es hecha en un sistema cudntico, el sistema
usualmente cambia estocdsticamente. Luego, una descripeién completa de la
medicién no sélo especifica la distribucién de probabilidades de la variable
X, sino también, el nuevo estado del sistema cuando X es observado. En este
contexto necesitamos introducir la nocién de mstrumento el cual es utilizado
para realizar la medicién.

Si nos referimos al sistema antes y después de la medicién como el estado
a priori y el estado a posteriori. Un instrumento J es un objeto que permite,
dado un estado a priori p y un evento A, calcular una probabilidad de obtener
A, y un estado a posteriori asociado al evento A. Més formalmente:

Definicién 13. Una funcién 7 : @ x B(h) — B(h)} es Hamada instrumento
para la medicién M, si es un nicleo completamente positivo, es decir que
cumple lag siguientes condiciones:

» J(-,a) es una medida con valores operadores e J(4, 1) = M{A).
= J{A, -} es una aplicacién completamente positiva sobre el dlgebra B (h).

Luego la probabilidad de que de la medicién del estado p resulte el evento
A esta dada por:
m(A;p, T} =Tr (pJ(A, L)) .
Si el sistema estaba en el estado p antes que la medicidn, entonces el
estado después de la medicién o(A; p,T) estd dado por la ecuacion:

Tr (63(4,a))
Tr (p3(A 1))’
Teorema 2 (De representacién). Sea J un instrumento en un espacio
de Hilbert separable i con b.o. (€n)nenv- Consideremos la familia de medidas
A = {v* tal que v*(A) = (u,T(A,a)u}, cona € B(h) yu € b}. Entonces
existe una medida de probabilidad que domina a A.

Tr(c{A;p,Ta) = a & B(h).

Demostracion. Consideremos las medidas con signo v"™ definidas por
v == (e, 3(A, a)en) y definamos la siguiente medida

1 n,m
w(A) = 3 cumliIA),

n,m

donde ¢, son constantes reales positivas tales que C =3, - Cum |17 (£2)

es convergente,

nm
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Se sigue que v} << p para todo u € b, ya que si u{A) = 0, entonces
™ (A) = 0 para todo n,m € IV y si u = )_ A;e; se tiene que

= <Z Amem, J(A, 1) Z)men> =) A {€m, I(4, 1)e,) = 0.

7

Como la aplicacién J(A, -) es completamente positiva se tiene por teorema
1 que existe una secuencia de operadores acotados (Vi.(A))new que dependen
de A tal que:

WA a) = 3V (A)aVi(A).

Luego para cada elemento positivo a == b*b € B(h) se tiene

< ZV* A bVi(A > Z(bV Y, BV;( A)as)
< D I Vil A)u, Vi(A)u) —||bir*< ZV(A AJu>

Se sigue que v} es absolutamente continua con respecto a p para todo ele-
mento positivo a € B(h) y u € b.

Finalmente para cualquier a € B(h) descomponemos a = Re™(a) —
Re (a) + i(Im*(a) — Im™(a)), de donde se obtiene lo que se quiere probar.

Del teorema anterior obtenemos la siguiente representacién para los
ingtrumentos dada la medida de probabilidad p en

J(dz, a) Zv )(dz), (1.3)

i==1

donde (V});emv son funciones medibles de £ a B(h) tales que

Z/V Vil pu(dz) = 1.

Esto implica que el estado a posteriori estd dado por

Z:'S, Vi(z)*pVi (x)
> Tr (pVilz) Vi(z))

o(z;0,3) =
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y la distribucién de probabilidad es

7(dx; p,T) = ZTI (pVi(z)Vi(z)*) v(dz).

Dado un instiumento J asociado a una medicidn M y una funcién f
medible y acotada en (2, F), se tiene

f,0) = (1) = [ fa)(d),

donde M(f) es definida en general como el limite débil de integrales sobre
funciones simples.

En particular, si M es la familia espectral de un operador K autoadjunto
gue reduce al SMC, se tiene por teorema espectral que

3(£,1) = f(K)

Lf(K)=T3(f,1) =TT, 1),
donde T; esta determinado por el teorema espectral como sigue:

T.f(K) = (T:f)(K), paratodo t>0,

es decir, T; es una aplicacion de las funciones acotadas borelianas en ellas
mismas para cada £ > 0. No es dificil probar que T, as{ definido resulta ser
un semigrupo markoviano cldsico ya que se tiene

1. Tof(K) = f{K), lo cual implica que Tp(1) = 1,
(Tt+sf)(K) = j;+sf(K) =T;0 ’I.;f(f() = z(Tsf)(K') = (T;o Tsf}(f(L
(TNK) = TTH{K) =Tl = 1 = 1{K).

1.6. Objetivo

Este trabajo prepone una metodologia para realizar inferencia estadistica
en sistemas cudnticos abiertos descritos por semigrupos markovianos cunti-
cos (SMC). El método propuesto se fundamenta en la biisqueda de mediciones
cuyas dlgebras conmutativas asociadas permanezcan invariantes bajo la ac-
cién del semigrupo. En ese caso se dice que la medicién reduce cldsicamente
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el semigrupo. En algunos casos se pueden encontrar mediciones diferentes
-que no conmutan entre ellas- y que reducen el semigrupo. Es lo que ocurre
en varios modelos de Optica Cudntica (masers, lasers).

Las mediciones que reducen cldsicamente el SMC se basan en distintos
tipos de observables, para lo cual se necesita contar con distintos instrumentos
a fin de realizar experimentalmente lag mediciones. Para uno de los modelos a
estudiar se tiene que una medicién basada en el observable numero genera un
proceso estocdstico clasico de Nacimiento y Muerte; otra medicién, basada
en el observable campo electromagnético determina un proceso de Ornstein
Uhlenbeck. Tomados aisladamente estos procesos poseen generadores muy
distintos. Sin embargo, ellos provienen de un mismo modelo cudntico subya-
cente. La estimacién de pardmetros se puede hacer siguiendo procedimientos
clésicos diferentes, pero ellos debieran arrojar resultados idénticos. Aqui se
quiere comparar las distintas estimaciones provenientes de cada reduccidn.

En este trabajo aplicaremos el método de reduccién a dos modelos. Estos
son un modelo de Laser y un modelo del micromaser propuesto por Jaynes
y Cummings. El préximo capitulo se enfocard en dar mas detalladamente
los modelos en los que se basara el estudio y los pardmetros involucrados en
estos que son heredados en sus reducciones. También veremos de qué manera
se obtienen las reducciones de estos inodelos. Finalmente cudl es nuestra
propuesta para realizar estimaciones de los pardmetros involucrados, junto
con estudiar las propiedades de dichas estimaciones.



2. MODELO CUANTICO

En este segundo capitulo presentaremos los modelos en los cuales rea-
lizaremos inferencia estadistica, estos son un modelo de Laser y el modelo
del Micromaser de Jaynes-Cammings. Ademas de identificar los pardmetros
involucrados en estos dos modelos, los cuales, posteriormente seran estima-
dos usando las reducciones clasicas ya antes mencionadas, ademas explicare-
mos cuales son las condiciones para la existencia de estas reducciones y de
qué manera se obtienen éstas para los dos modelos dados.

2.1. Modelo de Laser

El modelo de Laser (Light amplification by stimulated emission of radi-
ation) corresponde a un dtomo con dos niveles de energia que atraviesa un
resonador ideal. Interactuando con el campo electromagnético de la cavidad,
el 4tomo emite un fotén y su energia decae al nivel méas bajo; enseguida,
absorbe energia de la cavidad, alcanzando el nivel més alto; la repeticion de
este ciclo constituye el prototipo de un oscilador arménico cuantico.

Un modelo propuesto corresponde a un SMC (Ti)ier, sobre B(h) con el
siguiente generador formal:

£ (z) =t[wN, z] ~ %A(V +1)(alaz — 2a’za + zala)
(2.1)
- %Av(aaf:r — 20za’ + zaa’),

donde a! y a son los operadores de creacién y aniquilacién respectivamente,
N es el operador numero, sus definiciones més formales las explicaremos en
detalle mds adelante.

Las interpretaciones fisicas de los pardmetros involucrados son:

u A denota la tasa de decaimiento de la energia en la cavidad;

= v corresponde al niimero de excitaciones termales;
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w w la frecuencia natural.

Definicidn 14. Dado un SMC (7;) s sobre el dlgebra B(h). Consideremos el
siguiente conjunto de los elementos invariantes bajo la accién del semigrupo:

F(T) = {x € B(h) : Ti(a) = z}.

Decimos que el SMC es ergddico si F(7) = CL.

La recurrencia de un SMC se define con respecto al potencial el cual definimos
de la siguiente forma:

Definicion 15. Dado un operador positivo z € B(}). Se define el potencial
formal de z, como la forma cuadrética £(x) con dominio:

D)) = {u ebh: fom {(u, To(x)u) ds < oo} ,

por
()] = fu (u, To(@)u) ds,  (u € D(I(z))).

Un elemento positivo 2 € B(h) tal que D{8{z)) es denso en b es llamado

integrable. Sea B(h);} . el cono de elementos integrables y positivos de B(h).

Para todo z € B(h);,, llamamos potencial de z al operador antoadjunto
U(z), el cual representa a (z).

Definicion 16. Decimos que un SMC sobre *B(h) es recurrente si se cumple
alguna de las siguientes condiciones, las cuales son equivalentes.

= Para cada elemento positive z € ‘B(h) y w € ) se tiene u ¢ D(M(z)) o
se cumple que uw € D{#{(x)) y U(x)[u] = 0;

x Para cada proyeccion p y u € b se tiene u € D(U(p)) o se cumple que
u & D((p)) y U(p)u] = 0.

Para ver la equivalencia de las condiciones ver [12].

Proposicién 4. El SMC correspondiente al Laser es ergddico y recurrente
para todo A, v > 0.

Para la demostracién de esta proposicién ver [12].
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Observacidn. En la reduccion clasica s6lo podremos obtener las estimaciones
de A y v, sin embargo, el pardmetro w se pierde en esta reduccién. En general
nuestro procedimiento permite identificar la disipacién de la energia, es decir
si suponemos que la parte en el generador gque representa al sistema cerrado
es conocida (en este caso w es conocido). Entonces podemos identificar el
modelo estimando los parametros que aparecen en la parte que representa la
disipacidn dentro del generador.

2.2. Modelo del micromaser de Jaynes y Cummings

Similarmente al caso anterior el modelo del Micromaser (microwave
amplification by stimulated emission of radiation) de Jaynes y Cummings
corresponde a un SMC 7, con el siguiente generador infinitesimal.

2 2
£(x)=— %(afam — 2atza + zala) ~ %(aafrr ~ 2azal + zaal)
+ R? cos(¢V aal)z cos($pvaat) (22)

+ R*(sen(¢Vaal) 528 sen(¢pVaal) — z),

con pi? = pny y A = ye(ng +1).

Proposicién 5. El SMC correspondiente al micromaser es ergddico y si
A? < p2, entonces el SMC es recurrente. Ademds en los siguientes casos se
tiene:

m 5i A2 >y, el SMC es transiente,

» 51 A2 = p® tenemos dos posibilidades, R = 0, lo cual implica que el
SMC es recurrente o R £ 0 y el SMC es transiente.

Para la demostracién de esta proposicién ver [12].
En este modelo los pardmetros involucrados son:

= ;1. €3 la tasa de decaimiento de la energia en el sistema libre;
» np corresponde al nmimero de excitaciones termales;

» . es la tasa de decaimiento de la energia en la cavidad,;
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» R es el coeficiente de saturacion en la cavidad;

= ¢ corresponde a la fase o frecuencia natural.

Como veremos mas adelante este modelo puede ser reducido a un proceso
de nacimiento y muerte. Sin embargo, nos concentraremos en el caso Rp = 0,
ya que, como veremos mas adelante, este modelo tendrd dos reducciones
posibles. Considerando este hecho tendremos sélo tres pardmetros a estimar,
estos son el nimero de excitaciones termales y [as tasas de decaimiento de la
energia en la cavidad y en el sistema libre.

Observacion. Las reducciones ¢ldsicas heredan estos tres pardmetros, sin em-
bargo, veremos més adelante que si consideramos estos tres parametros por
separados, entonces las reducciones cldsicas no estardn identificadas, de he-
cho para estos parametros el modelo cudntico no esta identificado, por lo que
consideraremos sélo dos pardmetros estos son A% y 2, donde p? = pong vy
XZ = 'Yc(nT + 1)

2.3. Reduccion cldsica de semigrupos markovianos cuanticos
mediante mediciones compatibles

En primer lugar, queremos ver de qué maners estas mediciones com-
patibles reducen clasicamente a un semigrupo, junto con establecer algunos
criterios para la construccion de tales mediciones.

2.3.1. Reduccion clasica

En esta parte explicaremos como utilizaremos lag mediciones compatibles
para obtener procesos estocdsticos cldsicos en donde se hard la estimacidn de
pardmetros. Para esto necesitamos introducir las siguientes definiciones:

Definicion 17. Dado un sistema cudntico abierto, el cual queda representa-
do por (B(), (7:)i>0), decimos que una operador K reduce clsicamente a

(7¢)ez0, 81
TW*(K))c W"(K), paratodot=>0

Donde W*(K) corresponde al dlgebra de von Neumann generada por el
operador K. Es decir, el dlgebra W*(K) queda invariante bajo la accion del
semigrupo.
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Definicién 18. Dada un una medicién simple M, es decir, es la medida espec-
tral de un operador K denotaremos como W*(M) = W*{K). Luego diremos
que la medicién reduce clasicamente al semigrupo si el operador K lo hace.

Proposicion 6. Sea M una medicidn simple asociada ol operador K. La
medicion es competible si y solo 5% ésta reduce cldsicamente al SMC.

Demostracion. La implicacién hacia la izquierda es obvia, ya que en par-
ticular M(A) = f(K) e W*(K), V A& F tomando f=1,.
Por otro lado si una medicién M es compatible con el semigrupo se tiene

™

que para f =3 a;la, vy 9= 312, b;lp, funciones simples

n n

[Z2F (K), g(B)) = Y > asby[TM(A:), M(B;)] = 0.

=1 §=1
Si g = 0 y acotada sabemos existe un sucesién de funciones simples tal
que g, T g lo cual implica que g,(K') converge en el sentido débil a g(K'). Por
lo que se tiene
(7.f(K),g(K)|] =0 para toda g = 0.

Finalmente se tiene para toda g = ¢*—¢~. En particular tomando g como
la identidad obtenemos

[7:/(K), K] = 0.

Ahora dado f > 0 y tomando una sucesién de funciones simple tal que
fa T f, repitiendo el mismo procedimiento anterior junto con el hecho que el
semigrupo es normal,es decir lim,, .o Tofn(K) = T.f(K) se tiene que

[Z:f(K), K] = 0, para toda f medible y acotada.

Por lo tanto la medicion reduce al semigrupo.

Proposicién 7. Sea M una medicidn simple asociada al operador K, W*(M)
W*(K) es marimal si y sélo si esta posee un vector ciclico, es decir, eriste
£€h tal que {f(K)E: f € bF} es denso en §y.

Demostracién. Para la demostracion ver [24](teorema 4.77, pag 183).
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Teorema 3. Dado un sistema cudntico abierto representado por un SMC
(T.%)>0, el cual depende de un pardmetro 6, y dado un estado inicial p.
Sea M una medicidn simple asociada al operador autoadjunto K, la cual
reduce clisicamenie al semigrupo. Enfonces eriste un sisterna markoviano
cldsico (S, F, (F)iz0. Pa, (Xi)ezo) tal que para toda funcidn f: Sp(K) — R
boreliana y acotada,

Ty f(z) = EX(f(X.)/Xo = ), (t20,2 € Sp(K)),
donde 17 = TP |w+ury. En particulor se tiene que
Py(X, € A) = Tr{pT2(M(A))).

Demostracién. Sea K un operador autoadjunto con espectro Sp(K) y
tomemos 2 = [Sp(K)]E". Definamos el proceso X;(w) = w(t) para todo
weR Fi=0(X;;0<s<t) y F=Fp=0(X;t 2 0).

En lo que sigue necesitamos construir una medida de probabilidad I,
para la cual X; sea un proceso de Markov. Para cada conjunto finito de
enteros [0,1] = {0,1,2,3,...,n} considere un conjunto ordenado de tiempos
t0,n] = {0 <t <t < --- <t} y un operador 2[0,n] = {21, 22,..., %0},
donde z; € B(h), para todo 1 € [0, n]. Luego definimos de manera recursiva
la farnilia K ([0, n], 2{0,n|) de elementos en W*(M) por:

K(t[0,1],2[0,1]} = Te(21)
K(t0,n), 2(0,n]) = T, —y,_, () K(£[0, n — 1}, 20, n — 1]),

para todo n € IV.
Ahora, en cada espacio [Sp(K)]® introduzca la medida

b (f1 ® - ® fu) = Tr (pK(£[0,n], z[0, n))) ,

donde zy = fi(K'), siendo cada fi funcién boreliana y acotada en el espectro
de K, para todo k € [0, n],n € IV. Esta es una familia proyectiva de medidas
de probabilidad ya que:

fiom-1(1 @ @ fror) = o1 @ @ fr1@1),

¥ Hjon—1) coincide con la proyeccién m,_i (pip, ) de la medida pg ) en [Sp{K Ik
para todo n € IV.

Como K es autoadjunto se tiene que Sp(K) C IR, luego por teorema
de extension de Kolmogorov el limite proyectivo de la familia uyq ) existe y
es una tnica medida de probabilidad /P, en {2 tal que para cada n € IV,

o) = Ta[Fp].
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2.3.2. Condiciones suficientes para la compaiibilidad de mediciones

Con el fin de de encontrar mediciones compatibles necesitamos introducir
algo de notacién, para presentar un teorema importante en este contexto.

Dado un operador Q acotado, denotaremos por adg(:) = [, J], es decir,
dado otro operador K, se tiene que adg(K) = [K,Q]. Ademéas denotemos
por ad} = adg(adq(-)), es decir, ad, (K) = {[K,Q], Q).

Teorema 4. Dado un SMC (T;)i>o sobre B(h). Sea M una medicidn sim-
ple la cual estd asociada a un operador autoadjunto K (no necesariamente
acotado) y W*{M) es mazimal, entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes

(1) M es compatible con el semigrupo.

(1) La variedad D{LYNW* (M) no es trivial y para cada x € D(L)NW*(M},
se tiene L(x) € W*(M).

(1) Existe un semigrupo markovieno cldsico (Ti)io sobre Sp(K) tal que
para todo f € L{Sp(K)),

L) = [ M@)Tis@)
Sp(&)

En particular si tenemos un semigrupo markovieno cudntico con gener-
ador de la forma:

1
B(x) =i|H,z] — 3 Z(L;Lkw — 2L 2Ly + xLpLy)

k
y eziste una medicidn simple M tal que se cumplen las condiciones,

(i) adyray(H) =0, para todo A€ F y

(i3) adray(Li) = cu(A) Ly, donde cx(A) = cp(A),y adazia)(cx(A)} = 0 para
todo Ae Fyke€IN.

Entonces se tiene que lo medicién M es compatible, es decir, la medicion
M reduce clisicamente ol SMC.
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Demostracidn. Si M es simple y W*(M) es maximal, es decir, W*(M) =
W*(M)'. Entonces L(W*(M)) € W*(M) si y sblo si L{z) vive en W*(M)’
para cualquier elemento 2 € W*(M). (Para més detalles ver [25]).

En particular si se cumplen las condiciones (i} y (ii) para el generador
dado se tiene que:

[S(M(A)), M(A)] =[i[H, M(A)] - % 3 (LiLww — 2LiwLy + 2 LiLy), M(A)]

k

=ad} 4 (H) — % > ([L;LkM(A), M(A)

— 2[LiM(A) Ly, M(A)] + [M(A)L; Ly, M(A)])

- ; ([L*Lk,j\/f A)M(A) — 2[LE M (A) Ly, M(A)]

+ M(A)[L: Ly, M(A)])

=2 Z ( Ly M(A)] + [Ly, M{A)|Ly)) M (A)
_ 2(L;M YLy M(A) + (L5, MA)| M(A) L)
M) (L, MU + (L3, MANL)

-1 ((L;ck(A)Lk — Lica(A) L) M(A)
— 2L M(A)ce(A) Ly — Lick(AYM(A) Ly
+ M(A)(Lpe(A) Ly, — Lyen(A), M (A)JL:c))

= (LM (A)cu(A) Ly — Licu(A)M(A)Ly) =0

La idea es que podemos encontrar mediciones consistentes, en el sentido
de que aunque el instrumento perturbe el sistema, la teoria nos indique que
podemos tomar las mediciones como un sistema clasico. Esto se verifica en
los ejemplos que veremos méas adelante.

La reduccién cldsica de un SMC estd relacionada, en algunos casos con el
fenémeno de la decoherencia cudntica, seglin explicaremos a continuacion.
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2.3.3. Decoherencia

Dado un SMC 7;, un espacio § y un estado p, la evolucién de los estado es
pr = Tu(p). Sea {e,}nevy Una base ortonormal del espacio de Hilbert, luego
los componentes de p son p(m,n) = {en, pe,) ¥ denotemos los componentes
de py por py(m,n) con n,m € IN. Los elementos fuera de la diagonal, es
decir p.(mn, n) con n # m son llamados las coherencias. La decoherencia es la
desaparicién de estos términos a medida que pasa el tiempo, es decir, diremos
que hay decoherencia si p,(m,n) — 0, cuando ¢ ~» oc

Ejemplo. Sea h = C? con la base ¢y = ( é ) ye = ( (I) ) Sea,

H=feded= (g 1 )

La dindmica cudntica asociada al sistema cerrado con Hamiltoniano H,
esta definida a través del grupo unitario

. 0 0
Us = exp(—itH) = ( 0 et ) .

Luego el semigrupo dindmico cudntico que actlia en B(h) queda definido
por:
a(z) = Ufzly, (V> 0)
Lo anterior es llamado la representacion de Heisenberg, mientras que su

analogo dual aw(p) = Uply, (Vi > 0} definida sobre los operacores p con
traza unitaria es conocida como la representacién de Shrédinger.

Sea
id
_ p e
pP= ( T.e—zﬂ q )

donder > 0,0 €[0;2r,, 0 <r <12y (p-~qg)f <1—4r% pg>0
y p+ ¢ = 1. p resulta ser un operador positivo con traza unitaria con su
evolucién a tiempo £ dada por:

2t (EH-8)
P re
pr = a(p) = ( pe—ilt+8) q )

En este caso tenemos que no hay decoherencia ya que los términos fuera
de la diagonal no se van a cero cuando { — oc.
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Los generadores de o y «, son £(z) = i[H,z] y £.(p) = i[p, H] respec-
tivamente. Consideremos ahora el mismo sistema pero suponiendo que hay
una interaccién con el medio, es decir, existe otro sistema que lo contiene, el
cual se supone en equilibrio, con estado de equilibrio p,. Como ya habfamos
visto antes, el nuevo semigrupo actuando en el dual, esta dado por:

Talp) = Tr,, (77 (p @ p,)e"F7)

La expresion dual de la evolucién de T;(z} mediante la relacién

Tr (Tu(p)z) = Tr (pT(z)) =, (¥i = 0)

En definitiva 7; resulta ser un semigrupo con generador

L(z) = i[H, z] + D(z),

donde D(z) representa la disipacién de energia dada por la interaccién
del sistema con el recipiente. Si asumimos que la disipacién puede ser escrita
como:

1 :
Diz) = —§(U+J_:1: — 20,20 +xoL0_),

~=(10)
(31,

Entonces podemos ver que oo = H = |e){e;]

Luego podemos ver que el estado ps, = |eg){eg| es un estado 7,,-invariante
y por el siguiente teorema probado en [13].

COIL

Teorema 5. Sea T un semigrupo dindmico cudntico con generador dado por:
1
L{z) =14H,z] - 5 Z(L}‘;Lka: —2L;xly + 2L Ly).

k

Supongumos que el semigrupo posee un estado normal invariante fiel y si se
cumple alguna de estas condiciones:

(a) H es acotado, o
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(b) H es autoadjunto y e*# (D) C D(G).

Entonces 7T, converge hacia el eguilibrio si y solo si
'{Lk: Z:H:k = 1}’ = {LksLA*,Hk Z I}}

Obviamente en nuestro ejemplo estamos en el caso (a) y los elementos
que conmutan con Ly y L} ademds lo hacen con H, se tiene que

(€0, Tu(p)er) — 0

(e1, Tus(p)eo) — 0

Luego en este caso se produce el fendmeno de decoherencia cudntica.

Es posible ver que el semigrupo aqui descrito es reducido por el operador
H, es decir como H tiene valores propios 1 y 0, con vectores propios ey v er,
entonces la medida espectral esta dada por

M({0}) =leo){eo] vy M{{1}) =ler){ei

Fsta medicién cumple las condiciones (i) y (ii) del teoramad. La primera
condicién es obvia ya que tomamos ta medida espectral de H. Para la segunda
cordicién podemos ver, mediante un bésico cdlculo de matrices que:

aduay(o+) = cr(A)or vy adyay(o-) = c_(A)o_,

donde ¢+ ({1}) = 0, ¢4 ({0}) = 1y e-({1}) = 1, c_{({0}) =0
En general para un SMC sobre B(h) se tiene que cuando se satisfacen las
signientes condiciones:

1. El SMC es reducido por un operador K con espectro puntual;
2. existe un estado invariante que conmuta con K;
3. el semigrupo es ergédico.

Entonces se produce el fendémeno de decoherencia y puede ser percibido
tomando una base ortonormal de vectores propios de K.

Principalmente si se detecta experimentalmente la decoherencia, esto po-
dria sugerir la existencia de un operador K, el cual reduzca al SMC.
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2.4. Ejemplos de Reduccién

2.4.1. Proceso de nacimiento y muerte

Tanto el modelo del Laser como el de Jaynes y Cumming pueden ser
reducidos a un proceso clasico de nacimiento y muerte, veremos la reduccién
para el modelo de Laser ya que la segunda reduccién se realiza de manera
analoga.

Sea ) = I*(IN) con su base candnica ortonormal (€, )nem v 5ea 7; un QMS
sobre el dlgebra de operadores acotados *B(f) con generador: '

1 1
L{z) = ilwN, z|— EA(V+ 1)(afaz—2atza+2ala)— EAV(aaTa;—Qama.T +zaal),

donde a y af son los operadores de aniquilacién y creacién respectivamente
definidos por:

ate, = vn+ leapy, aeo =0, ae, = Vnen_1, paran > 1;
sea N = a'a el operador niumero, entonces
Ne, =ne,, paran> 1.

Ahora, si consideramos la medicidén dada por la medida espectral corre-
spondiente al operador niimero, entonces tenemos lo siguiente:

M({n}) = len)(en]

y por definicién
W (M) = W*(N)

Ademis tomemos el instrumento:

J({n},z) = lea)(enlz]en)(enl.

Podemos ver que J({n},I) = le,) (en||en){en] = len){en] = M ({n}), 3(-, z)
es una medida con valores operadores, e J{(A4,x) = >, len)(enlz[en) (enl;
para cada z,de lo que resulta ser una aplicacidén completamente positiva.
Por lo tanto decimos que J es un instrumento para la medicion M. Luego
podemos ver que se cumplen las propiedades (i) y (ii) en el teorema 4,

(i) Obviamente adﬁ,_f( 4(NV) =0, ya que M es la medida espectral de N;
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(it) adaeeup{al) = [af, [en){en] | = (lens1){ensa| = lea){en]) @’ = cf({n})al
Yy
ada((ap (@) = [a, len)(enl | = (len-1)(en1] — |end(en]} a = ¢({n})a.
Por otro lado se tiene que el dlgebra de von Neumann generada por el oper-
ador mimero es maximal, es decir, W*(M) = W*(N) = W*(N)'.

Luego por teorema 4 se tiene que el operador niimero reduce al semigrupo.
Consideremos f(N) € W*(V). Se tiene que,

S(S(N)) =il F(V)] = A + D{alaf (V) - 26 [(N)a+ f(N)ala)

— 5 Av(aat f(N) ~ 2af(N)al + f(N)aa"),
(2.3)

ahora bien,

£ (N)ew =(Av(n+ 1(f(n+1) - [(n)
—Alv + Dn(f(n) — f(n—1)}e,,

Esto muestra que el generador infinitesimal de Z;|w-(n) es el de un proceso
de nacimiento y muerte, es decir, T|w.n) = T; donde T} es el semigrupo
de Markov correspondiente s un proceso de nacimiento y muerte con A, =
Av(n+1) ¥ pn = A(v+1)n sus tasas de nacimiento y muerte respectivamente.

En el modelo de Jaynes-Cummings se tiene también la reduccidn a un
proceso de nacimiento y muerte con tasas de nacimiento y muerte dadas por:

Ap = A2k +1) + R¥sen®(pvk + 1), e = p°k. (2.4)

Para detalles ver [12].
Podemos ver que esta reduccidn es recurrente en los siguientes casos:

n )\2<,U.2
s M =py Rp=0

En ambos modelos podemos ver que también se produce el fenémeno de
decoherencia al ser estos procesos ergédicos.
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2.4.2. Proceso de Ornstein Uhlenbeck

Consideremos ahora el modelo de Jaynes-Cummings con la representacion
en donde -
h = L*(R,B(R), m~Y* exp(—2*?/2)dz) con el mismo generador dado en
(2.2), pero considerando el caso en donde R = 0:
T A2
L(z) = —?(aTam — 20'za + zala) — —2-(aaT9: — 2aza’ + zaa’),

donde a y af son los operadores de aniquilacién y creacién respectivamente
que podemos definir por:

g~ 4T
it
donde g y p corresponden a los operadores posicién y momento, los cuales
actian de la siguiente forma:

O‘.T:

qf(s) =sf(s), pfs) =—if'(s)

Consideremos la proyeccion Ey definida por

: §< A
B\f(s) = {g“)’ e

Se tiene que {F, : A € R} es la familia espectral del operador ¢, es decir,
g tiene la siguiente descompesicidn espectral:

q:/ AdE).
R

Luego podemos definir la medicién correspondiente a este operador M (A}
como:

f(s), seA
0, s € A¢

?

M(A)f(5) = {

Finalmente mediante el teorema espectral obtenemos:

37,1) = M(f) = f(q) = /H £(2) M (d)
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Se verifica que 1 es un micleo completamente positivo y J(A4,1) = M(A)? =
M(A)

Mediante las %iguientes relaciones de conmutacién [a, f(¢)] = (V2)~1f(q)

y laf, f{g)] = — ~1f'{q) se obtiene mediante un célculo directo lo sigu-

lente

(a*af —2a' f(g)a + f(g)ala)

(act F(g) — 2af(a)a’ + f(g)aa"),

~ (alle, £(g)] - [6' f()la) - )-; (ala', f(@)] ~ {a, f(g)]a") ,
(a*(ﬁ)-lf’(q) +(v2)f (@)e)

( a(v2) (@) - (V2) S {a)al )

- B (@t + f q)a)——( ~af'(g) - f(@)al),

L(f(g))

-
.w|thml>;w|“-"-

-~
—
i)

w|>:3w|

I

¥ /\\/‘(ﬂ )+ (A7),
2 _ 2 2 .
2 g+ 2R ).

De lo anterior se obtiene que [£(f(q}), f(¢)] = 0 y en adicién tenemos que
W*(q) es maximal, de lo que obtenemos que la medicién antes definida reduce
clisicamente al SMC. Més atin viendo la forma del generador restringido a
W*(q) se tiene que la reduccién del SMC corresponde al generador infinites-
imal de un proceso de Ornstein-Ulhenbeck.
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2.5.  ;Como aprovechar la reduccién cldsica para inferir
clasicamente sobre modelos cudnticos?

Dado un SMC que representa a un sistema cudntico abierto hemos dicho
que existe reduccion clésica si existe un observable cuya algebra de von Neu-
mann queda invariante bajo la accién del semigrupo. La propuesta es inferir
clasicamente en dichas reducciones, y aprovechar que hay modelos con més de
una reduccidn clasica para identificar el modelo cudntico en sus componentes
disipativas (es decir, supondremos la dindmica hamiltoniana libre conocida).

['n los casos que estamos estudiando, se quiere estimar ciertos parametros
involucrados en los modelos cudnticos, que siguen estando presentes en cada
una de las reducciones cldsicas.

Sea 7% un semigrupo markoviano cudntico y sean Qi,Qs,... Q. oper-
adores tales que reducen clésicamente al semigrupo, es decir obtenemos semi-
grupos cldsicos de la forma T = T%|y.(q,), en cada uno de estos obtenemos
un estimador para el pardmetro 6.

En los dos capitulos siguientes se estudiard una manera cldsica de realizar
inferencia estadistica en los modelos obtenidos mediante las reducciones.
Principalmente estimaremos los pardmetros heredados en las reducciones,
junto con estudiar las propiedades de tales estimaciones como por ejemplo,
st los estimadores encontrados son consistentes y si podemos encontrar la
distribucién asintética de estos estimadores, esto ltimo permitird dar una
medida aproximada del error cometido en dichas estitmaciones.



3. PROCESO DE NACIMIENTO Y MUERTE

En este capitulo nos olvidaremos por un momento del modelo cuantico
para detenernos a estudiar cémo hacer una buena estimacién de pardmetros
en los procesos de nacimiento y muerte obtenidos mediante nuestras reduc-
ciones. Con este objetivo consideremos un proceso de nacimiento y muerte
(X;)>0, con generador dado por:

Lof(n) = M(f(n+1) = £(n)) = pm(f (m) — fin = 1)),

donde A\, = Av(n+1) y pn = A(v + 1)n , con constantes A, > 0. Bn este
caso nuestro proceso tiene la siguiente forma:

Xy = Zéﬂlli“n,’l"u.,.l[(t); (3.1)

n=()
donde {&,}4>0 es una cadena de Markov con probabilidad de transicién

A
Un,n+1) = —2—=1-I{n,n— 1),
( ’ Aﬂ- + /J'n
¥ {7 }n<o corresponde a los tiempos de saltos del proceso cuyos incrementos
son independientes y distribuidos exponencialmente con tasa g(€,) = Ae,
e, , €5 decir
(Torr — 1) ~ exp(Ag, + pe,)-

Es ya estudiado que éste es un proceso recurrente, con medida invariante

dada por: .
wioh =7 (77) (32)

Ndétese que podemos escribir este proceso como la diferencia de dos procesos
crecientes de la siguiente forma:
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X, = Zﬁnlm Toal t)—-men En-1) 17,000 (1)

n=1

“§U+Z —&n-1 1[Tnm[( )1{51, w120}

+ Z('fn — €117 001 {8) Lgn 010}

n=1

Luego, se tiene la siguiente descomposicidn:

Xt=XO—§—Nt+—N;, cOo1n X()ﬂéﬂ,

o o]

N;_ = Z(Eﬂ - f’ﬂ-—l)]-[Tn,oQ[(t)1{,5‘1_6,‘_13,0}’

n=1

o0

"= (& — )T ol (B) Lt <0}

n=1
Los procesos (N; )i ¥ (N, )0 son puntuales y tienen los siguientes com-
pensadores previsibles:

t
= / Av(X,- +1)ds,
0

i
Nt_=f A(U+1)XS—I{X5_>U}OIS.

0

3.1. Estimacion de pardametros.

Para el proceso descrito anteriormente se busca estimar 6 = (4,v),
suponiendo gue podemos observar X,. Para esto usaremos en primer lugar el
estimador de Nelson-Aalen (ver [1]), el cual se puede encontrar de la siguiente
mailera.

Supongamos que - tenemos un proceso puntual N, con compen-
sador previsible Ny = fo s)ds. La funcién A(#) es conocida como
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la intensidad previsible del proceso. Asumamos que la intensidad
que depende del pardmetro € tiene una descomposicién multi-
plicativa, eg decir:
A, 8) =Y ()ad8),

donde Y'(£) es una funcién de las observaciones X, y ou(f) es una
funcién del pardmetro . Entonces podemos usar el hecho que
Ni— N = M; donde M; es una martingala local. El compensador
cumple que:

E(N,) = E(]VT), para todo tiempo de parada T < oo.
La martingala A, tiene caracteristicas de error al identificar ]Vt
con N, y satisface
E(M;) =0, para todo tiempo de parada finito.

Es decir si definimos la relacién de equivalencia entre procesos
adaptados con variacion finita de la forma:

X~Y siysdlosi X-—-Y =M,

donde M es una martingala local nula en cero. Se tiene en par-
ticular que

N~ [ Y(s)a,(#)ds.
o
Asi mismo, si H es un proceso previsible obtenemos:

/HstSN/ H,Y(s)a,(@)ds.
0 0

Considerando este hecho y tomando H, = 7};51{1,5 40}, 5€ propone
como estimador de A(f) = fﬂt o (0) a

n " Lv.)
Alt =f 20 N,
© o Y(s)

donde el segundo termino corresponde a la integral estocdstica
1 :
de Jlé(fﬂl con respecto al proceso NV, Hste recibe el nombre de

estimacfor de Nelson Aalen.
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Ahora usaremos esta idea para estimar los parametros de nuestro modelo.
Sabemos que

MN=ArX.+1) v N =Ar+ D)X Iix_s0

son las intensidades previsibles de N," y N, respectivamente. Luego, a fin
de estimar las cantidades

fAydb——Ayt y A7( /A(v~|~l)ds Alv + 1),

puede usarse el estimador de Nelson Aalen obteniendo

A I
t)—/ (X_ a’N” y A‘(t):/n {’;&,f”} AN

3.1.1. Propiedades asintéticas

A fin de estudiar las pr opiedadeq asintéticas del estimador, comenzaremos
por estudiar la convergencia de & =+, para lo cual utilizaremos el siguiente
teorema, ergddico:

Teorema 6. Sea X, un proceso de saltos markovianos en un espacio numer-
able E con medide invariante p. Entonces,

f( )Sm—"a- /fd,u, cuando t — o0,

Del teorema ergédico obtenemos los siguientes corolarios:
Corolario 1. Para el proceso descrito en 3.1, se tiene

Xo_Xo NS N e
£t t t '
Demostracién. Aplicando el teorema ergddico con medida invariante dada

en 3.2 se tienen las siguientes convergencias:
1

t
EN;‘ = %/ Av(X,- +1)ds =5 Av(v +1);
0
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le. 1 f°
?N; = ?f Al + 1) Xo-Iix _soy ds = Av(v +1).
L Jo

Por consiguiente,

Nt N,
—:—" —2 Av(v+1) vy —f* —= Ay (v +1).

Lo cual implica
Xt XU N_t—i_ Ntm .8

i 4 i

Corolario 2. Para el mismo proceso del corolario anterior se tienen los
siguientes limites de las integrales dadas.

1/t Av
E_/D Wd.s—>fl[og(v+l),

A I
1/ b)) {X”">D}d.‘; — Alog(v + 1).

Nétese que la convergencia de las integrales sigue del teorema ergddico.
Estas nos ayudardn en el estudio de las propiedades asintéticas del estimador
de Nelson-Aalen.

3.1.2. Consistencia del estimador Nelson Aalen

Proposicidén 8. Tomemos para coda n € IN el siguiente estimador:

. 1 ni 1
A=) = = /0 N (3.3)

Este estimador es uniformemente consistente.

Demostracién. Podemos ver que el error cometido en la estimacion es de
nuevo una martingala, ya que es la integral de un proceso previsible con
respecto a otra martingala. De hecho

.. 1 nt 1
A(Tl)+(t) — AT(t) = ;/(; mdﬁfs,
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Se sigue que el proceso de variacién cuadratica tiene la forma:

. 1 ni AV
<A(n)+(t) "’Lﬁ(t)) ) X —0.
] 0 8—

Ahora, usando la desigualdad de Lenglart obtenemos que:

s€[0,2]

P (sup \A(""H(s) — .A"‘(s)) > 7]) < % + P (<A("’)+(t) — A+(t)> > 6) .

Por lo tanto,

sup [AMH(s) — A+(s)| —£.0.

s€[0,8]
Es decir, el estimador de Nelson Aalen para A" es uniformemente consistente.

Por otro lado el estimador de Nelson Aalen propuesto para estimar A~
no resulta ser consistente, por lo que sélo estariamos estimando el producto
Av. Para remediar esto vamos a proponer el siguiente estimador para v:

Observemos que por el teorema ergddico tenemos que:

1 /¢ P 1
A Iy ds —Ee ——
t/o 1X,=0) v+ 1

Luego, por construccién, tomando como estimador el lado izquier-
do de la ecuacién obtenemos un estimador consistente para el
1

parametro .

3.1.5. Distribucion asintdtica del estimador de Nelson Aalen.

Existen ciertas hipdtesis con las cuales es posible encontrar la distribu-
cién asintética del estimador de Nelson-Aalen ( ver [1]). Sin embargo, estas
condiciones se basan principalmente en las hipdtesis del siguiente Teorema,
(Teorema central del limite para martingalas locales localmente de cuadrado
integrable, ver {1], [26] o [27]).

Teorema 7. Para cade n € IN, sea M™ una martingala local localmente
de cuadrado integrable, posiblemente definida en espacios de probabilidad y
filtraciones que dependen de n. Dado £ > 0, sea M7 lo martingala local de
cuadrado integrable, conteniendo solamente los saltos de M™ que son mayores
en valor absoluto que £. Ahora si:
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s (M) (t) —£= V(t) para todo t € [0,T) cuando n — oo,

s (M) (t) —£= 0 para todo t € [0,T) y & > 0 cuando n — oo,

Entonces, M™ converge en ley a una martingale gaussiana continua M, con
(M) = V y de incrementos independientes de lo forma M(t) — M{s) ~
N, V() - V(s)).

Mediante una aplicacién directa del teorema anterior encontramos el sigu-
iente corolario.

Corolario 3. Par el estimador propuesto en 3.3 se tiene que:

Vi (A - A4t) 2w/ Alog(v + D)W,

donde W representa el proceso de Wiener.

Demostracion. Consideremos la siguiente martingala:

M@ = /n (A<n>+(s) . ,4+(.s)) .
Esta martingala tiene proceso de variacién previsible dado por:
(]l/[(")+> = <\/7—L (A('L)+(.9) - A+(.s))> =n <A(")+(s) — A+(S)>

1 1 AU p
== ds
nJy Xs— +1

t Alog(v +1).

Sea MM la martingala que contiene solamente los saltos de M™* que
son mayores (ue € en valor absoluto. Entonces

1 nt 1
Mer = ] S dM,.
‘ Vn o Xe—t1 {Xsi I3 >"E}

Se sigue que
1 /™ Av
MMy = — — T ds,
( £ > nty Xe—+1 {xsml+1>“5}

donde sabemos que X, + 1 > 1, por lo que dado £ > 0 existe un ny tal que
T{x,- +11>ney = 0 para todo n > ng. Asi,

<A/IE(TL)+> _1:-;_ 0.

Ahora bien, sabemos que se cumplen las siguientes dos condiciones:
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(a) (M®+) (1) L V(1) = tAlog(y + 1), cuando n — oo,

(b) <Mg(n)+> (t) —£>0, cuando n — oo,

por lo que se concluye mediante el teorema de convergencia de martingalas

que:
MO = /n (A“(n)+ _ ,4+) 2. VAlog(v + D)W,

donde W representa el proceso de Wiener.

Para describir la distribucion asintética del error cometido en la esti-
macién de v utilizaremos el siguiente teorema ([16] teorema 3.65):

Teorema 8. Sea X, un proceso de Markov ergddico con medida mmvariante
. Sea f una funcidn Borel medible de la forma f = Ly, donde L es el
generador infinitesimal, y las funciones g y ¢* pertenecen al dominio de L.
Entonces se tiene:

%fnmf(xs)ds £ JBW, (3.4)

donde W es el proceso de wiener y

-2 / 9(@) Lg(z)u(d).

Corolario 4. Para el proceso descrito en 3.1 se tiene lo siguiente

T 1 - 2
ﬁ/[, (I{Xﬁﬂ}‘m) W Ay B T W

Para todo t > 0.

Demostracion. Tomemos
0, n=>0
gn) = 1 g
Y5 n>0,
k=1

A(y+1)
de modo que

1
Lg(n) = Ioy(n} ~ pe A A1) log(v +1).

De donde se concluye el corolario.
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Teniendo un teorema central del Hmite para los dos estimadores prop-
uestos, podemos obtener un error aproximado de nuestra estimacién para
Av y v. Esto nos permite encontrar el error de la estimaciéon de A.

En el caso del modelo de Jaynes y Cummings con R = 0 se obtiene la
reduccidon a un proceso de nacimiento y muerte con generador:

Lof{n) = Au(fln+1) — f(n)) — pu(f(n) = f(n — 1)), (3.5)

con A, = A¥(n-+1) y p, = p*n. Este resulta ser un proceso recunrente cuando
1? > A%,y en este caso su medida de probabilidad invariante estd dada por:

) =22 (35)

Aquf el objetivo es estimar A? y u® Podemos ver que mediante el proced-
imiento anterior se obtienen los siguientes estimadores:

o1t dNF Zoae\ 1 [
UL A BZ20Y o 2 Loy de
tJo Xe-+1 Y ( Iy ) b /U (X0} 5

Corolario 3. Con respecto a estos estimadores se tiene que ambos son con~
gistentes. El primero es de hecho uniformemente consistente.

b

El corolario se sigue de lo propueste en la reduccién para el modelo de
Laser.

Con respecto a la distribucién asintdtica del error para la estimaciones
propuestas se tiene el siguiente corolario:

Corolario 6. Para la estimacién de \* se cumple que

1 nt dN;- ) . #2
\/"_'*(a i zﬁ.—l“’“) — (#“/\2”0%(;2’:—%)"‘4-

Para todo t > 0.

Luego el error cometido en la estimacién de A? es aproximadamente

‘ . 2
\/(Mz ~ A2) 1<3g(#—“—~LLA2 2
nt ’

donde Z ~ N(0,1).
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Proceso de Nacimiento y Muerte

x(t}
3
1

Fig 31: 2o =0, A=l v=1yT =10

Corolario 7. Para el proceso con generador dado en 3.5 se obtiene:

e I N SIS T
“ﬁ/u (I{X’zo} M )ds T M'Z—)\z)Wt'

Para todo t > 0, donde W es el proceso de Wiener.

Con estas formulas podemos estimar el error estdndar, tanto para las
estimaciones propuestas en el modelo de Jaynes-Cumming, como para las
realizadas en el modelo del Laser.

3.2. Simulaciéon

3.2.1. Simulacién para el modelo del Laser

En la figura 3.1 se muestra el grafico del proceso para los valores de los
pardmetros A y v dados, con un tiempo de observaciéon T = 10.
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T A b | sd(A) | sd(D)
1 | 1.6367 | 1.4257 | 3.1752 | 2.3548
10 | 0.6754 | 1.6262 | 0.8138 | 0.7447
100 | 1.0935 | 0.8793 | 0.2505 | 0.2355
1000 | 1.0486 | 0.9192 | 0.0790 | 0.0745
10000 | 1.0235 | 0.9771 | 0.0250 | 0.0235

e M el e Bl N

)—Jh-l.b—il—\j—.nQ

Tab. 3.1:

En la figura 3.2 se muestran los graficos para valores dados de los pardmet-
ros, cambiando el valor inicial del proceso. Como podemos ver el proceso
decae rdpidamente a 0, por lo que no influird mucho en la estimacién el valor
inicial del proceso. Es por esta razén que las estimaciones se realizaron con
valor inicial 0.

En las figuras 3.3 y 3.4 se ve como varia este proceso para distintos valores
de A y v respectivamente. Se observa que tanto al aumentar A como al
aumentar v los tiempos de saltos ocurren més a menudo.

En la Tabla 3.1 se simula, el proceso de nacimiento y muerte para A =1
v v = 1. Se observa que al aumentar el tiempo de observacién se mejora
la estimacién de los pardmetros. A un tiempo de observacién T == 10000 se
tiene que la desviacién estandar es menor a 0,05.

Ahora, si variamos los valores de A y v podemos obtener las estimaciones
tanto para A, v y Av, que aparecen en la tabla 3.2, con sus respectivas
aproximaciones del error estandar. Esto se realizd para T' = 10000,

3.2.2. Simulacion para el modelo de Jaynes y Cummings

La tabla 3.3 muestra como mejora la estimacién a medida que aumenta-
mos el tiempo de observacién. '

En la tabla 3.4 se muestra la estimacién para distintos valores de A? y p?
y la correspondiente desviacidn estandar aproximada de estas estimaciones.
Todas con el misino tiempo de observacidén T = 10000.

Observacién. Cuando los valores de A%, 4% aumentan, los incrementos de los
tiempos de saltos son menores, por lo que tenemos muchos mas saltos para
un mismo tiempo de observacién T.
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x(t)

0 2 4 6 8 10

x(t)

50

30

10

X(0)=0

I I i i I T
0 20 40 60 80 100

t

X(0)=50

| | T T T T
0 20 40 60 80 t00

x(t)

x{t)

0 2 4 6 8

60 100

0 20

X(0)=10
T T
G 20 40 60 80 100
t
X(0)=100
B T T 1
0 20 40 60 80 100

t

Fig. 322 A=1,v=1yT =100
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Alv | |Av| T Av A U sd(Av) | sd(A) | sd(D)
0.1 0.1 (0.01( 10000 | 0.0080 | 0.1025 | 0.0784 | 0.0010 | 0.0181 { 0.0152
0.5]0.1|0.05 | 10000 | 0.0489 | 0.4909 | 0.0996 | 0.0022 | 0.0404 | 0.0068
017057005 100001 0.0471 : 0.1043 | 0.4518 | 0.0020 ( 0.0095 | 0.0427
1 10.5) 0.5 | 10000 ) 0.5095 | 0.9916 | 0.5138 | 0.0064 | 0.0299 | 0.0135
1 [0.1¢ 0.1 | 10000 | 0.1017 | 1.0223 | 0.0985 | 0.0031 | 0.0571 | 0.0048
05: 1 | 0.5 {10000 0.5010 | 0.5032 | 0.9956 | 0.0059 | 0.0177 | 0.0333
0.1 1 | 0.1 | 10000 | 0.0995 | 0.0964 | 1.0320 | 0.0026 | 0.0079 | 0.0745
1 1 1 | 10000 [.0.9997 | 1.0234 | 0.9768 | 0.0083 | 0.0250 | 0.0235
5 o | 10000 | 5.0177 | 1.0033 | 5.0013 | 0.0134 | 0.0229 | 0.1136
1 5 | 10000 | 5.0157 | 4.9982 | 1.0035 | 0.0186 | 0.0558 | 0.0105
0.5 & | 2.5 ] 10000 | 2.5050 | (L5115 | 4.8972 | 0.0095 | 0.0162 | 0.1606
5 105 | 2.5 | 10000 | 2.4565 | 5.0669 | 0.4848 | 0.0142 | 0.0668 | 0.0060
5 |0.1] 0.5 | 10000 | 0.5162 | 5.0103 | 0.1030 | 0.0069 | 0.1277 | 0.0021
0.1 ] 5 | 0.5 | 10000 | 0.5072 | 0.0989 | 5.1293 | 0.0042 | 0.0072 | 0.3592
Tab. 3.2

BN, A2 pE | sd(A2) | sd(u?)

113 1 3.3333 | 4.7489 | 0.9005 | 5.8079

1|3 10 1.2500 | 3.2484 | 0.2848 | 1.5192

13 100 | 1.0152 } 3.2543 | 0.0901 | 0.4692

1] 3 | 1000 | 1.0174 | 2.9254 | 0.0285 | 0.1480

1| 3 {10000 1.0040 | 2.9936 | 0.0090 | 0.0468

Tab. 3.3:

M|l T A2 12 sd(A?) | sd(p?)

1 3 | 10000 | 0.9914 | 3.0128 { 0.0090 | 0.0468

1 5 | 10000 | 1.0191 ; 5.0887 | 0.0094 | 0.08182

6 | 10 | 10000 | 5.9932 | 10.0367 | 0.0191 | 0.0553

3 | 5 | 10000 | 2.9862 i 4.9874 | 0.0135 | 0.0391

0.5 1.5 | 10000 | 0.5089 | 1.5120 | 0.0064 | 0.0331

0.110.5 (10000 ] 0.1028 | 0.5015 | 0.0030 | 0.0259

Tab. 3.4:



4. PROCESOS DE DIFUSION

Hay diversos estudios de como realizar estimacién de pardmetros en pro-
cesos descritos mediante ecuaciones diferenciales estocdsticas o procesos de
difusién. En este Ambito cabe destacar los trabajos realizados por Lipster y
Shiryaev {21] y Kutoyanz [19]. En general estos trabajos consisten en estimar
pardmetros que aparecen en el coeficiente de difusién dentro de la ecuacién
diferencial. Estos resultados se han ampliacdo por diversos trabajos realizados
por Daniéle Florens [14], Didier Dacunha-Castelle [10] y Helle Sorensen [29],
este 1iltimo muestra un método en el que se estima primero el coeficiente
de difusién y luege, siendo éste conocido podemos estimar el coeficiente de
deriva mediante métodos de maxima verosimilitud.

Pera estimar los pardmetros de interés, en este caso particular, usaremos
diferentes métodos. El primero usando el hecho de que, en este caso, existe
una medida invariante. El segundo se basa en lo propuesto por Sorensen.

Consideremos un proceso de Ornstein Uhlembeck con el siguiente gener-
ador:

24,2 2 2
Lf@) = 2 priay+ 22 p ) (1)
donde A% = v.(nr + 1) y p® = pcnr. El objetivo es estimar los pardmetros
Ye fhe ¥ N, Ademés podemos ver que este modelo no estd identificado, sin
embargo, para que el modelo quede bien determinado es necesario solamente
estimar los pardmetros A y .

Luego, este generador corresponde a un proceso & que satisface la sigu-
iente ecuacion diferencial estocédstica:

/\2___ '2 A‘Z_}_ 2
de = ——gadt + | = aw,

donde W, denota el proceso de Wiener.
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La sohicién dada por

o (52 o e (25) )

Y la esperanza y varianza de este proceso se pueden deducir usando in-
tegracion por partes para integrales estocasticas, obteniéndose:

# HE(&,) (4.2)

2 _
E{:) = EXP(/\ 9

Var(g) = exp((F = L)V ar(6) + 57,z 1 = expl(37 =40 (43

4.1. Estimacidn de pardmetros.

Para la estimacién del pardmetro 6 = (A%, 14%) necesitamos encontrar en
primer lugar la medida invariante de este proceso, la cual existe bajo la
condicién p? > A%, en este caso podemos ver que este proceso tiene como
medida de probabilidad i invar lante a la ley de una variable aleatoria normal

de media 0 y varianza z—{;ﬂ;\—z Esto nos sugiere proponer como estimador de
2
0, = o o siguiente:

2{p?—A%)

it
o) =5 [ s (4.4)
0
Proposicidn 9. El estimador propuesto es fuertemente consistente.

Demostracion. El resulfado sigue del teorema ergddico y de la existencia
de la medida invariante, obteniéndose

1 t , )‘2 ,2
?/f gds &= 2(#2—5_;;2),011&11(10 t — oo

Para encontrar la convergencia asintética de este estimador utilizaremos
el teorema &, del cual obfenemos el siguiente corolario:

Corolario 8.

/ g — I gy s N+
\/ﬁ ,uz A2) (u2 — )\z)\/_—ﬁ
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Demostracién. Tomando g(z) = 3-2{7, y sea f(z) = L(g{z)) = 2* —
,\2+ 2

Q{T_‘_&iﬂ:’j, se obtiene el resultado.

Sea @y = »-—f‘— , luego para la estimacién de #; podemos usar el hecho de
que el proceso de covariacién cuadritica tiene la siguiente formas:

T )\2 '2 A'Z 2
):f{, —Zlds =T—:’9i (4.5)

Luego mediante la aproximacion del proceso de covariacién cuadratica es
natural temar como estimador de 6y:
~ 1 .
g = &-‘- E : (g(k—l-l)/n - gk,/n) (46)

k/n<T

Luego se tiene que:

: A2+ AZ -+
Z (é(k+1}/n - g!c/n)z f ’U ds 2 ,U (47)

k/n<T

Lo gue nos dice que éste es un estimador consistente para 6,

4.2. Estimacién paramétrica en procesos de difusién

En esta seccién desarrollaremos algunas ideas para la estimacién de pardmet-
ros en procesos de difusién en general, este método lo aplicaremos en el mod-
elo de Ornstein Uhlenbeck que es el de nuestro interés. (para detalles ver
129)).

Supongamos que tenemos proceso de difusion z; que depende de un
pardmetro 8 € © C IR* y definido por la siguiente ecnacién diferencial
estocastica:

dXt = b(Xt, H)dt + (T(Xt, g)th (48)

Las funciones b : R x© — Ry o : R x 0 — (0,x) son conocidas y
asumidas suficientemente suaves.

Como en la seccidn anterior podemos usar el proceso de variacion cuadratica
para la estimacién del coeficiente de difusién, pues:
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T
2 _FP 2 .
Z (Gter1)/m — Ejn)® —= / a?(X,,0)ds
k/n<T 0
Ahora conociendo el coeficiente de difusion, podemos estimar el coefi-
ciente de deriva usando que si el coeficiente de difusién es completamente
conocido, es decir o(2,8) = og(z), entonces la funcién de verosimilitud esta

dada por:
T H(X,,6) 1 [TH(X,,8)
- EASALIAS P ) ‘GRS LI )
b =ew ([ 5T [ )

En nuestro caso queremos estimar 8 = (A%, u?) y tenemos que el proceso

tiene la forma de (4.8) con b(z,80) = )‘2—;'“—2Ju y o(x,0) = ﬂf‘g—;f*—g.

De la misma manera anterior llamemos & = 1\3—?‘—2, y estimemos mediante
el proceso de variacion cuadratica.

Ahora bien asumiendo que el coeficiente de difusion es conocido obten-
emos que la funcién de verosimilitud queda de la siguiente forma:

T(Az___MZ)X‘ 1 T(Az_#Z)ZXZ
Lp(0) = X - — S DB (]
7(0) = exp (/{; 56, X 2/0 10, rs)
Podemos ver que esta funcién alcanza su méaximo cuando

N —p?_ Xp— 6T
2 2 [T X2ds

De aqui obtenemos la siguiente proposicién:
s B2 . . .
Proposicién 10. Sea 5 = 2=t Entonces el estimador de mdgima verosimil-

stud para 8 estd dado por:

o _ X067
b 20T Xds
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4.3. Estimacion del coeficiente de deriva

Para la estimacion del coeficiente de deriva podemos utilizar que conoce-
mos la esperanza de este proceso esta dada por:

2 _ 20
B() = Ble) (U2,

Supongamos que tenemos &' ... £" n copias independientes del proceso &
que satisface la ecuacién (4.1).
Sea 07 = #Q'TZAZ, proponemos el siguiente estimador para 07:

n

- = 1 .
0f = z sup f— ZE; (4.9)

tefo,7] T

i=1

4.3.1. Ley fuerte de los grandes nmimeros

En este contexto es posible probar una ley de los grandes numeros la cual
se expresa en la siguiente proposicién.

Proposicidn 11. El estimador propuesto en 4.9 es uniformemente consis-
tente.

Demostracién. Sea a,(t) = 1377 &y zy = E(&) exp(@), De aquf se

obtiene gue estos procesos satisfacen las siguientes ecuaciones:

N2 o2 gt N+ 2 .
an(t) = a,(0) + Ao f an{s)ds + 1/ JW;‘
2 0 2n

donde W' = =370, W}, con (W]...W}') secuencia de procesos de
Wiener independientes. Ademaés para z, se tiene,

o(t) = E) + L) [ (s)as
0

Sea ahora:

AR (L) = a(t) - 20(t)

Luego se tiene que:
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(A —p?) [ A2 2
AR An(s)ds "
5 | w(8)ds + 4 =W

ALt} = A,(0) +

Si &y = €, es decir el proceso parte de ' con probabilidad 1, entonces,

A, (0) = 0 para todo n
Luego la solucién de este proceso esta dada por:

!,\ —# ) A2 -I—,U £.u _,\22 "
ALt) = 5 / dW

Ahora bien se tiene:

. A2 —ahys
E(sup [A(8)2) = B( sup [¢*F LY S S T
€0, 7] te[0,7) 2n
A2 2 uﬁ .
< s E{ sup / - dW"[ )

2n tE[U T)

)\2
2—}~L,u IE| #1=2sds] — 0 cuando n — oo

T

De lo que obtenemos
A, (t) — 0 Uniformemente en probabilidad.

es decir:

A2 — ;ﬁ)t)

an(t) — C exp(( 5 Uniformemente en probabilidad.

Observacién. El funcional que lleva a f{t) en tf(¢) es continuo por lo que

tenemos que:

A% — .
L—n-'u—)u)t Uniformemente en probabilidad.

tan(t) — Cexp( 5

2 5
Donde 5111)tE[U:T]C’exp(£’~\ﬂ2".—;‘-E)t = C’exp(—l);g—iT se alcanza en

2
i:m.
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4.3.2. Teorema central del limite

Es posible también encontrar un teorema central del limite, el cual se
resume en lo siguiente:

Proposicion 12, Sea A, el error cometido en la estimacion. Entonces se
tiene que:

\/ﬁAn _ﬁ""‘ M
Donde M es una martingala gaussiana con My — M, ~ N0, V() -V (s)),
Aip? 2 (1 _ gt 2t)‘

con incrementos independientes, con V(t) = SRRy

Demostracién. Observemos que el proceso /nl, (i) es la integral de una
Tuncién deterministica con respecto al proceso de Wiener:

2 .2 A2 4 2 325
vﬁAdﬂ=eQ7L‘V_7fL/" A
0

Luego M™ = /nA, (1) es una martingala con proceso creciente asociado
dado por:

( & )t 2 (? = 225 =
(ﬁfn)=<ﬁﬁn>=< »2 I A +;U / -2 W"’>
0
e /)\‘2+if‘2/ ¢ g (4.10)
2 2
-V (-8 = v

Luego por el TLC de martingalas locales [27] se tiene que:

vni, —E M
Donde M es una martingala gaussiana con M; — M, ~ N (0, V(t) —V{(s)),
con incrementos independientes, y V(¢) dado en 4.10.

- El TLC encontrado aqui es mds fuerte, en el sentido que no se tiene para
cada t, si no que considera directamente los elementos aleatorios en C[0, 1].



4.4. Simulacion
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Nt e | 8 T ) b5 A2 p2
1 3 1 2 110000 | 1.0031135 | 2.0073317 | 1.006781 | 3.0078324
. s 0.0141421 | 0.0292157 | 0.0152588 | 0.0154653
1 5 [ 075 3 | 10000 | 0.7618234 | 3.0330372 | 1.0423939 { 5.0236804
sd 0.6075 0.0044102 | 0.0188514 | 0.0202256
6 | 10 2 8 | 10000 | 2.016862 | 8.091744 | 6.085721 : 10.097768
sd 0.02 | 0.0120551 | 0.0212658 | 0.0241596
3 5 2 4 110000 | 1.8760791 | 4.0288866 | 3.0094723 | 5.048301
sd 0.0282843 | 0.0068421 | 0.0138724 | 0.0158316
05115 1 1 [ 10000 | 1.0059367 | 1.0018707 | 0.5038017 | 1.4998496
sd 0.02 0.0014366 | 0.0107097 | 0.0105054
01 (05107503 10000 | 0.7351778 | (13011544 | 0.096337 | (0.5059718
sd 0.0237171 | 0.0003938 | 0.0056218 | 0.0057245
Tab. 4.1:

En la tabla 4.1 se muestran las estimaciones obtenidas usando la primera
propuesta para la estimacién de X? y u?, es decir el método mediante la,
medida invariante. Se muestran para distintos valores de A* y p? las estima-
ciones de fy, 62, A% y p2 con sus respectivas desviaciones estandar. Esto se
realizé para un tiempo de observacién T = 10000.

Observacion. Para los estimadores en que no contamos con un teorems cen-
tral del limite se estimo la desviacion estdndar mediante el método de boot-

strap.

En la tabla 4.2 se muestran las distintas estimaciones obtenidas para un

- o . Vay .
tiempo de observacién T = 10000, donde para estimar 87 se usa el estimador
de maxima verosimilitud.
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x| 2]ed (e T 62 6 X T
1 3 -1 2 | 10000 | -0.9945467 [ 2.0121314 | 1.0175847 | 3.0066781
sd 0.0130921 | 0.0028106 | 0.013261 | 0.0135186
1 5] -2 3 | 10000 | -2.001294 | 3.030261 1.028967 5.031555
sd 0.0181126 | 0.0037245 | 0.0180859 | 0.0188885
6 0] -2 8 | 10000 ¢ -1.996465 | 8.078466 6.082001 | 10.074931
sd 0.0187462 | 0.0102316 | 0.0203976 | 0.0222744
3 b -1 4 | 10000 | -1.005273 | 4.022864 | 3.0175H91 5.028137
sd 0.0149117 | 0.0057402 | 0.0155984 | 0.0163495
05 |15)-05 H 10000 | -0.4932939 | 1.0041177  0.5108238 | 1.4974116
sd 0.0007276 | 0.0014432 | 0.0099386 | 0.0097284
0.1]05]-0.2|0.3 [ 10000 | -0.2047335 | 0.2999681 | .0952346 | 0.5047017
sd 0.0058319 { 0.0005128 | 0.0058306 | 0.0068782

Tab. 4.2:



5. COMPARACION DE ESTIMACIONES

El modelo mds interesante en este contexto corresponde al modelo de
Jaynes-Cummings, ya que como hemos visto, éste modelo admite dos reduc-
ciones clasicas distintas, estas son un proceso de nacimiento y muerte y un
proceso de Ornstein Uhlenbeck, ademas de estas reducciones se observa que
los pardmetros involucrados son los mismos en ambos procesos.

5.1. Simulacién y comparacién de trayectorias

Nuestro principal interés es verificar si las estimaciones producidas en las
reducciones son equivalentes. Para esto supongamos que para un SMC con
generador £%, existen dos mediciones simples M; y M, que reducen cldsica-
mente al semigrupo, luego para cada reduccion obtenemos una estimacién
del pardmetro 6 sean estas 0 y 0,. La propuesta es construir un test que
verifique si se cumple lo siguiente:

a 00
n LM any) = £ a)s

n %y = L% w (om0,

Para poder comparar las estimaciones obtenidas mediante [os dos proce-
08 €5 necesario tener en cuenta que estos procesos estan definidos en distintos
espacios de probabilidad, lo cual no hace muy simple éste procedimiento.

La propuesta que se hace para llevar a cabo esta comparacidn es movernos
con las estimaciones obtenidas en los distintos espacios a uno solo, en donde
podemos simular dos procesos, uno con las estimaciones obtenidas en el otro
proceso y otro con las obtenidas del mismo proceso.

8.1.1.  Test de hipitesis

El Test de hipdtesis que vamos a realizar estd propuesto por Cuesta Al-
bertos y Fraiman en [7]. Este test se basa en el test de Kolmogorov-Sminrov
de la siguiente manera:
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Sean {X;, Xo,..., Xn} vy {Y1,Y2,...,Y.} elementos aleatorios en un es-
pacio de Hilbert . Sean Px y Py las leyes de probabilidad de X; y Y}
respectivamente. El Test de dos muestras para decidir entre la hipdtesis nu-
la Hy : Px = Py y la alternativa Hy : Py # Py consiste en evaluar el
estadistico:

Dn,m(h) = Sup I-F;’:(t) - G:;“!.(t)la
. telR

donde

. 1 T . 1 n
FXt) = =D  Tmg(Xo 1) ¥ Golt) = = D Toosy (Y5, 1)
=1 i=1

Rechazando la hipétesis nula para D, ,.(h) suficientemente grande.
Es demostrado en [7} que el estadistico D, ,, tiene la propiedad que bajo
la. hip6tesis nula es de distribucién libre y ademés se tiene que:

miu 5] .
I ——Dym <t =1-2 -1 k-+1 —2k2t~, £ 0
= (i an 1) =1 2B 0

Programando esto en el programa R y usando que en este programa ya
tiene implementado el test de Kolmogorov Sminrov se obtuvo los resultados
que se muestran en la tabla 5.1.

En la tabla 5.1 se muestra para los distintos valores de los pardmetros \?
y p? las distintas estimaciones obtenidas en ambos proceso, y el resultado
del test aplicado a dos procesos de Ornstein Uhlenbeck generados mediante
estos parametros estimados,

Para verificar el hecho de que el test discrimina, se simulo el proceso
para distintos valores de A* y u? con un tiempo de estimacién 7= 1 y se
aplicé el test 5000 veces para muestras de tamafio 100. En la tabla 5.2 se
muestran los promedios de los valores p (p-v) y los porcentajes de rechazo
(% R) obtenidos.

Se observa. de Ia tabla 5.2 que el test discrimina cuando los valores de A\?
y 42 son bastante distintos, sin embargo, no discrimina muy bien ya que, el
proceso con A2 =1y u? = 3versus A2 = 1 y 4% = 5 los considera provenientes
del mismo modelo. Lo mismo ocurre en el caso cuando comparamos el proceso
con A2 =3y u? =5 versus A = 6 y 42 = 10.



5. Comparacion de estimaciones 67
N-M 0-U T
Mot A2 2 A2 2 % R p-v
1| 3 |0.9921765 | 3.0083959 | 1.0246866 | 2.9895434 | 0.0338 | 0.5417
1 | 2 [0.0986245 [ 1.9810568 [ 0.9999315 | 2.0017405 | 0.0382 | 0.5359
6 | 10 | 5.8552710 | 10.0314877 | 6.0731997 | 10.0716083 | 0.0338 | 0.5382
3 | 5 |3.0220357 | 4.9431820 | 3.0192645 | 5.0087496 | 0.0378 | 0.5420
05 1.5} 0.4929808 | 1.4727658 | 0.5134217 | 1.4876064 | 0.0366 | 0.5399
0.1 0.5 | 0.1012183 | 0.5046581 | 0.1068098 | 0.4939990 | 0.031 | 0.5416
Tab. 5.1:
M=1,T M =1, [AX=6, | A=3[ =05 TIN=01,
wr=38pu?=5 pl=10|p2 =5 [ uf=15 | p? =05
AM=1, | %R] 003
p?=3 | p-v | 0.5397
A =1, | %R 00448 | 0.0348
pt=5 | p-v | 0508 [ 0.5346
M=6, | %R 020221 03822 | 0.0374
=10 [ pv [ 0.1625 | 0.1142 | 0.5385
M=3 | %R| 01716 | 02452 | 0.049 | 0.037
p2=5 [ pv 102489 [ 0.1913 | 0.4970 | 0.5352
N=05 | %R| 00654 | 0.072 | 0.6362 ; 0.4804 | 0.0364
=151 pv | 0.4176 | 0.454263 | 0.0579 | 0.0881 | 0.5382
M=01, %R | 07816 | 06424 | 0.9998 | 0.9988 | 0.407 0.0358
p¥=05 1 p-v | 00329 [ 0.0554 | 0.0013 [ 0.0021 | 0.1086 0.5433

Tab. 5.2:
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5.1.2. Como construir un test con mejor discriminacion

Al trabajar con el test anterior tomamos como espacio de Hilbert L2[0, 7]
sin embargo nuestros procesos viven en el espacio de lag funciones contin-
uas (C[0,T)). Es por esta razén que proponemos un test en el espacio més
pequedio, el cual debiera discriminar mds que el anterior. Con este fin nece-
sitamos enunciar algunos resultados:

Lema 1. Sean P! y P? medidas de probabilidad en C[0, 1], sea X una funcidn
medible y sea P, xy definida por:
Pux)(B) = P{X € C[0,1]: (4, X} € B}), B e€B(R).

Si P&L Xy = P(ix}: para todo p € M = C*[0,1], el dual de las continuas en
[0,1], es decir el conjunto de medidas en éste espacio. Entonces P1 = P?
sobre C{0, 1]

T
(4 — S i P = PR X
Demostracién. Sea j = J;I ajdy;, st P, xy = Py, x,- Entonces

P{X €C[0,1]:) a;X, € B)= P*(X €C[0,1]: > a;X,, € B), VB €< B(R).

7=1 F=1
De lo anterior se deduce la ignaldad de las transformadas de Fourier

T

/ exp(i »  a; Xy, )dP' = f exp(i Y a; X, )dP?,

j=1 =1
es decir se tiene la siguiente igualdad:
1 a2
W{X:l,...,xtn} (a’h LS | aﬂ-) - {p{th,...,X!n}(a'l% e :a‘n)'

Esto implica la igualdad de las transformadas de leyes marginales

Por lo tanto se tiene la igualdad de las siguientes proyecciones

Htl,...,an[PI] = Htl,...,tn [Pz]-

n

Como esto se tiene para todo p = 7 a;6;;. Entonces por teorema de Kol-
=1

mogorov se tiene que

P'=P?* sobre C[0,1].
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Lema 2. 8i f y g son continuas sobre IR y f(X) = g(X) P c.s. donde X
es una variable aleatoria gaussiana, entonces f = g.

Demostracion. Sea N = {t € R: f(t) # ¢(t)}. Si IP(X € N) = 0 se tiene
que A(N) = 0 con A la medida de Lebesgue. Luego,

f)=gt)A—ctp

Y por continuidad obtenemos f = g

Corolario 9. 5i p(XI) = @(XI), para todo [ € IR, numerable, donde
Xr=(Xe,. o, X)) si D ={ty,...,tn}, con X un proceso gaussiano, donde
P representa lu transformada de Fourier, entonces P = Q).

Lema 3. Sean P y Q probabilidades sobre C[0,1] y sea M el espacio de las

medidas de Radon sobre [0,1], entonces (M,)l |1y} es un espacio de Banach,
donde || = [m|([0,1])

Teorema 9. Sea p una elemento aleatorio gaussiano con valores en M. P
y @ probabilidades sobre Cf0,1]. §i Py, .y = Qqu,y, entonces P = Q

Demostracion.

Py (A) = P((p,) 7 (4))
La aplicacién p +—— Py, ) de M en las probabilidades sobre IR es continua,
va que, si g, — u se tiene (p,, 2) — {(u,2), luego se tiene,

[ 1Py = [ fmadP@) = [ Fa)dP@) = [ fdPu,
R 0,1 R

C01]

Teorema 10. Sea (X,,),>1 una secuencia de elementos aleatorios en un espa-
cio de probabilidad (8, A, v) y tomando valores en C[0,1]. Sea Py una medida
de probabilidad en C[0,1]. Dado pe M yn > 1, Sea

Dy () = sup |F¥{t) — Fi(t)],
teR
donde,
1 n
ER(t) = D Tcoop ({1, Xa)) y FY(t) = Po(X € C[0,1}: (1, X) € B)
i=1

se tiene,
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(a} Sile distribucion de (X,,) es Py, con Py continua. Entonces, para todo
p € M ytodo n > 1, el estadistico D, (i) tiene la misma distribucidn
que Dy,. Es decir, D,{u} no depende de p1 y

lim v(v/nD, (i) <t) =1-23 (1)1 (> 0)
k=1

(b) Suponga que la distribucion comin de (Xn)n>1 es @ # Fy. Suponga
también que Py satisface la condicidn de Carleman. Entonces, dada
una medida en M, para casi todo p € M se tiene que:

v(liminf D, (p) > 0) =1
TL—r )

Demostracién. (a) Sila distribucién comun de (X, )n>1 €8 Py, entonces la
distribucién comiin de las variables aleatorias reales ({i, X,.) n>1 €8 ex-
actamente Ff', la cual es continma. También, la distribucién empirica de
(e, X1}, - -, {p, Xn) es FP. Por lo tanto esto se sigue de las propiedades
del test de Kolmogorov-Smirnov estandar.

(b) Si @ # Fy, entonces, para casi todo p € M, existe ¢, € R tal que
P{X € Cl0,1] : {p, X) <t} #Q{X € C0,1]: {p, X) <t,}.

Sea d,. el valor absoluto de la diferencia. Entonces, usando la desigual-
dad triangular,

D) = |Fap(tn) — F§'(8)] 2 0 — {Fap(te) — G*()],

donde G¥(f) = Q{X € C[0,1] : {p, X) < t}. Por la ley fuerte de los
grandes numeros se tiene que F¥(t,}) — G#(t,)) v casi seguramente.
Luego el resultado se tiene.

Teorema 11. Sea (Xp)ns1, (Yu)ns1 dos secuencias de elementos aleatorios
independientes en un espacio de probabilidad (0, A, v) y tomando valores en
C10,1]. Sean Px y Py sus leyes de probabilidad en C[0,1] respectivamente.
Dadope M yn,m>1, Sea

Dopn () = sup [ER(2) — FL(t)],
teR
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=L [ AM=1L A =6 [ M=3MN=05 | 3=01,
pE=3 1 pt =5 | pt=10 |2 =5 | u2=15 | x2=05
AM=1, | %R 00368
@ = p-v | 0.6314
AM=1, | BR[| 0052 | 0.0382
ui=5 p-v | 0.4781 | 0.5432
M=6, | %R| 0.6018 | 0.388 | 0.0372
pr=10 | pv | 0.0663 | 0.1154 | 0.5397
M=3, | %R 0.1678 [ 0.0974 | 0.1112 | 0.0404
ui=5 [ pv | 0.2426 | 0.3702 | 0.3413 | 0.5378
AT=05,1 %R 01202 ] 02646 | 0.9348 | 0.6714 [ 0.0334
p2=15 [ p-v [ 03114 | 0.2116 | 0.0111 | 0.0501 | 0.5403
A =01, | % R | 0.9328 | 0.9542 1 0.9994 | 0.5122 0.0364
p2 =05 p-v | 0.0122 | 0.0087 | 0.0002 | 0.0007 | 0.0782 0.5397

Thb. 5.3:

donde,

™m

1+ 1
ER(t) == E Jcoog (i, X5))  y FR() = — E Jiwo0,g ({2, Xi})
n m

se tiene,

Si Px = Py. Entonces, para todo p € M y todo n > 1, el estadisti-
co Dym(p) tiene la misma distribucidn que Dyp{p) definido en el teorema
anterior. Es decir, D, (1) no depende de p y

nm

oo
M= n—+ TTLDn’m(‘UJ) S f) =1- ZZ(_I)k+le_2k2t2’ (t > 0)
k=1 :

Para elegir la medida i usaremos el hecho que el conjunto de las medidas
de la forme >}, a;6:; es denso en M. Luego tomando a; ~ N(0,1) y t; ~
7(0,1) es una buena eleccién para p.

Para verificar el hecho de que el test discrimina mejor gue el anterior,
se simulo el proceso para distintos valores de A* y u2 con un tiempo de
observacién T' = 1y se aplico el test 5000 veces para muestras de tamaio 100.
En la tabla 5.3 se muestran los promedios de los valores p y los porcentajes
de rechazo obtenidos.

Como se muestra en la tabla 5.3, abora si se discrimina entre los procesos
con valores A2 = 1, p? =3 versus \> = 1, u? = 5 y A = 3, u? = 5 versus
A= 6, put =10




6. CONCLUSIONES

Si tenemos un sistema cudntico abierto representade por un SMC, el
cual depende de un parametro 8, es posible realizar inferencia estadisti-
ca clasica, si podemos encontrar mediciones que reduzcan cldsicamente
al semigrupo. En cada una de las reducciones se puede desarrollar una
teoria de estimacién y estudiar las propiedades de tales estimadores,
sin las dificultades que aparecen en el contexto cudntico.

. Se han desarrollado distintos métodos de estimacion para procesos de

Ornstein Uhlenbeck y para procesos de nacimiento y muerte. Estos
métodos son buenos, ya que, aungue necesitamos tiempos de ohser-
vacién bastante largos, en mecénica cuantica esto no es un problema,
va que es posible obtener tales muestras.

. Un problema que se encuentra en esta area es la dificultad de obtener

datos reales. Sin embargo, existen métodos de simulacidn en el contexto
cudntico. Lo que sugiere simular las dindmicas de estos modelos, para
extraer las mediciones en cada uno de elios.

. En los casos en que contamos con més de una reduccidn clasica es

posible comparar dichas estimaciones mediante los test expuestos en
este trabajo. Si log pardmetros a estimar se tienen en cada una de estas
reducciones, las estimaciones obtenidas en cada uno de estos espacios
dehieran ser similares.

Un aporte importante a la estadistica, es que, entre diferentes procesos
conocidos en probabilidades cldsicas, podemos establecer una relacién
en el campo de la mecdnica cudntica. Esto ha quedado de manifiesto
en el ejemplo en el cual podemos encontrar més de una reduccion, en
otras palabras, procesos de naturalezas muy distinta podrian provenir
de un mismo modelo cuantico.



7. PREGUNTAS ABIERTAS

En el desarrollo de este trabajo surgieron muchas preguntas las cuales
en si son problemas interesantes a fratar, a continuacion mencionaremos las
mas importantes.

1. Las mediciones aqui definidas son un caso més general que las que cor-
responden a la medida espectral de un operador dado, seria interesante
ver si es posible obtener otro tipo de mediciones que sean compatibles
v & su vez no sean la medida espectral de algiin operador. ;Cudl seria
la interpretacion fisica de tales mediciones?

2. Es posible obtener reducciones en otro tipo de modelos, seria interesante
tratar la estimacion de pardmetros en el modelo de exclusién cudntico,
el cual es reducido a un modelo de exclusidn clisico. Este proceso es
ergédico y recurrente, por lo que existe una medida invariante, este
hecho se puede utilizar para realizar las estimaciones de los parametros
involucrados en el modelo cudntico.

El modelo de exclusién cudntico es representado por un SMC con gen-
erador dado por:

L(z) =i[H, z] — % Z(LZjLi,jﬂ: — 2L} ;xLli;+ 2L Lij).

i,J

Aquf el operador L; ; describe el transporte de una particula desde un
7
sitio i a un sitio j, a una tasa - ; y esta definido por

Li,j =, f7i,jb;EJis

donde b;r- y b; son los operadores de creacion y aniquilacion en el espacio
de Fock antisimétrico (Fermi Fock space).
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Este semigrupo es reducido por el algebra W*(H). La reduccién 1" es
un proceso de exclusién clésico con generador

Lfm = > w(fn+1;- 1)~ f(n),
i) =t 5)=0

para todas las funciones cilindricas acotadas f : 8 — . Para mas
detalles ver [25].
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