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RESUMEN

El presente trabajo retne cuatro extensiones del modelo de regresion y los analiza en forma
bayesiana y semiparamétrica.

Los modelos aqui abordados corresponden a: Calibracion Lineal Continua, Calibracion
Lineal Discreta, Modelo con Errores de Medicion y Calibracion Comparativa. Estos
modelos son abordados en los capitulos 3, 4, 5 y 6, respectivamente.

El modelo de Calibracion Lineal Discreta considera una variable binaria o una variable
discreta para la respuesta, a la cual subyace una variable eliptica. Los otros tres modelos
consideran errores elipticos representables, con el fin de generalizar el modelo normal,
abordandose los casos independiente y dependiente.

El articulo de Arellano — Valle, Galea, e Iglesias (1999) permite relacionar las
distribuciones elipticas de los errores con los modelos normales, por medio de la inclusion
de variables subyacentes que, en este caso, siguen un proceso de Dirichlet. Aqui se
contemplan tanto una priori discreta, como una priori continua para el proceso. Estas

herramientas se utilizan para los cuatro modelos.



Por otra parte, el articulo de Basu y Mukhopadhyay (2000) permite vincular una
distribucion binaria con un modelo normal, lo cual junto a las propiedades de la
distribucion eliptica y del proceso Dirichlet, dan forma al andlisis utilizado en el capitulo 4.
Finalmente, el articulo de Escobar y West (1998) permite la implementacién computacional
de los resultados teoricos.

Este trabajo incluye dos capitulos previos introductorios. El primero entrega el marco
conceptual general y el segundo se aboca a describir cada uno de los modelos a analizar en
capitulos posteriores, asi como las principales proposiciones que se utilizaran para la
obtencion de los resultados.

Los capitulos 3 a 6 presentan el andlisis de cada modelo en particular, incluyendo, para
cada caso, ejemplos y simulaciones, cuyos datos son analizados con la metodologia
propuesta en forma computacional.

Finalmente, y antes de las conclusiones, se presentan un anexo con el glosario de

notaciones.
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CAPITULO 1:

INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es presentar el marco general, definiciones y propiedades necesarias para el
desarrollo del trabajo. En la primera seccion se discuten las diferencias fundamentales entre inferencia
paramétrica, semiparamétrica y no paramétrica, como también aspectos de implementacién, en particular los
modelos abordados por Escobar y West (1998). Se incluyen definiciones y teoremas fundamentales para la
comprension del trabajo. En la segunda seccidn se presenta el algoritmo propuesto por Escobar y West (1998),
en el cual se basa la implementacién computacional de los problemas tratados en el presente trabajo. Los
modelos lineales elipticos son introducidos en la tercera seccion, como una extension del modelo lineal
normal usual. Finalmente la cuarta seccion es dedicada al plan general de esta tesis, incluyendo los objetivos
principales.

1.1 INFERENCIA BAYESIANA SEMIPARAMETRICA

En esta seccién se discuten algunos aspectos de la inferencia Bayesiana no paramétrica y semi paramétrica
para modelos jerarquicos, con énfasis en los modelos abordados por Escobar y West (1998) y el proceso de
Dirichlet introducido por Ferguson (1973). Muller y Quintana (2004) presentan una extensa revision
bibliografica del tema.

Un modelo estadistico es un trio (X, A, P), donde X es el espacio de posibles observaciones, 2 es la ¢ - algebra
para X y P es una familia de medidas de probabilidad definidas sobre (X, A). El objetivo del anélisis
estadistico es la inferencia, que intuitivamente se puede definir como el proceso de adivinar o estimar qué P e
P genera los datos X € X o bien, verificar o refutar alguna hipotesis acerca de la verdadera medida P.

Dependiendo de la naturaleza de la familia de medidas de probabilidad P, es posible distinguir tres enfoques
en la inferencia estadistica.

La inferencia paramétrica considera que cada medida de probabilidad de la familia est4 indexada por un
parametro real o vectorial, en tal caso escribimos P = { Pg: 6 € ® }, donde ® es el llamado espacio de
parametros, el cual es finito-dimensional. Es usual suponer, en este caso, que a cada medida de probabilidad
se le puede asociar una funcién de densidad (o cuantia), de esta forma surgen los modelos estadisticos mas
habituales en la literatura: modelos binomial, Poisson, exponencial, normal, etc.

La inferencia no-paramétrica se refiere al caso cuando no se supone forma alguna para las medidas de
probabilidad de la familia P, en tal caso puede considerarse como conjunto de indices el conjunto de todas las
funciones de distribucion F de interés para el problema. Luego anotamos P = { Pe: F € F } y es claro que en
este caso el espacio de parametros es infinito-dimensional.



Finalmente, se ha convenido en llamar modelo estadistico semi-paramétrico, a aquel modelo que toma en
consideracion tanto parametros finito-dimensionales como infinito — dimensionales, habitualmente
considerando una estructura jerarquica en su definicion.

Por otra parte, el enfoque Clasico considera que 6 (o F) es deterministico, pero desconocido; mientras que el
enfoque Bayesiano considera que 6 (o F) es aleatorio. En este Ultimo caso, ademas del modelo (X, 2, P) se
debe considerar un trio — en rigor un espacio de probabilidad — que describa probabilisticamente informacion
inicial (subjetiva) respecto de de 6 (o F), esto es, (®, B, ) 0 (F, B, «), donde B es la respectiva ¢ - dlgebra 'y
7 es la distribucién a priori.

Denotaremos por p(- |0) 6 p(- |F) la correspondiente funcién de densidad o probabilidad definida por P.

De esta forma, las medidas de probabilidad del modelo estadistico inicial pueden ser consideradas
condicionales en 6 o F, es decir,

P ={p(]0),0e®}0P ={p(|F),FeF}

La actualizacion de la informacién a priori se hace a través de la regla de Bayes, obteniéndose la Ilamada
distribucion a posteriori

7(0 | X) < p(x|0) - n(0), 6 € O.

Es usual visualizar esta situacién como un problema que incluye variables aleatorias observables (los datos) y
variables aleatorias no-observables (pardmetros).

Una forma util de visualizar el modelo Bayesiano es en dos etapas o jerarquias, la primera corresponde al
modelo observacional y la segunda a la distribucion a priori, es decir,

(1.1) X|6 ~ p(x[0)

(1.2) 0 ~ n(0).
Aqui se utiliza la notacién x|6 ~ f(x|0) que quiere decir que la funcion de densidad condicional de x dado 6 es
f(x|0).
Cuando la etapa (1.2) se especifica en sub-etapas, se habla de modelos jerarquicos.

Como ejemplo, consideremos el modelo lineal jerarquico, que fue introducido por Lindley y Smith (1972):

Y|Bu ¢ ~N (X By, ¢ " 1)

B1l B2 ~N (Xz B2, C)
B2 ~N (b, B)
o ~Gamma (ny/2,ngoo°/2)

y fue reformulado en la década de los 90 por Mac Eachern (1994), West y Turner (1994), Escobar y West
(1995) y Mdiler, Erkanli y West (1996), considerando componentes no paramétricos en la jerarquizacion.



Escobar & West (1998) relajaron el supuesto de normalidad y propusieron la siguiente alternativa:
yil0, g~ F(y |, Q)
02 ~*HEGO;]2)
o ~H,
A ~Hy
donde H; y H, son las distribuciones a priori para £ y A, respectivamente.

Este modelo paramétrico se extiende al caso semiparamétrico, modelando la incerteza relativa a la forma
funcional de G, la cual depende de una funcion de distribucién conocida G, indexada o dependiente en A
(parametro de posicion) y de un parametro de precision o (que para el desarrollo de este trabajo hemos
denominado c):

(1.3) yi | 0, &~ Fyi| 65, €)
ei | G, 7& . cond. i.i.d. G(G.)
G|M o ~D(G|Go(-A), o)

c  ~H
A ~H;
[0 ~ H3.

La especificacion de una distribucion a priori para G requiere de la consideracion de una medida de
probabilidad sobre el espacio de funciones de distribucidn. En este contexto, el proceso de Dirichlet ha tenido
un rol fundamental y fue presentado por primera vez por Ferguson (1973), quien prueba su existencia y lo
caracteriza a partir de procesos con incrementos independientes Gama.

El objetivo de este autor fue, precisamente, hallar una distribucién a priori sobre el espacio de todas las
funciones de distribucion que satisfaga dos condiciones:

e Que tenga un soporte suficientemente grande, de manera que represente a la mayor cantidad de posibles
opiniones acerca del modelo.

e Que las distribuciones a posteriori resultantes sean analiticamente manejables.

Dos conceptos importantes para comprender los hallazgos de Ferguson (1973) son los siguientes:

Medida de Probabilidad Aleatoria

Sea (Q, F, u) espacio de probabilidad y (X, 2) espacio medible. Una medida de probabilidad aleatoria sobre
Qx A, es unafuncién P de Q x A en [0, 1], tal que:

e Paracada o € Q, P (o, -) es una medida de probabilidad sobre (X, 2) y
e Paracada A e 4,P (-, A)esunavariable aleatoria definida sobre (€, F, 1) asumiendo valores en [0,1].

En este contexto es que Ferguson prueba que asociada a cada medida finita o sobre un conjunto X y asociada
a cada ¢ e IR", existe una medida de probabilidad aleatoria que resulta ser discreta con probabilidad 1. A la
clase a la cual pertenecen estas medidas de probabilidad aleatoria, Ferguson las denomina Procesos de
Dirichlet.



Proceso de Dirichlet

Sea o una medida finita no — nula sobre (X, &) y sea (Q, F, 1) espacio de probabilidad. Se llama proceso de
Dirichlet de parametro o a una medida de probabilidad aleatoria, P, sobre Q x A tal que para toda particion
medible {Ay, ... A} de X, el vector aleatorio (P(Ay), ..., P(Ay)) tiene distribucion Dirichlet Singular de
parametro (ol(Ay), ..., a(Ax)), donde la variable aleatoria P(A;) denota a la variable aleatoria P( -, A)).

Lo anterior, se anota P~ D().

Ferguson muestra que la clase, es cerrada bajo la operacion Bayesiana, es decir, priori de Dirichlet conduce a
posteriori de Dirichlet, en otras palabras,

Si Xi, ..o, Xn|P ~P,

y P ~D (a)
n

entonces P|Xs...,Xy~D (a+ ZSXi ),
i=1

1 sixeA

donde &(A) = ) , €s la medida de Dirac en x.
0 sixgA

Una caracterizacién alternativa del Proceso Dirichlet, a partir de secuencias de Polya, es debida a Blackwell y
Mac Queen (1973), la cual facilita la deduccion de las distribuciones condicionales necesarias para la
implementacion computacional en la inferencia Bayesiana semi-paramétrica.

Sea u una medida finita sobre (X, 2), se dice que {X,} es una secuencia de Polya con pardmetro p si:

(1.4) P(X1 € ) = n(2) / u(x)

(1.5) P(Xns1 € A| Xy, ..oy X)) = pa(A) / ta(X)
donde:

n
(1.6) Ho =t _Zic? X;

1=

Note que esta representacion permite expresar la medida p, como la suma de la informacion a priori py la
informacion muestral acumulada hasta el momento.

El siguiente Teorema muestra que un proceso Dirichlet u* se puede aproximar mediante una medida m,, que
corresponde a un promedio ponderado de la medida original p y la funcion de distribucion empirica F,
asociada a la muestra aleatoria (m.a.) Xy, ..., Xp.



Teorema de Blackwell & Mac Queen (1973)

Si {X,} es una secuencia de Polya de parametro p, entonces:
C.S. .
(1.7) My =pn/pnX — 7u

(1.8) pw*~D (n)

(1.9) Xy, Xo, ... |pu* ~ ind p*

Note que:

n n
(L10)  ma=pn/p(X) =[p+D 8 x, 1/ [x)+ X 5%, X
i1 i1

Asi si ¢ = u(x) es la medida del espacio, y si se define una medida de probabilidad en funcion de p como
P(A) = u(A) / u(x), se tiene que:

n
u+25xi c n
m () = —=2 = P()+ Fa().
c+n c+n c+n

Aunque hay muchas representaciones del Proceso Dirichlet, esta es la que permitird la implementacion
computacional en nuestro caso, en particular el muestreo de Gibbs introducido por Gelfand y Smith (1990).

Estos resultados fueron utilizados por Escobar y West (1998) para obtener soluciones Bayesianas en el
modelo jerarquico (1.3).

Basados en el teorema anterior, ellos construyen un algoritmo, el cual permite, usando Gibbs Sampling,
simular valores de los parametros desde las distribuciones condicionales completas, aprovechando el extenso
desarrollo computacional de la década pasada.

A manera de ilustracion, consideraremos uno de los modelos presentados por estos autores.
Consideremos el siguiente modelo jerarquico,
Viloio ~f(yi| o)
(1.12) 0i |G ciid o
G ~D (c Gp)
Escobar & West (1998) prueban que la densidad a posteriori de [(®;, ..., ®,) | Y1, --.» Yn] Viene dada por:
c-G,(dw;) + Z@(a)i lo,)

ey O0) |V, o Va] ; f(y. /lw)- ki
T[(©1, s @) [ Vi, o Yol 1_1[ (il o) ]
donde & L (@) = oSO =0k
onae ((DI I (Dk) - {GJ]I} 1 - 0’ Si(DI + (Dk '

Un esbozo de la demostracion es presentada a continuacion.



Considere el modelo jerarquico (1.11).

(01, ey On | Y1, o0y Vo) =001, ooy On | Y1, ooy Vil G) - (G | Y4, ..., Vi) G
= (o1, ..., On | Y1, vy Yoy G) - d*(G),

donde n* ~ D (C + X 3y ).

Luego,

(01, oy On | Y1, o Vo) € T(Y1s ooy Yo | O1, ony O G) - (04, ...y ©n | G) dT*(G).

n
o] H fyi | @) - n(o1, ..., ©n | G) dn*(G).
i=1

n
o [T fvil o) Ja(os, ... 00| G) dn*(G) (Blackwell y Mac Queen, 1973).
i=1

Pero {wi} es una secuencia de Polya, de parametro ¢ + > 3;; de donde, desarrollando lo anterior se llega al
resultado.

Denotemos por ®.; a {wy; k # i}. De lo anterior, se deduce la distribucién condicional completa para cada
uno de los w;, la cual resulta expresarse de forma méas conveniente:

(1.12) ®i | ®4, Y1, o0y Yn,» G ¢ Qo - Gp(dwi) + Z Ok - 0(dw; |ok),

k=i
donde la distribucion base Gy y los pesos qp, ..., qn S€ obtienen desde:
Gp(doi | yi) « f(yi o) - Go(do),
(1.13) Qoi o« [ (yi | oi) - dGo(wi)
Ok o< F(yi ),
con gy dependiendo s6lo de y; y con gy dependiendo de y; y o . En efecto,

C-Go(da)n)+z:5(da)n lo;)
j=n

c+n-1

T(on | ©-n, Y) < F(Yn | @) -

Ahora bien, como los {®;} son permutables, se tiene que la distribucién proporcional hallada arriba es valida
para cualquiera de ellos, de donde:

c- f(y |a)i)'Go(dwi)+zf(yi | @;)-6(do; | ;)

n(ml|('0—lyy) C+n—1
ciendo o < _ _ _f(yil@)-Gy(de)
aciendo qoi = ¢ - f(yi), o = f(yi | @), kK # 1,y Gy(do §) = ) o f(yi | o) - Go(d o), se

tiene el resultado.



Por ejemplo, si f corresponde a la funcion de densidad Normal con media pt y varianza o= ¢ * o; , donde la
priori para ¢ es Gama y Gy es una distribucién Gama Invertida, se obtiene el siguiente modelo jerarquico:

Yil o, o ~ " N(w; ¢ o)
(1.14) ) ~ Gamma(ry; A1)
®1, ..., On | G ~ Hd G
G ~ D (c Gy); Go =1 G (ro, L)

Entonces la distribucion base es Gy(- | vi), la distribucion | G (rp + %; Ao + %(yi - w)? y los pesos vienen

dados por qo Y gy que son proporcionales, respectivamente, a la densidad | f(y; | o) - dGo(w;) = f(y;) de la
T(; 2 A ¢ % 2 10) y a la densidad f(y; | o) de la N(u; o, ¢ %), evaluadas en y;. Estos pesos no pueden ser
negativos.

Asi se obtienen las distribuciones condicionales siguientes (ver Glosario de Notaciones en Anexo):

il ¢, o ~ " NQ; ¢ o)
(1.15) Oi | ®-i, Y1, o Yn o< (o - Gp(dwi) + Z Ok - 0(dw; | o)
k#i
n L2
¢|0)1, vy Ony Y1, o0 Yn ~ Gamma E+rl,K1+ZM .
2 i=1 2(Di

Recientemente, West (1992), Mengersen y Robert (1993), Diebolt y Robert (1994), Nobile (1994), Escobar y
West (1995), Roeder y Wasserman (1995), Raftery (1995) y Carroll et al. (1999) mostraron que las mezclas
de normales proveen una familia simple y flexible. Esta familia forma parte de la familia de modelos elipticos
(Fang et al, 1990), que seran el foco de este trabajo.

1.2 ALGORITMO DE ESCOBAR & WEST

Escobar y West (1998) basan su algoritmo computacional en los resultados de Bush y MacEachern (1996),
quienes resuelven las dificultades técnicas que se presentan al muestrear directamente de las distribuciones
condicionales, utilizando la estructura de conglomerados implicita en el proceso de Dirichlet.

Se denota por m,* a los valores distintos de ;, formando de esta manera conglomerados que los agrupan y se
denota por n* al nimero de elementos de cada conglomerado. Puesto que es importante hallar la constante de
proporcionalidad que permita expresar de forma mas exacta la distribucién presentada en (1.12), se
estandarizan los pesos g i de la siguiente forma

W =0/ D,4j y a*=ai/ ).dj.
j#i JE
Si se denota por I* al conjunto de indices de los o * y se denota por K al nimero de conglomerados
(K =# 1*), la distribucion condicional completa de los o; se puede re-expresar como:

K
O 04, Y1, - Yo, G 0~ 0% Go(dai [ yi) + D mi* qi* - 8(doy | dooy).
k=1



El algoritmo incluye una etapa adicional en el muestreo de Gibbs que se denomina “re-mezcla”, la cual tiene
como objetivo prevenir que la cadena de Markov se estabilice en un grupo pequefio de cluster, lo cual puede
ocurrir si la suma de los g * es grande respecto de g o*.

Esta re-mezcla se debe realizar después de cada paso del algoritmo estandar, y el procedimiento es el
siguiente:

Sea S =(Sy, ..., Sp), donde S; = j si w; = w;*, es decir, si o; pertenece al conglomerado j.
SeaJj={i € {1, ..., n} : S; = j} el conjunto de los indices de objetos en el conglomerado j.
Sea Y(j) ={yi: Si = j} el conjunto de observaciones correspondientes al conglomerado j.

Luego, los o;* dada la estructura de conglomerado son condicionalmente independientes e idénticamente
distribuidos con la siguiente distribucion:

OF [ Y1 oo Yo S ¥ = 0 [ YG), S, 1% o [T iyl o) Godo) = [ Goldoy* [y)
Distribucion a priori sobre el pardmetro de precision ¢ = a(X)

Si en el modelo (1.11) se agrega una etapa que consiste en especificar una distribucién inicial para c, entonces
sera necesario obtener la distribucién condicional completa de c:

Yi | o ~ flyi | @)
01, oy 0| G _ciid g
G ~ D (¢ Gp)
c ~F

Este pardmetro ¢ incide en el peso asignado a la distribucion Priori G, para G, es decir, para valores pequefios
de ¢, G se concentra en un pequefio conjunto de valores de los ; (se habla de cluster) y para valores grandes
de c la priori de G, Gy, asume mayor importancia.

Escobar y West (1998) sugieren una priori Gamma para ¢, ya que esta distribucion permite tanto valores
grandes como pequefios.

Si la priori para ¢ es Gamma(a, b), con a pardmetro de forma y b > 0 parametro de escala, la posteriori de c
corresponde a la mezcla de Gammas (1.16), que se presenta mas abajo.

Escobar y West (1998) incluyen en su algoritmo una variable latente n con priori Beta:
n/c, I* ~ Beta(c + 1, n).
Esta variable latente depende de ¢ y de los cluster que se forman con los valores distintos que asumen los ;.

La distribucion condicional completa de ¢ resulta no depender de otros parametros aparte de n y de I*
(I* contiene la estructura de los cluster, y la dependencia aqui se vincula Unicamente al nimero de cluster K),
y corresponde a una mezcla de Gammas. En efecto:

(1.16) c/m,I* ~ n, Gamma(a+K, b —log(n)) + (1 — w,) Gamma(a+K — 1, b — log(n)),
donde 7, se define en funcion de un cuociente de chances:

m, __asxK-l [ n-(b-loge)]"
1-m, n-(b-log(m)) no a+K-1




1.3 MODELOS LINEALES JERARQUICOS ELIPTICOS

Box y Tiao (1973) fueron los primeros en extender las inferencias desde el modelo con errores normales a un
modelo no normal dentro de la clase eliptica (modelo con errores en la familia exponencial potencia) desde
una perspectiva bayesiana. Por otra parte, Zellner (1976) resulta ser el pionero en el estudio del modelo
t — student multivariado (eliptico dependiente). Mucho después, Geweke (1993) aborda el mismo problema,
considerando errores independientes con distribucidn t-Student. Por otra parte, Jammalamadaka et al. (1987)
y Chib et al. (1988) abordan este tema, modelando los errores como mezclas de normales.

Estos resultados son extendidos por Osiewalski y Steel (1993) a la clase de distribuciones elipticas, definidas
a continuacion.

Distribucion Eliptica

Seay unv.a. nx 1. Se dice que y tiene una distribucidn eliptica con parametro de posicién p (n x 1) y matriz
de dispersion Z (n x n) definida positiva (Z > 0), si existe h, conocida como funcién generadora de densidad y
definida para reales no — negativos, tal que la densidad de y esta dada por

(1.17) @) =121 *h[(y-p)'Z H(y-p)]
y h satisface: o
(1.18) ' P hdn =1

|
R nf2
La notacion, y ~ El,(u, Z, h), es frecuentemente utilizada para denotar este hecho.

El Modelo Eliptico tiene como casos particulares al Modelo Normal, t — Student y otros. Para la distribucion
normal multivariada la funcién generadora de densidad corresponde a:

h(u) = (21) " exp(- u/2)
Por otra parte, la distribucion eliptica, al igual que la distribucién normal, admite estandarizacion, es decir, si
y ~ El(u, Z, h), entonces

(1.19) z=3 *(y—p) ~El (0, I, h).

Distribucion Esférica
Se dice que z tiene distribucion Esférica si existe h satisfaciendo (1.18), y la f.d.p. de z corresponde a:
— 2
(1.20)  fz(@)=h(lz ")

Es claro que una distribucion eliptica estandar, definida por (1.19), corresponde a una distribucion esférica.



Existen dos alternativas para este modelo y son los siguientes:
o El'modelo eliptico dependiente que preserva la esfericidad y relaja la independencia:

En este caso, € ~ El, (0 ; 6* I, h), laf.d.p. dey corresponde a:

n
f(y)= o "h[D (yi-x'B)?*/c’].
i=1

o El modelo eliptico independiente que relaja la esfericidad conjunta:

En este caso, €, ..., en~ " El, (0 ; 6%, h), laf.d.p. dey corresponde a:
n
fy) =[] o " h((yi—w)? o).
i=1
Ambos modelos coinciden sélo bajo normalidad (Kelker, 1970 y Arellano — Valle et. al., 1994).

Modelo Eliptico Representable

Los Modelos Elipticos también pueden clasificarse de acuerdo a la naturaleza de la funcién generadora de
densidad h, la cual puede ser Representable o No Representable.

Se dice que h es representable (y por lo tanto el Modelo Eliptico es Representable) si y sélo si existe una
funcion de distribucion H con H(0) = 0, tal que:

12 R = e dH
(1.21) (u)—ojm v).

Larelacion entre hy Hes 1 a1, y la funcién generador en el caso Representable es una mezcla en parametro
de escala de distribuciones normales.

De manera analoga, se dice que h (y por lo tanto el Modelo Eliptico) no es representable, si no existe H con
H(0) = 0, que satisfaga (1.21) para la funcién generador h.

De esta manera se define la subclase de distribuciones Normales Compuestas dentro de la Familia Eliptica, la
cual incluye a todos aquellos modelos Elipticos Representables.

La importancia de la subclase de Modelos Elipticos Representables se expresa en las Proposiciones 2.1.a) y
2.1.b).

1.4 PLANDETESIS

El objetivo del presente trabajo de tesis es abordar el problema de inferencia bayesiana relativa a los
pardmetros para tres modelos de interés, los cuales son el modelo de calibracién, el modelo con errores de
medicion y el modelo de calibracion comparativa.

En el capitulo 2 se clasifican las distribuciones elipticas, se presentan los modelos a abordar y se expone un
conjunto de proposiciones y lemas que seran utilizados en los capitulos siguientes, entre los cuales destacan
dos proposiciones que lo vinculan al modelo normal.

Los capitulos 3 y 4 abordan el problema de calibracion para variables continuas y discretas, respectivamente,
y el andlisis para los modelos de errores de medicion y calibracion comparativa es presentado en los capitulos
5y 6, respectivamente .
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En los capitulos 3, 5 y 6 se presentan las distribuciones condicionales completas para la implementacion
computacional. Estas distribuciones se obtuvieron en primer lugar para el caso en que el modelo contempla
errores normales, extendiéndose aqui los resultados para el caso eliptico, dependiente e independiente.

El capitulo 4 aborda el caso de calibracién discreta con respuesta dicotomica o bernoulli (presencia / ausencia
de cierta caracteristica) y con respuesta binomial (ndmero de ocurrencias del fenémeno de interés en una
muestra de tamafio fijo), haciendo uso de variables subyacentes continuas elipticas para la respuesta,
extendiendo asi los resultados de Basu y Mukhopadhyay (2000).

Cada capitulo presenta también aplicaciones y simulaciones, que permiten ejemplificar en forma préactica la
resolucién de los problemas estudiados.

Todos estos modelos han sido tradicionalmente estudiados desde la perspectiva clasica y desde la perspectiva
bayesiana paramétrica, generalmente limitandose a asumir a una distribucion normal para los errores. Algunas
contribuciones y extensiones en esta area, considerando distribuciones elipticas en el modelo paramétrico, son
debidas a Fernandez y Steel (1998), Vidal et. al. (2005) y Arellano et. al. (2003).

La contribucion del presente trabajo consiste en extender los resultados de los modelos de regresién y afines
mencionados al modelo eliptico semi-paramétrico, desde la perspectiva bayesiana. Para este fin se compara la
resolucion clésica (vinculada a la funcion de verosimilitud) con la alternativa bayesiana Semiparamétrica.

El abordaje de los modelos mencionados requirié, en todos los casos, la obtencion de distribuciones
condicionales completas que permitieran utilizar el Muestreo de Gibbs, debido a que las expresiones para las
distribuciones a posteriori no son obtenibles analiticamente, asi como tampoco lo son los estimadores clasicos
tradicionales.

Los programas utilizados para implementar los algoritmos que configuran el Muestreo de Gibbs, fueron
compilados en el programa THE SAS SYSTEM V8. Para cada caso se realizaron 70.000 iteraciones, y las
cadenas fueron analizadas con el programa BOA (Bayesian Output Analysis v 1.0.0) en la plataforma R V
1.8.1 PROJECT. De acuerdo a los resultados entregados por el programa BOA, se decidi6 eliminar las
primeras 10.000 iteraciones y realizar un muestreo sistematico de un 10%.

Finalmente se incluye un breve capitulo de conclusiones, el cual también menciona las extensiones futuras
que tiene el presente trabajo.
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CAPITULO 2:

MODELO DE REGRESION LINEAL BAJO DISTRIBUCIONES
ELIPTICAS REPRESENTABLES

El presente capitulo expone los modelos y problemas abordados en este trabajo y que seran desarrollados
extensamente en los capitulos 3 al 6. Los problemas de los que hablamos aqui son: el problema de Calibracién
(discreta y continua), el problema de errores de medicion y el problema de calibracién comparativa. Todos
estos problemas se presentan en la primera seccion y constituyen extensiones del problema de regresion. La
segunda seccién expone las relaciones existentes entre el modelo eliptico, asumido para los errores, y el
modelo normal, lo cual permite extender los resultados para el caso normal al caso eliptico. La tercera seccién
expone las distribuciones a posteriori para diferentes componentes de los modelos jerdrquicos bésicos
abordados en capitulos posteriores, lo cual permitird derivar las distribuciones condicionales completas
requeridas para la implementacién computacional y obtener de este modo, sin necesidad de contar
explicitamente con las distribuciones a posteriori para los parametros de interés, los estimadores de Bayes.

21 MODELOSLINEALES ABORDADOS

El anélisis Bayesiano de modelos de regresion elipticos ha atraido la atencion de diversos autores en las
Gltimas décadas, a partir de los trabajos pioneros de Box y Tiao (1973) y Zellner (1976), quienes trataron la
familia exponencial potencia y t — student, respectivamente. Estos resultados fueron extendidos a mezclas en
pardmetro de escala de modelos de regresion normal por Jamalamadaka et. al (1987) y Chib et. al (1988) y la
clase entera de las distribuciones elipticas por Osiewalski y Stell (1993). Todos estos autores describen una
clase de distribuciones a priori no informativas, que producen distribuciones predictivas y posterioris para los
coeficientes de regresion, las cuales coinciden con aquellas obtenidas bajo normalidad. Los alejamientos de la
normalidad dentro de la clase de las distribuciones elipticas solamente afectan a las inferencias sobre el
parametro de escala. Extensiones sobre este mismo tema son presentadas en Arellano — Valle, Del Pino e
Iglesias (2002a) y Arellano — Valle, Iglesias y Vidal (2002b). Este Gltimo contempla una revision de los
trabajos previos e incluye comparacion de modelos.

El problema de calibracién bajo modelos de regresion eliptico ha sido abordado en Branco et al. (2001) y el
problema de diagndstico en modelos de regresion elipticos por Arellano — Valle et al. (2000). Todos estos
autores abordan los temas dentro de la perspectiva paramétrica. En la misma direccion, Viviani et. al (2003) y
Arellano y Bolfarine (2004) presentan soluciones para inferencia en modelos de regresién eliptica con errores
en las variables y modelos de calibracion comparativa.

Como se menciond en la introduccidn, el objetivo de este trabajo es entregar un tratamiento unificado para el
analisis Bayesiano de modelos de regresién elipticos, restringiéndonos a la subfamilia de mezcla en pardmetro
de escala de modelos de regresion eliptica, bajo un enfoque semiparamétrico.
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Adicionalmente consideramos también modelos de regresion discreta. Respecto de este tema, Basu y
Mukhopadhyay (2000) realizan un gran aporte en el tratamiento del modelo de regresion binaria.

Todos estos problemas son descritos y abordados a continuacion.

Formulacién del Modelo de Calibracién

Este problema fue planteado originalmente por Hoadley (1970) y Hunter y Lamboy (1981) dentro del
contexto de modelos normales y bajo la perspectiva bayesiana. Brown (1993) resume los principales
resultados concernientes a este problema, el cual es extendido por Branco et al. (2000) a la familia eliptica,
bajo los modelos dependiente e independiente.

Se entiende por modelo de calibracion a la situacion en la cual se cuenta con n pares de mediciones
observadas (x;, yi), para las cuales se tiene que y; depende funcionalmente de x; mas un error aditivo. Las
variables x; son fijas y las y; son variables aleatorias observables. En este contexto se supone que las
mediciones X; se han realizado con un instrumento mucho mas preciso que las mediciones y;, pero cuya
operacion también es mucho més costosa. Por otra parte, se cuenta con una medicion observada y,, pero no
se ha observado xg, que es el parametro de interés y respecto del cual se desea concluir. Precisamente, el
problema de inferencia acerca de X, es lo que se conoce como problema de calibracion.

El modelo de calibracién es el siguiente:
(2.1) yi=f(x) +¢,i=0,...,n;con g~ ind (E(g) =0, V(g) = 02), i=0, ...,n, y con xq desconocido.
Es usual suponer que las variables aleatorias €; son i.i.d. con E(g;) = 0y V(g;) = 6%

Los modelos de calibracion méas frecuentes en la literatura son el modelo lineal continuo y modelo lineal
discreto, dependiendo de la naturaleza de las variables y;.

Modelo de Calibracion Lineal Continua
Si las variables y; son continuas, se puede definir el siguiente modelo:
Yi=Bo+BiXi+eg,i=0,..,n

donde Bo, B1 y o son los parametros del modelo, x, es desconocido y 10s X, ..., x, Se consideran constantes
conocidas. Las variantes del modelo surgen en funcién de la distribucién para los términos de error, respecto
de la cual asumiremos, dentro del contexto de este trabajo, que pertenece a la clase de las distribuciones
elipticas representables.

Modelo de Calibracion Lineal Discreta

Si, por otra parte, las variables y; son discretas, se puede definir el siguiente Modelo:
P(Yi=y) =H(Bo +B1X); y € X.

Donde X es un conjunto discreto.

Un caso importante es el que se deriva del Modelo de Regresion Binaria, el cual se puede expresar del modo
siguiente:

PCYi=y) = [HBo+ B x)]” [L-H(Bo + Brx)]" Y5y e {01};i=1, .., m;
modelo para el cual,

yi~ " Bernoulli (6 ), con 6 = H(Bo + B1 x:), 6 € [0, 1] .
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En forma analoga, se deriva el Modelo de Regresion Binomial, el cual se puede expresar en la forma
siguiente:

Plyi=y) = (ny' ) [HBo + B x)]” [L—HBo+ B x)] i ¥;y € {0, yni};i=1, . k;

de donde,
yi ~ binomial (n;, p;), donde p; = H(Bo + B1 X)]; 1 =1, ..., k, pi € [0, 1].

En ambos casos H se denomina la Funcion de Enlace y se escoge como una funcion de distribucion
acumulada, para que 6 asuma valores en el intervalo unitario.

Dos funciones de Enlace conocidas son:
H = @, la cual da origen al modelo probito, y
H=(1-e * '(lafd.a. logistica estandar), la cual lleva al modelo logito.

En este trabajo H sera funcion de distribucidn eliptica representable con distribucion de mezcla desconocida.

Modelo con Errores en las Variables (MEM)

El Modelo con Errores en las Variables 0 Modelo con Errores de Medicion (MEM) es una generalizacién del
Modelo de Regresién Lineal, para el cual las variables aleatorias x; no son observables directamente, sino que
se observan con Errores de Medicion Aditivos, es decir, este Modelo incluye ciertas variables z;, tales que:

Vi=Bo+BiX+eg,i=1,...,n
zi=Xjtvo,i=1,..,n

Desde el punto de vista clésico se admiten dos variantes para este modelo: si los x; son parametros
incidentales, es decir constantes desconocidas, se habla de un Modelo Funcional; por otra parte, si los x; son
variables aleatorias, recibe el nombre de Modelo Estructural. La perspectiva Bayesiana no hace diferencia en
este sentido.

Modelo de Calibracion Comparativa

El modelo que se presenta a continuacion, puede ser visto como una generalizacidon del modelo aditivo con
errores en las variables, para el cual las predictoras observadas z; se denotan por i, Yy Se cuenta con p
diferentes variables observadas y;; para cada X;.

Por otra parte, también puede ser considerado como una generalizacion del Modelo de Calibracién Continua,
para el cual, se cuenta con p instrumentos inexactos, en lugar de uno:

Vi=BojtByXiteji=1,..,nj=1,..,p.
yiO:Xi+8i0,i: ], R %

En este contexto, x; es el verdadero valor de la medicién, la cual no se puede observar, pero se cuenta con una
medicion exacta yj, con error aditivo y p mediciones inexactas yj;, las cuales se relacionan linealmente con x;
incluyendo, naturalmente, un error aditivo.

El objetivo del analisis se centra en la calibracion de los p instrumentos inexactos en funcién del instrumento

exacto, es decir en el problema de inferencia sobre los parametros de regresion B = (By;, Blj)‘.
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2.2 RELACIONES ENTRE MODELOS NORMALES Y ELIPTICOS

En esta seccidn se presentaran dos casos en los cuales la estrategia de inclusidn de variables latentes permite
la resolucion del problema de forma mas sencilla. Ver por ejemplo Arellano — Valle et al. (1999) y Basu y
Mukhopadhyay (2000). La extension considerada en este trabajo radica en el hecho de que las variables
latentes siguen una distribucién F desconocida y F tiene una distribucién a priori de Dirichlet, lo que le
imprime el caracter de Semiparamétrico al anélisis.

La subclase de modelos elipticos representables sera el foco en este trabajo

Relacion entre el Modelo Eliptico Representable y el Normal
Proposicion 2.1 a): Caso Dependiente
le, qu) NEIH(X Bl¢7l|nx h);

con h representable, puede ser expresado equivalentemente si existe una variable aleatoria ®, independiente
de (B,c?), tal que

YIX B do ~"N(XB,od ),
donde ® ~G; con G(0) = 0.
Demostracion:

Por (1.21) y la definicion de modelo eliptico representable en la seccién 1.3 del capitulo primero, si h es
representable entonces existe G tal que:

n/2

f(yIB. ¢) = I(ZLJ exp{—0 (y =X B) ' (y-XB)/2 0} d G (a).
o\ 271

Notando que el integrando corresponde a una N(X B; ¢ ~* o 1) y que G es una funcién de distribucion
acumulada con G(0) = 0, se obtiene la primera parte de la prueba.

En la otra direccidn basta notar que:
foy B, ¢) = [ (Y| B, &, ©) d G(w). O
Observacién 2.1:

En la practica esta proposicion permite que los desarrollos ya conocidos para modelos jerarquicos con errores
normales se extiendan a la clase de modelos elipticos representables.

A diferencia de lo existente en la literatura, la funcién de distribucién G que determina el modelo eliptico seré&
considerada desconocida con priori Dirichlet.

Proposicion 2.1b): Caso Independiente
Vi 1%, B,0 ~™EL(:'B, ¢ h)i=1,.n

si y s6lo si existen variables aleatorias o, ..., ®, mutuamente independientes e independientes de (B, c?)
tales que

Vil X, o B 0~ N (6B, ¢ "t wn); = 1,.,0;
donde las variables latentes oy, ..., ®, satisfacen

o ~MGi=1,..,n
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Demostracion:

Anéloga a la demostracion de la Proposicion 2.1. (a). O

Variables Subyacentes Elipticas en el Modelo Lineal Discreto

Basu & Mukhopadhyay (2000) usan enlaces especiales para enfrentar el modelo de regresion binaria,
seleccionando funciones de distribucion acumuladas (f.d.a.) en la clase 3 de las distribuciones elipticas
representables:

o0

3 = {F enel espacio de las f.d.a: F(:) = J ®(- / 6)dG(o), G f.d.a. sobre IR,"}.
0

Las siguientes dos proposiciones permitiran relacionar el analisis del modelo de calibracion lineal discreto
(binario) con el desarrollo de los modelos con errores normales y elipticos, mediante la inclusion de variables
subyacentes a la respuesta binaria. La primera (Proposicion 2.2 a) se debe a Basu & Mukhopadhyay (2000) y
la segunda (Proposicion 2.2 b) es una extension de la primera.

Proposicion 2.2 a): Caso Normal

Se cumple que

(2.2) vilB, G ~™ Bernoulli (ei:j O(xBlo) d G(o)), i=1,...n.
0

donde @ es la funcion de distribucion acumulada normal estandar,
si existen variables aleatorias Z; o tales que
yi [Z.B, oG ~™ Bernoulli[®; = P(Z; > 0)]
(2.3) Z |B, o G ~MN(E B, o) i=1,...n
y o |G Lid g
Observacion:

La dicotomia de las variables y; se vinculan a un punto de corte para una variable subyacente continua,
estandarizando se vincula al signo de las variables subyacentes Z;, es decir: y; = 1 ssi Z; >0, y; = 0ssi Z; < 0.

Demostracion:

Usando la especificacion (2.3), se tiene que

(¢}

wm:u&G):wa>omA3:?'wz>0|&oh®mxm)=T%Z“*m>‘xm|&qxﬂdqq)
0 Oj i

Usando ahora la simetria de la distribucion normal, se tiene que

[Z‘ B <XiB|BaGnG}dG(Gi) = I @(x"B / o) dG(ci) = 6;. 1

G; o 0

wm:uae):]p

0 i

Dado que en la demostracion anterior lo esencial es la simetria, el resultado puede ser extendido al caso
eliptico.
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Proposicion 2.2 b): Caso Eliptico
Se cumple que
(2.4) Yil B, G ~ ™ Bernoulli (6; = ®¢ (x'Blo;)), i=1,...n
donde ®¢ es la funcion de distribucién acumulada eliptica,
si existen variables aleatorias Z; tales que
(2.5) Vi |Zi, B, G ~" Bernoulli[6; = P(Z; > 0)],
y Zi|Bo  ~M™ELX'B,1h);i=1,..,n.
Demostracion:

La nueva funcidn de enlace corresponde a mezclas escala de f.d.a. normales. Note que por la Proposicién 2.1.
(b) se tiene que (2.3) es equivalente a (2.5). Este resultado sera utilizado en el capitulo 4.

2.3 ALGUNOS RESULTADOS BASICOS PARA INFERENCIA EN
MODELOS DE REGRESION ELIPTICOS REPRESENTABLES
Los siguientes lemas son resultados que seran frecuentemente utilizados para el célculo de las distribuciones

condicionales de los coeficientes de regresion y dispersion requeridos en la implementacién computacional de
Gibbs Sampling, para los modelos abordados en los subsecuentes capitulos.

2.3.1 MODELO DE REGRESION NORMAL HOMOSCEDASTICO

Los siguientes dos lemas presentan, respectivamente, las distribuciones a posteriori para los parametros de

dispersion o y de calibracién x,, en el contexto del modelo de regresién con errores normales de varianza
coman.

Lema 2.1: Distribucion Condicional del Pardmetro de Calibracién

Bo

. 1
Si il ~"NXx*'B, 6%) con x* = yconp = [ } parai=0, ..., n.
i B1 px1

px1
y Xo ~ Np-1(my, Vo)
Entonces
t -1
XolY  ~Nga(mg, vi) conmg=v; ([Mﬁl + Volmoj,v1 = [Bl ;Bl + VOl]
Go Gy

Demostracion:

n[xo | Y] o 7y [ o] - mxa] o exp{ - % [ (Yo—xo* " B)’/ 00’1} - w[xe]
ocexp{ - %2 [ (Yo— Bo—Xo' B1)*/ 00° + (Xo—Mo) ' Vo +(Xo— M) ']}
oc exp{ - % [ - 2(Yo—Bo) Xo Br/co’+ Xo '(B1B1 )Xo /50°+ Xo Vo Xo —2%0 ' Vo - Mg}
cexp{- % [-2Xo '((YoBo) B1/oo+ Vo ' Mo) +Xo ' ( (By B1 oo™+ Vo 1) Xol}

oc exp{ - ¥2 (Xo — my) vy ! (xo — my) }, lo que completa la demostracion. [
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Ejemplo 2.1: En particular, si el modelo de regresidon abordado es el lineal simple (p = 2), se obtiene el
siguiente resultado:

Si VilXo ~"™ N(Bo+Pi1- X, 0%), parai=0, ..., n.
y Xo ~ N (Mo, Vo)
Entonces
2 -1
X |y ~N(mgvy) con mlzvl((w‘ﬁl +V01m0j,v1: (B_lz+volj
Oo Go

Lema 2.2: Distribucion condicional de la Componente de Dispersion para el caso
dependiente discreto

Sj Vi | ® ~ cond. ind. N(Hi: ¢—1 0))
k+1 k+1
o  ~f,con f(x):ij-éaj(x)ycon ij =1
=1 j=1
Entonces
(I) n k+1
exp{—ZXZ(yi —ui)z}ZSa, (X)-p,
oly ~g,cong(x)= =  a I yconx e {ay, ..., ax}
e - —u.)?
E K+1 m 2-a] ;(yl }’l’l) }
x? n .pi
(a,)?
Ejemplo 2.2:

En este caso se aplicard el Lema 2.2 al Modelo de Regresion Lineal homoscedastico, donde el parametro de
dispersion o tiene una distribucion discreta binaria, es decir los errores son mezcla escala de dos Normales.

Si Vi | ® . cond. ind. N(Xit B: 0))
p(o=a)=p;, =12 dondep;+p;=1,

entonces

_n 1@ .
o|y~g, donde g (a) < o 2 -pj-em{—ZZ(yi—x}ﬁ)z}, je {1, 2}
O 5
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2.3.2 MODELO DE REGRESION NORMAL HETEROSCEDASTICO

Los siguientes cuatro lemas presentan, respectivamente, las distribuciones condicionales completas para los
coeficientes de regresion B, parametro de dispersién comin o pardmetros de dispersién no comunes o;,
parametro de calibracion X, y probabilidades de la distribucién discreta en el contexto del modelo de
regresion con errores normales con varianzas diferentes.

Lema 2.3: Distribucién Condicional de los Coeficientes de Regresion

Si yIB  ~N(XB,Zp), X conociday B ~ N(bg, Bo),
entonces
Bly  ~N(by By),
donde by=B;(X'Zy 'y+By thy) y Bi=(X'Sy !X+By 1)t

Ejemplo 2.3. A continuacion se aplica el Lema 2.1 al caso de un modelo de regresion lineal simple
heteroscedastico. Los errores se han asumido normales, asi como los coeficientes del modelo, y las
distribuciones a posteriori de dichos coeficientes resultan ser normales.

Si Yi | Bo, B1 I N(Bo + B1 Xis ¢71(’)i): Bo ~N(boo, Voo) ¥ B1  ~ N(big, V1o),
entonces
Bo| B, Y ~ N(bo1, Vo),

Bl Bo, Y ~ N(b11, V1),

n n y?2 n
l X . <X
convo; = (¢ Z—-"'Voofl)fl, vii=(¢ Z—I_+V1071)71, Po1 = Vo1 - ($ Z&+ boo Voo 1) Y

i=1 ©i i=1 @i i1 i

n
. X
bu=vi- (¢ zm‘* bio Vi ')
i=1 ©j

Lema 2.4: Distribucién Condicional del Parametro de Dispersion

Si ylo? ~Nn(o, 6°%Z0) y &*~1G (g, Ao),
entonces
n
Gzly ~1G (I’l, 7\,1), con r = E + Iy Yy Klzl/z(yfuo)tﬁofl(yfpo) +7L0.
Ejemplo 2.4:

A continuacion se aplica el Lema 2.2 al modelo de regresion normal con errores independientes
homoscedasticos.

Si y|o? ~Nu(X'B,c’l) y &% ~1G(ro, ho),

entonces

n
c’ly ~1G(ry, Ay), donde r1:5+ro y M=% (y—X"B)'(y—X"'B)+ Ao
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Lema 2.5: Distribucion condicional de la Componente de Dispersion para el caso
independiente discreto

Si yiloi ~ cond. ind. N(Hi: d)*l (Di)
) ol k+1
y o ~""d'f,C0nf(X):ij'é‘aj(x) y con ij =1,
=1 =l
entonces

k+1

oilyi ~"g cong(w)= P 'EXP{_¢(Yi_B0_B1'Xi)2}Z8a((Di)
o, 2X .

ycon o; € {ay, ..., ap}

Lema 2.6: Distribucién Condicional para el Pardmetro de calibracion xg
Si Vil% ~"Nx*'B,6%) Yy Xo~Npi(mg, Vo), conx* y B definidas como en el Lema 2.1.,
entonces

XolY  ~Npa(mg vi), con my y v; definidas comoenLema2.1.

Demostracion: Idéntica a Lema 2.1.

Lema 2.7: Distribucion Condicional para las Probabilidades de la Distribucion Discreta

- k+1 k+1
Si oi | p ~""d'f(x):ij-8aj(X) con ij =1
=1 j=1

y P~ D(a)

entonces

plo  ~D (w+ Y5, )

i=1

n n
donde ag + ZSCOi es una notacion que alude al vector de componentes oy + ZSCOi , donde oy es el

i=1 i=1
vector de componentes ;.

Observacion:

Este vector o, puede, a su vez, tener una distribucion a priori beta, por ejemplo.

El ejemplo que se presenta a continuacion hace uso de todos los lemas anteriores y corresponde a un
problema de calibracion para una regresion lineal simple.
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Ejemplo 2.5:

Si Yild, o, B, P, %o ~N(Bo+Br-Xi; ¢ " o)
k+1 k+1
olp ~F(e)= > pj-8s (o) con Y pj =1
j=1 j=

¢ ~ Gamma (ro, Ag),
Br  ~N(b, V), r=0,1,
p ~ D (o)
y Xo ~N (Mg, do),
entonces

. . k+1
(26) ©j | yia ¢1 Bv pv XO ~c0nd. md'g ((Di) :ﬁ .

donde o; € {ay, ..., ax+1}, desde el Lema 2.2.

(27) ¢ | Y, o, Bv P, Xo ~ Gamma (rl, 7\,1),

n n
donde r,= 5 +rp Yy M= +% z (Vi — Bo— B1 - X)) ?, desde Lema 2.4.
i=0

(28) BO | Y, o, d)l Bll pl Xo ~ N(bo*, VO*)n
n n . Y.

convg* = (¢ Zi*' Vo ')ty be*=vor - (¢ Zm+ bo Vo 1), desde Ejemplo 2.3.
i=1 @i i=1 Oj

(2.9)  Bily. @ ¢ Bo P X ~N(b* vi¥),
2 n

N x: - X
convy* = (¢ Z—' +vie )ty b= v (0 ZM +by vy 1), desde Ejemplo 2.3.
i=1 @i i—1 of
n
(210)  ply. e ¢, B X ~ D (0 + ZS(Di ), desde el Lema 2.6.
i=1
(211) Xo | Y, o, ¢: B7 p ~N (m11 dl)

-1
con m; =d, ([w + dﬁlmol ,dy = [% + dalJ , desde el Lema 2.6.

G0 ('50

_ Py B —B. -x.)? |
o exp{ o Vi ~Bo =By X)) };651,.(@.),
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2.3.3 MODELO DE REGRESION CON ERRORES EN LAS
VARIABLES

El resultado que se presenta a continuacion sera utilizado para abordar el problema de errores de medicién, ya
que permitira obtener el estimador de Bayes de x; (la medicion exacta no observable) para dicho modelo.

Lema 2.8: Distribucion Condicional de la Medicion Exacta

Si yilxi  ~MNBo+ Byxi e t0ci)
Zilxi Ncond.ind. N(Xi;d)uil(oui)
Xi ~M N(uo; 0%),
entonces

Xi 1Y, Z ~ N(uyi; %),

con oy = Pﬁg - BE LS 1 }l T |:¢g By — Bo) + 9, - i L Ho |

T2 . . ol
o W, 0O, ei ui 0

el

2.3.4 MODELO DE REGRESION DISCRETA

El siguiente lema presenta todas las distribuciones a posteriori para el modelo de calibracion discreto, y debe
a Basu y Mukhopadhyay (2000).

Lema 2.8: Distribuciones Condicionales Completas para Modelo paramétrico de
Calibraciéon Binaria con variable subyacente mezcla escala discreta de

normales
Si vilzi, B, ©i, p, G ~™ Bernoulli(6; = P(z; > 0 | o;, B, p),
z|B oi,p, G ~" N@Bo+Ps o),
B ~ T[l(B)x
) k+1
| p ~M (o)=Y, P -5, (@)
j=1
Yy p:(pl’ ...,pk) ~ D ((Xl, ...,(Xk+1),

con Blofp;pLp
entonces las distribuciones condicionales completas resultantes son las siguientes:
(2.12) zi |yi, 0, p, B ~NT(IR";Bo+B1-Xi; @i)-1(y; =1) + NT(IR';Bo+B1-xi; o3)-1(y; =0)

donde NT(A; u; %) corresponde a la distribucién normal de parametros iy o°, truncada sobre el conjunto A.
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of 2 —Bo—B1-Xi | Pj
k+1 '[j '[jj
0

(2.13) oi | Vi Zi, P, B ~ Zqij 'Saj , 0oN g = — Y .
j=1 z ( i —Po Bl'xlj.pk
k=1 Tk Tk
n
(214) P I Vi, Zi, ©j, ﬁ ~D ((X.*), cono* = (Otl*, ceey OC|<+1*) Yy Otj* =ot sti (aj)
i=0
(2'15) BO | Vis Ziy O, Bll p~ N(m01 802)1
-1
n A . ) n
con mp = Sy2 ¢Zm+b_0 y So? = ¢Zi+i
i=0 @i Vo 2000 Vo
(2.16) B1 | Vi ziy @i, Bo, P ~ N(My; S19),
-1

W j \41

2
conm, =S, {q)zn:MJrﬂ:l ySz2= ¢in L1
i-0 20

Lema 2.9: Distribuciones Condicionales Completas para Modelo semi paramétrico de
Calibracion Binario con variable subyacente mezcla escala continua de

normales
Si yilzi, B, @, G ~" Bernoulli(6; = P(z; > 0| B, w;, G),
zi| B, o ~" N(Bo + Bs; 1),
B ~m(B),
oi| G ~M G
y G ~ D (c G),

con BlLw|G;BLG,

entonces las distribuciones condicionales completas resultantes coinciden con las del Lema 2.8. parazy B, y
se agrega la siguiente distribucion condicional completa para o:

(2.17) oi |z, B, Vi ~oil z, B, %o, {0 k#i}, G,y ~qoi- dG » ¥ () + z Qi - Smk (o)
k#i
con Qoi = f-|-i (zi), donde T~ T(u = E(z) = Bo + P1 Xi, 62 = 20y, Y = 2 1),
con Qyi = (I)Z[Zi _B(_)l_ Bl Rl }
o670y

ycon Gy la funcién de distribucién acumulada Gamma Inversa de parametros de
posiciéon r =i+ % y de escala A = A+ (z — Bo — B1 X )2 /2.
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CAPITULO 3:

SOLUCION SEMIPARAMETRICA AL PROBLEMA DE
CALIBRACION LINEAL CONTINUA BAJO DISTRIBUCIONES
ELIPTICAS REPRESENTABLES

Originalmente, el problema de calibracidn lineal desde una perspectiva bayesiana fue planteado por Hoadley
(1970) y Hunter y Lamboy (1981) en el contexto de modelos normales. Extensiones al modelo de regresion
con errores t — student y a los modelos de regresion elipticos, han sido consideradas por Branco, Bolfarine e
Iglesias (1998). El presente trabajo, aborda el caso semiparamétrico y considera parametros de dispersién con
priori Dirichlet.

El hecho de considerar errores elipticos le da una mayor flexibilidad al modelo, permitiendo agrupar una gran
familia de distribuciones.

En este capitulo abordamos el problema de calibracion en el contexto de modelos de regresion eliptico, bajo
una Optica bayesiana semiparamétrica. Especificamente, nuestro enfoque considera la incorporacién de una
priori para la distribucién del pardmetro de dispersién de acuerdo con un proceso de Dirichlet.

El modelo de calibracién lineal continua, que se aborda en este capitulo, corresponde a:
Yi =Xit|3 +8i,i=0, RO o
donde B es el pardmetro de los coeficientes del modelo de regresion lineal que relaciona a la variable

respuesta y; y las predictoras en el vector x;. Aqui y; representa a las observaciones obtenidas del instrumento
econdmico e inexacto, mientras que x; representa a las observaciones en el instrumento exacto pero costoso.

Se cuenta con n conjuntos de observaciones (y;, X;), las cuales permiten calibrar el instrumento. Luego se toma
una nueva ohservacion yg, pero X, no es observable, y corresponde al parametro de interés.

El problema de calibracién es citado muchas veces en la literatura como el problema de regresién o
prediccion inversa, ya que se trata precisamente de recuperar la informacion que en una primera etapa era
considerada conocida a partir de los datos observados y que son funcién de ella. Es por esta razon, que
precisamente resulta mas l6gico utilizar el enfoque bayesiano para su analisis.

Existen dos tipos de calibracién: aquella denominada calibracion natural y que considera los x; como
realizaciones de una variable aleatoria, y la denominada calibracién controlada, que se vincula a nuestro
problema y considera a los x; como no aleatorios y elegidos por el experimentador.

Desde el punto de vista clasico no ha habido una respuesta satisfactoria a este problema. En este sentido
podemos mencionar los métodos tradicionales existentes en la literatura y que se relacionan con el enfoque
clésico:
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Estimador clasico (Eisenhart, 1939)

. Yo B - P . . -

X =220 donde By ¥ B, son, respectivamente, los estimadores de minimos cuadrados de los
1

coeficientes del modelo de regresion lineal simple y; = Bo + B1 - X; + &;, basados en los pares de observaciones

(X, Vi), y donde & ~ "% N(0, 6%), coni=1, ..., n.

Estimador inverso (Krutchkoff, 1967)

Xy =0, +0,'Y,, donde &, y O, son, respectivamente, los estimadores de minimos cuadrados de los

coeficientes del modelo de regresion lineal simple x; = 8y + & - y; + &;, basados en los pares de observaciones
(yi, X)), donde y; = Bo + B1- Xi + & Y & ~ "% N(0, %), coni=1, ..., n.

Es claro que la utilizacién de estos dos estimadores clasicos se limita al caso del modelo de regresion simple,
lo cual es una gran deficiencia de indole préctica.

Por otra parte, aunque el estimador clasico es un estimador maximo verosimil, no es insesgado ni tiene
varianza minima, al contrario, la varianza puede ser infinita por tratarse del cuociente de dos variables
aleatorias normales independientes, lo cual lleva, en ocasiones (por ejemplo para B; no significativamente
distinto de cero) a intervalos confidenciales ilimitados y/o inconexos (Brown, 1993).

La situacion del estimador inverso, sin embargo, no es mejor, ya que, aunque tiene varianza finita, asume
incorrectamente que los &; y los y; son independientes, lo cual claramente no es efectivo, ya que la relacion
entre el modelo de regresién simple usual y el modelo inverso requieren que &, = —Bo/B1, 81 = P1 - Y
& = —&/p1, de donde Cov(g;, y;) = —o%/P1.

En el articulo de Osborne (1991) se encuentra una comparacion mas detallada de las propiedades de estos dos
estimadores.

Naturalmente el estimador inverso no se justifica desde el punto de vista clasico para la calibracién
controlada, ya que en ese caso los x; son fijos, y esto hace que resulte muy interesante descubrir que, para
cierta bien escogida priori, el estimador de Bayes para X, es, efectivamente, el estimador inverso.

Desde el punto de vista bayesiano, un primer trabajo en esta area se debe a Hoadley (1970), quien aborda el
problema de calibracion normal paramétrico para el modelo de regresion lineal simple. Este autor utiliza

2 _ (n2 _1) SZ

prioris impropias para By ¢, y una priori t — student de parémetros p = X, 6° = ﬁ ~ Yyy=n-=-3
nn-—

para X, recuperando asi el estimador inverso como un estimador de Bayes.

Algunas extensiones a los resultados de Hoadley (1970) halladas en la literatura corresponden a calibracion
multivariada y calibracién polinomial (Brown, 1982).

La aparicion de los procedimientos MCMC en la década de los 90, sumado al desarrollo
tecnolégico — computacional, hacen que el desarrollo de los resultados en esta area se expandan.

Es asi como, dentro de la linea univariada, pero extendiéndose al caso de calibracion en regresion multiple,
Branco, Bolfarine e Iglesias (1998) estudian el modelo de calibracion lineal, considerando errores t — student,
lo cual permite un mejor andlisis en presencia de outliers. Estos autores consideran una priori normal para g y
Xo, Una priori Chi Cuadrado para ¢ y prioris Chi Cuadrado Inversa independientes para los o; que vinculan el
modelo t — student y el modelo normal. Posteriormente, Branco, Bolfarine, Iglesias y Arellano — Valle (2000)
extienden estos resultados al modelo con errores elipticos, siempre desde el enfoque paramétrico. Nuestro
trabajo generaliza este andlisis desde el punto de vista semi paramétrico.
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En otra direccion, Eno (1999) en su tesis doctoral presenta el analisis paramétrico del modelo con errores
normales utilizando prioris de referencia para resolver el problema de calibracién polinomial y multivariado.
Este autor se concentra en la derivacién de prioris de referencia para el pardmetro X, y muestra la
imposibilidad de determinar explicitamente la distribucién a posteriori de cada uno de los parametros, por lo
cual sugiere la utilizacion de muestreo de Gibbs para la determinacion de los estimadores de Bayes. El caso
de calibraciéon multivariado también es abordado por Sundberg (1999).

Otros aportes recientes se deben a Salini, Tiano y Zirilli (2002), y Salini, Zirilli y Tiano (2002), quienes
abordan el problema de calibracion mediante la teoria de filtros de Kalman desde el punto de vista bayesiano,
para el modelo de regresion simple y maltiple, respectivamente.

El presente capitulo se divide en tres secciones. En las primeras dos secciones se desarrolla una metodologia
bayesiana semiparamétrica para el problema de calibracién lineal continua para los casos en que los errores
tienen una distribucién eliptica representable independiente y dependiente respectivamente. Como
subproducto se obtiene una metodologia bayesiana semiparamétrica para el andlisis de regresién bajo los
supuestos antes mencionados. Para ambos casos se requiere la implementacion de métodos de simulacién
MCMC. En este trabajo se utiliza especificamente el muestreo de Gibbs, explotando la relacion entre el
modelo eliptico representable y el modelo normal heteroscedastico. Para ambas secciones, con el fin de
ilustrar, se comienza abordando un caso paramétrico que extiende los resultados hallados en la literatura, y
que consiste en considerar que los errores son mezcla escala finita de normales o lo que se conoce como
normal contaminada. El vector de los pesos en esta mezcla sigue una distribucién Dirichlet, como una forma
de robustificar el modelo normal. La extension natural de este caso, corresponde al caso semiparamétrico
donde no nos amarramos a una mezcla determinada, sino que los pardmetros que definen la mezcla siguen un
proceso Dirichlet. Todos los casos abordados utilizan prioris usuales en la literatura, las cuales permiten
comparacion de resultados.

Finalmente, en la tercera seccion, los resultados son ilustrados con datos utilizados previamente en la
literatura y con simulacion.

3.1 SOLUCION BAYESIANA SEMIPARAMETRICA BAJO EL
MODELO DE REGRESION ELIPTICO REPRESENTABLE
INDEPENDIENTE

Para empezar, en esta seccién abordamos el problema de calibracion bajo el modelo de regresion,
considerando que los términos de error son independientes e idénticamente distribuidos elipticos, con funcién
generadora de densidad h representable; el modelo viene, entonces, dado por:

(3.1) Vil B, Xo, 0 ~ ™ EL(x'B, ¢ L h) y h(u):j (2nm)_1/2e’”/2“’dG(co),
0

con h >0y donde G es funcién de distribucién acumulada tal que G(0) = 0.

Ahora bien, la funcion G es denominada funcion mezcla o mezcladora. Los pardmetros (¢, B, Xo) ¥ G son
desconocidos y el hecho de que este ultimo sea infinito dimensional es lo que imprime el caréacter
semiparamétrico a este enfoque, y es, también, lo que distingue los resultados que se presentan a continuacion
de los presentados en la literatura.

Por la Proposicion 2.1b (seccién 2.2 del Capitulo 2), el problema puede ser abordado considerando un modelo
jerarquico en un namero mayor de etapas:

Yi | By Xo, ¢, @ ~ i N B, ¢ L)
(3.2) o |G _ciid g
(G, @) L (B, X0, 9).
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El modelo que nos interesa une (3.1) o equivalentemente (3.2) a las siguientes etapas:
B ~Npyb,V)

(3.3) Xo ~ Np-1(Co, Do)

¢ ~ Gama (ro, Ag).
Es importante destacar que la especificacion (3.1) no permite encontrar en forma explicita las distribuciones
condicionales completas, mientras que la especificacion (3.2) si lo permite, ya que la verosimilitud es una
productoria de normales.
Esto facilita las expresiones y admite, utilizando para ello el lema de Blackwell y McQueen (1973) y los
resultados de Escobar y West (1998), la utilizacién de muestreo de Gibbs para hallar los estimadores de Bayes
de los parametros.
La distribucion a posteriori para el parametro xo por supuesto es la misma, pero la expresién respectiva es
analiticamente imposible de manejar.
En efecto, la funcion de verosimilitud asociada al modelo (3.1), es la siguiente:

1

LB %, 01y,0)= 02 n) * O[T [o,? exp(-%6 (i~ x'B) *fon) dG(en)]

i=0 0
mientras que para el modelo (3.2) se obtiene una funcion de verosimilitud aumentada que coincide con la
verosimilitud de un modelo de regresién normal heteroscedéstico:
1

LB. %0 6 0]y, G) = (020 * ™I [[ [, 2 1 expl- %0 > o' (vi—x'B)?].
i=0 i=0

Desde el punto de vista clasico resulta infactible realizar la estimacion maximo verosimil con esta Gltima
expresién sin tener informacion acerca de G, y para la primera especificacion, incluso para alguna G
particular, la expresion es muy complicada de resolver, pues requiere que las derivadas respecto de B, Xo ¥ ¢
de la verosimilitud o de la log verosimilitud sean nulos. Para la expresion L(B, Xo, ¢ | y, G) las derivadas son
complicadisimas y en el segundo caso, para L(B, Xo, ¢, ® | Y, G), se requiere que G sea conocida y que las
variables instrumentales ; sean estimadas.

En efecto, para la primera expresion, suponiendo que G tiene asociada una funcién de densidad g y que la
naturaleza de esa funcidn permite intercambiar la integral respecto de w; con las derivadas respecto de B, Xo ¥
¢, y definiendo la funcion:
OO 3 » 1
k(e d)=[ [o; 2 exp(- %2 ¢ - e o) - g(wy) - dex 1/ [o; 2 exp(- Y2 ¢ - & fox) - 9(ex) - dooy ],
0 0

conej = (yi —xi' B), los estimadores maximo verosimiles deben satisfacer que:

n+1 Ze k(e 9)=1; Ze k(e 0)=0; Ze %, k(g,0) =0,y €0=0 6 k (0, ¢) =0.

Ahora bien, para la segunda expresion L(B, xo, ¢, ® | y, G), funcién de verosimilitud aumentada, bajo los
supuestos mencionados anteriormente, los estimadores méaximo verosimiles deben satisfacer que:

1e D e X -e;
LZ:—':l;z“—':o; 1 =0;eo=0; =0 -6’y j#0Vi=1,...,n
n+l 5 o, iz0 O i0 O
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Esto lleva a:
A A I\_l A /\2 .
:yl_BO_Bl'XI y ¢ '(Dlzel Vlzl,...,n,
de donde se obtiene que los estimadores maximo verosimiles de By, B1 Y Xo Son solucidn del sistema:
n n n R " ~ ~ ) n n
Zé);l (Vi =Bo =By 'Xi)zz&;l X (Y =Bo =By %)= 00 = - (y; =By =By 'Xi)Z’YO =Bo +B1 - X
i=0 i=0

Esto deja en evidencia que no existe solucion Unica para ¢, puesto que la base para el conjunto de funciones
estimables est4 dado por {¢ - ®;, i = 1, .., n}, y de ahi se desprenden las siguientes ecuaciones, que revelan
claramente que la solucién requiere métodos numéricos:

n 1 n X. A A
—N- 1 — _ $
Z ~ ~ —O’Z ~ ~ =0, e Yo =By =B Xq-
i=1 yi_Bo_Bl'Xi i=1 yi_Bo_Bl'Xi
Por otra parte, para una distribucion G particular bien escogida como Gama Inversa, la estimacién maximo
verosimil requiere hallar los valores de los pardmetros que satisfagan las siguientes ecuaciones:

reigle ) S e e

-1
j = 0, donde en general B, # 0y donde &; = (y; — X;'B), que en

La Gltima expresion surge de —l(1+ >
€ ¢ "€

el caso maltiple corresponde a e = (Yi— Bo—P1 - Xisr — ... Pp1 * Xip-1) Yenelsimplea e = (yi—Bo—P1 - X).
En efecto, la distribucién a posteriori asociada al modelo de interés bajo la especificacion (3.1), aln
considerando G conocida (en caso contrario las expresiones son mucho mas complicadas), es de la forma
siguiente:

TC(B! X01¢|y7 G)OC L(B7 X07¢|yv G) ! TE(B) ! TE(XO) ! Tt(d)),
es decir, la distribucién a posteriori para los pardmetros es:

(B X0 § Y, G) o (§) - exp (3 [(B-b) ' V'(B-b) +(xo—C0)' Do * (Xo—Co)] — Ao $)

n

[ J (@) Cexp(H - (- x' B ) dG(o]

i= O
donde la constante de proporcionalidad es practicamente imposible de evaluar explicitamente (esto se puede
ver en el articulo de Branco, Bolfarine e Iglesias, 1998).

Como se mencion6 anteriormente, la distribucién a priori para x, es normal (p — 1) variada y de pardmetros
co Y Dg. Marginalizando en la distribucién a posteriori para los parametros, la distribucién a posteriori del
parametro de interés X, tiene la siguiente forma:

T(Xoly) o exp[-Y¥2(Xo—Co) Do (Xo— Co)] -
[[[ @0 exp (2 [-b)'V(B-b) + 22 6])
IR*X IR?

n

T Y
[ (o) “exp(- ¢ (yi—x' B)Y o) dG(wn)] dp dp
0

i=0

la cual depende del proceso Gy de su distribucion a priori.
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Incluso si G fuera la distribucion Gama Inversa de pardmetros r y A, esta expresion resultaria igualmente
complicada, ya que la expresion para la productoria de integrales respecto de o es proporcional a:

n

f[ [ (@) exp(-% 4 (i ' B @) dG(@)] < [T e+ gi-x'pyraa e,
i=0 0

i=0
de donde la expresion resultante resulta inmanejable y el estimador de Bayes (la media de dicha distribucion)
no es obtenible analiticamente.

Por otro lado, para la especificacién (3.2), la posteriori presenta una expresion semejante a la anterior y que
conduce a los mismos hallazgos:

“(ﬁyxov¢1®|y) OCL(B,X(),(I),(O|y,G)'T[(B)'TC(X())'TC((I))'TC((D|G),

oc (9) O exp (% [(B-b) 'V I(B-b) +(Xo-Co)' Do * (Xo—Co)] — Ao §)
n % N,
ITT @ - de@) - exp %6 > o7 (i—x By
i=0 i=0

Debido a lo expuesto anteriormente, hemos optado por la alternativa de utilizar MCMC para implementar el
muestreo de Gibbs, ya que las distribuciones condicionales completas requeridas para dicha simulacion se
pueden obtener analiticamente, como se ver4 a continuacion.

Ahora bien, las dos proposiciones siguientes abordan, el modelo que une (3.1) 6 (3.2) a (3.3), considerando
dos elecciones de la distribucién a priori para la funcion de mezcla G. En ambos casos la distribucion a
posteriori para X, es evidentemente muy dificil de tratar analiticamente, mientras que las distribuciones
condicionales completas para todos los parametros son simples, lo cual justifica considerar la implementacion
de muestreo de Gibbs.

Proposicion 3.1
Bajo las especificaciones (3.1), (3.3), se escoge para los parametros de dispersién una distribucién a priori
discreta p(w; | G) :%1 p; -5aj (0;), cuyos pesos, a su vez, tienen una distribucion a priori Dirichlet
j=1
(P1y-sPK) ~ D (0., 0).
En este caso la distribucion a posteriori de x, para p conocido tiene la forma siguiente:
m(X|y) o exp[¥2 (X —Co) Do (Xo—Co)] -

[[| @0 exp (2 1B-0) v i(B-b) +2 20 40)

IR*x IR?
n k _1/
T 1205 @ expt- %0 - x By @)+ 8, ()1 dp o,
i=0 =l

expresion analiticamente intratable; pero las distribuciones condicionales completas para implementar el
muestreo de Gibbs son las siguientes:
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(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

B | XO: (I)n pn , y ~ Np(mﬁ’ SB)
donde W y @ son, respectivamente, la matriz diagonal y el vector de elementos ; i=1, ..., n),
Mg =Sy [o X Wy + vV 'b]y Sy = [pX "W X +V 1Y
X' W !y es un vector px1 con j — ésima componente: ZL
: wW;
i=0 !

N X e X
X "W X es matriz p x p de componente (i,j): Z miTm .

m=0 ©m
X |B. 6P, @,y ~N(M, S5 ),
donde m, =S} Oy ot~ (0 p0)- B ySiO:[imleo*l*
0 Q) (O]

n
n+1 -
01B. %P, @y ~Gama(ro+—=.ho+ >, (i x'B)’/20)
i=0
donde X es lafilai—ésimade X.

p|l3,Xo,(|),0),y~D((x+ Zsmi )
i=0

. K EXp{_d)(Yi _XitB)2 /Z(Di}'pj -9, (o)
oi | B, Xo, §, P, Vi~ ind gi(oy) = ] ,
0 JZ=1: Ci \/5.

e .2 iexp{—dxyi —x'p)12a;}-p;

=1 Ci \/aT

Demostracion

Las distribuciones condicionales completas se obtienen de forma directa a partir de los lemas de la seccién 2.3
del capitulo 2. [

La implementacién se puede realizar confeccionando un programa para muestrear desde las condicionales o,
en este caso, utilizando Winbuggs.

Observacion 3.1

El caso abordado arriba considera una mezcla discreta en parametro escala de normales. Ahora bien, si p; =1
yp; =0V j=i, es decir, si w; tiene una distribucién degenerada en un punto, ya no se produce una mezcla de
normales. Las distribuciones condicionales completas de los pardmetros B, Xo y ¢ se mantienen intactas, pero

Y
p y ; pasan a ser constantes, de modo que h(u) = (2na) ’ gu/28

de calibracion lineal normal.

, U>0, con lo que se recupera el modelo
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Observacion 3.2

Considerando una muestra de pares (X;, ;) con i = 1, ..., n, es decir, omitiendo X,, Se recupera el modelo
paramétrico de regresion con errores mezcla finita de normales heteroscedasticas, abordado por
Arellano — Valle, Galea — Rojas e Iglesias (2000), para el cual las distribuciones condicionales completas que
permiten la implementacion de muestreo de Gibbs o la utilizacion de Winbuggs, difieren de las halladas
Unicamente en que las sumatorias omiten el término i = 0, en que la constante (n + 1) se reemplaza por ny en
que la expresion para X, no existe.

El principal resultado de esta seccion es presentado a continuacion, y corresponde a la solucién bayesiana
semiparamétrica del problema de calibracién bajo el modelo eliptico representable independiente.

Proposicion 3.2

Bajo las especificaciones (3.1), (3.3), se considera que la priori para los parametros de dispersion es un
proceso Dirichlet G centrado en una distribucion Gama Inversa Gy, es decir, G ~ D (¢ Gg), con Go
~1 G (ry, M)

La distribucién a posteriori para X, no permite obtener analiticamente el estimador de Bayes para Xo, cOmo se
ha mostrado anteriormente, sin embargo, las distribuciones condicionales completas para implementar el
muestreo de Gibbs son las siguientes:

(3.9) Bl Xo ¢ G, @ y~Ny(mg=Ss [¢ X'W y +V 'h], Sp = [oX W X +V 1Y,

donde W se define igual que en la proposicion anterior,

2 ,C 2 1
(3.10)  xIB ¢ G @ y~Nps(m, =S5 (2 o po) B1): Sy, g 1),
0 D, g O D,
n+1 A
(311)  ¢IB. %0 G o y~Gama(r+ Dot ) (VX' B) 2m),
i=0
(3.12) o; | B, X0, &, G, {@esir ¥i ~ Goi dGp () + zqki '5mk (o),
k=i
con Joi  es la funcion de densidad de la distribucion T(x;' B, 2A,/¢, 2 r1) evaluada en y;
Q¢ es la funcién de densidad N(x' B, ¢ 'a;) evaluada en y;.
(3.13) Gy es la funcién de distribucién acumulada Gama Inversa | G (r; + %2; Ay + ¢ (yi — X' B)? / 2).

Demostracion

Es claro que las primeras tres distribuciones condicionales completas no se ven influenciadas por la
especificacion de G, por lo cual coinciden con las respectivas distribuciones de la proposicion 3.1.; por otra
parte, las expresiones (3.12) y (3.13) se obtienen desde (1.12) y (1.13) (seccién 1.1. del capitulo 1). []

Observacioén 3.3

En muchos casos en la literatura se ha denominado modelo de regresién no paramétrico a un modelo muy
diferente del que hemos abordado nosotros. Nos referimos al caso de un modelo con errores normales, para el
cual la funcion que vincula las predictoras y la variable dependiente es desconocida y debe ser estimada:

yi = f(x) + &, & ~ "+ N(0, 6?).
Nuestro problema, en cambio, alude a un modelo en el cual la funcion es conocida (lineal), pero la
distribucion de los errores es desconocida. En el caso uniparamétrico, por ejemplo:

Vi=Bo+P1- X + &, & ~"* F, F ~ Dirichlet.
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Observacion 3.4

Suponer que la funcién generadora de densidad eliptica h es conocida es equivalente a suponer que la
distribucion de G es degenerada en la f.d.a. Go. Este problema ya ha sido enfrentado en la literatura. Para este
caso las distribuciones condicionales (3.9), (3.10) y (3.11) permanecen validas y se obtienen los resultados de
Branco et al. (2000).

Por otra parte, si la distribucion G, corresponde a la distribucion | G (v/2; v/2) con v > 0, y se le atribuye una
distribucion a priori a v, se obtienen los resultados presentados por Branco et al. (1998).

Observacién 3.5

Si en la Proposicién 3.2 se consideran solamente los pares de observaciones (x;, ¥;) con i =1, ..., n, se
recupera el modelo de regresion semiparamétrico eliptico representable independiente, el cual no ha sido
abordado en la literatura (Miiller y Quintana, 2004), extendiéndose de este modo los resultados de Galea e
Iglesias (2003). Es asi que, la solucion bayesiana semiparamétrica al modelo de regresion eliptico
representable consiste en las distribuciones condicionales completas presentadas anteriormente, omitiendo la
relativa a Xo, remplazando la constante (n + 1) por n y omitiendo el término i = 0 en las sumatorias.

Observacioén 3.6

En el desarrollo anterior se supuso que G y ® son independientes de B, Xo y ¢. Se podria generalizar estos
resultados relajando este supuesto y explorando, por ejemplo, los resultados asociados Al modelo jerarquico:

Blo ~Nyb ¢ "B)
() ~ Gama (ro, Ao).
Este problema fue abordado para el caso paramétrico (G degenerada en Gy) y dependiente por
Arellano — Valle, Galea — Rojas e Iglesias (2000) con ro =dg/ 2, Ag = dg - Co Y Go Gama Inversa de parametros

r, y A estos autores probaron que, bajo estos supuestos, la distribucion condicional completa para
marginalizada sobre ¢ es t— student.

Aqui también la distribucién a posteriori de X, para el caso semi paramétrico es intratable:
m(Xoly) o« exp[¥ (Xo—Co) Do (Xo—Co)] -
[[] @02 2 exp (4.6 [(B-b) ' B(B-b) + 2 20])
IR*x IR?

n

TT 1] expC(ri—32)In (o)~ B4 6 (i~ x' B + 111/ ) do)] dlf o

i=0 0

por lo cual se justifica implementar el muestreo de Gibbs. Es asi como se concluye que las distribuciones
condicionales completas se mantienen inalterables, a excepcion del caso de los parametros B y ¢, para los
cuales se obtiene que:

(314)  Blxwd,G oy ~Nymg,Sp),
donde  mg=¢ Sp[X'W 'y+V 'b],Sg=¢ L [XW IX+V Iy
(3.15) OB X0, G,y ~Gama (r*, 1A*),

1 n
y M=kt %Y, (e xBY o+ B-b)'VIB-b)T.
i=0

donde r*=ry+
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Ejemplo 3.1.

Si el modelo contempla s6lo una predictora, es decir si se trata de un modelo de Regresion Simple, y si By y
B1, los coeficientes del modelo, son independientes, la posteriori del parametro de interés x, es la siguiente:

7 (4o1Y) o exp [¥ (%00 Do (o€l - [[[ (@) Pexp (24 [(Bo~bo)” o + (Bs —b2)* i 20 )

IR*X IR?

l
-H [Zp (@) " exp(- %6+ (vi—x' B o) 8, (e )] dpo dps do.

i=0 j=1

Las distribuciones condicionales completas coinciden con las halladas anteriormente (3.9) a (3.13),
reemplazando x;' B por Bo + B X;.

Si ademés By y B; son independientes a priori, es decir si V = diag(ve, Vi), la distribucién en (3.9) se
descompone en dos vy las distribuciones condicionales completas se pueden reescribir como:

—1
(3.16) Bol By X0 ¢, G, @,y ~ N(Mo=S,™ Z ;= A, ) } [¢ Z* }

| ,00)

i 1
(3.17) By | o Xo, 0, G, @,y ~ N(m,=S;> @M bl} { }
i=1 0)

L i=0 j Vi
(3.18) X|B. 6. G oy ~N(My =53, [Do'co e o po B s3, (-4 paDy 1.
®o o
n
(3.19) ¢ [P, %, G, @,y ~Gama (ro+ £ (i~ Bo— B X/ 2a),
i=0
(3.20) Gp"” es la distribucién Gama Inversa (ri+ % , A+ ¢ (Y — Bo— P1 - X)/ 2).
(3.21) i | B, Xo, & G, {}eai Y ~ Goi dGy(e) + qui O, (07)
k=i
donde Joi corresponde a la f.d.p. de la distribucion T(Bo + B1 - Xi, 2A1/0, 2 11) evaluada en y;,
y O« corresponde a la f.d.p. de la distribucién N(Bo + B1- xi, ¢ ;) evaluada en la y;.

Por otro lado, si B y ¢ no son independientes (observacion 3.4), la distribucidn a posteriori de x, es:
m(Xoly) o« exp[¥ (Xo—Co) Do (X —Co)]
[[[ @02 exp (3 ¢ [(Bo— b0/ vo + (B~ o)/ v+ 2 Ac])
IR*x IR?
15
11 (2P, @ exp 0 i 6 BT 3, (e, ))1 dBo B do,
i=0 =1

y las distribuciones condicionales completas se mantienen para todos los pardmetros, excepto para Bo, B1 Y ¢:
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n _ n 1-1
(3.22) Bol B Xo, ¢, G, @,y ~ N(mg= -502{ ZM + ﬁ} So2= ¢t { Zi R Y
i=0 i n

a)l VO

-1
n . _ n 2
(323)  BilBoXo $ G @y ~N(m1:¢-sf-[ y Xzl ﬁ} =g { LI Y

i=0 ; v, i-1 O

l n 1

(3.24) o | P, X0, G, a),y~Gama(r0+n+ ,ko+1/z[z (yi—Bo_Bl'Xi)Z/(Di"'z (Bi— b)? 1 vi)).
i—0 0

3.2 SOLUCION BAYESIANA SEMIPARAMETRICA BAJO EL

MODELO DE REGRESION ELIPTICO REPRESENTABLE
DEPENDIENTE

En esta seccion se aborda el problema de calibracion bajo el modelo de regresion, pero ahora considerando el
término de error eliptico dependiente y con funcidn generadora de densidad h representable. EI modelo al cual
se alude es, entonces:

(3.25) Y| B Xo, &~ El(X B, & L h)y h(u) = [ 2ne)

con h >0y donde G es funcién de distribucién acumulada f.d.a. tal que G(0) = 0.

n
/12 efu/Z(x)dc;((D)l

En este caso el problema puede ser abordado considerando la especificacion de (3.25) en varias etapas, como
sigue (Proposicion 2.1a, seccién 2.2 del Capitulo 2):

Y 1B, X0 ¢, @ ~No(X B, ¢ ‘o Iy)
(3.26) |G ~G
(G, @) L (B, %o, )
El modelo que nos interesa une (3.25) o (3.26) a las siguientes etapas, equivalentes a (3.3):
ﬁ ~ Np(bx V)u
(3.27) Xo  ~ Np1(Co, Do),
¢ ~Gama (ro, Ag)-
Al igual que en la seccion 3.1, y debido a las dificultades analiticas inherentes al problema, nuestro objetivo
de hallar el estimador de Bayes del parametro de interés x,, se transforma en la busqueda de las distribuciones
condicionales conjuntas que permitan la implementacion del muestreo de Gibbs. Ahora bien, la especificacion

(3.25) no permite encontrar en forma explicita estas distribuciones, mientras que la especificacion (3.26) si lo
permite (se trata de la distribucién conjunta de normales independientes).

En efecto, la funcién de verosimilitud asociada al modelo de interés, ain considerando G conocida, bajo la
especificacion (3.25), es de la forma siguiente:

1

LB %01y, 0= 020" [[] [0 ?expt% - 0i-x'B) * /) dG(0)]

i=0 0

Mientras que para el modelo dado por (3.26) la verosimilitud aumentada coincide con la del modelo normal
homoscedastico:

L. 0.6 0]y, G) = (0/2m0) "™ -expl-1e 0/ @) >, (i~ x'B)°]

n
i=0
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Desde un punto de vista clasico y sin conocer la distribucidon G, en el primer caso es imposible obtener los
estimadores maximo verosimiles. Para el segundo caso, G se asume dado, pero en realidad para nosotros es
desconocido. Ahora bien, la maximizacién de la funcién para obtener estimadores maximo verosimiles, nos
obliga a resolver un sistema de ecuaciones analogo al del modelo independiente. En efecto, para la definicion
en la seccion precedente de la funcién k (g;, ), con ® en lugar de w;, para la especificacion (3.25), se llega a
las mismas ecuaciones que para la especificacion (3.1). Sin embargo, para el modelo dado por (3.26), las
ecuaciones que se obtienen son diferentes:

Ze =1, Ze =0; ZX -€,=0,y ep=0,conw, ¢ #0.

(n+1) o 3

&1-cb='=°+ y & =y =B, =B, X, vi=1,...n;

de donde se obtiene que los estimadores maximo verosimiles de B¢, B1 Y Xo son soluciones del sistema:

n
2
e
s, &
S2 (D)
Esto deja en evidencia que no existe solucion Unica para el conjunto de parametros, ya que el modelo no es
identificable. En particular ¢ y ® no son estimables, pero la funcion (¢ * - ) si lo es. Por otra parte, los

estimadores de los coeficientes de la regresidn corresponden a los estimadores de minimos cuadrados usuales
y no dependen de o ni de ¢.

[30=§"[31 XBl e Yo=PBo+B1 Xo

Por otra parte, para una distribucién G particular bien escogida como Gama Inversa, la estimacién maximo
verosimil para la especificacion (3.25) coincide con aquélla correspondiente a la especificacion (3.1) en el
caso independiente, donde, como se mostré anteriormente, se requiere una resolucion mediante métodos
numericos.

Ahora bien, desde el punto de vista bayesiano, la distribucion a posteriori de los parametros en estudio para la
primera especificacion tienen la forma siguiente:

TB X, ¢0|y,G) o« LB XY, G) m(B) m(X) m(d)
o ()" exp (%2 [(B-b) 'V (B-b) +(Xo—Co)' Dot (Xo—Co)] — Ao §)

2 2
[ j (0) " exp(-Ye b+ (i~ X' B ) dG(w)],

i= O

cuya constante de proporcionalidad en la practica es imposible de obtener de forma analitica.

Marginalizando se obtiene la siguiente expresion para la distribucion a posteriori del parametro de interés X,
que, en vista de que o es la variable de integracion, coincide con la expresion analoga obtenida para el caso
independiente donde las w; son i.i.d.:

T (Xo|y) o exp [¥2 (Xo — Co)' Do * (Xo — Co)] -
[[] @0 exp (2 [B-0) 'V (B-b) + 220 6])
IR*x IR?

n

[I (@) e><|0(*1/2<1> (vi— ' B)’/ @) dG(w)] dB do,

i= O
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Como se comento en la seccidn anterior, esta expresion depende del proceso G y de su distribucion a priori y
resulta intratable analiticamente incluso para G escogida como Gama Inversa de parametros r y A. En este
caso, entonces, el estimador de Bayes tampoco es obtenible analiticamente. Estos hechos motivan la
deduccion de las distribuciones condicionales completas para implementar el muestreo de Gibbs.

Ahora bien, para la segunda especificacion, la posteriori asume la forma siguiente:

TC(ﬁ,XQ,(l),(Dly)OC L(ﬁ,Xo,(I),O)ly,G)'TE(B)'T[(X())'TC((I))'T[((D|G),

oc () exp (%2 [(B-b) "V (B-b) +(Xo—Co)' Do * (Xo—Co)] — o §)

(n+1)

=Y
@) AG@)] T ep [ @10)- Y, (- x'BYT

n
i=0
Es claro que esta expresidn no es mas tratable que la abordada antes y que lleva a resultados semejantes.

Ahora bien, las dos proposiciones siguientes abordan el modelo que une (3.25) y (3.27), considerando las
mismas dos elecciones de la distribucién a priori para la funciéon de mezcla G utilizadas anteriormente. Tal
como para el caso independiente, la distribucion a posteriori para X, es muy dificil de tratar analiticamente,
pero las distribuciones condicionales completas son simples:

Proposicion 3.3
Bajo las especificaciones (3.25), (3.27), y escogie