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Resumen

Esta tesis esta enfocada en el estudio del comportamiento asintético
de los parametros en el proceso autorregresivo. La innovacién con la cual
trabajaremos es Epsilon Skew Normal (ESN) que fue introducida por
Mudholkar y Hutson (2000). La metodologia ocupada en la estimacién
es mediante la méaxima verosimilitud condicional la cual es sencilla de
calcular y provee de estimadores consistentes. Nuestro enfoque también
consideré la incorporacion de estimadores en el dominio de la frecuen-
cia, para ello estudiamos el proceso mediante la representacién espectral
(Priestley, 1981) y la biespectral (Brillinger, 1981), la estimacién la rea-
lizamos por el mecanismo propuesto por Terdik (1999).

Las principales contribuciones que hace este trabajo son las siguien-
tes. Primero, ilustra las propiedades de la distribucion ESN con respecto
al desarrollo de modelos autorregresivos mas flexibles en donde la ESN es
una extension en un parametro del modelo normal estandar. Derivamos
un teorema central del limite para el comportamiento de los estimado-
res y mediante simulaciones mostramos que los estimadores tienen un
buen comportamiento, también mostramos dos ejemplos con datos reales

presentando distintos niveles de asimetria. En segundo lugar, tenemos



que por medio de la densidad biespectral podemos estudiar el comporta-
miento de la asimetria en series de tiempo lineales y mediante el método
de Terdik (1999) podemos obtener una distribucién limite de nuestros
estimadores.

En tercer lugar, este trabajo nos ayuda a efectuar extensiones en
diversos sentidos, uno de ellos esta enfocado a cambiar el modelo de
serie de tiempo manteniendo la innovacion con la distribucién ESN, por
ejemplo un modelo autorregresivo de orden p, o bien un autorregresivo de
medias méviles denotado como ARMA(p, ¢). También es factible hacer las
extensiones al modificar la innovacién por algunas de las distribuciones
estudiadas en Gémez (2004). Respecto al capitulo de densidad biespectral
podemos senalar que las extensiones pueden ser a través de los modelos

de larga memoria incorporando el parametro de asimetria dando mas

flexibilidad al modelo.

XI



Capitulo 1

Distribuciones de Probabilidad Asimétricas

El objetivo de este capitulo es mostrar las distribuciones asimétricas
que utilizaremos en los capitulos siguientes. Estas distribuciones son la
Epsilon-Skew-Normal (ESN) y su extensién Epsilon-Skew-Exponencial-
Potencia (ESEP) de Gémez (2004).

La historia de este tipo de distribuciones que presentan asimetrias es
debida a los estudios originalmente desarrollado por O’Hagan y Leonard
(1976) en el contexto del andlisis bayesiano. La investigacién se realizd
con mas detalle por medio de Azzalini (1985, 1986) el cual introduce el
modelo skew normal que tiene como caso particular la normal, estudia
sus propiedades bésicas, estimacién maximo verosimil y matriz de infor-
macion de Fisher. Posteriormente, Azzalini (1986) extiende los resultados
para una clase de distribuciones que tienen como clases particulares la
Skew-Normal (SN), Skew-Logistica, etc. La construccién de este modelo

asi como sus extensiones se basan en el Lema 1.1 (Azzalini, 1985) .

Lema 1.1. Sea f una funcion densidad simétrica alrededor de cero, y G
funcion de distribucion absolutamente continua tal que Gy es simétrica

alrededor de cero. Entonces
g(z|\) = 2f(x)G(Ax), conz € R

es funcion densidad de la variable aleatoria X para cualquier X real. La
denotamos por X ~ SF(X).



Posteriormente Mudholkar y Hutson (2000) introducen otro modelo
que llama Epsilon-Skew-Normal (ESN), este modelo tiene los mismos
rangos de asimetria y curtosis, a pesar de tener una estructura distinta.
Una de las extensiones del modelo ESN de Mudholkar y Hutson (2000)
es obtenida en el trabajo de Tesis de Gémez (2004).

1.1. Familia Epsilon-Skew-Simétricas

Esta es la extensién del desarrollo mostrado por Mudholkar y Hutson

(2000), definimos la siguiente clase de distribuciones.

Definicién 1.1. Sea f una densidad simétrica. La clase de distribucio-
nes Epsilon-Skew es indexada por el pardmetro de asimetria || < 1y

densidad definida por

1+e¢

hizie)=f () Lo (@) + f Lpoo(z). (1)
(i) (=)

Si X tiene densidad (1) decimos que X es una variable aleatoria Epsilon-
Skew y la denotamos por X ~ ESf(e).

Propiedad 1. Sea X ~ ESf(¢). La familia de distribuciones Epsilon-
Skew de localizacién y escala, esta definida como la distribucion de Z =

0+ oX parax € Ry o > 0. La correspondiente densidad es dada por

e = 11 (55 ) temn@) + 2 () o (e @

donde n = (0,0 ,¢€) y denotamos esto por Z ~ ESf(0,0 ¢).

1.2. Distribucién Epsilon-Skew-Normal

Basdndonos en la formulacién presentada en (2) podemos ver que, si f
es la funcion densidad de la normal estandar, entonces la distribucion

de Z es llamada Epsilon-Skew-Normal (ESN), unimodal con moda 6,



le| < 1y con probabilidad bajo la moda igual a (1 + €)/2, es decir Z ~
ESN(0,0,¢) y su densidad es:

z—0
1| ¢\s00 ), para 2z <46
fESN(Z; 77) = - _Jre) (3)
o1l ¢ U(Zl_e) , para z >0,

donde ¢ es la densidad normal estdndar y n = (6, 0,¢)” los pardmetros

de Z. Ademsés la funcién de distribucién esta dada por:

(1+¢€)® (UZ_QE ) : si z < 0;
Fesn(z3m) = 1o 0 .
e+(1—€)® (Uflfe)) , siz>46.

1.2.1. Propiedades

Nombramos algunas de las propiedades principales, las cuales estan tra-

tadas con mayor profundidad en Mudholkar y Hutson (2000).

1. Cuando € = 0 la densidad (3) se reduce a una N (6, 0?).

2. Cuando e — —1,ladensidad fgex(2;7) tiende a la funcién densidad

de una semi-normal (half-normal.

3. Sie — 1, la densidad se refleja en el lado opuesto del eje X.



— €= 0.0
--- €=-0.3
..... c=-0.6
--- £€=-0.9
| | | | | |
-4 -2 0 2 4 6

Figura 1: Densidad ESN(0,1,¢) con € = 0.0, —0.3, —0.6 y —0.9.

4. Representacion estocastica de Z, util en la generacién numérica y

para recoger alguna propiedad.

La Epsilon-Skew-Normal estandar ESN(0, 1, ¢€), es una mezcla de
dos distribuciones semi-normales y puede ser generada mediante la

siguiente representacion:

X=Q0-U)A=¢)[N]-Ul+e)|N,], (4)
Z=0+0X,

donde P(U =1) = (14+¢€¢/2=1—-PU = 0), y Ny, Ny son

variables aleatorias normales estandar.

5. La media, varianza, coeficiente de asimetria y curtosis estan dados



por:

doe
Ewp:w-wg,
va:%mh—&8+wL (5)

VA = 2v/2¢ [(5m — 16) €2 — 7]
[(3m — 8) €2 + m]*/?
(1572 + 167 — 192) €2 4 107 (37 — 8) €2 + 372

ba = (37 — 8) 2 + 72

(7

donde /31, B2 son los coeficientes de asimetria y curtosis respec-

tivamente.

De (6) y (7) se tiene que

—0.9953 < /1 <£0.9953 y  3.0000 < By < 3.8692.

Es interesante notar que ambos coeficientes v//3; y 32 tienen el mis-
mo rango que la distribuciéon Skew-Normal introducida por O’Hagan
y Leonard (1976) e investigada por Azzalini (1985), Henze (1986)
y Mukhopadhyay y Vidakovic (1995). Esto es esperable, debido a
que las distribuciones normal y semi-normal son los casos limites

para ambas familias.

6. La funcién generadora de momentos de Z es Mz(t) = e’*M(o't),
donde
M(t) = (14€)e™ P L2o [~ (1 + €) t] +(1—€)e 2D [(1 — €) 1],
(8)
donde M(t) corresponde a la funcién generadora de momentos de

una Epsilon-Skew-Normal estandar.

1.2.2. Momentos Centrales y Cumulantes

Basdndonos en la ecuacién (8) calculamos los primeros seis momentos

centrales de la distribucién de Z.



2
[ = % (37— 8) + 7] =V 7],

2\/5036
M3 = =T

4
1 = 51157 + 16 — 192)€' + (307 — 80)€* + 3],

2v/20°
(5 = % (517 — 807 — 256)€* + ((7m — 24)106* — 97)7] ,
m

[(57 — 16)€* — 7],

0.6

e = —=[(1057° 4 64872 — 22407 — 2560)e5 + 5e*m(105m% — 487 — 832)

7T3
+ 37%((105m — 264)e* + 57)],

de donde obtenemos los coeficientes de asimetria y curtosis, dados en
(6) v (7) teniendo, respectivamente, que ,ug/ug/Q € (—0.996,0.996) y
ps/ 3 € (3.000,3.870). La ESN es por tanto util para modelar distri-
buciones con asimetria y curtosis levemente superior (leptoctrtica) a la
normal estandar.

Otras medidas descriptivas y que tienen mejores propiedades desde el
punto de vista tedrico, son los cumulantes que pueden ser obtenidos por

medio de los momentos centrales, Kendall y Stuart (1969, sec. 3.14). Asi

se obtiene:

Ko = U2,

R3 = U3,
404 € N 9 9

Ky = - (3 (1—6)7T —|—8(5e —1)—9662),
2v/20% ¢ 9 4

I{5:W((8007T—997T —1536) €

+ 107 (57 —16) € +77), o)

16 6 2

Ko = ———— (2400 7 + 157° — 422 7% — 3840) €'

™

+ (2007* — 157 — 4807) € — 277)..



Estas propiedades nos seran de utilidad en los capitulos siguientes.

1.3. Distribucién Epsilon-Skew-Exponencial-Potencia

Nuevamente al utilizar la ecuacién (2), tomando la distribuciéon de X
como un Exponencial-Potencia (Subbotin, 1923) tenemos que la distri-
bucién de Z es llamada Epsilon-Skew-Exponencial Potencia (ESEP) y
la notacién que ocuparemos serd la siguiente, Z ~ ESEP(0, 0, «,€) con

densidad dada por:

foomn (i) a exp % , para z <4 10)
BSEP 2v20T(1/a) | exp % , para z >0,

donde n = (0,0,a,¢€) y I'(+) es la funcién gamma.

1.3.1. Propiedades

Nombramos algunas de las propiedades principales, las cuales son trata-
das con mayor profundidad en Elsalloukh et al. (2005) y Gémez (2004).

1. Cuando a = 2 la densidad (10) se reduce a una ESN(0, o, ¢).

2. Cuando a = 1 la densidad para ESEp(0,0,1,¢€) es la Epsilon-Skew
Laplace definida por:
1 exp % , para z<#6

" 2V20 exp % , para z >0.

fESEp(Z)

(11)

La parte superior de la Figura 2 muestra la asimetria con € variando
de 0.8 (positividad alta) a 0.0 y en la inferior de —0.8 (negatividad

alta) a 0.0 (simetria).



Positividad Alta Positividad Media Simetria
1 1 1

T T T
Negatividad Alta Negatividad Media Simetria

Figura 2: Densidad ESEP(0,1,1,¢) con € = £0.8,4+0.5 y 0.0.

. Cuando € = 0 la densidad para ESEP(0, 0, a, 0) es:

B a — |z —0]*
fESEP(Z) - 2\/§JF(1/04) exp ( 2a/2 5a ) )

la cual es la distribucién simétrica de la Exponencial-Potencia de

Tadikamalla (1980) .

. Cuando € — —1, la densidad fysep(2;n) tiende a la funcién densi-

dad de una semi-exponencial potencia.

. Sie — 1, la densidad se refleja en el lado opuesto del eje X.

Analogo a la figura anterior, la Figura 3 muestra la asimetria con
¢ variando de 0.8 (positividad alta) a 0.0 (simetria) y en la inferior

de —0.8 (negatividad alta) a 0.0 (simetria).



Positividad Alta Positividad Media Simetria
1 1 1

T T T
Negatividad Alta Negatividad Media Simetria

Figura 3: Densidad ESEP(0,1,3,¢) con € = |0.8],0.5] y 0.

. Cuando @ = 1y € =0 la densidad para ESEp(0,0,1,0) es:

1 — |z — 0|
fESEp(Z> = 2\/§O' exp( \/§O' ) ,

la cudl es la distribucion simétrica de Laplace, ver Karst y Polowy
(1963) .

. Representacién Estocastica de Z.

La Epsilon-Skew-Exponencial-Potencia, ESEP(0, 1, a, €) es una mez-

cla de dos distribuciones semi-exponencial-potencia y puede ser ge-

nerada mediante la siguiente representacion:
X=(1-U)1-e[E|-U(l+e)|E, (12)
Z =040X,

donde P(U =1) = (1+¢)/2 =1—-PU = 0),y Ej, Ey son

variables aleatorias exponencial-potencia independientes estandar

de parametro a.



8. La media, varianza, coeficiente de asimetria y curtosis estan dados

por:

B doel’(2/ar)
V2r(1/a)’
vl e (o 52) ]

VI = { ey |60+ (3730 - %) ] }‘3/ :

[—zﬁer(Q/a) +20(3/a)(1 + 3¢2) — 82T (4/a)e(1 + €2)

E[7] =

—

[(1/a)
(13)

o - ) )

y [—2\/§6F(2/04) +2I(3/a)(1 + 3¢2) — 82T (4/a)e(1 + €2)
4

[(1/a)
L(5/a)(1 + 10e* + 564):|
[(1/a) ’

donde /31, P2 son los coeficientes de asimetria y curtosis respec-

(14)

tivamente.

10



Capitulo 2

Estimacion ESN

En este capitulo trataremos la estimacién para datos independientes
e idénticamente distribuidos provenientes de la distribucién ESN(6, o, €).
Para este propédsito debemos mencionar que Mudholkar y Hutson (2000)
han desarrollado parte de la teoria para encontrar los estimadores de
momentos y de maxima verosimilitud (MV). Sin embargo, el mecanismo
por el cual se encuentra el EMV en la practica no es sencillo de programar
y esto nos motivé a proponer un EMV mas sencillo de implementar, en
las secciones siguientes mostramos que numéricamente hemos obtenidos
resultados practicamente iguales a los mostrados por Mudholkar y Hutson
(2000).

2.1. Estimacion maximo verosimil

En esta seccién mostramos la EMV de los tres parametros desarrolla-
da por Mudholkar y Hutson (2000) para la distribucién ESN(6, o, €). Esta
metodologfa consiste primeramente en minimizar la expresién h’(z,0) =
0 para j = 1,2,...,n — 1 (ver ecuacién 15) respecto ¢ y sujeto a z(j) <
0 < x(j;1) (v(j) denota el j-ésimo estadistico de orden) encontrando un
estimador éo.

Teniendo la solucién de la ecuacién (15), llamemos 6y a la solucién. Em-
pleamos el Lemma 4.4 de Mudholkar y Hutson (2000) el cual dice que los

otros dos estimadores que maximizan la verosimilitud 02 = o2 y € = €

estan dados por la ecuacién (16).

11



Por tanto empleando la ecuacién (15) podemos tener una estimacién para

6, la que reemplazamos en la ecuacion (16).

1/3 1/3
Sl = 002 = | S (w — 60)?]
€ = . 1/3 1/3°
(Cii@e =00+ [T e — 00 "
1 j 1/3 n 1/3Y?
0= 7 [Z(%) —00)*| 4| (- 90)2]
i=1 i=j+1

El valor del entero j, es decir, el intervalo que contiene el estimador
de maxima verosimilitud de la moda, se puede obtener con ayuda del
Lema 4.2 y Lema 4.4.

La siguiente seccién muestra una alternativa que es mas sencilla de
implementar y que cumple con los supuesto de continuidad cuando la fun-
cion es derivada. Estd metodologia la hemos llamado estimacién pseudo-
maximo verosimil, debido a que al alterar la ESN tenemos una funcién
que no es densidad (no integra uno), pero que tiene propiedades similares

a la densidad original.

2.2. Estimacién pseudo-maximo verosimil

La Estimacion de Maxima Verosimilitud (EMV) para las distribucio-
nes Skew de Mudholkar y Hutson (2000) y Gémez (2004), estan basadas
en los estadisticos de orden, debido a la no diferenciabilidad del gradien-

te de la log-verosimilitud. Esta forma de estimar la verosimilitud implica
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conocer un valor k£ de la muestra ordenada que permita obtener la loca-
lizacién de la moda en torno a esas observaciones.

Una deficiencia que se tiene en la expresion de las distribuciones Skew,
es la dificultad de obtener la matriz de informaciéon de Fisher por la
discontinuidad de las segundas derivadas, esto afecta las condiciones de
regularidad establecidas en Ferguson (1996, Parte 4) o Lehmann (1999)
para establecer un teorema central del limite (TCL). Por otra parte,
hemos visto que se pueden flexibilizar algunos supuestos como lo establece
Rao (1968) para determinar el TCL.

Nuestra propuesta esta orientada a la estimacion MV por medio de
una funcién hy(z;n) que aproxime a la densidad h(z;n) definida en (2)

de la siguiente forma:

z—0
(1 —€-gr(z;0))

en donde Ck(n) es una constante normalizadora dependiente de los pa-

k—o0 {_17 Z<67

rametros de asimetria y escala, ademés gy(z;0) —— ) ;
, 2> 0.

Suponiendo que la funcién gx(z; ) es continua y dos veces diferenciable,

b = Gulo £ 5 Jie)nan

de modo tal que hy (z;71) también lo sea, podemos aproximarnos a la

log-verosimilitud de la h (z;7) haciendo k grande.

2.2.1. Algunas funciones aproximantes

Algunas funciones que podemos considerar son las siguientes:

gr(z;0) = %arctan[k (z—0)], (18)
2

S0 Rl prapewenr iy s (19)

.0) = 2 e 2)dt = erflk 0 20

o:(z0) = | exp (—t)dt = exflk - (= 0)],  (20)

las cuales mostramos en la Figura 4 utilizando k£ = 1,5 y 10.
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1.04

0.5

0.0 1

-0.5 A

_10 -

Figura 4: Funciones de suavizamiento (18), (19) y (20) .

Ahora aplicamos lo anterior a la distribucion ESN(0, 1,¢€) estandar,

es decir,

R

y la funcién aproximante ESNk(0, 1, ¢, k) estandar es:

22

u(zi) = (@) o (3= ) 1wl 21

Vemos la Figura 5 correspondiente a la integracién numérica (Piessens

et al., 1983) de (21) sobre R, si k& — oo la integracion se aproxima a
1, para distintos valores de ¢ = +0.05,...,+0.95. Podemos decir que

el comportamiento no esta sujeto al signo de ¢ y si o es mayor a 1,
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la convergencia se hace més rapida a 1, en cambio para 0 < o < 1
la convergencia es més lenta y por tanto se necesita un k£ mas grande

(alrededor de 10000) para estar lo suficientemente préximos a 1.

Convergencia Numeérica de ESNk

1.15 — £=0.95
--- £€=0.85
...... £=0.75
--- €=0.65
——- €=0.55
--— £=0.45
— €=0.35
1.10 --- £=0.25
...... £=0.15
--- €=0.05
1.05
1-00_ = Pl PR S T R
T T T T T T
0) 100 200 300 400 500

Figura 5: Integracion Numérica de la ESNk estandar.

Debemos mostrar que fi(z;€) es integrable y que en el limite integra
lo mismo que f(z;¢€). Asumamos por un momento que podemos inter-

cambiar el limite con la integral, es decir,

lim/fk(z;e)dz:/klim fk(z;e)dz:/f(z;e)dzzl.
R R k—0o0 R

k—o0
El teorema de convergencia dominada (Billingsley, 1995, Teorema 16.4)
nos justifica el intercambio entre el limite y la integral. Para ello notemos

que si tomamos € € (—1,1) y z € R tenemos

(1—e))? < (1% gr(2)e)® < (1 + |e])2 (22)

En base a la ecuacién (22) acotaremos fi(z;€¢) = Ci(€) Sk(z) por una

funcién h(z;e€). Para ello acotaremos cada uno de los factores, es decir,
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Cr(€) < C(e) y Sk(2) < S(2). Al mayorar Si(z) por medio de la ecuacién
(22) se tiene que Vz € Ry e € (—1,1),
1 22 1 22
LT e s E | — 50, 23
A erend RE e REC AN

Por otra parte, en el caso de la segunda componente

P S 1
[ So(z)dz  /2m(1 — |€|)

con Sy(z) = exp [—%ﬁ} es el minorante de Si(z). De las ecuaciones

Ck = C(e), (24)

(23) y (24) se tiene finalmente que

1 1 22
a1 P [‘50 n M = M=o

También teniendo en cuenta que fi(z;¢€) koo, f(z;€) converge puntual-

fk(Z; 6) = Ck<€) Sk(Z) <

mente, entonces podemos concluir por el teorema de convergencia domi-
nada que fi(z;¢€) es integrable y que en el limite integra uno.
Si consideramos la funcién de log-verosimilitud de fi(z;€) v f(z;¢€),

tenemos que para z > 0,

klim lk(zy€) = U(z;€)| = klim ‘log <C}€(€>\/ 27r>

22 1 1
2 [(1 —? 0 —gk<z>e>2} /
< lim ’10g <Ck(e)\/ﬂ>‘

? A =gk(z)e)? = (L —¢)?

T ST e (-2 |’
< ot

22 [20el(1 = gi(2)) + €(1 — gi(2))]
+ lim 201 — 2(1—|e]) ’
=0.

Asi vemos que [ (z; €) converge uniformemente a I(z;€).
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2.2.2. Simulaciones

En esta parte realizamos simulaciones de Monte Carlo para verificar
empiricamente la eficiencia de este método, para ello utilizamos un valor
dado de 1y = (6o, 09, €0) T generando N = 1000 réplicas de una secuencia
21,29, ...,2, con n = 300. Para cada replicacion r, 1 < r <n , el verda-
dero valor de 7, es estimado por 7, , = (ém, Onrs €nr) T La estimacién de
maxima verosimilitud fue realizada en el programa R de Wiirtz (2004).

Los valores de los parametros fueron los siguientes; 6y = 0, 02 = 1.0 y

€o = 0.5 los resultados son mostrados en la Tabla 1.

Estimacion maximo verosimil con ESN y ESNK
Parametros | Media | (Sesgo)? | Varianza
ESN 0 0.0111 | 1.2e — 04 0.0380
MV o? 0.9970 | 8.8e — 03 0.0088
€ 0.5060 | 8.9¢e —03 | 0.0089
ESNk 0 0.2248 | 5.1e — 02 0.1048
k=10 o? 0.9469 | 2.8e — 03 0.0098
€ 0.6970 | 3.9e — 02 0.0651
ESNk 0 0.0210 | 4.4e — 04 0.0237
k=102 o? 0.9890 | 1.2e — 04 0.0069
€ 0.5196 | 3.8e — 04 0.0081
ESNk 0 0.0107 | 1.1e — 04 0.0344
k=103 o? 0.9958 | 1.8e — 05 0.0084
€ 0.5071 | 5.1e — 05 0.0085
ESNk 7 0.0115 | 1.3e — 04 | 0.0383
k=10 o? 0.9971 | 8.3e — 06 0.0087
€ 0.5065 | 4.2e — 05 0.0089

Como vemos en forma experimental a medida que k crece las estima-

ciones se hacen méas precisas, de esta forma observamos que la tltima

Tabla 1: Aproximacién con la ESNk.
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componente de la Tabla 1 con k = 10* se comporta como la estimacién
al comienzo de la tabla en donde se considera la distribucion ESN. La
ventaja se encuentra en que con esta ESNk no tenemos los problemas de

diferenciabilidad como en el caso ESN.

2.2.3. Aplicacion

Ahora aplicaremos la estimacion ESNk a los datos utilizados en Tu-
key (1977) los cuales son modelados en el articulo de Mudholkar y Hut-
son (2000), ocupando la log-verosimilitud ESNk con & = 10? obtenemos
resultados equivalentes a los de Mudholkar y Hutson (2000) que son:
6 = 27.586, ¢ = 1551.84 y ¢ = —0.673. La ventaja de esta metodologia
radica en la simplicidad con la que es posible encontrar los parametros y
empiricamente con la misma eficiencia que muestra el método de Mud-

holkar y Hutson (2000).

Ajuste por ESNk
0.012 —
ESNk(27.587,1551.50,—0.673)

0.010 — Lol N
/ N

’

0.008 — U , N,
T y

0.006 — / NI

0.004 — 4 N

0.002 —

0.000 —k= == - [~ .

[ T T T T 1
—-50 (¢] 50 100 150 200

Altura (unidad = 100 pies)

Figura 6: Ajuste Normal y ESNk para los 219 datos de la altura de los

volcanes.
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Capitulo 3

Estimacion:

Dominio Temporal

En los modelos de series de tiempo autorregresivos y de medias moviles,
es usual en la practica asumir que las innovaciones son variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas de forma Gaussiana. Sin
embargo, con frecuencia nos encontramos con distribuciones claramente
no gaussianas, tales como los procesos de conteo, distribuciones con colas
pesadas o no-negativas, las cuales no pueden ser tratadas con el supuesto
normal estandar. Estamos interesados en datos correlacionados con dis-
tribuciones asimétricas. Los datos tienen una dependencia a corto plazo,
en el sentido que sus autocorrelaciones decaen a cero exponencialmente,
y sus distribuciones son cercanas a la normal. Proponemos modelar las
observaciones con una estructura de un proceso autorregresivo de primer
orden AR(1) cuyas innovaciones tienen una distribucién Epsilon-Skew-
Normal (ESN).

Muchos modelos no gaussianos han sido propuestos en la literatura,
en este aspecto podemos nombrar a Grunwald et al. (2000), y modelos
con innovaciones asimétricas han sido estudiados por Tiku et al. (1999) y
Akkaya y Tiku (2001) quienes consideran las innovaciones con distribucio-
nes gamma y logistica generalizada derivando una maxima verosimilitud
modificada (MML) para los estimadores de los pardmetros.

En este trabajo consideramos una serie de tiempo {y; } con estructura

AR(1) causal definida por la ecuacién en diferencia
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Yi = oY1 + 4y, (25)

donde |¢| < 1y Z; es una secuencia de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas ESN(6, o, ¢). En la Seccién 3.1 desarrollamos
los estimadores de momentos en la estimacion de los pardmetros n =

(¢,0,0,¢) y derivamos la distribucién asintética.

3.1. Estimadores de Momentos

La tinica solucién estacionarfa de (25) es Y; = > 72 #'Z;_;, donde la
serie converge en el sentido de error cuadratico medio. El teorema de
convergencia monétona permite decir que si E [|Zt|k] es finita, enton-
ces E [|Y;|¥] también lo es, para algin k > 1. Sea p} = E[Y], 4} =
E[(Y; — 1)?], % = Cov(Yy, Yiak), ¥ p1 = 71/7%- Deducimos de (25) , los

momentos centrales y la propiedad de causalidad de Y; que

i (1—¢) =0 —4doe/Vm,

Yo(l—¢*) = %2 (3 —8)e* + 7],

26
R0 -6 = 22 5 1606t ] v
p1=¢.
Por tanto los parametros n satisface las ecuaciones de momentos
¢ = p1,
Ezg_l( py (1= pi) >
Fro(1 = PP o)

2 Yo(l—pi)m
(3r —8)e2+ 7’

0=y (1—p1) +4oe/V2m,

donde g : x — 2v22[(57 — 16)z? — 7][(37 — 8)z? + 7] ~%/? es continua
y diferenciable en (—1,1) con derivada ¢’ : x + 2v/27[(217 — 64)2% —
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7|[(37 — 8)x? 4+ 7] ~°/2. En el intervalo (—1,1),¢' < 0y g es estrictamente
mondtona lo cual implica que g es un homeomorfismo. El estimador de
momentos 7, es obtenido por (27) donde (ud", Yo, p1, 113 ) es reemplazado

por el estimador de momentos T), = (i1}, 40, 91/%0, 13 ) ¥

El proceso lineal Y; es estrictamente estacionario y ergédico, asi también
Y;Y;, ) para algun k fijo y Y;?, ver Stout (1974, Teorema 3.5.8) afirma que
T, =% (1Y, 70, p1, 13 ). Debido a que la transformacién 7T}, +— 1, es conti-
nua, se deduce que T,, =% 7. La normalidad asintética de (313, 50, 41, 23 )
por el método delta (Schervish, 1995, Seccién 7.1.3). De acuerdo con Bro-
ckwell y Davis (1991, Proposicién 7.3.4), v/n (3 — 75) L, 0, donde

—|k|
Z (V5= 1) (Vi — 1) - (29)

SIH

Ademas, como

con

tenemos
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v (i —py) = vn [ — ps =37 — )]
+vn (Y =) [3(r0 — ) +2(Y — 7)),

y dado que 7 &3, Y05 Y =5 u%/ y Vn (7 — u}/) converge en distribu-
cion, los tltimos términos convergen a 0 en probabilidad. Por lo tanto,
\/ﬁ(?_/i}/:% _707:}/1 —’Yla/):}af _:u?%/) y \/5(7_/*6776 _707’71( - 71

15— py —3v0(Y — p})) tiene la misma distribucién asintdtica la cudl
es facilmente obtenida por medio de la distribucién asintética de V,, =
vn (7 — Y = Yo, v — 1, — /L?;) Ahora, usando la misma técni-
ca que en Brockwell y Davis (1991, Proposiciones 7.3.1-7.3.3), podemos
mostrar que V,, 2N (0,%) donde ¥ = lim,, o, ¥, v X, es la matriz de

covarianzas de V,,. Célculos estandar nos llevan a

)
S T
Y, = 3
T -¢?)(1-9)
Y13 = 02,
S K4 3K3
S G )T e R G ) g A
Y — Kq 2“%(1 + ¢2)
2T A gE T (1= PP
ks 4K3¢
ARk
S K5 3KoK3
MT A= —07) | (1 d)(1— )
21— ¢%) 11—
=g 1-¢]
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Kyd? k3(1 + 4¢? — ¢%)

SO R (T
S K5® 3Kok3Q
MTA—1-0?)  (1— ) (1— PP
31—-¢")+o(1—9¢) 1—¢°
K 3koks(502 — 3¢ +5) 9k2(1 + ¢?)
Yag =

(1=¢%)? (1-¢Y(1-9¢*)(1—-9¢) (1-9¢°)?
N 3k3(5¢% + ¢+ 5)
(1 —¢2)2(1—¢%)(1—¢)

en la Seccién 3.1.1 mostramos los calculos que nos permitieron obtener

los componentes de la matriz > de varianzas-covarianzas .

3.1.1. Matriz de Varianzas-Covarianzas

En esta seccién desarrollamos el calculo de la matriz de varianzas-
covarianzas utilizadas en la seccion anterior para establecer la distribu-
cion asintotica de los momentos muestrales. Estas proposiciones son atin
mas generales puesto que las hemos establecidos para cualquier proceso

causal, ampliando lo demostrado en Brockwell y Davis (1991, Seccién
7.3).

Proposicién 3.1. Sea {Y;} un proceso causal,

E:Z%Ztﬂ» {Zt}NI[D(O7u2>7

J=0

donde E[Z}] = uz < o0 y Z|¢]| < 00. Entonces sip > 0,
=0

nll_)Holo nCov(Y, V) = k3 Z Z Vi pWi_k—p, (31)

k=—00 i=méx{0,k,p}

donde ~(y es la funcion de autocovarianza -ecuacion (29)- de {Y:}.
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Demostracion. Primero observe que

3
E

) Hs, Sy = Mg = Ms;
0, e.o.c.

Ahora

0o 3
= > lwr

p1,p2,p3=0 i=1

3
H Zt+hjpj] )
j=1
00 3
= W3 Z H%Jr(m—h?,)-

j:méx{o,hz—hl,hg—hz} 1=1
Se sigue que

n n

D D YV,

s=1 t=1

CovlY, 73] =n"*E

n n o

= n 2 Z Z K3 Z VYithipPitt—s—p

s=1 t=1 i=méax{0,s—t,p}

Haciendo k = s — t, intercambiando el orden de los sumandos, se tiene

que

Cov[Y, v}l =n' > (1 —n"' k)T, (32)

|k|<n

donde

T, = k3 Z wiwifpwifkfp-

1=méx{0,k,p}
La sumabilidad absoluta de {i;} implica que {7}} es absolutamente
sumable. podemos por tanto aplicar el teorema de convergencia dominada

en (26) para deducir que
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lim nCov(Y Vp) = Z Ty

n—00
k=—o00

= K3 Z Z Vithi_pWi_k—p-

k=—00 i=m&x{0,k,p}

[
Proposicién 3.2. Sea {Y;} un proceso causal,
}/;:Z’l/}jztfja {Zt} NIID(O7M2>7
=0
donde E[Z}] = uy < 00 y Z]@bﬂ < 00. Entonces sip>01yq>0,
=0
lim nCov(v},7,) = Q'ypvq + Z VEVe—ptq T VetqVe—p| (33)

n—00
k=—o00

donde vy y 7{) son las funciones de autocovarianzas de {Y;} definidas

en las ecuaciones (28) y (29).

Demostracién. La demostracién se sigue de Brockwell y Davis (1991,
Proposicién 7.3.1). O

Proposicién 3.3. Sea {Y;} un proceso causal,

Y=Y ¥iZij, {Z}~1ID(0, o),

J=0

donde E[Z}] = us < o0 y Z|1/1]| < 00. Entonces sip > 0,

=0
nh—{go nCov(puz,7,) = ’yp Z w3 3—’YO’Yp Z ¥
ks Y | Y U (34)
k=—o0 j=max{0,—k—p}

+7k+p Z wjzdjj—&-k )

j=méx{0,—k}
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donde 7y y 7(*_) son las funciones de autocovarianzas de {Y;}.

Demostracion. La demostracion es la extension de la mostrada en Bro-
ckwell y Davis (1991, Proposicién 7.3.1). O

Proposicién 3.4. Sea {Y;} un proceso causal,

)/tzzzbjzt—ja {Zt}N‘[]‘D(O7/~L2>7

=0
donde E[Zf] = pg < oo y Z|¢j| < 00. Entonces,

j=0

lim nVar(u;) = ke Z¢6+22¢3 ok

n—oo

k—l

-+ 6%4’70 Z¢? + Z 77D 77Z)z—i-k + % H—k)
=0

Fomo | St 2 el (39)
=0 i=0

[ee] 2 [ee]
+ 93 <Z wf’> +2 Z VI b0
i=0

i,j=0
k=1

k=1

+33 [ 5+2) (2p2+3pk)) .

donde p(y es la funcion de autocorrelacion de {Y;}.

Demostracion. Primero, observe que

He,  SL My =My =mg = 1My = ms = Mg;
6 fapla, Si My =My = m3 = my # ms = Me;
E HZmi =4 p3,  slmg=mg=mg#my=ms=me;
= py,  simy =mg # ms = my # ms = mg;
0, €.0.C.
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Ahora

E

6
H Y;t+h¢
i=1

o0

- >

o0

P1,P2,P3,P4,P5,p6=0 i=1

o

2.

P1,P2,P3,P4,P5,p6=0 i=1

I

6
H szE

[§
H Wt+hj —pj | >
j=1

6
H M/t-i-h]‘ —Dpj |
=1
6

H Ykt (hi—h)

k::méX{O,hl—h2,h3—h4,h5—h6,h1—h3,h1—h5} i=1

E ﬁXt—i-hi] =
=1

= Kg

+ KaYo | P(hs—
+ P(hs—he)
+ P(hs—hs)
+ P(hs—he)
+ P(hs—hs)
+ P(hs—hs)
+ P(ha—he)
+ P(ha—hs)

o0

o) >

wk¢k+(h2 —h1 ) wk+(h37h1 ) ¢k+(h47h1)

k=méx{0,h1—ha,h1—hs,h1—ha}

o

2.

’l/}k’l/}k—f—(hg—hl)wk—i—(hg—hl)wk—l-(}m—hl)

k=méx{0,h1—hs,h1—hs,h1—hs}

oo

2.

YWkt (ha—h)) Ckt-(ha—h1) Pkt (hs—h1)

k=méx{0,h1—ha,h1—hs,h1—he}

oo

2.

Ukt (ho—h 1) Okt (ha—hy) k4 (hs—h)

k=méx{0,h1 —ha,h1—ha,h1—h5}

o0

2.

Ukt (ho—h 1) Okt (ha—hy) Uk (ho—h1)

k=méx{0,h1—ha,h1—ha,h1—he}

o0

2.

Uk WUkt (ho—h1) Okt (hs —hy) Vk+(ho—h1)

k=max{0,h1—h2,h1—hs5,h1—he}

o0

D

Ukt (hs—hy) kot (ha—h1) Pkt (hs—ha)

k=max{0,h1—h3,h1—hs,h1—hs5}

o0

D

wk¢k+(h3 —h1) ¢k+(h4 —h1) wk-f—(hG —h1)

k:méx{o,hl —h3,h1—hq,h1 —he}
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o0

+  Plho—ha) Z ViVt (hs—hn) Ukt (hs—ha) Ykt (he—ha)
k=méx{0,h1 —ha,h1—hs,h1—he}
o0

+  Plho—hs) Z Uk Wkt (ha—ha) Vh+ (hs—h1) Ukt (ho—ha)
k=méx{0,h1 —ha,h1 —hs,h1 —he}

o0

+ Plha—he) > kWt (hs—ha) Vhe+ (ha—ha) U+ (hs—ha)
k=max{0,ha—hs,h1—ha,h1—hs}

(o]
+ P(h1—hs) Z Uk WVkt (hs—ho) Pkt (ha—h1) Vh+(he—h1)
k=max{0,ha—h3,h1—ha,h1—he}
o
+ P(h1—ha) Z VkVkt (hg—ho) Pkt (hs—h1) Vot (ho—h1)
k=max{0,ha—hs,h1—hs5,h1 —he}
o0

+ P(h1—h3) Z VeVt (ha—ho) Vht(hs—h1) P+ (he—h1)
k=max{0,h2—h4,h1—hs,h1—he}

o0

+ P(h1—ho) Z VkVkt (ha—hs) Pkt (hs—h1) P+ (he—h1)
k=méx{0,h3—ha,h1—hs5,h1—he}

2
+ K3 Z Vs Vs (=) P+ (hs — 1) Voo Voo - (hs —ha) Vo (hs—ha)
k1=méx{0,h1 —ho,h1—h3}
ko=max{0,hy—hs5,ha—he}
oo

+ Z Yy Yy 4 (ha—h1) Vhi 4 (ha—h1) ko Vot (hs—hs) Phot (he—hs)
k1=méx{0,h1—ho,h1—ha}
ko=max{0,h3—hs,hs—he}

o0

+ Z Vkey Vky 4 (ho—h1) Pk 4+ (hs —h1) Cha Cho - (ha—hs) Pho+ (hg—hs)
k1=méx{0,h1 —h2,h1—hs}
ko=méx{0,hg—ha,hz—he}

o0

+ Z ¢k1wkl+(h27hl)¢k1+(h67h1)¢k2wk2+(h4fh3)wk2+(h5fh3)
k1=méx{0,h1—ho,h1—he}
ko=m&x{0,h3—ha,h3—hs}
00

+ Z ks Vi +-(ha—ha) Vi + (ha—hn) Vha Pl (hs —ha) Vho+ (o —ha)
k1=mdx{0,h1—h3,h1—ha}
ko=méx{0,ho—hs,ho—he}

28



oo

+ Z wkl wk‘l-i-(hg—hl)¢k1+(h5—hl)ka¢k2+(h4—h2)¢k2+(h6—h2)
k1=méx{0,h1—hs3,h1—hs}
ko=méx{0,ho—hi,ha—he}
(o]

+ > Dioy Y-+ (hg—ha) Pk + (s —ha) Voo Yk (ha—ho) Vha+ (hs—ha)
k1=méx{0,h1—h3,h1—he}
ko=méx{0,hg—h4,ha—hs}

o0

+ Z Uky Yy + (ha—h)) Pk + (hs —hy) Uk kot (hs—ha) Pha + (he—ha)
k1=méx{0,h1 —h4,h1—hs}
ko :méx{o,hg —hs,ha—he}
o

+ Z Uk Ykt 4 (ha—h1) Pk 4+ (ho—h1) Pk Cho 4 (hs— o) Pkt (hs—ha)

k1=méx{0,h1 —ha4,h1—he}
ko=mdx{0,ha—h3,ha—hs}

[e.9]

+ Z wlﬂ ¢k1+(h5—h1)wkl-i-(hg—hl)wkz¢k2+(h3—h2)wk2+(h4—h2)
k1=méx{0,h1 —hs,h1—he}
ko=max{0,ho—h3,ho—hi}

)
S w

(P(hr=hs) Plha—ha) Plhs—he) T Plhi—ha) Plhs—hs) Plhs—he)
P(h1—h2) P(hz—he) P(ha—hs) T P(hi—h3) P(ha—ha) P(hs—he)
P(h1—h3) P(ha—hs) P(ha—he) T P(hi—hs) P(ha—he) P(ha—hs)
P(h1—ha) P(ha—h3) P(hs—he) T P(hi—ha) P(ha—hs) P(hs—he)
P(h1—ha) P(ha—he) P(ha—hs) T P(hi—hs) P(ha—hs) P(ha—he)
P(h1—hs) P(ha—ha) P(ha—he) T P(hi—hs) P(ha—he) P(hs—ha)

P(h1—he) P(ha—hs) P(ha—hs) T P(h1—he) P(ha—hs) P(hs—hs)

o+ o+ o+ o+ o+ o+

P(h1—he) P(ha—hs) p(hg—h4)) .

Se sigue que para calcular la siguiente expresién

n

ziﬁq,

t=1 s=1

B3] =n°E
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debemos hacer h1 = hg = h3 = 0y hy = hs = hg = s — t, de esta forma se

tiene:

E[X}X]] = ke Z @Z’?@Z’?Jrs—t + 3K470 Z (w?wmft

i=max{0,t—s} i=max{0,t—s}

+ wi¢§+s—t) + 3ps—t Z d)zzwz?—&-s—t + E[X?]

1=max{0,t—s}

+ 953 Y YT e + 370 (3pst + 205_)

t=max{0,t—s}
Jj=méx{0,t—s}

Haciendo k = s—t, restando E[X}] e intercambiando el orden de los sumandos,

se tiene que

Var|jis] n! Z Wf\ )Tk (36)
|k|<n

donde

Th=rs Y ¥l + 3k S Wik

i=max{0,—k} i=mdax{0,—k}
i) F3 Y, iUl
i=max{0,—k}
+Or3 > VRai g + 390 Bk + 20))
1=méx{0,—k}

j=méx{0,—k}

La sumabilidad absoluta de {t;} implica que {T}} es absolutamente sumable.

podemos por tanto aplicar el teorema de convergencia dominada en (36) para
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deducir que

nlLII;onVar a3) Z T,

k=—o00

Zw6+22w3w@+k + 61470 Zw;‘+2 i + it )

§=0 :

k:l

+ 9K470 Z ¥j +2 Z PRIV | + 983 <Z %3) +2 ) R

7=0 ]7%;(1 =0 iigflo
o0
+ 378 5+2 Z (2pi + 3pk)
k=1
]
3.1.2. Estimacion con el método de momentos
Sean vy, Yo, - . ., Y, las observaciones de un proceso autorregresivo de

orden uno, en donde la innovacién tiene distribucién ESN(0, o, €), enton-
ces las relaciones mostradas en la ecuacién (26) nos dan un mecanismo
para la estimacion por momentos. Previamente vamos a centrar los datos

con el objetivo de evitar expresiones muy complejas.

Por tanto tenemos:

iid doe
1—¢B)X; =W, con W, ~ ESN o,€ .
( ¢ ) t — t t <\/ﬂ >
donde X; =Y; — p¥" con u} = E[Y;].

Para este nuevo modelo ocupamos las ecuaciones de Yule-Walker:

v = oMy ke {0,£1,42,.. .},
o= 9,
0.2

Yo = W[(3W—8)6 +7T]
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Ademas para estimar el parametro de asimetria agregamos la siguiente
ecuacion que relaciona los coeficientes de asimetria de las observaciones

con la innovacién.

B (-
A B pgpE T T VAT

el resultado lo podemos verificar por lo obtenido Davies et al. (1980).
De las ecuaciones anteriores sugerimos el siguiente procedimiento para

estimar los pardmetros del modelo (25).
1. Sustraer la media a los datos, es decir x; =y; — ¥
2. Calcular la primera autocorrelacion, de esta forma
ngm =T

3. Usar el estimador qg obtenido en el paso anterior en el coeficiente

de asimetria de los datos y asi obtener un estimador para e.

(1~ m)
. _1 mm

Emm:g (1_ A2 >3/2

donde g7!(+) estd definida en la ecuacién (27), by (z) =

b1 (CC) s

m (x;—7)3

. . ) 3/2 P (2-2)2) %2
el coeficiente de simetria muestral con S3 = (52)”" = (%) :

4. Calcular la varianza de los datos S? y utilizar el resultado anterior

para obtener la estimacién del pardmetro de escala o2.

2 SQW(l—AQ )

mm

Tmm = 13r —8)&2, + x|
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5. Una vez obtenida la estimacién de (¢, €, o) nos queda por determi-
nar 6. Para esto usamos el promedio de los datos y las estimaciones
obtenidas anteriormente.

40 ppym €mm

Esta metodologia principalmente nos permite dar los valores iniciales pa-
ra las estimaciones de méxima verosimilitud (Seccién 3.2), ya que como
veremos en las simulaciones las estimaciones con este método no da bue-

nos estimadores para € y en consecuencia para 6.

3.1.3. Simulaciones

Mostramos en las tablas siguientes parte de los resultados que hemos
obtenido al realizar experimentos Monte Carlo. En particular estas han
consistido en considerar un valor dado de 1y = (¢, 0o, €0, 03) ", hemos ge-
nerado N = 1000 replicas de una secuencia yi, ¥z, - . . , Yy, del proceso au-
torregresivo dado en la ecuacién (25). Para cada replicaciéon r, 1 < r < N,
el valor verdadero 7 es estimado por 7, , = (q@n,r, ém, énrr0p,) 7. La es-
timacién fue programada en el lenguaje R de Wiirtz (2004) siguiendo
los pasos descritos en la Subseccién 3.1.2. Debemos notar que la estima-
cién empirica muestra que si |\/m | > 0.995 entonces los valores del
coeficiente de asimetria estan fuera del rango establecido para este tipo
de modelo y asi no vamos a tener estimadores razonables para €,,,, , en
donde el subindice mm denota el método de momentos. Si n = 300 y
e = 0.9 como en la Tabla 2 entonces en un 60% de los casos habran

estimadores no razonables para ¢, con respecto a la Tabla 3 un 28 % con
$»=0.89%con ¢=0.5yun 3% con ¢ =0.2.
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Estimadores de Momentos

o Estimadores | Media | (Sesgo)? | Varianza
0 =10,0%2=1,e=09 con N = 1000, n = 300
Orm 9.8830 1.4e—02  0.3712
¢ =02 Grramm 0.1848 2.3e—04  0.0030
Emm 0.7052 3.8¢—02  0.0203
52 1.0390 1.5¢—03  0.0031
Brram 10.0125 1.6e—04  0.6479
¢ =05 Grm 0.4775 5.le—04  0.0022
Emm 0.6369 6.9c—02  0.0283
52 1.0610 3.7¢—03  0.0036
Orm 10.3005 9.0 —02  2.3022
¢ =038 G 0.7767 5.4e—04  0.0013
Emm 0.4283 22e—01  0.0680
52 1.1100  1.2e—02  0.0053

Tabla 2: Estimacién de momentos con € = 0.9 y ¢ > 0.
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¢ Estimadores | Media | (Sesgo)? | Varianza
9 =10,02=1,e=0.5con N = 1000, n = 300
Orrum 10.0372 1.4e—03  0.4311
¢ =0.2 - 0.1947 2.8¢—05  0.0031
52 0.9928 5.2¢—05  0.0022
Emm 0.4906 89e—05  0.0213
Orrum 10.1652 2.7 —02  0.7660
¢ =05 Grmm 0.4884 1.3e—04  0.0023
62 0.9967 1.le—05  0.0025
Emm 0.4765 5.5 —04  0.0307
Brom 10.6728 4.5¢ —01  2.9120
¢ =0.8 Brm 0.7791 4.4e —04  0.0013
62 1.0170 2.9e—04  0.0038
Emm 0.3236 3.le—02  0.0845
e=0.2
Brrom 10.0359 1.3e—03  0.4795
¢ =0.2 Grmm 0.7824 1.0e — 05  0.0031
62 0.9870 2.8¢—05  0.0018
Emm 0.1510 2.8¢—07  0.0117
Orram 10.1826 3.3e—02  0.9393
=05 Grmm 0.4909 8.3e—05  0.0024
62 0.9904 9.2¢—05  0.0019
Emm 0.2076 5.8¢—05  0.0244
Brrom 10.7018 4.9¢ —01  3.0870
¢ =038 Grmm 0.7837 1.5¢—03  0.0013
62 0.9862 1.9¢—03  0.0029
Emm 0.1523 2.3e—02  0.0959

Tabla 3: Estimacién de momentos con € = 0.5,0.2 y ¢ > 0.
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3.2. Maxima Verosimilitud Condicional

En esta seccion, desarrollamos los estimadores maximo verosimiles con-
dicionales (EMV) de los pardmetros de un proceso AR(1) con innova-
ciones ESN(0, 0, ¢) dadas por (3) con la estimacién de los cuatro para-

T

metros. Denotamos por A = (¢,0,¢)T y sea n = (AT, 0?)T, asumiendo

T ellos son los valores verdaderos de 7 estos estdn en

que 7o = (Ag,95)
el interior del espacio paramétrico A C (—=1,1) x R x (=1,1) x R* . De
acuerdo a la ecuacién (25), el logaritmo de la verosimilitud condicional

de (y1,92,-..,yn) condicionando sobre yq es

OB (TR (37)

donde £(ys, yi—1;m) = In f(y; — ¢y,—1) v es f la densidad definida en (3),
aqui,

2

1 U
Co =0y, ye—1;1m) = —5 In2rc? — (38)

t
S 5 U
202"

donde

U = Y — QY1 — 0,
L (—o0,0) (ut) 10, 400) (ue)
(1+¢)? (L—e?’

Vs =

y para cualquier conjunto S, 1g denota la funcién indicadora de S.

En el desarrollo de la consistencia de los EMV y el teorema central
del limite (TCL), nos basaremos fundamentalmente en las condiciones
establecidas en el articulo de Basawa et al. (1976) el cudl establece las
condiciones para los EMV para variables aleatorias dependientes y no
idénticamente distribuidas.

Respecto del primer supuesto establecido en el articulo Basawa et al.
(1976, A1), se tiene que £(ys, y;—1;m) es continuo derivable para todo 1y

el gradiente de ¢(y;, ys—1;7) es diferenciable para todo 1 en casi todo punto
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y:. Ademds considerando la funcién de densidad f(y:, yi—1;1) = f(y —
&yi—1) = f(z), ver ecuacién (3), tenemos que el conjunto de positividad

en R no es afectado por los parametros, es decir

lim f(z) >0,

Z——00

lim f(z) =

z—0 2ro

lim f(z) >0,

Z—00

> 0,

luego el conjunto de positividad no depende de 6 y ¢.
El resultado anterior nos permite derivar la ecuacién (38) respecto
a 7, obteniéndose las siguientes ecuaciones de verosimilitud ¢,(n) = 0,

cuyas componentes son:

- 22\ T
dgt 1 U?
do? 202 gt

La solucion de la ecuacién de verosimilitud ¢, (n) = 0 serd denotado por

dgt . 1 (d’Ut 2 d'U/? )
(39)

N v el pardmetro verdadero por 7y. Mediante una segunda diferencia-
cién £(n) obtenemos la matriz de 4 x 4 de las segundas derivadas de

¢! (n) con respecto a 1. Las componentes de esta matriz son mostrados a

continuacion:
?t, 1 d*v; w4 dv; du? N du? dvy n d*u? y
AN 202 \dAdN Tt T AN dN T dhdN | dxdN ')’

d2€t o 1 U%
do2do?  20*  ob %%

dQEt 1 du% dvt 2
do2dN 207 (d/\’ RAY )

Estas dos ecuaciones obtenidas al derivar la funcién de log-verosimilitud
nos permiten establecer la expansiéon de Taylor en la busqueda del esti-

mador maximo verosimil,
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0,(n) = €,(no) + £ (1m0, m) (1 — o), (40)

) NN
Co(m0,m) = (EM gA )
o2\ 0202

es una matriz de 4 x 4 de las segundas derivadas de ¢, (1) con respecto a 7,

donde

con las filas evaluadas en los posibles puntos distintos del segmento entre
no y 1, tal como lo expresa Basawa et al. (1976, pagina 260) en donde
ademas se prueba que las secuencias resultantes de la diferenciacion son

martingalas en diferencia.

3.2.1. Consistencia y normalidad asintética de 7,

Un aspecto importante a estudiar en la estimacion maximo verosi-
mil es la consistencia de los pardametros. La idea basica es que la fun-
cién £, (n) definida en (37), converja en probabilidad a ¢y(n) para todo
ny que Lo(n) sea maximizada con el pardmetro verdadero 7y, entonces
el limite del maximo 7, debe ser el maximo 7y del limite, bajo condi-
ciones que me permitan intercambiar la maximizacién y las operacio-
nes de limite. Por tanto la ley de los grandes ntimeros nos sugiere que
lEn(n) i lo(n) = E[l(ys, yi—1;m)]. Un aspecto importante es que para
gue esta convergencia en probabilidad debe ser uniforme y que el espacio
parametrico debe ser compacto. En nuestro caso el espacio paramétrico
no es compacto debido a que los pardametros o y € pueden encontrarse
en los bordes haciendo que la verosimilitud no sea acotada como vemos

a continuacion:

Ll 1 ) 1 )
Jim — > Elt(n)] = —5 (@70%) — o Eluyvi,

t=1
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L oo,0)(ut) | Lo 400 (wi)
(ra? T (i-e?

donde ﬁ — oo cuando o — Oy ademas 0 < vy =
00, cuando |¢| — 1.

Sin embargo, el supuesto de compacidad es muy restrictivo, porque ello
necesita siempre que se conozcan los bordes donde se mueve el verdadero
valor del parametro. En la practica es util ser capaces de saltar esta res-
triccion, de esta forma las condiciones de consistencia sin compacidad son
importantes de estudiar. Una forma esta relacionada con la concavidad
de la funcién de verosimilitud, evitando que la funciéon de verosimilitud
se vuelva hacia arriba cuando el estimador se encuentre alejado de 1y,
la otra es tomar un subconjunto del espacio paramétrico que sea cone-
xo0 y cerrado dentro del espacio paramétrico. Dentro de los articulos que
estudian consistencia prescindiendo de la compacidad del espacio para-
métrico se encuentra el trabajo de Basawa et al. (1976), el cual estudia
el caso uniparamétrico en donde el espacio paramétrico es un intervalo
abierto y para el caso de dos o més parametros podemos ver el articulo
de Crowder (1976). Este trabajo deriva un consistencia débil basado en
que la matriz de informacion de Fisher es definida positiva para el caso
de datos dependientes y con el supuesto que el espacio paramétrico es un

subconjunto abierto de R*.

En nuestro caso vamos a considerar un subconjunto del espacio pa-

<&
ramétrico que sea compacto, llamemoslo A, debido a que de esta manera
podemos asegurar que existe la log-verosimilitud condicional del proceso

AR(1) como mostramos a continuacion:

2
u
r‘ghjt"

1 E(?) [ 1 1
E || < = |In270” t
\t\<2’n mo’| + 552 <(1+€)2+<1_6)2>,

1
|| < 5 |In 270%| +
(41)

donde (u?) < oo y cuyo valor puede obtenerse de la ecuacién (5),
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entonces se sigue que E |¢;| < K, con

1 ) 1 9 (1+€?)
K = sup {5 |In270%| + — [(3m — 8)€” + 7] ek

neA

< <&
Por la compacidad de A tenemos que K < oo, asi que para todo n € A,

tenemos E[| In4;|] < K < oc.

Lema 3.1 (Score AR(1)-ESN). Si y; es un proceso definido en (25)
de cuatro parametros y con densidad de la innovacion definida en la
ecuacion (3), entonces el score ; =V, (ys, yi—1;n) de dimension 4 x 1,

tiene las siguientes componentes

d 1
g:ﬁ,qﬁ = — (Y, yr—1;7M) = ;yt—lutvta

do
d 1
te = @f(yt,yt_l;n) = Uy,

d u? (11(_00’0)(%) Lo (ut)) | (42)

476 = £€(yt,yt_1;?7) =

?\ (1 (1-¢?
d 1 1
2,5702 = W€<yt7yt—l;n) = _T‘z (1 - ;U?Ut) .

Ademds se cumple que E[l],(no)] = 0.

Prueba. La demostracion es simple, basta con diferenciar (38), para
probar la segunda parte, es decir E[¢,(n9)] = 0 reescribiremos la ecuacién
(39) en una forma mas concisa como mostramos a continuacion:
1 [(dlog(c? u? dv vy du? do™2
(n)=—= dlog(o”) + —;—t + —;—t + vl —— | .
2 dn o2dn  o? dn dn

Al tomar esperanza evaluar 7y y condicionando adecuadamente se prueba

) 1 [dlog(c?) 1 dv 1 du?
E [6;(n0)] = — 3 {d—n + 5k de—nt + Sk Utd_nt

-2
+E (Utuf) CZ—H} =0.

(43)
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Lema 3.2. Bajo los supuestos establecidos en el lema 3.1 se tiene que

E[;(n)] < oo.

Prueba. Previamente notemos que

]E|yt| =

oo
> Puy
§=0

donde ) 77 |¢|’ es finita debido a que |¢| < 1y la E|z| es acotada por

<316 - Blzy| < oo, (44)
j=0

Ez? < 0co. Ademds

E|v| = Ev = < 00, (45)

1—¢2
lo anterior es cierto siempre que ¢ y € estén definidos en intervalos cerra-

dos. Finalmente

Elw| =E|y — ¢y—1 — 0] < E(yr — pyp—1 — 9)2 < 00, (46)

la relacién anterior es cierta debido a que el segundo momento de la ESN
es finito.
Ahora podemos verificar que se cumple la siguiente condicién I |(n)| <

oo. Para cada una de las componentes mostradas en (99) se tiene:

1
E|l 4 = ;]E Yi—1| B Juivi]

1 —E (uil(oo) () | B (il (ui))

A
|

£ |yi—1|
< 00,
vV 2mo?

por la ecuacién anterior se tiene

=2

1
E |€;79’ = ;E |Ut’Ut| < 00,
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Bl ] = % <E (ilcon() | B (vitos (ut))> —1,

(1+¢)? (1—¢)?

nuevamente por la ecuaciéon anterior se sigue el resultado que

1 1y 1
E | .| < 553 (1 + FE\uM) =5
luego como cada componente del score es finito, entonces E |€}(n)| < oco.
[l

Proposicién 3.5 (Matriz de Informacién AR(1)-ESN). Bajo los
supuestos del Lema 3.1 considerando ademds la siguiente condicion E[z7] <
0o. Entonces el hessiano queda definido como 0y = N, Uy, ye-137), la

matriz de informacion Q, = —E (¢}) y ademds se cumple:

1 1 {Oxn Oo2)\cs (22 O
—Z0"(n)=—= = =Q,, 47
=5 (e(,a (20 0 Qe ! (47)

Demostracién. Primeramente diferenciando la ecuacién (43) respecto

a los cuatro parametros se tiene:

. d*In(c?)  u? d*v; v dPul , d*0™?
- — = Y + — +v Vi t
¢ 2 | dndnT o2dndn™ o2 dndn™ dndn™

1 (du? dvy  dv; du? o (dvydo™?  do? du
B A el 48
e <d77 an™ "y dnT e dn dnT - dn dn” (48)

Ly (G0 it o
"\ dn dnT " dn onT )|

Ademas notemos que £ es funcién de un proceso i.i.d. por tanto estacio-
nario y ergédico (Taniguchi y Kakizawa, 2000). Para ocupar el teorema de
ergodicidad (ver por ejemplo Hannan y Deistler (1988, Seccién 4) y mos-
trar que (47) es cierta, necesitamos mostrar previamente que IE || < oo,

es decir, que cada componente de la matriz tiene esperanza finita.
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d>4; d>4; 1 Vi

Y — dNd\T  do?2d\T _ AN t,o2 )\ (49)

t 424 424 " " :
d\do?  do?do? t,\o2 t,0202

Para determinar que la segunda derivada existe, note que E[y? || v E |y;_1]

son finitas.
Ely; 4] = Z ¢2jE[Zt2717j] +2 Z OBz 1Bz 1]
§=0 i<j
E |yt71| = Z ¢j2tflfj < Z ’¢|J ) ]E|Zt717j|
§=0 §=0

donde Y77 % y 3272 6’ son finitas debido a que [¢| < 1y la E|z]
es acotada por Ez? < oo al condicionar los términos en F;_; (F;_; es
la o-dlgebra generada por yo,yi,...,¥—1, la “historia previa” ) puede
62/7/\02 ‘ﬂ,1 = O y que E ‘62:)\)\ |ft71 JE 2,5/’0-20-2 ’-Efl

son finitas. Por tanto al ocupar el teorema de ergodicidad la proposicién

mostrarse que I

es cierta.
La matriz de informacién se encuentra definida en la ecuacién (50)

mostrada a continuacién

15 M1 —il\/’% 0
1 1 =3 0
= o2(1 — ) /j;m 40 \/37 (50)
— V2 —\/—2—7T 30 02
0 0 0o

Es sencillo mostrar que la matriz es definida positiva, para ello usamos
los determinantes de las submatrices, en donde encontramos las siguientes
condiciones que son necesarias i) pg > 0;1ii) pg—pf > 0y iii) (e2—1)3 < 0.
Las cuales son satisfechas para el modelo dado en (43).

m

La Proposicién (3.5) muestra que la matriz de informacion es defi-

nida positiva y posteriormente veremos que las condiciones establecidas
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por Basawa et al. (1976) son verificadas estableciéndose la consistencia

del estimador 7,,.

Proposicién 3.6. Sea yy, s, ...,y, un proceso autorregresivo definido
en (25) con funcion de densidad condicional f(y|Fi—1;m) donde n € A,
un subcongunto abierto de (—1,1) x R x (—=1,1) x R" y F,_1 la o-dlgebra
generada por Yo, Y1, - .., Yi—1. Entonces el EMV 1, de ny es un estimador

débilmente consistente.

Demostracion. Iniciaremos esta prueba mostrando que 7, se obtiene
como una solucién al problema de méax,ea £,(n) con £,(n) definido en
(37). En orden a lo anterior, usaremos que el resultado de consisten-
cia del EMV por Basawa et al. (1976, pagina 262). Necesitamos mos-
trar la convergencia (i) del supuesto A2, de tal forma de asegurar que
K(n)~'¢ (n) & 0. Usando los Lemas (3.1-3.2) se verifica que se cumple
la siguiente condicién E |€}(n)| < oo.

Ahora como #}(n) es ergddico y haciendo K(n) = n se puede aplicar el

Corolario 3.5.1 de Stout (1974) para mostrar que

1
—El C.S. 07
n n(no) -
para el punto (i) del supuesto A2 (Basawa et al., 1976), tenemos que

mostrar que el hessiano es positivo y acotado. Como €2,,, es definido po-

sitivo (Proposicion 3.5) se tiene que para cualquier vector constante x # 0
1 a.s.
- > X" m)x =5 B [x" (no)x]
= —x"Q,,x<0.

Para cualquier 6, sea 0 < T'(6) < 3x”Q,,x. Entonces para todo v > 0,

existe un n; = ny(v) tal que

1 1/
P (‘ T Z x 70! (no)x + x"Q,,x

<F>>1—v,
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para todo n > ny; esto es,

1 1
P <_E ZXT&?(??O)X > §XTQ770X) >1—w,
para todo n > n;. Asi la condicion es cierta.

Para la parte (iii) del supuesto A2 Basawa et al. (1976). Diferenciando

la expresién (48) tenemos

0 = 1] &’In(e?) N d (u}\ dv N ui  d’u

t 2| dnTdndn™  dn® \o?) dnTdn o2?dnTdndn®
d (ﬁ) d*u? Lo d3u? N d (oyu?) - d*o~2
dn™T \o?/ dndn™ = o%2dnTdndn® = dnT dndn™

L do (dddo | dodid V[ d(ddo”
dnT \ dn dn™ = dndnT o? |dnT \ dn dnT

d (do~? dv,

" dnT( dn dnT)}
dv; (do™% du?  du? do™?
dnT( dn dnT” d_ndnT>

d (do=? du? d (du?do
T u T 7 T o7\ T .
dn dn dn dn® \ dn dn

Considerando solo los términos que son de interés y manteniendo en

+

mente que E[y?], E|y;| y Elu| son finitas, consideremos el siguiente com-

ponente
d o d07? d’c™? ([ du? dul ,du
4 - B, 2 200
nT (Utut)dndnT (do22 \"dp a0 " M,

con M matriz de 0’s con un 1 en la posicion My 4.
Asi tomamos la esperanza del valor absoluto para que exista, para cada

componente tenemos

2
dug

E Ut@

B ~ Eluyl(u <0)] | Ele/L(u > 0)]
=28l (-2 )

o2
=4/ —El|y;_1| < oo,
27
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2
duy

E
do

Ut

_ (_E[ut]l(ut <0)]  Egl(u > 0)])
i+ o (=P

Q

=4 ,

™

DO

2 dvt

E |u; I

Eluil(u <0)]  Eluil(u >0)]Y 2
<2(ML )

d3¢(n)

la prueba del resto es similar .. 5|5~
NNk

< oo Vi, g, k

O

Proposicién 3.7 (Normalidad Asintética). Bajo los supuestos de la
Proposicion 3.5 tenemos que la secuencia de estimadores mdzimo verosi-
miles son consistentes y asintoticamente normales. Ademds las matrices

de informacion 2y, y Qag pueden ser estimadas consistentemente por

A 1 1 d?v, dv, du?  du? dv, d?u?
O, — -S| @ o dvedup | oup dv o dTUp
o ; 2020, [dAdAT“t AN dNT AN AT T anaaT
y
. I« 1
Qo‘ = 5 9
T o — uf(vy)?

con Qy, = diag(Qy,,Qs2) donde Qy, y Qg2 son los valores de Qy y Q2

2
0

evaluadas en n = 1.

Demostracién. Verificamos las 3 condiciones siguientes dadas en Ba-

sawa et al. (1976, section 3)

1 n
(i) NG Zég(no) 2 N(0,€,,) Para un no-aleatorio €2, > 0.
t=1

1 n
(ii) - E 0 (no) i —(),,, para un no-aleatorio ,, >0 .
t=1
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(iii) —ZEW )| < M < oo

Parte (i) Necesitamos probar que todos los elementos de la matriz de

covarianzas asintética son finitos €2,,. Notemos que tenemos
(4(m0)€,(m0) " L_Et(ﬂo)‘ i (mo)|:

son tales que max;<; <4 an &(770) d éT (Mo ) = ’ A 770) d ET( 0)| por

donde los indices 1 < ig, jo < 4

equivalencia de norma (Lima, 1981), existe una Constante posmva a tal

que

K;(no)ﬁg(no)T‘ < a|l(no)|*. Entonces todos los elementos de Q,,

son finitos si

2
d (n0) ] < oo para 1 < ¢ < 4. Basados sobre el
i

resultado del Lema 3.1, tenemos

“E } E [yt 1} [utvt] < 09,

E[|6,/"] = E[ v <

_ 1 (41 (oo 0) Ut)} E [uf10,00) ()] (51)
IE) —_4( (1+e)S (1—ep ><oo,

B (160 < 1 (1+ 2B [ulo) + 1E[u;1v§]) < oo,

los elementos de la ecuacién (51) son finitos debido a que los valores

esperados que detallamos a continuacion lo son

o
E [uf]l(,oo,o) (ut)} = 7(1 + 6)3,
2 o’ 3
E [uf1 (0, 400) (ur)] = -5 @ =€)
3 02
E [u?]]-(—oo,O) (ut)} = T(l + 6)5,
3 02

E [t 1 o 100y (we)] = T(l —¢)®.

Por tanto debido a las desigualdades de la ecuacién (51) implican que
los elementos de €2, son finitos. Por tanto aplicando el Teorema 5.15 de

White (1984, pdgina 118) y el Lema 3.1 se tiene el resultado pedido.
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La parte (ii) es probada en Proposicién 3.5.

La parte (iii) fue probada en Proposicién 3.6.

3.2.2. Simulaciones

En las tablas siguientes ilustramos parte de los resultados tedricos ob-
tenidos en nuestro estudio utilizando simulaciones Monte Carlo. Cada
uno de los valores estan basados en N = 1000 repeticiones y los ta-
manos muestrales corresponden a n = 300. Sin pérdida de generali-
dad, el pardmetro de escala ¢ ha sido tomado como 1 . Son mostra-
dos los valores correspondientes a los estimadores de maxima verosi-
militud para el caso normal (arima() del programa R Wiirtz (2004)).
La funcién optim con el método “L-BFGS-B” es dado por Byrd et al.
(1995) el cuél acota el espacio paramétrico este subespacio corresponde a
K = [—0.995,0.995] x [—1000, 1000] x [—0.995,0.995] x [0.05, 100]. Como
valor inicial hemos utilizado para nuestras estimaciones los valores dados
por el estimador de momentos 7),,,,,,. Es claro al observar las estimaciones
que en general los pardmetros de asimetria son levemente sobreestimados
por el método propuesto, por otra parte cuando || > 0.2 se tiene que el

2

parametro o“ es sobreestimado por el método normal subestimado por

el método propuesto.
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Estimadores Teoria ESN

6 =10, 0% =1, e=—0.9 con N = 1000, n = 300
¢ | Pardmetros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB
- 9.9740 6.8e—04  0.0955  0.0057
-0.8 - -0.7977 5.3e—06  0.0033  0.0002
€mi -0.9088 7.7e — 05 0.0052  0.0014
52, 0.9946  2.9e — 05 0.0046  0.0067
- 9.9853 2.1e—04  0.0190  0.0087
-0.5 - -0.4995 2.5e — 07  0.0003  0.0004
€mi -0.90850 7.2e — 05 0.0016  0.0014
52, 0.9956  1.9e — 05 0.0039  0.0067
- 9.9765 5.5e—04  0.0315  0.0133
-0.2 - -0.1988 1.4e—06  0.0003  0.0005
€mi -0.9104 1.1e—04  0.0015  0.0014
52, 0.9935 4.2e — 05 0.0036  0.0067
Estimadores Teoria Normal
-0.8 - -0.7910 8.1e — 05 0.0007
52, 1.3470  1.2e — 01 0.0095
-0.5 - -0.4903  9.4e — 05 0.0015
52, 1.3410 1.2e — 01 0.0088
0.2 - -0.1992  6.4e — 07  0.0019
52, 1.3400 1.2e —01 0.0090
Tabla 4: Estimadores maximo verosimiles para e = —0.9 y ¢ < 0.
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Estimadores Teoria ESN
6 =10, 0% =1, e=—0.9 con N = 1000, n = 300

¢ | Parametros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB

éml 10.0455 | 2.1e — 03 2.4210 0.0246

0.2 ggml 0.2001 | 1.0e — 08 0.0017 0.0005
€ml -0.9098 | 9.6e — 05 0.0072 0.0014

52, 0.9992 | 6.4e — 07 0.0446 0.0067

- 9.9849 | 2.3e — 04 0.4499 0.0451

0.5 ggml 0.4996 | 1.6e — 07 0.0008 0.0004
€ml -0.9094 | 8.8e — 05 0.0096 0.0014

52, 1.0060 | 3.6e — 05 0.0640 0.0067

- 10.0365 | 1.3e — 03 0.5020 0.1269

0.8 &ml 0.7991 | 8.1e — 07 0.0002 0.0001
€ml -0.9106 | 1.1e — 04 0.0038 0.0014

52, 0.9909 | 8.3e — 05 0.0052 0.0067

Estimadores Teoria Normal

0.2 Bt 0.1918 | 6.7¢ — 05 0.0019
52, 1.3380 | 1.1e — 01 0.0091
0.5 - 0.4859 | 2.0e — 04 | 0.0015
G2, 1.3400 | 1.2e — 01 0.0095
0.8 - 0.7862 | 1.9e — 04 | 0.0008
52, 1.3400 | 1.2e — 01 0.0093

Tabla 5: Estimadores maximo verosimiles para e = —0.9 y ¢ > 0.
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Estimadores Teoria ESN
0 =10, 02 =1, = —0.5 con N = 1000, n = 300

¢ | Parametros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB
- 9.9883 | 1.4e — 04 0.0328 0.0223

-0.8 ¢Zml -0.7977 | 5.3e — 06 0.0005 0.0008
Eml -0.5000 | 0.0e 4+ 00 0.0037 0.0055

52, 0.9966 | 1.2¢ — 05 | 0.0044 | 0.0067

- 9.9882 | 1.4e — 04 0.0636 0.0337

-0.5 ¢2ml -0.4993 | 4.9e — 07 0.0011 0.0017
Eml -0.5054 | 2.9e — 05 0.0036 0.0055

52, 0.9943 | 3.2e — 05 0.0038 0.0067

- 9.9930 | 4.9e — 05 0.1182 0.0509

-0.2 ¢2ml -0.1994 | 3.6e — 07 0.0013 0.0022
Eml -0.5027 | 7.3e — 06 0.0035 0.0055

52, 0.9905 | 9.0e — 05 0.0041 0.0067

Estimadores Teoria Normal

-0.8 - -0.7944 | 3.1e — 05 0.0008
52, 1.1080 | 1.2e — 02 0.0061
-0.5 Dt -0.4979 | 4.4e — 06 0.0015
52, 1.1090 | 1.2e — 02 0.0057
-0.2 o -0.2000 | 0.0e +00 | 0.0021
52, 1.1030 | 1.1e — 02 0.0056

Tabla 6: Estimadores maximo verosimiles para e = —0.5y ¢ < 0.
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Estimadores Teoria ESN
6 =10, 0%> =1, e = —0.5 con N = 1000, n = 300

¢ | Parametros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB

- 10.0297 | 8.8 — 04 | 0.2346 | 0.0937

0.2 - 0.1977 | 5.3e — 06 | 0.0012 | 0.0022
€mi -0.5026 | 6.8 — 06 | 0.0036 | 0.0055

52, 0.9945 | 3.0e — 05 | 0.0040 | 0.0067

- 10.0683 | 4.7e — 03 | 0.5257 | 0.1709

0.5 - 0.4968 | 1.0e — 05 | 0.0011 | 0.0017
Eml -0.5021 | 4.4e — 06 | 0.0035 | 0.0055

52, 0.9944 | 3.1e—05 | 0.0037 | 0.0067

O 10.2712 | 7.4e — 02 | 1.6300 | 0.4797

0.8 - 0.7950 | 2.5e — 05 | 0.0006 | 0.0008
Emi -0.4991 | 8.1e—07 | 0.0038 | 0.0055

52, 0.9970 | 9.0e — 06 | 0.0039 | 0.0067

Estimadores Teoria Normal

0.2 - 0.1969 | 9.6e — 06 | 0.0018
52, 1.1090 | 1.2e — 02 0.0059
0.5 - 0.4928 | 5.2e — 05 0.0015
G2, 1.1070 | 1.1e — 02 0.0057
0.8 Bt 0.7906 | 8.8e — 05 | 0.0008
52, 1.1080 | 1.2e — 02 0.0057

Tabla 7: Estimadores maximo verosimiles para e = —0.5 y ¢ > 0.
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Estimadores Teoria ESN
0 =10,02=1,e=—0.2 con N = 1000, n = 300

¢ | Pardmetros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB
- 9.9913 | 7.5e — 05 0.0392 0.0277

-0.8 (iml -0.7972 | 7.8e — 06 0.0007 0.0011
€ml -0.1973 | 7.3e — 06 0.0047 0.0071

52, 0.9913 | 7.6e — 05 0.0041 0.0067

- 9.9892 | 1.2e — 04 0.0854 0.0406

-0.5 ¢2ml -0.4992 | 6.4e — 07 0.0015 0.0024
Eml -0.2044 | 1.9e — 05 0.0045 0.0071

52, 0.9909 | 8.3e — 05 0.0039 0.0067

- 10.0105 | 1.1e — 04 0.1428 0.0600

-0.2 (/Sml -0.2014 | 2.0e — 06 0.0018 0.0030
€ml -0.2032 | 1.0e — 05 0.0046 0.0071

52, 0.9956 | 1.9e — 05 0.0038 0.0067

Estimadores Teoria Normal

-0.8 Gt -0.7972 | 7.8e — 06 | 0.0008
52, 1.0110 | 1.2e — 04 | 0.0045
-0.5 - -0.4989 | 1.2e — 06 | 0.0016
5%; 1.0120 | 1.4e — 04 0.0042
0.2 o -0.2020 | 4.0e — 06 | 0.0019
52, 1.0160 | 2.6e — 04 | 0.0042

Tabla 8: Estimadores maximo verosimiles para e = —0.2 y ¢ < 0.
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Estimadores Teoria ESN
0 =10,0%=1,e= —0.2 con N = 1000, n = 300

¢ | Parametros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB
éml 10.0620 | 3.8e — 03 0.3403 0.1087

0.2 ggml 0.1955 | 2.0e — 05 0.0019 0.0030
€mi -0.1996 | 1.6e — 07 0.0045 0.0071

52, 0.9945 | 3.0e — 05 0.0041 0.0067

éml 10.0822 | 6.8e — 03 0.5863 0.1962

0.5 ggml 0.4961 | 1.5e — 05 0.0013 0.0024
€mi -0.2001 | 1.0e — 08 0.0045 0.0071

52, 0.9973 | 7.3e — 06 0.0042 0.0067

O 10.3280 | 1.1e — 01 | 2.0920 | 0.5462

0.8 (ﬁml 0.7935 | 4.2e — 05 0.0008 0.0011
€mi -0.1992 | 6.4e — 07 0.0080 0.0071

52, 0.9972 | 7.8e — 06 0.0042 0.0067

Estimadores Teoria Normal

0.2 Bt 0.1952 | 2.3e — 05 0.0020
52, 1.0140 | 2.0e — 04 | 0.0045
0.5 - 0.4964 | 1.3e — 05 0.0014
G2, 1.0170 | 2.9e — 04 | 0.0045
0.8 Bt 0.7931 | 4.8e — 05 | 0.0008
52, 1.0170 | 2.9e — 04 | 0.0043

Tabla 9: Estimadores maximo verosimiles para e = —0.2 y ¢ > 0.
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Estimadores Teoria ESN
0 =10,02=1,e=0.2con N = 1000, n = 300

¢ | Pardmetros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB
- 9.9891 | 1.2e—04 | 0.0395 | 0.0259

-0.8 - -0.7973 | 7.3e — 06 | 0.0008 | 0.0011
Emi 0.2013 | 1.7e — 06 | 0.0060 | 0.0071

52, 0.9955 | 2.0e — 05 | 0.0047 | 0.0067

- 9.9901 | 9.8¢—05 | 0.0728 | 0.0353

-0.5 - -0.4978 | 4.8 — 06 | 0.0014 | 0.0024
Emi 0.2033 | 1.1e—05 | 0.0046 | 0.0071

52, 0.9964 | 1.3e — 05 | 0.0043 | 0.0067

O 10.0214 | 4.6e — 04 | 0.1266 | 0.0493

-0.2 - -0.2021 | 4.4e — 06 | 0.0018 | 0.0030
€mi 0.2028 | 7.8 — 06 | 0.0044 | 0.0071

52, 0.9955 | 2.0e — 05 | 0.0042 | 0.0067

Estimadores Teoria Normal

-0.8 éml -0.7968 | 1.0e — 05 0.0008
6?71[ 1.0140 | 2.0e — 04 0.0042
-0.5 émz -0.4972 | 7.8e — 06 0.0015
52, 1.0170 | 2.9e — 04 0.0046
0.2 o -0.2023 | 5.3e — 06 |  0.0019
62, 1.0160 | 2.6e —04 | 0.0044

Tabla 10: Estimadores maximo verosimiles para e = 0.2y ¢ < 0.
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Estimadores Teoria ESN
0 =10,0%=1,e=0.2 con N = 1000, n = 300

n | Parametros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB
éml 10.0487 | 2.4e — 03 0.2899 0.0847

0.2 ggml 0.1965 | 1.2e — 05 0.0019 0.0030
€mi 0.2036 | 1.3e — 05 0.0044 0.0071
52, 0.9911 | 7.9e — 05 0.0041 0.0067
O 10.0751 | 5.6e — 03 | 0.5812 | 0.1482

0.5 qgml 0.4962 | 1.4e — 05 0.0015 0.0024
€mi 0.2020 | 4.0e — 06 0.0040 0.0071
52, 0.9937 | 4.0e — 05 0.0039 0.0067
Ot 10.3684 | 1.4e — 01 | 1.8360 | 0.4022

0.8 &ml 0.7924 | 5.8 — 05 0.0008 0.0011
€mi 0.2014 | 2.0e — 06 0.0053 0.0071
52, 0.9972 | 7.8e — 06 0.0049 0.0067
Estimadores Teoria Normal

0.2 ¢2ml 0.1963 | 1.4e — 05 0.0019
&72nl 1.0110 | 1.2e — 04 0.0044

0.5 ggml 0.4960 | 1.6e — 05 0.0016
&fnl 1.0140 | 2.0e — 04 0.0042

0.8 o 0.7917 | 6.9¢ — 05 | 0.0008
52, 1.0170 | 2.9e — 04 | 0.0047

Tabla 11: Estimadores maximo verosimiles para e = 0.2y ¢ > 0.
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Estimadores Teoria ESN
0 =10,02=1,¢e=0.5con N = 1000, n = 300
¢ | Pardmetros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB
- 9.9873 | 1.6e— 04 | 0.0276 | 0.0191
-0.8 - -0.7975 | 6.3e — 06 | 0.0005 | 0.0008
€mi 0.5016 | 2.6e — 06 | 0.0039 | 0.0055
52, 0.9954 | 2.1e — 05 0.0040 | 0.0067
- 9.9986 | 1.9e — 06 | 0.0588 | 0.0242
-0.5 - -0.4996 | 1.6e — 07 | 0.0012 | 0.0017
€mi 0.5020 | 4.0e — 06 | 0.0039 | 0.0055
52, 0.9927 | 5.3e — 05 0.0044 | 0.0067
Oy 10.0111 | 1.2e — 04 | 0.0917 | 0.0318
-0.2 (/Sml -0.2011 | 1.2e — 06 0.0014 0.0022
€mi 0.5029 | 8.4e—06 | 0.0036 | 0.0055
52, 0.9902 | 9.6e — 05 0.0041 | 0.0067
Estimadores Teoria Normal
-0.8 Gt -0.7927 | 5.3e — 05 0.0007
52, 1.1070 | 1.1e — 02 0.0058
-0.5 - -0.4999 | 1.0e — 08 | 0.0015
52, 1.1050 | 1.1e — 02 0.0057
0.2 o -0.2016 | 2.6e — 06 | 0.0019
52, 1.1030 | 1.1e — 02 0.0055
Tabla 12: Estimadores maximo verosimiles para e = 0.5y ¢ < 0.
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Estimadores Teoria ESN
9 =10,02 =1, =05 con N = 1000, n = 300

¢ | Parametros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB
éml 10.0194 | 3.8e — 04 0.1908 0.0508

0.2 ggml 0.1985 | 2.3e — 06 0.0014 0.0022
€mi 0.5023 | 5.3e — 06 0.0039 0.0055
52, 0.9931 | 4.8e — 05 0.0039 0.0067
éml 10.0208 | 4.3e — 04 0.3470 0.0852

0.5 ggml 0.4986 | 2.0e — 06 0.0010 0.0017
€mi 0.5002 | 4.0e — 08 0.0034 0.0055
52, 0.9931 | 4.8e — 05 0.0040 0.0067
O 10.2638 | 7.0e — 02 | 1.1330 | 0.2224

0.8 &ml 0.7943 | 3.2e — 05 0.0005 0.0008
€mi 0.5006 | 3.6e — 07 0.0034 0.0055
52, 0.9950 | 2.5e — 05 0.0043 0.0067
Estimadores Teoria Normal

0.2 ¢2ml 0.1960 | 1.6e — 05 0.0019
52, 1.1060 | 1.1e — 02 0.0055

0.5 ggml 0.4948 | 2.7e — 05 0.0015
52, 11050 | 1.le—02 | 0.0058

0.8 - 0.7893 | 1.1e — 04 |  0.0008
&2, 1.1060 | 1.le—02 | 0.0056

Tabla 13: Estimadores maximo verosimiles para e = 0.5y ¢ > 0.
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Estimadores Teoria ESN
0 =10,02=1,¢e=0.9con N = 1000, n = 300
¢ | Pardmetros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB
- 10.0122 | 1.5e — 04 | 0.0073 | 0.0045
-0.8 - -0.7994 | 3.6e — 07 | 0.0001 | 0.0002
€mi 0.9120 | 1.4e—04 | 0.0015 | 0.0014
52, 0.9934 | 4.4e — 05 0.0041 | 0.0067
- 10.0171 | 2.9e — 04 | 0.0353 | 0.0052
-0.5 - -0.4989 | 1.2e — 06 | 0.0004 | 0.0004
€mi 0.9171 | 2.9e—04 | 0.0158 | 0.0014
52, 0.9919 | 6.6e — 05 0.0049 | 0.0067
- 9.9991 | 7.7e — 07 | 0.0224 | 0.0062
-0.2 - -0.1980 | 4.0e — 06 | 0.0006 | 0.0004
€mi 0.9118 | 1.4e —04 | 0.0064 | 0.0014
52, 0.9907 | 8.6e — 05 0.0044 | 0.0067
Estimadores Teoria Normal
-0.8 Gt -0.7909 | 8.3e — 05 0.0007
52, 1.3440 | 1.2e — 01 0.0098
-0.5 - -0.4889 | 1.2e — 04 | 0.0015
52, 1.3370 | 1.1e — 01 0.0093
0.2 Bt -0.1964 | 1.3e — 05 | 0.0020
52, 1.3360 | 1.1e — 01 0.0103
Tabla 14: Estimadores maximo verosimiles para e = 0.9y ¢ < 0.

29




Estimadores Teoria ESN
0 =10,02=1,¢e=0.9con N = 1000, n = 300

¢ | Parametros | Media | (Sesgo)? | Varianza | MVB
- 10.0047 | 2.2e — 05 0.0438 0.0087

0.2 ggml 0.2005 | 2.5e — 07 0.0003 0.0005
€ml 0.9092 | 8.5e — 05 0.0013 0.0014

52, 0.9963 | 1.4e — 05 0.0040 0.0067

- 10.0178 | 3.2e — 04 0.0748 0.0132

0.5 ggml 0.4998 | 4.0e — 08 0.0003 0.0004
€ml 0.9116 | 1.3e — 04 0.0016 0.0014

52, 0.9885 | 1.3e — 04 0.0038 0.0067

- 10.0653 | 4.3e — 03 0.2523 0.0314

0.8 &ml 0.7987 | 1.7e — 06 0.0001 0.0002
€ml 0.9095 | 9.0e — 05 0.0017 0.0014

52, 0.9951 | 2.4e — 05 0.0041 0.0038

Estimadores Teoria Normal

0.2 Bt 0.1913 | 7.6e — 05 0.0019
52, 1.3440 | 1.2e — 01 0.0099
0.5 - 0.4869 | 1.7e — 04 0.0014
G2, 1.3340 | 1.1e — 01 0.0092
0.8 - 0.7864 | 1.8 — 04 | 0.0008
52, 1.3440 | 1.2e — 01 0.0098

Tabla 15: Estimadores maximo verosimiles para e = 0.9y ¢ > 0.
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3.2.3. Aplicacion

En esta seccion mostramos un ajuste a datos que presentan una asi-
metria mediante el modelo AR(1) estudiado en las secciones precedentes.
Los datos fueron tomados del sitio web de Hyndman (2006, librerfa de
series de tiempo) y corresponden a promedios mensuales en la produccién
de granos (74 observaciones), si se quiere méas detalles de la fuente de los
datos pueden revisarse en Andrews y Herzberg (1985).

El modelo que consideramos es el siguiente
Y, = 0+ oY1+ uy, t=0,...,n. (52)

Un analisis descriptivo nos permite ver en la Figura 7 que los datos
presentan una distribucién asimétrica y el proceso es parecido a un AR(1)

de acuerdo a la funcién de autocorrelacion serial y parcial.

Estimadores MV Estimadores Teoria Normal
parametros | varianza | valor-t | parametros | varianza | valor-t
) 0.407 0.0103 | 4.010 0.359 0.0100 | 3.590
o? 0.213 0.0012 | 6.149 0.224 0.0014 | 5.987
0 0.751 0.0441 | 3.576
€ -0.261 0.0013 | -7.239

Tabla 16: Estimacion por Maxima Verosimilitud.

En los ajustes mostrados en la Tabla 16 podemos observar que la
estimacion del parametro autorregresivo y de escala son similares al con-
siderar el modelo ESN y el Normal. Ademés podemos ver la significancia
del parametro de asimetria al dividir la estimacion por su desviacién
estandar.

Realizamos un segundo ajuste, pero en datos con asimetria a la izquier-
da para estudiar la estimacion del parametro de asimetria. Estos datos
también fueron obtenidos del sitio web de Hyndman (2006, libreria de
series de tiempo) y corresponden a cambios trimestrales en inventarios

de negocios (billones) entre los anos 1955-1969. La fuente més especifica
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Figura 7: Promedios Mensuales en la Producciéon de Granos.
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se encuentra en Pankratz (1983). Un andlisis descriptivo andlogo a como
lo hacemos anteriormente nos permite ver (Figura 8) que los datos pre-
sentan asimetria y dependencia. Nuevamente modelamos por un proceso
autorregresivo y obtenemos los resultados en la Tabla 17, en donde ob-
servamos que el pardametro de asimetria es significativo y en magnitud
es mayor al estimado en el ejemplo anterior, esto permite visualizar que
la estimacién del pardmetro de escala (o) se ve afectada por la magni-
tud del parametro de asimetria, por tanto si consideramos el modelo con
la estimacién MV normal, tendriamos una sobreestimacién y una mayor

variabilidad en el parametro de escala.

Estimadores MV Estimadores Teoria Normal
parametros | varianza | valor-t | parametros | varianza | valor-t
) 0.743 0.0019 | 17.046 0.690 0.0089 | 7.314
o? 10.837 3.9812 | 5.431 11.032 4.0566 | 5.477
0 6.248 0.5052 | 8.790
€ 0.821 0.0122 | 7.433

Tabla 17: Estimacién por Méxima Verosimilitud.
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Capitulo 4

Estimacion:

Dominio Espectral

En este capitulo proponemos estimar los parametros del proceso auto-
rregresivo de primer orden con innovaciones ESN(#, 0, €) mediante una
técnica introducida por Terdik (1999), la cudl es basada sobre una fun-
cional que depende del espectro y el biespectro del modelo. Usualmente
los métodos para estimar los parametros estan basados sobre las cova-
rianzas como las ecuaciones de Yule-Walker o el espectro, ver los libros
de Brockwell y Davis (1991), Priestley (1981) y Anderson (1971). Estos
son llamados métodos gaussianos debido a que ellos hacen solo uso del
segundo orden de la informacion. La idea de estimacion gaussiana en el
segundo orden nos lleva esencialmente a método sugerido por Whittle
(1953). Las propiedades de este tipo de estimacién son estudiadas por
Dzhaparidze (1986), entre otros. La incorporacion del tercer orden del
espectro (biespectro) es dada por Brillinger (1981) como una forma de
estimar los parametros del modelo. La estimacion del pardmetro de una
serie de datos no-gaussiana es construida por Terdik (1999, Capitulo 4)
mediante la minimizacién de un funcional basada en el espectro y biespec-
tro tedrico y estimado. Un supuesto de la técnica es que los pardmetros
de distribucién de las innovaciones no dependen del parametro desco-
nocido a estimar, para nosotros es de interés estimar este pardametro no

considerado en Terdik ya que nos entrega la asimetria del modelo.
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4.1. Densidad espectral

En los capitulos anteriores hemos considerado la serie y;, descrita como
en términos de la secuencia de innovaciones z; en modelos de la forma

(Teorema de Wold):

Y=+ > Ukzk, (53)

k=0

en donde el valor de la serie se concentra en algunos puntos discretos del
eje temporal (dominio temporal). Un aspecto de este tipo de representa-
cién es que la informacién queda concentrada en las autocovarianzas
para diferentes rezagos, con lo cudl se resume el comportamiento de la
serie en estudio. Este enfoque es desarrollado en el libro de Box y Jenkins
(1970).

El otro enfoque por el cudl se trata una serie de tiempo es conocido
como el dominio de la frecuencia, este consiste en mostrar las componen-
tes de la senal segun la frecuencia a la que oscilan en un rango deter-
minado. Para comprender mejor esto, nos basaremos en el teorema de
representacion espectral tratado en el libro Priestley (1981, Capitulo 4),
este nos dice que cualquier proceso estacionario puede ser representado
como una suma infinita, ponderada de funciones periédicas (ortogonales)
de la forma cos(At) y sin(At), donde A es la frecuencia angular particular.

Asi la representacion espectral de la serie {y;}:

Y= p+ /07r u(A) cos(At)d\ + /va()\) sin(At)dA,

en donde u(A) y v(A) son variables aleatorias no correlacionadas de media
cero y varianza o finita. En este enfoque las funciones seno y coseno son
las piedras fundamentales sobre las que se construyen todas las funciones
periodicas, a través de combinaciones lineales de las mismas.

El objetivo es determinar como los ciclos mas importantes asociados

a distintas frecuencias dan cuenta del comportamiento de la serie en
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cuestion. En este caso, el estudio de la serie se realiza en el dominio de la
frecuencia o también se dice que se hace el andlisis espectral de la serie.

El analisis de los procesos estacionarios por medio de su represen-
tacion espectral es frecuentemente referido como el andlisis de serie de
tiempo en el “dominio de la frecuencia”. Esto es equivalente al andlisis
en el “dominio del tiempo”, basado sobre la funcién de autocovarianzas,
pero nos provee de una manera alternativa de mirar el proceso la cual
tiene interpretaciones en areas de la ingenieria.

Los dos enfoques no son excluyentes (como veremos en las subseccio-
nes siguientes), sino que se complementan. Las caracteristicas del proceso
pueden ser bien descritas mediante cualquiera de las dos, sélo que algu-
nas caracteristicas se describen mas facilmente en un dominio y otras en

el otro.

4.2. Densidad espectral del proceso lineal

Asi como en el dominio del tiempo las autocovarianzas -, resumen el
comportamiento de la serie en estudio, el espectro poblacional o la funcion
de densidad espectral resume los aspectos mas relevantes de la serie. Si
consideramos el filtro lineal (53) y requerimos que los cumulantes de z;
existan hasta el orden k£ y sea invariante frente a traslaciones, entonces

y; es estacionario de orden k y el espectro Sy, de y, estd dado por:

Sa(w) = Say(u) = |¥(u)]*Sa.z (u).

donde ¥ (u) es la funcién de transferencia de este operador lineal, evalua-
da en el complejo u = exp (—i27w) y w es la frecuencia y puede tomar
cualquier valor en el rango (0, 1).

En particular, cuando los z;s son independientes e idénticamente dis-

tribuidos el espectro del proceso z; es constante. Asi

Sa(w) = Say(u) = 02|V (u)[”.
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4.2.1. Propiedades del espectro
(i) El espectro es una funcién de w, no negativa, continua y real.

(ii) El espectro es simétrico alrededor de w = 0, de esta forma Sy, (u) =

So4(W) (conjugado).

(iii) El espectro es una funcién periédica de w, asi conociendo cualquier
valor de w € (0, 1), implica conocer Ss,(u) para cualquier valor de

w.

(iv) El espectro es una especie de funcién generatriz de autocovarianzas,
y puede verse como la descomposicién de la varianza de la serie por

frecuencias. El area bajo el espectro en el intervalo (0, 1).

4.3. Densidad biespectral del proceso lineal

La densidad biespectral se define como:

Sy (ur, uz) = Cum(20, 20, 20) W (u1) W (ug) W (uy uy '),

(54)
Ssy(ur, uz) = pz W (ug) W (ug) V(g uy ),

donde w; = exp (—i27w;), con i = 1,2 , Cum(zo, 29, 20) corresponde al
cumulante de tercer orden y us3 corresponde al tercer momento central
de la innovacion z;.

Mientras el espectro es real y no negativo, el biespectro tiene valores
generalmente en los complejos. Esto sigue las siguientes propiedades de

simetria,



Estas ecuaciones implican que hay 12 triangulos de frecuencias en el
plano, ver Figura 9, cada uno de los cuales puede ser considerado como
un dominio base para el biespectro esto deja especificado completamente
el plano entero si es determinado por alguno de los doce tridngulos. Tra-
bajaremos con el triangulo de vértices (0,0), (1/2,0), (1/3,1/3) como el

dominio base del biespectro.

i

Figura 9: Regiones de simetria del biespectro.

Ejemplo 4.1. Para el caso particular del proceso AR(1) con innovaciones

ESN, la densidad espectral es la siguiente

Say(w) = o7|(1 — ge™™™)| 72, (55)
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donde w € (0,1) y 0% = é [(3m — 8) €* + 7] con o ye los pardmetros de
escala y asimetria respectivamente del proceso ESN.

En la Figura 10 podemos ver como es afectada la densidad espectral
cuando es modificada la asimetria de la innovacién. La densidad espectral

no puede distinguir el signo de la asimetria solo puede diferenciar por

magnitud.
Espectro AR(1)
_ — 1€=0.8
5 — 1©&=05
— 1&=0
4 —]
3 —]
2 —
1 —]
I I
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 10: Densidad Espectral para el Proceso AR(1).

Lo anterior quiere decir que el mismo efecto seria provocado si conside-
ramos innovaciones con distribucién normal y modificamos la varianza

levemente, por tanto la densidad espectral no nos permite distinguir el
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parametro de asimetria. Este hecho es debido a que el espectro esta ba-
sado en el segundo momento de la distribucién. Para poder obtener la
asimetria necesitamos estudiar momentos de orden superior, para ello
nos basaremos en el biespectro el cual se basa en el tercer momento del
proceso estacionario y con ello podremos estimar la asimetria de nuestro
modelo.

La densidad biespectral de la ecuacién (54) para el proceso AR(1) es:

S (wr,wz) = iz { (1= pe 1) (1 — ge™2m0) (1 — g2t} 71

donde p3 = %((5W —16)e? — 7r) es el tercer momento central de la

ESN. Para la estimacién usaremos la densidad biespectral estandarizada,

dada por

SS,y(wth) = \/E(l - ¢2)3/2 {(1 - Cbe_i%wl)
x (1 o ¢67i27rw1>(1 . ¢ei27r(w1+w2))}—1,

donde /[ es el coeficiente de asimetria de la innovacién ESN(6, o, €).
Los siguientes ejemplos ilustran como cambia el biespectro estandari-
zado al modificar el pardmetro ¢ y € los cuales hacen completamente
distinguible en comparacion con el espectro. Los graficos mostrados en
las Figuras 11-14 muestran al biespectro descompuesto en la parte real
(grafico superior) y en la parte imaginaria (gréficos inferior). Como ve-
mos al cambiar los signos de los parametros de asimetria y del proceso
autorregresivo obtenemos biespectros positivos o negativos en sus partes
reales e imaginaria.

Para la Figura 11 la parte superior utiliza ¢ = 0.5 y € = 0.5, la inferior
¢ = —0.5 y e = 0.5. Para la Figura 12 la parte superior utiliza ¢ = 0.5
y € = —0.5, la inferior ¢ = —0.5 y € = —0.5. Estos graficos muestran el
biespectro descompuesto en la parte real (gréficos a la izquierda) y parte

imaginaria (graficos a la derecha).
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Figura 11: Biespectro del proceso AR(1) con ¢
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Parte Real del Bispectro
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Figura 12: Biespectro del proceso AR(1) con ¢ = —0.5y e= 0.5.

73



Parte Imaginaria del Bispectro
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Figura 13: Biespectro del proceso AR(1) con ¢ = 0.5y ¢ = —0.5.

74



Parte Real del Bispectro
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Figura 14: Biespectro del proceso AR(1) con ¢ = —0.5y € = —0.5.
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4.4. Estimacién de la densidad espectral

Sean xg, 1, . . ., £7_1 una realizacion de un proceso estacionario de media
i, con momento de orden p (p > 2) finito y funcién de autocovarianza

v(s). Los estimadores usuales de p y v(s), son respectivamente:

8|

[
~
L

T,

N =
-
=

S
—
i

|

(2 = Z)(X4qps) — @) s=0,£1,£2,...,£(T - 2).

el

(s) =

t=

o

Un estimador usual de Ss , (w) es el periodograma Iy (w) introducido por
Schuster (1898) y definido por:

2

)

1 — 1 |
Lr(w) = ?dT(w)dT(w) =7 ‘Zyte—mm

donde yy =2, — T, dp(w) = ZtT;Ol yrexp{—it2rw} y 0 <w < 1.

El cual es asintéticamente insesgado para Ss , (w), pero no es un estimador
consistente ( Grenander (1951) mostré que no converge cuando 7' — o0).
Una técnica inicial para obtener una estimacién espectral consistente
ha sido promediar el periodograma (Bartlett, 1950). Esta técnica fue
mejorada por Welch (1967) y es el método que utilizaremos mas adelante
para realizar nuestras estimaciones.

De forma analoga un estimador de S3,(w) es el biperiodograma I3r(w)
definido por

1 -
IBT(W17W2) = —dT(wl)dT(wz)dT(w1 +w2)
T

_ % Z yte—itQle Z yte—it27rw2 Z yteitQTr(wl—i-wg)'
4.4.1. Suavizamiento del periodograma

Para ilustrar en que consiste el método que aplicaremos, consideraremos
una secuencia de N observaciones {y,})*5!, descomponemos la secuencia

en K subsecuencias ygr), donde el superscript r especifica los segmentos o
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intervalos de los datos observados, cada subsecuencia tiene una cantidad
de L muestras (stretches) y estdn espaciadas por M observaciones | M
se relaciona con la superposicién (overlapping) si M = L entonces el
solapamiento es cero y tenemos K = N/L muestras|, este M corresponde

a una fracciéon de L . Asf ygr)

Ys ys-‘y-(T‘—l)M) 1<r< K’

se relaciona con y; de la siguiente forma:

con K correspondiente al nimero de subsecuencias que son usadas en
la estimacién de la densidad espectral. A cada una de las secuencias ygr)

aplicamos el suavizamiento y calculamos la FF'T (Fast Fourier Transform)

Yo(k) =)y Wip(s) exp {—i2ms fi}, (57)

donde Wi (+) es una ventana apropiada de suavizamiento Apéndice A. La

cantidad Io,.(fx) llamada periodograma, la calcularemos de la siguiente

manera:
Y, (k)2
I27°<fk) ) (58)
> oo WiL(g(s))
donde

fr= 7= frecuencias. (59)

La Densidad Espectral Estimada Sar(fx) es calculada como:

1 YF Yk

Sor(fr) = Z@h 2t V2 (0) (60)

Ky Wig(s)
Asi la densidad espectral estimada es una suma ponderada de cada uno

de los periodogramas de subsecuencias individuales.

Ejemplo 4.2. Tlustracion en el caso AR(1) Por defecto la ventana de
suavizamiento por MATLAB (comando SPECTRUM ) es la de Hanning,
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la cudl mostramos en la Figura 17. Al aplicarla al proceso AR(1) en
el intervalo (0,0.5) y compararla al espectro tedrico (55) vemos como
ajusta el suavizamiento que mostramos en la Figura 15 con N = 512,
M=L=64y K=8.

Estimacion Espectral
45 T \ T

251 1

15F h

0.5 i

0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Figura 15: Suavizamiento del Espectro Usando la Ventana de Hamming.

Extendemos la técnica de Welch para el Biperiodograma.

4.4.2. Suavizamiento del biperiodograma

Para el caso de la densidad biespectral , consideramos yé” como la subse-

cuencia de y; al igual que en la seccién anterior. Cambiamos la expresién

anterior de Y,.(k) por la siguiente:
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L-1

Yo(k)=> y{" exp{—i2msk/L}. (61)

s=0
El tnico cambio estd en que no consideramos la ventana . La cantidad

I3.(frys fr,) la llamamos biperiodograma y la calculamos de la siguiente

forma:
1 -
L3 (frys fro) = ZYS(kl)K(kz)Ys(h + ka), (62)
donde
fr, = f = frecuencias, 1= 1,2. (63)

La densidad biespectral estimada Ssr(fx,, fx,) es calculada como

K-1K-1
1

Ssr(fins fra) = 525 DD Warlgi(kr), ga(ka)) * I (firs fro)s  (64)

k1=1ko=1

el simbolo * denota convolucion.

4.5. Proceso AR(1) con innovaciones ESN

Consideremos el proceso autorregresivo definido de la siguiente forma:

i 4
Y = QY1 + 2z, con {z} S ESN(\/%v o, 6) (65)
donde
2
21 _ O Q)2 _ 2
Elz] = - ((37T 8)e —|—7T> oz, (67)
203\/56
E[Z?] = W((E)?T — 16)62 — 7'(') = Us3. (68)

La funcién de autocovarianza esta dada por:
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e¢] oo

¢k

106 = Blywens] = B D 0553 dauni| =0l T (69)

§=0 i=0

La densidad espectral viene dada por:

2
=0,

gb(@ﬂﬂw) B 1 — ¢6—i27rw

Say(w) =02

y la densidad biespectral

)

S3’y(w1’w2) _ 'u3(1 . ¢e—i27rw1>—1(1 . ¢€—i27rw2)—1(1 . ¢6i27r(w1+w2))—1.(70)

Ejemplo 4.3. Consideramos el proceso AR(1) con innovaciones ESN,

donde:

flw) = 0?1 = ge=|

(71)

con o2 definido segiin la ecuacién (43), podemos considerar la Figura 16

con tamano muestral n = 500.

Notamos que al suavizar el periodograma se obtiene una estimaciéon muy

cercana al espectro tedrico.
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Estimacion de la Densidad Espectral
Utilizando Ventana de Daniell

...........................................................................................................

o .
N
— densidad espectral teorica
""" densidad espectral estimada
o.
N
0w 9-
e
o
c
[
3
[S]
<
r 9.
o -
o -

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Densidad Espectral
M=12 phi=0.8 sigma=1 epsilon=0.5 n=500

Figura 16: Estimacién del espectro usando la ventana de Hamming.

4.6. Estimacion mediante espectro y biespectro

Terdik utiliza el espectro y biespectro para estimar los parametros del

modelo minimizando las siguientes funcionales:

BlT SQ(blk:ae)_SQT(blk) 2
) = —— , 72
@) = 35 (Foaa ) (72)
bir€ Al
B2 |55 (Do bat, 0) — Sz (bam, bay)|2
6 — 2T mo ) mo 7 73
Qur(6) 3 . § S5 (Do, 0) S5 (bt 8)Sa (Do + bay, 0) (73)
2m ;021 2

De forma conjunta

Qr(0) = p1Qor + ©1Qsr

Donde by es igualmente espaciado en [0,1) con ancho de banda Bir

como también las frecuencias by, por ancho de banda Bop, p1 € (0,1),
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g1 = 1 —p;1 y las constantes (3; y 32 son las medidas de Lebesgue de A; y
A, respectivamente. Ademds A; C (0,1/2) y Ay corresponde al tridngulo
con vértices (0,0),(1/2,0) y (1/3,1/3).

4.7. Aplicacién al caso AR(1)

Considerando el modelo definido en (65), y la densidad Espectral dada en
(71) y la biespectral en (70) debemos minimizar las expresiones mostradas
n (72) y (73).

Tenemos que

Qar(0) = Bir Z <82(b17 0) — S2T(b1k)>27

51 bypEN; SQ(bUWQ)
BlT (bl ) imbe 12 2
= — 1 — 1— 12701k 74
5 2 (- e e
1k 1
Qsr(0) = BST |S3(bams bar, 0) — S (b, bar)|?
B2 So(bam, 0)S2(bar, 0)S2(bay, + by, 0)’
(bam,bai)EA2

B3
B 5205

|,u3 [q)(ei%me)q)(eizwbgl)q)(e—izw(bzﬂrbzm)ﬂ*1 _ SsT(bzm, b2z)|2
| (ei2mbam )| =2| P (ei2mba) | =2| P (2 (bar-+b2m) )| —2 ’

<D

(b2rm ,b2;)EA2

_ By
a 5202
5 Z B — S (o, boy ) B (€272 ) D (Ei27b21) P (= i2m (bartbam) ) 12

3/2 )
(b2m ,bar)EA2 0z

(75)

Donde /f3; es el coeficiente de skewness segin la notacién de Fisher, y
este solo contiene informacion del pardametro € de asimetria.
La forma que hemos utilizado al estimar nuestro modelo consiste de dos

partes
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(a) Primeramente centramos los datos y utilizamos la ecuacion (74) es-

timando ngS y 62

(b) Estandarizamos los datos lo cuél elimina o, de la ecuacién (75) da-

mos el valor de ¢ como conocido y estimamos la asimetria del mo-

delo.

(c) Una vez obtenida la asimetria podemos estimar el pardmetro de es-

cala de la innovacién o y la localizacion del proceso 6.

El método anterior fue utilizado en vista que al estimar en forma con-
junta el espectro y biespectro, se encontraban subestimaciones de los

parametros.

4.8. Simulaciones

Aqui incluimos algunas simulaciones del método, se tomo una muestra

de tamano muestral N = 512, replicindose M = 1000 veces.

Valor Tedrico | Valor Estimado | Sesgo? | ECM
0 10 9.5479 | 0.2044 | 1.2817
0] 0.5 0.4902 | 0.0001 | 0.0046
o 5.0 4.4493 | 0.3033 | 0.4473
€ 0.5 0.4875 | 0.0002 | 0.0223
6 10 9.3147 | 0.4697 | 1.3605
o) -0.5 -0.4886 | 0.0001 | 0.0041
o 5.0 4.4574 | 0.2944 | 0.4119
€ 0.5 0.4752 | 0.0006 | 0.0188
0 10 10.9410 | 0.8854 | 5.8165
o) 0.5 0.4863 | 0.0002 | 0.0046
o 5.0 4.4502 | 0.3022 | 0.4437
€ -0.5 -0.4893 | 0.0001 | 0.0221

Tabla 18: Innovacién ESN, ¢ = 0.5y € = 0.5.

Podemos observar que la estimacién de los parametros ¢ y € tiene poca

variabilidad y tiene poco sesgo al contrario de los otros dos parametros
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0 y 0% donde la estimacién es mas sesgada y por tanto tiene un error

cuadratico mayor.

4.9. Proceso AR(1) estandarizado

En esta seccién trabajamos con la serie estandarizada pues como ob-
servamos en las simulaciones realizadas en la Tabla 4.8 se obtiene una
mayor eficiencia al tomar el modelo de esta forma. Detallamos los célculos
intentando establecer un teorema central del limite tal como lo hicimos
en el capitulo precedente.

Detallamos los pasos a seguir para estandarizar el proceso autorregre-
sivo. Comenzamos con el modelo siguiente

iid
Y=Y+ 2z, 2~ ESN(@O, 0¢).

ahora centramos la serie sustrayendo la media

v — Ely = éy—1 — Ely + 2,
= oyi—1 — OE[yi—1] + OE ] — Elye] + 2,
(1—=9¢B)(y: — Ely]) = 2 — Elz],

dividimos la ecuaciéon anterior por la desviacion estandar

oW —Ely])  a— Elz]
Hoob) Var(y Varly]

(y:—El[y:]) _ a—Ea]

Llamemos a z; = SV arly] v wy m

Asi x; = ¢pwy_ +wy, con  wy ud ESN(6*,0%€)

donde E[wy = 0y Var[w;] = 1 — ¢*. Los pardmetros de la secuencia
{w;} quedan de la siguiente forma
*x _ do*e. * _ o _ (1=¢*)m 1/2
9 - o’ o = \/Var(yt) - ([(37T—8)€2+7r]> :
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4.10. Momentos centrales

Luego de haber normalizados los datos los momentos centrales de
{w;} quedan en funcién de los momentos centrales de {z;} de la siguiente

forma:

_ 42\k/2 Vi
C= B[ Bla)Y] = (1-

M =

Los primeros 5 momentos centrales de {w;} en funcién de {z:} son:

H2 = (1 - ¢2)>

V3
iy = (1= 6420
Vg

Uy
Ha = (1 - ¢2)2;,
2

Vs
H5 = (1 - ¢2)5/25_/27
Vy

He = (1— ¢*)328

-,
Vs

y los cumulantes correspondientes son:

Ko = ,U/Q,
Ry = U3,

1%
Ky = u4—3u§=(1—¢2)2<y—§—3>,

2
Vs 3

Rs = W5 — 10#3 == (1 — ¢2)5/2 (5—/2 — 103_/2> ’
Vg Vo

2
Kg = g — 1Oy — 10,u§ +30=(1- (;52)3 (V—g — 15y—§ — 10V—§ + 30) .
Vy 2 Vy

Podemos ver con mas detalle los momentos centrales correspondientes a

{2}
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o2
vy = — (3 — 8)e* + 7],

2\/5036
vy = W[(Em —16)e? — 7],

4
- "_2[(157T2 + 167 — 192)€* + ((30m — 80)€? + 37)7],
s

2v/20°
i = 227 (51 — 807 — 256)c! + (7 — 247106 — O],

6
ve = —[(1057% + 64872 — 22401 — 2560)€” + 57 (1057 — 487 — 832)
e

+ 37%((105m — 264)€® + 5m)].

4.11. Espectro y biespectro del proceso AR(1)

En esta seccién especificamos la densidad espectral y biespectral para
el proceso AR(1) estandarizado. De forma general podemos considerar el

siguiente proceso lineal
(o)
—k ~1 . —i2mA
iUt:(E agz wy = a(z"wy, ag=1; z=¢e ,
k=0

donde E[z;] =0y Var[z;] = 1 proceso estandarizado.

Ahora el espectro para el AR(1) estandarizado esta dado por

SH(A) = kala(z ) = (1= ¢*)]a(z")I,

con
a(z7!) = (1—ge ™) = (1—g7)7". (76)
Por tanto en el caso del biespectro se tiene

Sg(/\l, /\2) = H3a(21)a(22)a(23>, 217923 = 1,

donde ks y k3 corresponde a los cumulantes de segundo y tercer orden.
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4.12. Consistencia y varianza asintética

Sea n = (m,n2) = (¢,€) vy Qr(n;) un funcional que depende del

espectro y el biespectro de la forma siguiente:

Qr(n) =

pBir 3 (82<blk§77>_82T(b1k)>2

2 So(b1g;
e AT 2( 1k 77)

quT |SS(me7 ba; 77) - SST(b2ma 521)|2

+ —= Z . . -
12 (bam by €A SQ(b2m7 77)52(()2[, ,’7)5’2(62771 + le, 77)

= Qsr(n) + Qpr(n).

Donde S5 (b1x;1),55(bam, bar;m) corresponden al espectro y biespectro
tedrico respectivamente y Sor(bix),S3(bam, bar;m) a el periodograma y bi-
periodograma suavizado respectivamente. Ademés A} corresponde a la
recta en [0,1] y AY la region [0, 1]?

Bajo condiciones de regularidad establecidas en el Teorema 73 de
Terdik tenemos que 7r R 1o v podemos utilizar la aproximacion de

Taylor para obtener la distribucion asintética de cada componente.

L S S O R
dm T\Nr) = dm 7\Mo nr —"No dTh' d'fh'

Qr(ny), con i=1,2,

donde |n — no| < |nr — 10| ya que mr minimiza Qr(n), se sigue que

C%QT(UT) = (. Asf para T grande:

#nQr(1m0)

nr — Mo - (77)
#ZT]QT(UT)

Nota 4.1. Como tenemos dos variables involucradas (¢ y €) hacemos el
procedimiento por separado para cada parametro.
El denominador de la expresién (77) por el Lema 74 de Terdik (1999))

converge en probabilidad a
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2

_ d
P lim ———Qr(nr) = % (m),

T—oo (dn;)
d 2
= P/ <%10g52(w 770)) dw

2
53(0117@27770)
<5l
Sa(w1;m0) 52 (w23 m0) Sa (w1 + wa2; o)
Realizamos los célculos para los dos parametros involucrados y en el

modelo AR(1).

Primeramente consideramos ¢:

dwidws.

o' (¢0) = p / <di¢10g52(w ¢0))2 w

2
// i553(wr, wa; o)
Sa(wi; Mo)Sa(wa; Mo )Sa(wr + wa; o)

- {(d—qﬁog“) *1—%2}
+ g; {(d%ngy + ﬁmg} . (78)

dwdws

Nota 4.2. Si nos reducimos a un proceso lineal y suponemos que la

varianza no depende del pardmetro desconocido ¢ entonces - a6l = =0,1=

2,3 y la ecuacion (78) se reduce a

2
1/2 q K3 1
% (o) = 2p+§< 3/2) 1— g2

Ko

lo cual coincide con lo mostrado en el libro de Terdik pagina 170.

Ahora lo consideramos para el parametro e:

88



d 2
2(1]/2(60) :p/ (ilogsg(w 60)) dw,

// £55( W17W2a770)‘
Sa(w1;m0) 52 (w2;m0)S2 (w1 + wa;mo)
dESS Wl,w2,¢o)|

// 52 (w13 M0)S2(wa; M0)Sa(wr + wa;no)

dwl d(,UQ,

dwldwg,

Trabajaremos con el numerador de la ecuacién (77).

Lortm) = pBir 3" (Salbiss o) — Sor(bue) Albre, o)

dn
blkEAlm

quT
+ T Z (53(b2m7b2lan0)_SST<b2mab2l))
(bzm,bgl)EAQD
X B(b2m7b2l7?70)'

Calculemos la varianza asintética denotandola por
iQ (n) = lUm T -Var iQ (10)
dn T\o) = e dn T\To) | -

El estadistico Q17(no) consta de dos términos, por tanto podemos escri-

birla como la suma:

Si(no) = Ba(no) + L3(no) + 2Xa3(10)- (80)

Donde cada una de las componentes esta representada en las ecuaciones
(81)—(88) y (91).
Saw) = 2 [[ S h =) Al m) A m)dd)
AP x AP

d 2
+ 2wl (—bgsg(w,no)) d. (81)
AD d77

1
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Calculemos las componentes del lado derecho de (81)

Si(w, A, =X, do) = %4\a(U)\ la(2)]%,
log(S: (w 0))

A w7 = )
) £ log(mfalu)]?) _ los(sa) + & log afu)
rala(u)? rzla(u)]? ’
i 108(S2(; o))
A(/\7¢0) = 2 )
SQ(Aa qb())
_aglos(mala(z)]?) g5 log(kz) + 35 logla(z)l’
rala(z)[? rala(z)[?
Por tanto
Ii4 d 2
Sa(w, A, =X, 10) A(w, 110) A(A, o) = log(r2)
dé
(82)
d d 5 , d d
+ 2L og(wa) 7T a(2) Pl 1) +d¢1og\a< 45 og a(w) .
Al integrar las expresiones % log(mg)% log |a(2)]?al(u)|?
-I—d%log la(z )|2 log |a(u)]? se anulan por (85).
Finalmente
// W, A =X, 10) A(w, 70) A\ )czcu—@ilo()2
ADXAD » 7o W, To » Mo )aw - li% de g2 )

d 2 14 2
/ <%log52(w gbo)) dw—/ {%log(m2)+d—¢log|a(u)‘2} dw,

-/ [(d%logm))z (L ostatur)

+ 2L log(2) L 10g Ja(u >|2] o, (83)

de de

- (%1og<m2>)2+/01 (55 oslatw) )
+ 2% log(/ﬁg)%log |a(u)]2} dow. (84)
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Veamos las dos componentes del lado derecho por separado.

o (a()  Lauh))
‘/o a(w) | a(l) )
2 ia(ufl) 2
dé 0
+< a(u=1) ) ),

2 a(u)

a(u)

pero de la ecuacién (76) tenemos

L4 ag(u™t) (] ) A
a0 N g, — dé L Culde
/0 Cl(u—l) d /0 (1 _ ¢u—1)—1 d /0 (1 — ¢u_1), (85)

1 o 1 1
— /Zq&]uﬁldw:q—quSk/ uFdw,
0 =0 k=1 0

donde

1 1 1
/ uFdw = / e Wk = / {cos(—2nmwk) — isin(2nwk)} dw = 0.
0 0 0

De forma anéloga se sigue que

Falta calcular

/

2
4 a(u)

a(u)

1
dw :/ |1 - ¢u_1|72dw,
0

1 1 1 L
— dw = i+1 =i d
|t = | X ot

1,j=0
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\/OZ¢2k+Z¢Z+IZde_1_¢2 (86)

k=0 i#£]

Por tanto

2 d 2
/ <%10g5‘2(w gbo)) dw = (%bg/ﬁg) +1_2¢2. (87)

Finalmente (81) queda como

2
K4 d
Ya(¢o) = p2ﬁ—§ (@ log m)

d 22
2 2 ) [ & a4
+ 2p°||WA || {<d¢log52> +1_¢2}.

Desarrollemos la siguiente componente de (80)

2
E3(770) = L 56(w1,w2, —A1, —)\g,w3;770)B(w1,w2;770)
2
6 AF AT

X B(—)\l, —)\2;770>dwldu)2d)\1d)\2
92W23 =
+ 1 53()\1, )\2;770)3()\1, )\2;770)53(—)\3,(«02;770)
AY x Al
X B(—X3,wa;1m0) 4+ Sa(A1, Agy, —wa; 10) B(—wa — Az, wa; 1)

2.
X B(A1, A2;10)S2(A3; m0)dA1dAzdw, + 1 6 =t /// Sa(A1, Az, 05m)
A5 xAY

X B(A1, A2; 10) B(0, wa; 10) Sa(ws; 10)dA1 dAadws

q2W220
452(0; 770)

4 G.(wy, 0; 2
/ p. 3(wi HO)dwl
AE]

_|_
Sz(wr 7)0)

‘ 2

q ||I/V2||2 ‘—53 w1,w2,770)
dwldwg,
AG Sa(wi;10)S2(wa3 M0) Sa(ws; M)

(83)
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553w, wa) B AL [T a(u; M)}

Blwr, ws) _ |
o) [T, Sa(wi) k311 a(u))?
B %53 [T, a(u;t) + /igd% I, a(u;h)
w31 la(w)? 7
4 Sa(—=A1, —A 4L T, a(z
Bl=Ay,—\) = % s(=An =) ks [T alz)}

[T, S(=A) w3, Ja(z))?
s Ty alzi) + kas [Ty a(z)

w3 Ty lai)?

Asi

Se(w1, wa, —A1, — A2, ws) B(wy, w2) B(—A1, —Ag)

3 d -1 3
e (d a(i )\ (d
_Hg (d¢1£3+/€3; of ) d¢l€3—|—1{3;

u; )

%a(zi)
a(z;)

) |

Integrando la expresién anterior y ocupando la ecuacién (85) obtenemos:

//// Se(wr, wa, —A1, — A2, ws; o) B(wr, wa; o)
AF AT

K d 2
X B<—>\1, —)\Q;no)du)ldWQd)\ld)\Q = fi_g (d—¢l'€3> .

Continuando con las siguientes componentes tenemos

(89)

w50 n) ks Il alz )
[T Se(N) I Ja(z)P
ks [T alz")+ Ka g [T a(z)
w3 [Ty la(z:)? 7

ES(_)\37W2) = KSG(ZS)G(Ugl)a(Z??1U2>7
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. 53( A3, wz)
Sa(— /\3)52(w2)52()\3 — wa)
P {Iiga 2z Va(us)a (z;;u;l)}

::ﬁﬂawg)\MMQN%a@ﬂ65P’
)

E<_A37w2)

) 25 a(uz)a(zs3")
ol Pl Pl P
K’3d¢ {“(Z Ha(us)a (Z3U21)}

" ela(z D Platu) Pla(zsu; D

)
54(/\1,/\2, —wsy) = Kya(21)a(z)a(uy ) (23u2),

d¢/{3a

—53( Wy — Az, ws)
Sg( — A3)S2(w2)S2(A3)
i@ {Féga uy 'z a(us)a(zs) }
 wlauytz3 ) Pla(uz) Pla(zs)[?

ol 25 a(u)a()
N “2|a(u2 5 ) la(uz)?la(zs)*
/{3d¢ {a Us 123 1)a(uQ)a(Z3)}
r§la(uy ' 25) [2la(usz) [2la(zs)[*

Sa(A3) = kala(zs)]?.

E(— )\3 (UQ)

Luego

53()\1, )\2)B(>\1, >\2)§3(—)\3> wz)E(—)\g, wz)

. K3 2 d ’ fba(’ziﬁl)
- (%) R Dhreynl B

i fols!) | o) | olas)
X(%“+“<a%w'*aw>+a%%ﬂ |
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Si(A1, Az, —wo) B(—wy — A3, w) B(A1, A2)Sa(As)

3 d -1
_ﬂ d do (Z )
= (dgbﬁg—i_ﬁ?);—a(z;l) ,
1

d d¢> <Z3) d%,a(u?) d¢ (Z:S u;l)
(dqb’“*"”“‘”’( a(z) | alw) | alzmn) ))

Integrando las dos expresiones anteriores [ocupando (85) y (86)] se llega

a.

///D . S3(A1, A2;70) B(A1, Ag; 10) S3( A3, wa; m0) B(— Az, wa; no)dAdAadw,,
A5 <A
(5N (LY
- K/% d(b 3 9
/// §4(/\1,/\2, —wz;ﬂo)g(—w - )\37002;770)
AG x AL

X B(/\l, /\2, ’f]())SQ()\;;7 T]o)d)\ld/\gdu)g,

o Kq d 2 1
) [(8) a]

Siguiendo con el andlisis de las componentes de (88):

3
Sa(M, 22,0) = raa(1) [T a(z),
=1

d¢"i3H3_ alz; )+H3d¢ H@ 1 a(z 71)

B k) ST o) ’
s - it
’ r3a(1)|a(uz)?la(us)*
So(wa) = kala(ug)|?.

Luego,
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54()\1, )\2, O)B()\l, )\2)?(0, WQ)SQ(UJQ)

///D . Sa(A1, A2, 0;10) B(A1, A2; m0) B(0, wa; 7)Sa(wa; 10 ) dA 1 dAgdws
A21><A

. K4 d 2
= /{g dqslﬁg .

Continuamos con los dos tltimos términos de (88):

/ diS?)(wl?Ou (bo)
dwl
AD Sa(wis¢o)
a(l) d la(uy)]? _a() d
ko Jao \do P Ja(ug)? ! y do
d 2
%S‘g(wl’u&) dé {53 i=1 u’ } dé {'%3 i= 1a<u71)}

Sa(wr)Sa(ws)Sa(ws) 3T, Ja(u:)?
K3 HZ 1 (Uz)+“3d¢ Hz 1 (Uz)>

(# |
(

ka Hz  lau;)[?
s T alu™) + mo g TIL o))
K3 Hz  lau;)]?

=%{<%Hg)2+ﬁwi( )
i)

X )

2 qua( _ (Uz_l)
* 32 a(u;) Z a(u; ')y |

i=1 i=1

Asi,
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2
‘—53 w17w2an0)‘ diond
widws,
//AD 52 w1,770 52 w2,770)52(w37770) e
1 d \* ., 1
:%_3{(%'{3) +?"<”'*°’1—<b2}’
Finalmente (88) queda como:
2 2 2 2 2
ke [ d g Wasz (K3 d Ky
23(”0)_6%3 (dﬁg) T (,@3) (d¢“3) +(n3)
d \° 1
d—¢K3 +/<531_¢2
2 2 27172 2
¢ Wao (kg d 5 1 Wi (d
I ( ){(d¢“3) TETTE T e \ag™
q||W2||2 d \* oo 1
+— G dgf)l{?’ +3H31_¢2 .

(90)
Desarrollemos la tltima componente de (80):
Ya3(10) /// W, —Wi, —w2;770)§<w1,w2;770)
ADXAD
X A(w; no)dw dwadw
+ pgWha(p // —w1, —wa; No) B(wi, wa; o)
A2|:11 XAD (91>

d
X dn log S (w1; Mo )dws dw,

W. — d
4 K // Sa(wt, 0;m0) B(wr, 051m0) ——
2 AS xAD dn

X log So(wa; mo)dwidws.

Veamos la primera expresion de (91):
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55(00;—% —Wwi, — = /<05| | H

d
Blwr,ws) = 2613 [Ti a(w) + “3@ [Ti a(w)
1, w2 3 3 N2 )
k3 [Ty la(us)]
£ og(rs) + & log Ja(u)

Kala(u)[?
Ss(w, —w, —w1, —ws) B(wy,ws) A(w) = —% <%/§3 + Kg3 Z ( 3 )

(dib log ko + C;log|a( )| )
/// W, W1, _w2>§(W1;W2)A(w)dw1dw2dw
ADxAD

log Ro.

Alw) =

%%K%

3
S3(—w1i, —ws) = K3 Ha(ui_l)
i=1

_ H3HZ 1 (uz>+'€3d¢ Hz 1 (UZ)

B(wi,w

o, wa) = ’{2 Hz 1|a(u2)|2

d 2
%logsg(wl) %log/@ + %log|a(u1)|

Ss(—wi, —wz)E<W17w2)%10g Sy(wr) = ( gbﬂs + K?’Z d¢( ) >
d
(% log ko + d—¢ log Ia(ul)IQ) ;
// Ss(—w1, —ws) B(wy, w2)_ log Sa(w1)dwidws
A5 x AP dé

K3 d d 1
= K—g %Iigd_qblogﬁa—'_ﬁ:il——gb? s

y finalmente,
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Ss(w1,0) = ksa(1)]a(u)|”
dgrisla(un)|” + ks gla(us))?

Hﬂd Na@nﬂ4

d
% log Sa(ws) = % log Ko + d—¢ log |a(uQ)|2

// S3<W1,0)B(w1,0)ilog SQ(Wg)dwldWQ
AG xAP d¢

K3 d d

= ——Kaq—

k3do " do

y por tanto (91) queda como:

F(wl, O) =

log K2,

ks d ks (d d
() = g o+ s G s (92)
4k 1 +IUC]VV20 k3 d 10 .
31_¢2 2 3d¢ d¢ g K2
Valores de ¢:
? d 22
w53 (g lowns) #2410 ((d¢10g“2> *1—¢2>’
(93)

Yi3(¢o) :Z_z:_g (%my 2W23 {(_3) ( )
() ) w

2
d
2w2 d 2 2 W 2 (—Ii3> 2 1
q 20( 3) +Q|| 2| d¢ +3’f3

6 Ko k3l—¢? |’

pq ks d d d K3
Z23(¢0> :EH_AQI%KS ¢ log 52 +qu12< ) ( ¢ log Fd? ¢ 1_—&)
pgWao ks d  d L.
2 3d¢ d¢ g K.

(95)
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Nota 4.3. Si nos reducimos al proceso autorregresivo y suponemos que
la varianza no depende del pardmetro desconocido ¢ entonces %/‘% =

0, i = 2,3 entonces las ecuacién (80) se reduce a

2 PWas (ke K2
51 (o) = 2p7||WA|[? (1 — ¢2) + 423 (/i_gl _3¢2)

2
20110/, |12 2
q || 2|| kg 1 K3 1
- W- IRAC I I
5 R + pgWia(p) 53/2 1— o2

2 2 2
¢ Waz ks ¢ || ||
— [4p? 2 o
[p||W1|| +< 1 K%—F 5

2
% R3 1
7)) | 1=

lo que se corresponde con la tltima ecuacién mostrada en la pagina 169
de Terdik (1999). Por tanto,

_I_

+ 2qu12(p))

2
<4p2{ + <9q%§—§ + 1847 + 6p1q1> (%) >
Xr, (¢0) _ 2

Yo(¢o) ~ 2 2 7
<<2p1 + 3Q1 (%) ) 1_1¢2>

donde py =2p, ¢y =12¢ y p=1—q.

TVar(¢r—¢o) =

Nota 4.4. Si consideramos solo los periodogramas sin el suavizamiento
y desarrollando algunas de las expresiones, entonces las ecuaciones (93)—

(95) se reducen a:

Sra(o) = 24 (L 1og s o ((Lrogmy) + 2
Rzo—pﬁ% d¢g2 p d¢g2 1—¢2 )’

¢2 1 _’_¢2
~trn g+
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2 d 2 2 2 d 2
oo = 55 () + 11 (5) (o)
d

Ky d d d K
X ra3(10) = IE—E’%@% log k2 +pq <% log /w%/{g + -5 _3¢2>
pgks d d

2 i3dg"do™

ZRI (%) . Bra(P0) + By (o) + 221%23(9?)0)
So(go) Yo (o)

Observemos que para el proceso AR(1) con innovacién normal se tiene

TVar(¢r — ¢o) ~

que la distribucién asintética de ngﬁ, mostrada en Brockwell y Davis (1991,

Teorema 8.1.2) es
~ 1 9
O~ AN (6, (1= %) ).
En resumidas cuentas la varianza ¢ y € quedan expresadas finalmente en

las siguientes expresiones que detallamos por parte a continuacion.

En el caso de la varianza de ¢ se tiene que esta es:

mi0) = 51 () (e IVAIP) + P
+ (9q Wagk + 18|[Wal [ + 12p1g1 Wha (p )) 0,
So(¢) = (2p1 + 3q19°) %7,

donde CQ = (1-@52), %CQ — —%, R = % = <#_421 - 3)7 ¢ - 1_1¢2a§02 =

t::;:oalo.a’;m



y para el caso de € tenemos:

2
Zi(e) = T {G o 9oL+ Goa) + 6WanGaCa + OWznGs + 6 W2’}

Z0(6) = ((Eé@,g) 7)

Suponga € # 0 y basandonos en la estimacion del espectro mediante el

periodograma (sin suavizar) tenemos lo siguiente:

_YR,(¢0)  Xr,(do)
TVar(gr = o) ~ Yo(do)  Lo(¢o)

(1= %)26* (% — 3+ 20Wl?) + W] 21 - ¢)?
1+ 2

Ejemplo 4.4 (Caso Particular). Suponga ¢ = 0 y basdndonos en la

estimacion del espectro mediante el periodograma (sin suavizar) tenemos

lo siguiente:

Sr(do)  Bpy(do) (1 —¢%)?

So(go)  Bolgo)  (1+¢?)

Recordando que la varianza de la férmula de Bartlett (1950) viene dada
1+ ¢?

r T

TVar(¢r — ¢o) =

po

4.13. Simulaciones

En esta parte ilustramos algunas resultados empiricos en estos se com-
paramos el comportamiento de la estimacion de ¢ por tres métodos, estos
son el método de Terdik considerando la densidad espectral estandariza-
da, el estimador de méxima verosimilitud (MLE) y la estimacién por
Yule-Walker (YW) o método de momentos. La Tabla 19 muestra la es-
timacion considerando una innovacion gaussiana, para la estimacion de

Terdik se uso el periodograma sin suavizar. Podemos notar que en este
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caso el método de Terdik tiende a subestimar a los verdaderos parame-
tros y en comparacién a los otros dos métodos se puede ver que el ECM
es mayor, pero no asi la desviacion estandar donde es similar a los otros
métodos.

La Tabla 20 muestra la estimacién al suavizar la densidad espectral (la
innovacién sigue siendo normal), vemos como mejora la estimacion de
Terdik al suavizar el periodograma con un valor de la ventana de suavi-
zamiento de S = 16. En vista de lo anterior decidimos ocupar el modelo
ESN y realizamos las estimaciones, estas son mostradas en la Tabla 21,
con un parametro de asimetria ¢ = 0.8 se puede observar que el méto-
do de Terdik tiende a subestimar levemente en comparacién a los otros
dos, pero de todas formas el resultado es similar a los otros dos en la

variabilidad y error cuadratico medio.
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Capitulo 5

Extensiones

5.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es mirar las posibles extensiones que son
posibles de realizar con este tipo de familia de distribuciones asimétricas
aplicadas a series de tiempo. Brevemente mostramos algunos resultados
parciales los cuales estan en desarrollo y son posibles extensiones a lo

mostrado en el capitulo anterior.

La primera de estas extensiones para el proceso autorregresivo ha sido
la modificacion de la distribucién ESN anteriormente estudiada por una
distribucién Epsilon Skew Exponencial Potencia (ESEp), definida en el
trabajo de tesis de Gomez (2004) las propiedades han sido mostradas en

la Seccién 1.3.

5.2. Proceso AR(1) con Innovaciones ESEp

Considerando el proceso definido en la ecuacién (25), en donde la
distribucion de la innovacién Z; es cambiada por la distribuciéon ESEp se

tiene

Yi=0+0Y, 1+ Z,

donde Z; ~ ESEp(0,3,0,¢). La ventaja al modificar la distribucién de

la innovacion es la flexibilidad que se obtiene con respecto al modelo
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anteriormente estudiado y con respecto al modelo clasico normal. Basi-
camente el nuevo parametro [ representa la curtosis de la distribucion
anadiendo una mayor variacion y por tanto deja de ser tan acotada como
en los modelos anteriores. Debemos notar que en este modelo hemos con-

siderado una reparametrizacion de la siguiente forma = «, lo cual

2
1+8
no afecta los resultado que podamos tener con el modelo mostrado en el

capitulo 1.

5.2.1. Verosimilitud Condicional AR(1)

Siguiendo la misma estructura mostrada en el capitulo 3, podemos

escribir la verosimilitud condicional al pasado F,,_; de la siguiente forma:

n _2 ]l(ut<0)
c1\" |ut| 1+8
Ln(n) = <_> eXp | —— = 2
o P Q1+B g 1+8 (1 + e) ]

X lexp | ——5— — ,
V4B g 1+8 (1 — g) i+

donde ¢;' = v2(1 + ﬁ)F(l%B) y ur = Yy — oyi—1 — 0. Ademads la log-

verosimilitud para una observacién es de la forma

(96)

o g [2/0+9)
fe = Uy, ge-rim) = nln (E) T 1/(+A /(15

con

10,0 (ur) L0,400) (ur)
(40208 T (1= 2/ath”

V¢ =

y para cualquier conjunto S, 1g denota la funcién indicadora de S.

A continuacién mostramos en la Tabla 22 una simulacién en par-
ticular considerando n = 200 observaciones y N = 1000 repeticiones,
donde observamos que la estimacion es cercana a al verdadero valor del

parametro.
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Valor Real | Estimado | Sesgo? | ECM
0 0.0 -0.005 0.000 | 0.040
I} 0.2 0.213 0.000 | 0.037
0] 0.8 0.798 0.000 | 0.000
€ -0.9 -0.922 0.001 | 0.003
o 1.0 0.983 0.000 | 0.031

Usando el EMV en Teoria Normal
[0) 0.8 0.781 0.000 | 0.003
o 1.0 1.438 0.192 | 0.201

Tabla 22: EMV en el modelo AR(1)-ESEp.

5.3. Proceso AR(p) con Innovaciones ESN

Extendiendo el modelo estudiado en el Capitulo 3 a un autorregresivo

de orden p, con innovaciones ESN (6,0, €) lo que anotamos como:

Y, = o1V +0Ye o+ +0,Ye p+ 2y, t=0,...,n(97)
¢(B)}/t = Zt7

donde {2} es una secuencia de variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas ESN(6, o, ¢€).

Sean = (¢1,...,0p,0,6,05%) y 1m0 = (d145 - - -, Ppos bo, €0, 05) los verdaderos
valores de n que estan en el interior de un conjunto compacto K N €S
el estimador aproximado EMV de 7 en K que maximiza la funcién de
log-verosimilitud condicional en Fy = (Yo, Y—1,- - - Y1-p)-

Por tanto al condicionar en Fg, la funcién de verosimilitud condicional
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queda dada por

n

L(ylyo, - n—pin) = []LOIwe=1s- - vepim)
n 2 ]l(ut<0)
_ 2\-2 — U
= e 1 oo (50|

—u2 Lue>0)
X lexp | ———
e )]

donde wy =y — P1y—1 — - -+ — Gpy1—p — 0, definimos la log-verosimilitud

de manera andloga a lo mostrado en la ecuacién (37), es decir,

() = La(ylyo, - v1pin) = Y G(n)
t=1

donde
1 u?
b= l,(n) = -5 In (270?) — T‘gw. (98)

Para obtener 7),,, necesitamos las ecuaciones de verosimilitud y la matriz

de informacion.

Lema 5.1 (Score AR(p)-ESN). Siy, es el proceso definido en la ecua-
cion (97) de p + 3 pardmetros y con densidad de la innovacién definida
en la ecuacion (3), entonces el score £, =V, U(ys, yi—1;m) de dimension

(p+3) x 1, tiene las siguientes componentes

d 1 |
62,@ - dTﬁ/t = Fyt—iutvty Vi=1,...,p
d 1
g;,@ = @gt = ;utvt, (99)
g o, “t Loy (ur)
t,e 2 1 + 6 (1 . €>3 )
1

d
;,0.2 = Wﬁ —2 <]. O_QUfUt> .

Ademds se cumple que E[l,(no)] = 0.
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Prueba. La demostracion se basa en el Lema 3.1.

O

Del lema anterior es posible deducir que ¢;(n) es una martingala en dife-

rencia.

E |

Esto constituye una proceso estacionario y ergédico con la propiedad de

-}tt—1:| =0 con Fi1=0 (yt—1, . 7yt—p) )

ser martingala en diferencia y por tanto no tiene correlaciéon temporal.
Entonces uno puede aplicar el Corolario 3.5.1 de Stout (1974) para obte-

ner la convergencia casi segura (c.s.):

1 c.s.
5&(770) — [52(770) ’ft—l] =0.

Adem3ds con normalidad asintética
1

NG

donde, la matriz de informacién de Fisher esta definida como

4(7]0) 2’ N (07Qno) )

Qno =E [E (_62/(770) |ft—1 )] )

siguiendo la notacién mostrada en la ecuacién (47) vemos que las com-

ponentes del hessiano ¢/(n) estdan dadas por:

" T Y—ile—j .
Lodi — g2 b Vi,j=1,...,p
= _QUtytfi (]1(_00’0)(1415) B ]1[0700) (Ut)) Vi1
tedi 2 3 3 ) =1, P
o (1+e€) (1—¢)
" WY -
t,02; - 0_4 Ut, V’L—l’,_.’p
llge ==Yt Vi=loop
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t,0e — 0_2 (1 + 6)3 (1 . 6)3
Ut
2,5/,9:72 = _th
1 u?
Ui _ = _t
t,O’20'2 - 20_4 0_6vt7
oo gl (11(—00,0)(ut) N 11[0,00)(%))
tee 2 4 B 4 ’
2\ (1+9"  (1-¢
1
Loo = T2t

t,o2e —

/! _U_? (]1(_0070)<'U/t) o ]1[(]700)(’“7&))

AN sk

y por lo tanto al tomar la esperanza, obtenemos que las componentes de

la matriz de informacion son las siguientes:

V(i =) + 1
Ny = ———— Q -
¢i9; o2(1—¢€?) ’ 7t T 9’
3 1
Qee = T o Qg = o071 o\
(1—e) Y21 — &)
4
QG'2E - 07 Qe(bl = - it )
210 (1 — €2)
1
Qy24, = 0, Qoyp, = ,
¢ b o%(1—€2?)
4
QGE = - 990'2 - 07

oV2m(1 — €2)’
con g = E[Y3] y v(i — j) = Cov[Y;, Y.

Nota 5.1. Cuando p = 1 entonces se tiene el modelo AR(1) estudiado en
el Capitulo 3 y también al hacer ¢ = 0 se tiene la matriz de informacién

correspondiente al modelo normal.
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Capitulo 6

Conclusiones

La estimacién pseudo-maximo verosimil obtenida en el capitulo 2,
nos ofrece la garantia de tener una funciéon que es diferenciable, continua
y definida sobre todo reales, facilitando en cierta medida la demostra-
ciones de consistencia débil y del teorema central del limite. Este tipo
de aproximacion es posible ocuparla en toda la familia de distribuciones
epsilon-skew-simétricas definidas en Gémez (2004). Sin embargo, ain fal-

ta estudiar la constante de normalizacion de esta nueva funcién.

En referencia al Capitulo 3, tenemos que la incorporacion de asime-
tria en el modelo autorregresivo tiene una ganancia substancial puesto
que evita la transformacion de las observaciones cuando las innovaciones
son no simétricas. Ademas hemos podido demostrar un teorema central
del limite para los estimadores de momentos, contribuyendo a extender
los resultados de la Proposicién 7.3.1 Brockwell y Davis (1991) hasta el
sexto momento de un proceso lineal y causal. Por otra parte, mediante
la estimacién maximo verosimil condicional se ha podido establecer teo-
remas de consistencia y de normalidad asintdtica lo cual nos permite a

futuro seguir desarrollando inferencia para este modelo.
Respecto al Capitulo 4 sobre estimacion biespectral, hacemos notar

que en procesos que son lineales y con ruido simétricos la densidad espec-

tral pasa a ser un plano. En cambio en nuestro tipo de modelos, donde
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incorporamos asimetria tenemos que la densidad biespectral cambia con
el parametro autorregresivo y el parametro de asimetria, esto fue la mo-
tivacion para trabajar con este tipo de estimacién. Principalmente en la
determinacion del parametro e de asimetria. Si bien, el trabajo es comple-
jo para encontrar una estimacién eficiente con esta metodologia, creemos
que puede abrirnos las puertas para trabajar con datos en larga memoria

los cuales generalmente son estimados por medio del espectro.
Finalmente, este trabajo da una visiéon de los posibles alcances que

puede tener el incorporar el pardmetro de asimetria a las series cronolé-

gicas por medio de un proceso simple como el autorregresivo.
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Apéndice A

Ventana Espectral y Biespectral

A.1. Ventana Espectral

Con el objetivo de suavizar el periodograma haremos el uso de una fun-
cién de pesos Wip(w) que toma valores en los reales conocida como ven-
tana espectral (spectral window), esta es derivada de la ventana espectral
generadora (spectral window generator) denotada por Wi(w) con soporte
Wiy C [—1,1] de variacién acotada, y que satisface las siguientes condi-

ciones:

(a) [Z o Wiw)dw =1, y [7 Wi (w)dw = [[Wi]* < oo,

(b) Wi(-w) = Wi(w),

|w| — oo

(c) Wi (w) 0.

Sea Bjr el parametro de ancho de banda (bandwidth) dependiente de

T, satisfaciendo Bjr — 0, TB?, — oo de esta forma Wir se relaciona

L

con W de la forma siguiente Wip(w) = Bin

Wy <BL1T) Para una mayor
documentacion de los tipos de ventana puede mirar Brillinger (1981, tabla

3.3.1). Algunas de estas ventanas las detallamos a continuacion:

A.1.1. Ventanas de Suavizamiento

Ventanas de Daniell

Wi (w) = sin (mu)‘

W
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Ventana de Bartlett

Wilw) = —— (Sin (T9) _ s (mu)).

(mw) W

Ventana de Hanning

0.54 +0.46cosw, |w| <1
W) = { ]

0, €e.0.C.

Ventana de Parzen

1—6w?+ 6w, |w <3
Wiw) =4 20— [w]’,  F<lel<1
0, e.o0.c

A continuacion en la Figura 17 mostramos las graficas correspondien-

tes a estas figuras.

Ventana de Daniell Ventana de Bartlett

Ventana de Hanning Ventana de Parzen

Figura 17: Ventanas Espectrales.
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A.2. Ventana Biespectral

Extendiendo lo anterior tenemos la bi-ventana Ws(wy,ws) funcién no-
negativa de variacién acotada, con soporte Wy C [—1,1]%, simétrica en el

siguiente sentido

Wa(wr,ws) = Wz(wz,wl) = Wa(wi, —wa — wl) = Wa(~w1 — w2>w2)-
Con las siguientes propiedades
(a) ff_oooo WQ(W1,W2)dW1dUJ2 = 1,

(b) fffooo W22<wl7WQ)dw1dw2 = HW2||2 < Q0.

Sea Byr el parametro de ancho de banda satisfaciendo las siguien-
tes condiciones: Boy — 0, TB2;, — oo cuando T — 0o y escribimos
WQT(W17W2) = BL%TWQ (Bw_;Ta BW—;T>
Para una mayor puede revisar el texto de Subba Rao y Gabr (1984,
Capitulo 2)
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