
PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
Facultad de Matemáticas
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2.8. Modelo t-Student homocedástico . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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RESUMEN

Es usual realizar inferencia con observaciones no correlacionadas, no obs-
tante, en la vida real podemos encontrar datos que al parecer no poseen esta
caracteŕıstica, por ejemplo, datos śısmicos, de esta manera es necesario in-
vestigar que procedimientos estad́ısticos pudiesen ayudar en esta idea y de-
terminar si existe algún tipo de correlación significativa o no entre dichas
observaciones.
El presente trabajo, aborda esta idea desde el punto de vista del enfoque Ba-
yesiano, dando un procedimiento para establecer la existencia de correlación
entre observaciones de subpoblaciones heterocedásticas, las cuales entre ellas
están no correlacionadas.
Además nuestros datos podŕıan no ser modelados a través de una distribu-
ción normal, que es lo estándar, por lo cual los procedimiento que esta tesis
presenta, son trabajados con los modelos normal, t-Student y slash. Esto se
realizó con la incorporción de una variable aleatoria auxiliar u, al modelo
de los datos bajo el esquema Bayesiano, de tal manera, que de acuerdo al
modelo de probabilidad asociado a ella permite trabajar con mezcla de dis-
tribuciones normales, flexibilizando el modelamiento de estos, y trabajar con
distribuciones de tipo t-Student’s y slash. El art́ıculo de Kenneth Lange and
Janet Sinsheimer(1993)[37] abordan estos modelos y otros más analizando al-
gunas propiedades. La inferencia se focaliza en la estimación de parámetros
de medias, varianzas y covarianzas, de los estimadores de máxima verosimi-
litud(estimador de Bayes)

Los modelos mencionados, se abordan en el caṕıtulo 2 bajo el supuesto de no
correlación entre observaciones y entre subpoblaciones y en el caṕıtulo 3 bajo
una estructura de correlación al interior de cada subpoblación y no correla-
ción fuera de ellas, obteniéndose las distribuciones condicionales completas
en cada caso. En el capitulo 4 se realizan las simulaciones de los modelos
abordados en los caṕıtulos 2 y 3, para esto en el modelo slash hubo que in-
corporar una truncación estándar y para determinar la devianza de ésta, se
utilizó una aproximaciones aśıntotica en el cálculo de la integral.

Para las estimaciones se ocuparon los estimadores de Bayes, y para determi-
nar la calidad del ajuste de los modelos se utilizaron los criterios del DIC,
pd y BIC. La convergencia de las cadenas se analizaron con apoyo del paque-
te BOA, de R-project versión 2.6, utilizando los test de Raftery and Lewis,
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Heidleberger and Welch y Geweke. Todo esto se presenta en el caṕıtulo 4 de
simulaciones.

Además en el caṕıtulo 1 se presenta el marco teórico, el que introduce los
conceptos en forma resumida que se utilizaron en esta tesis.
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Caṕıtulo 1

Marco Teórico

1.1. Introducción

La motivación principal de este trabajo es la de realizar inferencia en super

poblaciones finitas o infinitas, no existiendo correlación entre ellas, y con la

caracteŕıstica de poseer una estructura de correlación al interior de éstas.

Por ejemplo, datos como mediciones śısmicas se consideran que están co-

rrelacionados por la zona (subpoblación), y datos relacionados con el pro-

cesamiento de imágenes, donde la gama de colores y el color suponen una

incidencia en la calidad de la imagen hacen suponer una correlación entre las

mediciones de estos. No obstante por sus carácteŕısticas es natural trabajar-

los como modelos jerárquicos o modelos en multiniveles.

Los métodos más utilizados en el análisis de variables numéricas continuas

están en su mayoŕıa diseñados en las que se registra una única medida por

cada unidad de observación, por ejemplo en análisis de varianza y regresión.

Es poco usual poseer réplicas de mediciones de un mismo individuo y además

la misma cantidad para todos los individuos observados, que es el caso cuan-

do se trabaja con datos longitudinales (temporales) [Cannon](2001)[10] o

también en el caso de diseños balanceados [Cnaan](1997)[11]; no obstante
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podemos visualizar una cierta correlación entre la mediciones del individuo,

por lo cual no pueden considerarse como observaciones independientes, su-

puesto básico para estimar un modelo de regresión clásico. Otra clase de

estudios con observaciones correlacionadas son los datos agrupados, en los

que existe un diseño jerárquico, por ejemplo datos agrupados en hospitales,

puede ocurrir que los pacientes que se atienden en las distintas unidades ten-

gan ciertas caracteŕısticas muy similares entre ellos, es decir nuevamente bajo

ciertos factores las observaciones no son independientes [Leary](2000)[40].

Estudios de crecimiento, en los que el sujeto se evalúa en diferentes edades o

momentos, se consideran como investigaciones con datos correlacionados.

Modelos para el análisis de respuestas categóricas multivariadas correlaciona-

das han sido utilizados para medir la calidad de la docencia[Casero](2010)[12],

en los cuales se visualizan multiniveles (al menos tres), este tipo de mediciones

podŕıan estar correlacionadas de acuerdo a la apreciación que los estudiantes

poseen a priori del profesor, y esta influir en la evaluación a posteriori del

docente.

Además autores[Ita et al](1998)[33], hacen una introducción sobre el mode-

lamiento con multiniveles en presencia de datos(encuestas) correlacionados

y no correlacionados[Arijit et al](1982)[3], poniendo énfasis en estimadores

sesgados e insesgados.

Esta teoŕıa tiene como propósito flexibilizar el modelamiento bajo supuestos

de independencia y/o idéntica distribución, en conjunto con el apoyo de los

avances tecnológicos, la rapidez de procesamiento y generación de algoritmos

estad́ısticos, es que ha permitido que variadas investigaciones se centren y

se sigan desarrollando en el análisis y modelamiento de éstos, desde un en-

foque paramétrico [Ortega-Basulto](2009)[48], [Bush](1996)[9], como no pa-

ramétrico[Casanova](2007)[13],[Orellana](2002)[49],[Ranganathan](2004)[2].
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Diversos trabajos se han realizado bajo el contexto de familias paramétricas

que contengan una amplia gama de distribuciones, las cuales posean algunas

caracteŕısticas como por ejemplo, simetŕıa o asimetŕıa, colas más o menos pe-

sadas [Thomson](2005)[59], de tal manera de poder extender el modelamiento

y tener algún grado de flexibilidad. Es aśı que este trabajo adoptará alguna

de ellas y presentará algunos modelos bajo una estructura de correlación de

manera que datos con las caracteŕıticas mencionadas anteriormente puedan

ser modelados.

Un concepto más general a la independencia de variables aleatorias es el

de Permutabilidad, el cual establece que una sucesión de variables aleato-

rias se dirá permutable si: ”toda permutación de n de ellas posee la misma

distribución de probabilidad conjunta”; ambos conceptos son importantes de

destacar y mencionar, a la vez indicar de que manera influyen en el análisis de

los procedimientos (distribución de probabilidad a priori) y de los resultados

obtenidos cuando se trabaja con muestras. Dichos conceptos se explican con

mayor detalle más adelante. Investigaciones y resultados establecidos por de

Finetti(1937)[16], Ericson (1969)[20], Draper et al. (1993)[17], entre otros en

materias de Permutabilidad, permiten dar fluidez y respaldo a diferentes re-

sultados en los que se relaciona teoŕıa de muestreo y distribuciones asociadas.

En diferentes investigaciones desarrolladas en poblaciones finitas, es usual que

se focalicen en estimaciones de medias, percentiles, varianzas, entre otras; to-

das estas desde el punto de vista de modelos lineales,[Bolfarine et al](1992)[7],

[Bellhouse](1987)[6] las cuales presentan resultados de estimadores sesgados

e insesgados; dichas investigaciones contemplan resultados equivalentes entre

muestreo aleatorio simple y la noción de variables aleatorias permutables, lo

cual nos permite realizar inferencia a partir de un buen diseño de muestreo

[Ericson](1969)[20] y extender dichos resultados a poblaciones infinitas .
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En variados estudios las unidades de muestreo están agrupadas de forma

natural tales como: colegios, empresas, hospitales u otras instituciones, es

aśı que existen diversos sistemas que poseen una estructura de anidamiento,

en los cuales las unidades de observación de un determinado nivel, se hallan

agrupadas en otras de un nivel jerárquico superior. Por ejemplo, los estudian-

tes de un centro educacional agrupados en clases; estos pueden constituir el

nivel inferior de la jerarqúıa, las clases el nivel intermedio y los centros edu-

cacionales el nivel superior.

Estos agrupamientos, además de representar una estructura espećıfica de

datos, constituyen unidades de análisis que tienen interés por śı mismas.

Esto es, debido a la importancia que tiene considerar las variables medi-

das en los distintos niveles de la jerarqúıa es que permite entender la rele-

vancia de los participantes en el estudio. De ah́ı, que el término multinivel

[Goldstein](2002)[28] se utilice tanto para designar los niveles en que se pue-

den agrupar los datos y para caracterizar a las formas o técnicas utilizadas

para modelar relaciones que se dan dentro y a través de los diferentes niveles.

Dicha estructura de jerarquización puede ser analizada utilizando modelos,

ya sea desde el punto de vista clásico como Bayesiano, es en este último en el

que se trabajará para realizar la estimaciones en poblaciones infinitas, bajo

normalidad u otras distribuciones.

Por otra parte algunos autores [Ericson](1969)[20], dejan claro que el modelo

básico en poblaciones finitas debe establecer dos hechos importantes: prime-

ro, que la información contenida en la verosimilitud de los datos (muestra

cualquiera) está libre de toda subjetividad, y segundo, que la subjetividad

sólo ingresa a través de la elección de la distribución de probabilidad a priori.

Prácticamente hasta la década de los 80, la construcción de modelos conju-

gados y el análisis asintótico, constitúıan las dos únicas formas de análisis
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Bayesiano. Aśı, junto con los desarrollos conceptuales en la formulación de

modelos y el aumento de la tecnoloǵıa computacional, se ha dado un nuevo

impulso a los modelos bayesianos, cuya versatilidad para modelar situacio-

nes más complejas no hab́ıan sido explotadas debido a resolución de procesos

análiticos imposibles de resolver.

En los tiempos actuales se han implementado métodos de integración y de

simulación; luego el marco Bayesiano parece ser el método a seguir para el

análisis de modelos de este tipo, además el auge de las técnicas y/o méto-

dos de simulación llamados en su generalización métodos MCMC, es decir,

Métodos Montecarlo con Cadenas de Markov, se puede lograr en forma re-

lativamente simple obtener muestras de una distribución objetivo que junto

con los trabajos de Metropolis, permite dar fluidez y eficacia a la obtención

de muetras de distribuciones a posteriori complejas, sobre todo cuando se

trabaja con alta dimensionalidad.

Podemos encontrar algunas investigaciones de modelamiento, basadas en da-

tos correlacionados en poblaciones finitas desde el punto de vista Bayesiano

paramétrico, en el cual la variable de interés es continua, aplicando modelos

normales y obteniéndose estimaciones usuales [Scott and Smith](1969)[55],

como también, desde el punto de vista semiparamétrico se puede mencionar

el trabajo desarrollado por Jara et al. (2006)[34], quienes abordaron distribu-

ciones tipo mezcla de procesos Dirichlet en el análisis de respuestas binarias

correlacionadas.

Otros estudios de modelamiento de respuestas binarias con mayor flexibi-

lidad, se dan utilizando BRMUW (Bayesian Regression Model using Win-

BUGS)[Bazán](2010)[4]. Datos financieros [Mendoza](2006)[43], donde el in-

terés se centra en pronosticar el comportamiento futuro de las pérdidas, son

analizados bajo una estructura de correlación utilizando cuantiles bajo un

enfoque Bayesiano y aplicando mezcla de normales. En el libro de Edward
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W. Frees (2004)[21] se puede encontrar análisis de datos longitudinales, de

panel y otros.

El objetivo de este caṕıtulo es presentar el marco general, definiciones y

propiedades necesarias para el desarrollo de este trabajo, bajo un enfoque

Bayesiano Paramétrico.

En la sección 1.2 de este caṕıtulo, se realiza una descripción de los distintos

enfoques estad́ısticos, en la sección 1.3 se plantean los aspectos fundamentales

de la Estad́ıstica Inferencial desde el punto de vista Bayesiano Paramétrico,

dando un esbozo de la estructura que posee el diseño muestral y de que ma-

nera influye en nuestra forma de trabajar, ya sea en los procedimientos y/o

de los resultados obtenidos, destacando los modelos abordados por Lindley y

Smith (1972)[41]; en la tercera sección se mencionan algunas caracteŕısticas

de los modelos lineales y de que manera fueron abordardados en este trabajo,

en la cuarta sección se explican los procedimientos computacionales que se

ocuparon y en la quinta sección se plantean algunos métodos de uso común

de selección de modelos.

La sexta sección es dedicada al plan general de esta tesis, incluyendo sus

objetivos.

1.2. Enfoques Estad́ısticos

El Objetivo del análisis estad́ıstico es la inferencia, que intuitivamente se

puede definir como el proceso de aproximar o estimar qué P ∈ P genera

los datos o bien, verificar o refutar alguna hipótesis acerca de la verdadera

medida P .

Dependiendo de la naturaleza de la familia de medidas de probabilidad P ,

es posible distinguir tres enfoques en la inferencia: el enfoque paramétrico, el

no-paramétrico y el semi-paramétrico.
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La inferencia paramétrica considera que cada medida de probabilidad de la

familia, está indexada por un parámetro real θ, escalar o vectorial. En tal caso

escribimos: P = {Pθ : θ ∈ Θ} , donde Θ es el llamado espacio de parámetros,

el cual es finito-dimensional. Es usual suponer, en este caso, que a cada me-

dida de probabilidad se le puede asociar una función de densidad (o cuant́ıa),

indexada por θ. De esta forma surgen los diferentes modelos estad́ısticos pa-

ramétricos tales como los modelos Binomial, Poisson, Exponencial, Normal,

t-Student, Slash, etc.

La inferencia no-paramétrica se refiere al caso cuando no se supone forma

alguna para las medidas de probabilidad de la familia P , en tal caso puede

considerarse como conjunto de ı́ndices al conjunto de todas las funciones de

distribución F de interés, el cual es usual denotarlo por ℘ = {PF : F ∈ F},
aśı el espacio de parámetros es infinito-dimensional.

Finalmente, se ha adoptado en llamar modelos estad́ısticos semi-paramétri-

cos, a aquellos modelos que toman en consideración, tanto parámetros fini-

to dimensionales, como infinitos dimensionales, considerando habitualmente

una estructura jerárquica en su definición.

1.3. Espacio Muestral y Paramétrico

En esta etapa se presentan un conjunto de definiciones y resultados, que per-

mitirá dar confiabilidad, solidez y fluidez a los resultados obtenidos, como

por ejemplo ¿qué condiciones debe cumplir el espacio paramétrico para que

una medida de probabilidad posea soporte?, ¿qué nos garantiza la existencia

de la distribución a posteriori?, etc.
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1.3.1. Permutabilidad

Definición 1.3.1. Se dice que una secuencia de variables aleatorias son

permutables si para toda permutación de n de ellas, la distribución de proba-

bilidad conjunta es la misma.

De Finetti (1935)[16] demostró, que una secuencia de variables aleatorias bi-

narias son permutables, si y sólo si existe una función de distribución F o P

sobre [0, 1] , tal que, ∀n ∈ N ,

p(yn) = p(y1, y2, ..., yn) =
∫ 1

0
θtn · (1− θ)n−tn dF (θ), con tn = Σyi.

Hewitt - Savage (1955)[31] generalizaron este resultado de de Finetti a cual-

quier tipo de variables. No obstante, cabe mencionar que existen algunos

estudios que permiten dar algunas caracterizaciones a los modelos Uniformes

bajo el contexto de la permutabilidad [Esteves, Wechsler,Iglesias](2004)[19].

Dentro de este contexto podemos considerar muestras cualesquiera de ta-

maño n de unidades distintas, para realizar los procedimientos y obtener los

modelos en cuestión.

Por lo expresado anteriormente denotaremos por Θ al espacio paramétrico

donde se asumirá que Θ es un espacio métrico completo y separable con la

σ- álgebra de Borel B(Θ).

1.4. Modelo Bayesiano

Los modelos que se desarrollaron en esta tesis son modelos multivariantes

con una estructura jerárquica Bayesiana, es aśı que se mencionarán algunas

caracteŕısticas y conceptos utilizados en ellos. No obstante en la partida, se

presentan algunos fundamentos estad́ısticos que se emplearán como: modelo

13



Bayesiano, σ- álgebras asociadas, consistencia, modelos jerárquicos, distribu-

ciones a Priori, distribuciones no informativas, etc.

Modelo Bayesiano

Definición 1.4.1. Un modelo estad́ıstico es un tŕıo formado por: (Y ,A,Pθ)
donde Y, es el espacio de posibles observaciones , A es la σ- álgebra asociada

a Y y Pθ es una familia de posibles medidas de probabilidad indexadas por

un parámetro θ y definidas sobre (Y ,A) = Ω.

Una discusión de las σ- álgebras generadas por las distintas topoloǵıas aso-

ciadas puede ser encontrada en [Gaudard](1989)[22].

Definición 1.4.2. El modelo Bayesiano en su forma más sencilla consiste

de un parámetro o vector de parámetros desconocido θ aleatorio, con θ ∈ Θ,

donde Θ es el espacio paramétrico de valores para θ, el cual también tiene

asociado una σ- álgebra y una distribución a priori Π de Θ, perteneciente

a alguna familia de distribuciones posibles, con una medida de probabilidad

asociada, dada por el conocimiento o experiencia del experto.

En términos prácticos, sea y = (y1, y2, ..., yn)′ un vector de n observaciones

donde y ∼ Pθ, la cual se interpreta como la distribución condicional de y

dado que el parámetro aleatorio toma el valor particular θ, a su vez cada

componente sigue una distribución de probabilidad p(y|θ), que depende de

j parámetros que conforman el vector θ = (θ1, θ2, ..., θj)
′, el que asume una

distribución de probabilidad Π(θ) (distribución de probabilidad a priori), con

estos elementos se pueden obtener:

i) la distribución de probabilidad conjunta de θ e y:

π(y, θ) = p(y|θ) · π(θ) = π(θ|y) · p(y),

ii) la distribución de probabilidad marginal de y:

14



p(y) =
∫
π(y, θ) dθ =

∫
p(y|θ) · π(θ) dθ,

iii) la distribución de probabilidad a posteriori:

π(θ|y) =
p(y|θ) · π(θ)

p(y)
, p(y) 6= 0.

Esta última ecuación es obtenida de forma sencilla a través del Teorema de

Bayes.

De estas tres distribuciones de probabilidad, la herramienta principal del

análisis Bayesiano es la tercera, la que permite realizar inferencia sobre θ,

con información de las observaciones resumidas a través de la función de ve-

rosimilitud p(y|θ) o escrita de otra manera como L(θ|y) [Robert](1994)[52],

[Stigler](1986)[58]. Claro está, que para llegar a la distribución de probabili-

dad a posteriori, hubo que escoger y argumentar del porque de la distribución

a priori utilizada; es aqúı donde el análisis Bayesiano es cuestionado, aunque

no se puede negar que su presencia resuelve muchos de los problemas y limi-

taciones presentes en el análisis clásico.

1.4.1. Consistencia

Además desde el punto de vista Bayesiano, si una muestra aleatoria de ta-

maño n es extráıda de una población de tamaño N , se tiene,

p(yi(1), yi(2), ..., yi(n)|y) = p(s) = 1/
(
N
n

)
.

y si se asume distribuciones a priori permutables, tendremos,

p(y1, y2, ..., yn) = p(yi(1), yi(2), ..., yi(n)), ∀i permutación.

Como la probabilidad del muestreo p(s), no depende de los parámetros, la

distribución de probabilidad a posteriori tampoco depende de ésta, además
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la distribución a priori conjunta es de la forma
∫ ∏N

i=1 p(yi|θ) dF (θ), se tiene

que, la distribución a posteriori es proporcional a,∫
θ

∏
i/∈s
∏

i∈s p(yi|θ) dF (θ).

Por lo tanto bajo los argumentos de Permutabilidad se adopta como notación

para una muestra aleatoria de tamaño n, a yn = (y1, y2, ..., yn).

A través de la información del diseño, que esencialmente es una distribución

generada por la aleatorización, hace posible evaluar los procedimientos de

inferencia como estimación puntual y por intervalo.

La inferencia estad́ıstica en poblaciones finitas, se formula a través de un re-

sultado central el cual manifiesta que no existe un estimador lineal insesgado

y de varianza mı́nima uniformemente sobre el espacio muestral. El adveni-

miento de los modelos superpoblacionales, se da a ráız de una postulación

formal como parte de los procesos de inferencia para poblaciones finitas.

Investigadores al respecto [Smith](1976,1984)[56],[Hartley](1975)[29], dan los

principios y acotan las ĺıneas de desarrollo de la teoŕıa de muestreo bajo mo-

delos superpoblacionales, en los cuales se asume que cualquier muestra de

una población finita se puede considerar como una sub muestra de una su-

perpoblación, es decir la población finita pasa a ser una muestra. Aśı las

estimaciones que se realizan con la submuestra, se ocuparán para las predic-

ciones en los valores faltantes para completar la muestra(población finita).
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Distribución a Posteriori y Consistencia

Supongamos que Π es una distribución a priori de θ, es decir es una medida

de probabilidad sobre (Θ,B(Θ), luego para cada n, Π y las Pθ ’s, definen

una distribución conjunta de θ e yn = (y1, y2, ..., yn) , la que se simboliza y

se define como: λn,π(B,A) =
∫
B
P n
θ (A) dΠ(θ) , y cuya distribución marginal

λn de yn = (y1, y2, ..., yn) es:

λn(A) = λn,π(Θ, A).

Definición 1.4.3. La distribución condicional de θ dado y1, y2, ...yn es lla-

mada la distribución a posteriori la cual se define como:

Π(·|·) : B(Θ)× Ωn −→ [0, 1] y se debe cumplir:

(a) Para cada ω ∈ Ωn, Π(·|ω) es una medida de probabilidad sobre B(Θ).

(b) Para cada B ∈ B(Θ), Π(B|·) es An medible.

y

(c) Para cada B ∈ B(Θ) y A ∈ An, λn,π(B × A) =
∫
A

ΠB|ω dλn(ω)

En el caso de espacios completos y separables la posteriori siempre existe y

Π(·|ω), es una función de y1, y2, ..., yn, aśı, la posteriori se denotará como:

Π(·|y1, y2, ..., yn) o Π(·|yn) ,

y si las Pθ ’s son todas dominadas por una medida σ-finita µ, es decir,

pθ = dPθ/dµ entonces su función de densidad está dada por la expresión:

∏n
1 pθ(yi) · π(θ)∫

Θ

∏n
1 pθ(yi) · π(θ)

.
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Definición 1.4.4. Para cada n, la secuencia {Π(·|yn)} se dice consistente

para θ0, si existe Ω0 ⊂ Ω con P∞θ0 (Ω0) = 1, tal que si ω ∈ Ω0 entonces para

cada vecindad U de θ0 , {Π(·|yn)} D−→ δθ0 a.e Pθ0
.

Aśı la posteriori es consistente para θ0, si con probabilidad 1, la posteriori se

concentra alrededor de θ0.

Además si se tienen varias posibilidades de posteriori consistentes, el siguiente

teorema nos permite trabajar con cualquiera de ellas para realizar las esti-

maciones respectiva.

Teorema 1.4.1. Supongamos que la familia Pθ, θ ∈ Θ es dominada por una

medida σ-finita µ y sea pθ la densidad de Pθ y θ0 un punto interior de Θ

,además sean π1 y π2 dos densidades con respecto a una medida ν, las cuales

son positivas y continuas para θ0.

Si πi(·|yn), i=1,2 son ambas consistentes para θ0 entonces

ĺımn→∞
∫
|π1(θ|yn)− π2(θ|yn)| dν(θ) = 0 a.e Pθ0.

En particular Aggarwal (1959,1966)[1], usó prioris Normales para la aplica-

ción de Mı́nimax para obtener estimadores en poblaciones finitas.

Hill(1968)[32], consideró distribuciones a posteriori de medias y percentiles

de poblaciones finitas e infinitas y posteriormente autores como, Cochran

(1963)[15], Roderick (2006)[53] y Godambe(1955)[27], han utilizado distri-

buciones a priori en teoŕıa de muestreo, en tal caso, el objetivo principal fue

optimizar la estrategia del diseño y no enfocado en la utilidad de la distribu-

ción a posteriori.

18



1.4.2. Distribuciones a Priori

Los modelos Bayesianos requieren como se mencionó anteriormente de la es-

pecificación de una distribución a priori sobre el o los parámetros, este proceso

puede resultar complicado en caso de múltiples parámetros, en particular en

modelos de regresión. Diversas investigaciones y discusiones se basan en la

búsqueda de ellas [Jeffreys](1939) [Raiffa y Schaifer](1961) [Morris](1983)[46].

Usualmente por conveniencia son generalmente usadas las prioris conjugadas

(tanto distribución a priori como distribuciones condicionadas a posteriori y

en el mejor de los casos la distribución a posteriori pertenecen a la misma fa-

milia), ya que en su mayoŕıa, son anaĺıticamente tratables, Morris (1983)[46]

muestra que para las familias exponenciales, es posible escoger distribucio-

nes a priori de estas caracteŕısticas, las cuales por cierto no están excentas

de subjetivismo por ejemplo parámetros subyacentes o hiperparámetros, pero

de igual manera las hace muy adecuadas en la utilización de técnicas MCMC.

Hay elecciones de prioris completamente no subjetivas, las cuales también

tienen su utilidad inferencial y de comparación, como son las distribuciones

a priori No informátivas.

1.4.3. Distribuciones No Informativas

En caso de que no se disponga ningún tipo de información respecto del

parámetro de estudio, existen las distribuciones No informativas y su uso

se remonta a la época de Laplace utilizando las distribuciones Uniformes.

Cŕıticas al respecto es que en algunos casos resultan distribuciones a pos-

teriori impropias y que tales distribuciones a priori no son invariantes bajo

reparametrizaciones [Robert](1992)[52]. Jeffreys(1961)[35] propone una apro-

ximación en la que evita el tener que considerar la invarianza, incluso aunque

a veces sea compatible con ella. Esta aproximación consiste en tomar una den-
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sidad a priori proporcional a la ráız cuadrada de la matriz de información de

Fisher; esta resulta ser invariante bajo transformaciones, es fácil de calcular

en el caso univariado, Ibrahim y Laud (1995)[39] hacen un análisis de ésta

en los parámetros de una regresión.

La distribución a priori como se indicó anteriormente, es una medida de

probabilidad sobre un espacio paramétrico Θ, además, la distribución a pos-

teriori depende de las observaciones de y1, y2, ..., yn , en el caso que ”n”tienda

a infinito, ésta se relaciona directamente con la teoŕıa de convergencia de me-

didas de probabilidad. Autores como Ghosh and Ramamoorthy (2003)[26],

hacen una revisión extensa de este tema.

1.4.4. Especificación Jerárquica a las distribuciones a

Priori

Los modelos jerárquicos bayesianos, proporcionan una forma particular de

modelar la información a priori, descomponiéndola en distintos niveles, lo

que permite diferenciar entre elementos estructurales y subjetivos de esta

información.

Una forma simple y útil de visualizar el modelo Bayesiano es en dos etapas

o jerarqúıas, la primera corresponde al modelo observacional o verosimilitud

y la segunda a la distribución a priori, es decir:

y|θ ∼ p(y|θ). (1.4.1)

θ ∼ π(θ). (1.4.2)

Generalmente, la distribución de la etapa (1.1). es una distribución conjuga-

da, por la facilidad que tiene para ser tratada computacionalmente y porque

en cierta manera, las etapas superiores compensan o ayudan en posibles erro-

res de modelado en los niveles inferiores (da robustez a los estimadores), y/o
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en los procesos computacionales. Pueden encontrarse numerosos ejemplos de

modelos jeráquicos en las ciencias sociales [Draper](1995)[17], salud [Monsal-

ve et al.](2010)[46], agricultura [Bazán et al.](2010)[4].

Aqúı utilizaremos la notación y|θ ∼ f(y|θ) para decir que la función de den-

sidad condicional de y dado θ es f(y|θ).

Por ejemplo:

Consideremos el modelo lineal jerárquico, que fue introducido por Lindley y

Smith(1972)[41]; el cual establece que:

y|β1, φ ∼ Nn(X1β1, φ
−1In)

β1|β2 ∼ Nk1(X2β2, C)

β2 ∼ Nk2(b, B)

φ ∼ Gamma(n0/2, n0σ
2
0/2).

Este modelo fue reformulado posteriormente por Mac Eachern (1994)[42],

West y Turner (1994)[61], Escobar y West (1995)[18] y Müller, Erkanli y

West(1996)[47], considerando componentes no paramétricas en la jerarquiza-

ción, dándole un enfoque Semiparamétricos al modelamiento.

Es aśı que la distribución a priori π(θ), se puede descomponer en distribu-

ciones condicionales de acuerdo a distintas etapas o niveles superiores como:

π(θ|θ1), π(θ1|θ2), ..., π(θn−1|θn) y la distribución marginal πn+1(θn).

de tal forma que:

π(θ) =
∫

Θ1×...×Θn
π(θ|θ1), π(θ1|θ2), ..., πn+1(θn) dθ1...dθn
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(a los parámetros θi se les denomina hiperparámetros de nivel i-ésimo)

Los modelos jerárquicos son preferidos por diferentes razones, entre ellas

están:

1. En análisis de metapoblaciones, es decir en estudios de aquellas pobla-

ciones que a su vez se subdividen en subpoblaciones.

2. En el ámbito no informativo, los modelos jerárquicos le dan robustez

a las estimaciones [Berger](1985)[5] y en muchos casos se trabaja con

distribuciones no informativas relacionadas con distribuciones conjuga-

das.

3. Un tercer caso, la formulación jerarquizada puede flexibilizar el proce-

dimiento computacional.

1.4.5. Métodos Computacionales

La inferencia en los modelos Bayesianos radica sustancialmente en la infor-

mación que la distribución a posteriori nos entregue, entre ellas podemos

mencionar: medidas de tendencia central, medidas de variabilidad, intervalos

de credibilidad, distribuciones marginales, factores de Bayes, etc; dichos re-

sultados involucran cálculo de Integrales que tienen la misma dimensión de

los parámetros a estimar, con lo cual la dificultad para obtener los resultados

se vuelve compleja; es aśı que se han desarrollado mecanismos para simplifi-

car estos procesos. Entre ellos destacaremos el algoritmo de Gibbs Sampling

y el de Metropolis Hasting (casos particulares de MCMC).

Los Método Montecarlo con Cadenas de Markov (MCMC), propuesto por

Geman y Geman (1984)[24] y difundido por Gelfand y Smith (1990)[23], tiene

como objetivo trabajar con muestras pseudoaleatorias de distribuciones de

probabilidad que cumplan con ciertas condiciones como el de obtener una

22



distribución estacionaria, es decir, la idea es garantizar que para n grande

la distribución de los datos converge; autores como Hasting (1970)[30], Ross

(1995), Geyer (1992)[25], Müller(1991), Chib y Greenberg (1995)[14], han

estudiado y dado las condiciones para que esta distribución requerida exista.

Aśı dado el parámetro θ = (θ1, ..., θp), el muestrador de Gibbs trabaja en

forma iterativa, es decir, para cada j = 1, 2, ..., p genera las distribuciones

condicionales a posteriori de,

θj,n+1 ∼ θj | y, θ1,n+1, ..., θj−1,n+1, θj+1,n+1, ..., θp,n+1

El método de Gibbs debe su popularidad, al hecho que en muchos modelos es-

tad́ısticos la distribución condicional a posteriori completa f(θj | y, θk, k 6= j)

es posible de simular. Ocurre sin embargo, casos en donde esto no es posible

y por ello se hace necesario contar con otros métodos MCMC alternativos.

Posiblemente el más genérico de estos esquemas es el de Metropolis.

Las cadenas de Markov que son utilizadas en los esquemas MCMC po-

seen generalmente un espacio continuo de estados. Tierney (1994)[60] mues-

tra que estos algoritmos convergen a una distribución ergódica estacionaria

π(θ) = f(θ | y) sujeta a tres condiciones de regularidad: irreducibilidad,

aperiodicidad e invarianza. La noción de irreducibilidad manifiesta que para

cualquier estado θ y cualquier conjunto de estados B con π(B) > 0, existe

n ∈ N tal que al cabo de n iteraciones la cadena pueda hacer una transición

de θ a B con probabilidad positiva. La invarianza se refiere por otro lado, a

la propiedad de que si empezamos con un vector de estados generado por π,

entonces futuras transiciones en la cadena dejarán la distribución marginal

de θ inalterada; es decir θn ∼ π, para cuaquier n ∈ N.

El muestreador de Gibbs y el esquema de Metropolis-Hasting son por cons-

trucción invariantes con respecto a la distribución a posteriori buscada. Lo

que uno debe verificar entonces son la aperioricidad e irreducibilidad de la

cadena, siendo esta última la más cŕıtica pues en ocasiones es posible encon-

trar un subconjunto de estados tales que cuando la cadena simulada entre
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en ella sea improbable salir y el algoritmo por tanto se entrampe en ese

punto sin llegar a converger. En la práctica más importante que establecer

convergencias teóricas es reconocer la convergencia práctica; es decir juzgar

cuantas transiciones M debe de ser suficientes como para obtener promedios

ergódicos que estén cerca de la media deseada.

Una vez finalizada esta etapa comienza nuestro proceso de Inferencia para el

o los parámetros o modelos en cuestión.

1.5. Comparación de Modelos

Si se desea comparar varios modelos para determinar cual de ellos posee

mayor precisión en sus estimaciones o en su capacidad de predicción, exis-

ten variados métodos de comparación, dentro de ellos podemos mencionar:

Criterio de Información Bayesiana (BIC), Criterio de Información de Akai-

ke (AIC), Criterio de Información de Devianza (DIC),y Criterio de Mı́nima

Pérdida Predictiva a Posteriori (D), entre otros, en particular se usarán el

BIC, el DIC y pd para realizar las comparaciones de modelos y sus grados

de complejidad.
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Criterio de Información Bayesiana.

El criterio de Información Bayesiana (BIC) y Criterio de Información de

Akaike (AIC), son criterios que se utilizan en la selección de modelos para

elegir el mejor entre un conjunto de modelos admisibles. Un modelo es mejor

que otro si tiene un valor menor (AIC o BIC). El AIC se basa en la distancia

de Kullback-Leibler en la teroŕıa de la información y el BIC se basa en una

verosimilitud integrada en la teoŕıa Bayesiana. Si no aumenta la complejidad

del modelo Bayesiano con el tamaño del conjunto de datos, es preferible el

BIC, y en caso contrario el AIC [Bumham, and Anderson](1998)[8]. Otro

criterio bastante utilizado es el factor de bayes, el cual realiza un promedio

ponderado por la distribución de los parámetros. No obstante autores como

Raftery y Kass (1995)[51] sugieren no utilizar el factor de Bayes y usar en su

lugar el BIC, el que se calcula sin especificar ninguna distribución a priori, y

el cual se define como:

BIC = −2log(f(y|θ)) + p · log(n),

donde f(y|θ) es el valor del máximo de la función de verosimilitud, p es el

número de variables explicativas del modelo (incluyendo las constantes) y n

es el tamaño muestral.

Criterio de Información de Devianza

El criterio de Información de la Desvianza (DIC) es una generalización de

los modelos jerárquicos AIC (Criterio de Información de Akaike) y BIC ,

propuesto por Spielgelhalter et al. (2002)[57], este se utiliza cuando la dis-

tribución a posteriori se obtiene o determina v́ıa simulaciones de cadenas

de Markov (MCMC), por lo tanto se trata de una aproximación asintótica

basándose en muestras grandes y pertinente cuando la distribución simulada
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a posteriori es aproximadamente Normal y esta medida utiliza la ”Devianza

Bayesiana”, cuya expresión está dada por:

D(θ) = −2log(f(y|θ)) + 2log(h(y)),

Se resume .el ajuste”del modelo por la esperanza posterior de la devianza

D = Eθ|y[D], como también una medida de complejidad definida por el

número efectivo de parámetros pD, definido como la devianza esperada me-

nos la devianza evaluada esperada a posteriori, es decir:

pD = Eθ|y[D]−D(Eθ|y[θ] = D −D(θ)

Es aśı que el Criterio de Información de la devianza queda expresado por:

DIC = D + pD = 2D −D(θ),

cuyo cálculo se estima utilizando:

Êθ|y[D(θ)] =
∑N

i=1

D(θi)

N

En otras palabras el DIC se determina como: ”dos veces la media de devian-

za menos la devianza de la media de los parámetros involucrados”, una vez

que se ha analizado la convergencia de la cadena.

Por cada iteración de dicha cadena, se evalúa la devianza en los valores ob-

tenidos y luego se calcula el promedio de devianza, por otra parte, se realiza

la estimación puntual de los parámetros a través del promedio muestral y se

evalúa la devianza en estos valores, calculando finalmente el valor del DIC;

el modelo con menor DIC, será nuestra elección.
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Criterio de Minima Pérdida Predictiva

Otra alternativa además del DIC, es implementar el criterio de Mı́nima Pérdi-

da Predictiva, el cual como lo indica Rodŕıguez(2009)[54] propuesto por

Ibrahim, Laud(1995)[39]. Este criterio se basa en seleccionar el mejor mo-

delo entre los admisibles, que posean menor D, mediante la generación de

nuevas réplicas de los datos observados y se define como:

D = G+ P donde, G =
∑N

i=1(µi − yi,obs)2 y P =
∑N

i=1 σ
2
i ,

µi es la media predictiva a posteriori (E(Yi,rep|Y )), y σ2
i es la varianza pre-

dictiva. G corresponde a la capacidad predictiva y P es una componente de

penalización por sobre ajuste.

Si el valor esperado de las predicciones a futuro es parecido a los datos que

ya se han observado, simulaciones a partir de la predictiva serán similares a

los datos, en promedio. Con esto se podŕıa decir que el modelo representa

o explica el mecanismo que generó esos datos observados. Por tal motivo se

dice que el componente G cuantifica la capacidad del modelo de reproducir

los datos observados[Rodriguez,J.](2009)[54], lo cual es deseable. En este caso

también se escogerá el modelo con menor valor D.

De estas medidas ocuparemos el DIC, BIC y la complejidad pD para compa-

rar los modelos.

1.6. Objetivos de la Tesis

Esta Tesis tiene como objetivo principal la estimación de parámetros con-

siderando número finito de poblaciones aplicando modelos Jerárquicos Ba-
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yesianos paramétricos para variables continuas; asociando una estructura de

correlación entre las observaciones en cada población y no correlación entre

ellas. El cual nos permite trabajar con una sóla muestra aleatoria sin la nece-

sidad de tener réplicas de las mediciones o tener tamaños muestrales grandes

para realizar el análisis inferencial, que es lo usual cuando se trabaja con

análisis de varianzas o modelos de efectos aleatorios.

1.6.1. Estructura de la tesis

Esta tesis contempla un caṕıtulo de introducción y Marco teórico, expuesto

anteriormente y tres caṕıtulos de resultados los cuales se describen a conti-

nuación:

1. En el caṕıtulo 1, se presentan el marco teorico y los fundamentos teo-

ricos de los procesos que se desarrollaron.

2. En el caṕıtulo 2, Se trabaja con algunos modelos Bayesianos como: el

modelo Normal, Normal-gamma (t-Student), Normal- Beta(slash), ba-

jo independencia, tanto entre las subpoblaciones como dentro de ellas,

ampliando la jerarquización.

Se presentan los resultados de las distribuciones condicionales comple-

tas, bajo ciertas condiciones, las que nos permiten realizar las estima-

ciones respectivas v́ıa simulaciones utilizando Gibbs Sampling.

3. En el caṕıtulo 3, de igual manera que en el caṕıtulo 2 se trabajaron dis-

tribuciones similares, con algunos cambios en la aleatoriedad de algunos

hiperprámetros, para no extender en forma abusiva la jerarquización,
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pero se incorpora una componente aleatoria, la cual aportará en la ob-

tención de correlación al interior de cada subpoblación y se asumirá no

correlación entre las mismas.

No obstante la dificultad se hace notar en la obtención de las distri-

buciones condicionales completas, con una estructura de correlación, lo

cual induce a tener que utilizar variables auxiliares para poder imple-

mentar Gibbs Sampling, lo que induce a la ampliación en la jerárqui-

zación del procedimiento Bayesiano.

En el caṕıtulo 4, se realizan las simulaciones de modelos heterocedásti-

cos bajo independencia y bajo correlación obtenidos en el capitulo 2 y

3. Además se realizan las evaluaciones de datos respectivos de los tres

modelos involucrados normal, t-Student y slash, generados por repre-

sentaciones estocásticas conocidas(mezcla de normales). Finalmente se

realizan las comparaciones entre el total de modelos simulados, esta-

bleciendo un ranking junto con sus limitaciones.

29



Caṕıtulo 2

Modelos Bayesianos Bajo

Independencia

2.1. Introducción

El muestreo en varias etapas es frecuentemente usado en analisis de pobla-

ciones humanas, Kish (1965)[38], describe un muestreo en tres etapas de

extracción, en el cual una muestra de paises es extraida en una primera eta-

pa, una muestra de bloques (estratos) es extraida de la muestra de cada pais

como segunda etapa, y luego de cada bloque, se extrae una muestra como

tercera etapa. Además, en cada etapa se utiliza un muestreo aleatorio simple,

y se procede a realizar todas las estimaciones de las cantidades deseadas de

acuerdo al interés del estudio.

En este caṕıtulo el objetivo inicial es la estimación, es aśı que se destacan

el vector de medias y la matriz de varianzas-covarianzas de los elementos

de una población infinita (superpoblación), la cual a su vez está dividida en

subpoblaciones.

En esta tesis se asume que el diseño del muestreo y la obtención de la muestra

fue previo al análisis que sigue, de tal manera que contaremos con k subpo-
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blaciones de un total de K y de cada una de ellas fue extraida una cantidad

ni, completando un total de n observaciones muestrales de la superpoblación.

Es decir, ∑k
i=1 ni = n.

Se utilizan algunos supuestos iniciales basados en un trabajo realizado por

Scott Smith (1969)[55], cuyo objetivo es realizar estimaciones en poblaciones

finitas. No obstante este trabajo se aborda desde el punto de vista de po-

blaciones infinitas, donde el muestreo se desarrolla en varias sub-etapas, con

una estructura de correlación dentro de las subpoblaciónes y no correlación

fuera de ellas.

La variable de interés se denotará por yi con ni elementos muestrales, es

decir, yi1, ..., yini , denotará una muestra de la i-ésima subpoblación.

Para especificar el modelo para la población de elementos, el diseño estará da-

do bajo los siguientes supuestos:

S1: Los elementos del i-ésimo cluster, están no correlacionados y tienen

distribución Fi, con media µi y varianza Σi.

S2: Las medias entre los cluster están no correlacionadas y tienen distri-

bución G con media ν y varianza δ2.

Estos supuestos son equivalentes a especificar una super población, desde la

cual, una población finita ha sido extráıda y puede ser expresada en términos

del concepto de permutabilidad de de Finetti’s [Ericson] (1968)[20].

En el modelo planteado se presenta la permutabilidad entre los elementos de

cada subpoblación y entre las medias de los clusters.
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Por otra parte los estad́ısticos están en un continuo desaf́ıo por ampliar la fa-

milia de distribuciones, ya sea en, su forma, propiedades, espacios paramétri-

cos, etc, de tal manera que estos puedan por ejemplo, modelar conjuntos

de datos con valores extremos, que de ser aśı, se supondŕıa que valores in-

termedios también debieran funcionar razonablemente, dando robustez a los

procedimientos [Morgenthaler et al](1991)[45], y como consecuencia poder

modelar datos reales con estas caracteŕısticas.

Considerando lo anteriormente expuesto, en este trabajo la distribución F

estará dada por una mezcla de distribuciones normales, para dar mayor fle-

xibilidad al modelamiento. G será una distribución normal y el parámetro

de localización de ésta última, en algunos casos será una constante conocida

y en otros se asumirá como variable aleatoria con una distribución a priori

normal, con media cero y varianza grande (mayor 0 igual a 1000). No obs-

tante, el interés principal de esta tesis será estimar las medias y varianzas de

cada subpoblación.

Aplicaciones mencionadas en el marco teórico aplican familia de modelos

normales, t-Student y slash entre otras. En esta tesis se utilizan estos tres

modelos, y distribuciones a priori estándar de acuerdo a las caracteŕısticas

de los parámetros de interés.
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2.2. Notación

Antes de presentar los modelos propuestos, se establecen a continuación al-

gunas notaciones.

Los śımbolos que estén ennegrecidos denotarán vectores y/o matrices y en

caso de no ser aśı se referirá a elementos unidimensionales.

Dentro de los vectores o matrices se destacan: el vector o matriz formada

sólo por valores 1’s, los cuales se denotarán por 1n de dimensión n y por 1n2

de dimensión n2 respectivamente y a In la matriz identidad de dimensión n2.

Además las variables aleatorias se denotarán con letras minúsculas.

Vectores que se utilizan en los diferentes modelos son: el vector de medias

totales, el cual está formado por cada una de las medias de las subpoblaciones

de tamaño ni respectivamente y el vector de observaciones totales el que

está compuesto por las observaciones de cada subpoblación, cuya notación

está dada por:

µ =


µ1 1n1

µ2 1n2

...

µk 1nk

 , y =


y1

y2

...

yk

 , yi =


yi1

yi2
...

yini

 , i = 1, ..., k

Por lo tanto la notación abreviada para el vector de la media poblacional

será µ y para el vector de las observaciones totales será y, ambos de dimen-

sión n× 1.

Además Σi indicará la matriz de varianzas covarianzas de la i-ésima subpo-

blación, definida por elementos distintos de cero en la diagonal y cero fuera

de ella y por Σ a la matriz de varianzas-covarianzas de la población completa,
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es decir, Σi=σ
2
i Ini

, las varianzas σ2
i en algunos casos serán fijas, en otros

casos aleatorias y definidas en el conjunto de los números reales positivos,

no obstante en los procedimientos de las simulaciones se ocuparán varianzas

aleatorias y Σ= (δij Σi )i,j=1,...,k , de dimensión n2 por construcción será una

matriz con elementos positivos en la diagonal y cero fuera de ella, donde,

δij =

{
1 si i = j

0 si i 6= j.

Los parámetros y variables auxiliares que se utilizan están definidos en R
tratándose de medias y en R+ si se trata de varianzas y/o medidas de dis-

persión o en su defecto en subconjuntos continuos de estos.

2.3. Modelo normal heterocedástico con va-

rianzas conocidas

En este modelo, se asumirá que las subpoblaciones son heterocedásticas, con

varianzas conocidas. Los espacios tanto muestral y paramétrico, estarán da-

dos por: (y,Θ)=(Rn,Rk). Luego la representación Jerárquica del modelo

está dada por:

yi|µi,Σi
c.ind∼ N (µi1ni ,Σi)

µi|ν, δ2 iid∼ N
(
ν, δ2

)
Π(ν) = N(0, 1000),

donde µi ∈ R, Σi=σ
2
i ·Ini

, de i = 1, 2, ..., k y δ constante conocida y real

positiva.

De manera natural, el modelo propuesto puede ser analizado desde el punto
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de vista de regresión, como un modelo de efectos aleatorios dado por:

yi = µi1ni + ξi,

donde ξi ∼ N(0,Σi).

No obstante como este trabajo fue diseñado desde el punto de vista Bayesiano

por la flexibilidad que este posee de trabajar con observaciones correlaciona-

das, se adoptó, que los modelos bajo independencia también sean abordados

bajo este mismo enfoque, quedando como trabajo futuro este tipo de análisis.

Aplicando teorema de Bayes se obtienen las siguientes distribuciones condi-

cionales completas, las cuales se aplican en el mecanismos de Gibbs sampling

en la generación de las cadenas para cada uno de los parámetros de interés

y aśı realizar las estimaciones correspondientes de las medias. Tales distribu-

ciones se explicitan a continuación:

Algoritmo 2.1

µi | ν , σi , δ2 , yi ∼ N (Ai , Bi) (2.3.1)

ν |µ, δ2 ∼ N

(
µ ,

δ2

k

)
, (2.3.2)

con

Ai =
ni · δ2 · yi + ν · σ2

i

ni · δ2 + σ2
i

, Bi =
σ2
i · δ2

ni · δ2 + σ2
i

, yi =

∑ni
j=1 yij

ni
, y µ =

∑k
i=1 µi
k

.

Donde yi es el promedio muestral y µ es el promedio de las medias de las k

subpoblaciones seleccionadas.
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2.4. Modelo normal homocedástico con va-

rianza desconocida

En el modelo anterior se agrega una etapa a la jerarquización para flexibilizar

el comportamiento de la varianza, pero con la restricción de que sea igual

para todas las subpoblaciones(subpoblaciones homocedásticas). Una distri-

bución a priori estándar para la varianza es una Gamma Invertida(IG) y se

asumirá que (µ1, ..., µk) es independiente de σ2, lo que será denotado como

(µ1, ..., µk)q σ2.

Luego la representación jeráquica del modelamiento queda expresada como:

yi | µi, Σi
c.ind∼ N ( µi1ni , Σi)

µi | ν, δ2 iid∼ N
(
ν , δ2

)
σ2 | a, b ∼ IG( a , b)

Π(ν) = N(0, 1000),

donde, Σi=σ
2Ini

, de i = 1, ..., k y a, b, δ ∈ R+ constantes cuales quiera

y conocidas(hiperparámetros).

Aplicando teorema de Bayes se agrega la distribución condicional completa

para σ2, obteniéndose como resultados:

Algoritmo 2.2

µi | yi , σ2, ν , δ2 ∼ N (Ai, Bi) (2.4.1)

ν | µ, δ2 ∼ N

(
µ,
δ2

k

)
(2.4.2)

σ2 | µ, y, δ2 , a, b ∼ IG
(
a+

n

2
, S
)
, (2.4.3)
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con,

S =

( ∑k
i=1(ni · [y2

i − 2µi · yi + µ2
i ])
)

+ 2b

2
, y2

i =

∑ni
j=1 y

2
ij

ni
,

y Ai, Bi dados en la sección 2.3 Algoritmo 2.1 y reemplazando σ2
i por σ2.

2.5. Modelo normal heterocedástico con va-

rianzas desconocidas

De acuerdo al problema estad́ıstico Inferencial que tengamos presente, es fac-

tible poder trabajar con poblaciones homocedásticas, no obstante parece más

natural pensar en poblaciones con medias y varianzas distintas, es aśı que

en esta etapa el modelamiento se asumirá varianzas distintas pero aleatorias,

para esto se utilizará los śımbolos ai, bi, para indicar los hiperparámetros de

la distribución a priori para la varianza de la población i-ésima respectiva y

además µi q σ2
i , i = 1, ..., k.

Luego la representación jerárquica del modelamiento queda expresada:

yij | µi , σ2
i

c.iid∼ N
(
µi , σ

2
i

)
µi | ν, δ2 iid∼ N

(
ν , δ2

)
σ2
i | ai, bi ∼ IG( ai , bi)

Π(ν) = N(0, 1000),

donde ai, bi, δ ∈ R+ constantes cualesquiera y conocidas, de i = 1, ..., k.

Aśı las distribuciones condicionales completas, están dadas por:
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Algoritmo 2.3

µi |yi, σ2
i , δ

2, ∼ N ( Ai , Bi) (2.5.1)

ν |µ, δ2, ∼ N

(
µ ,

δ2

k

)
(2.5.2)

σ2
i |µi, yi, δ

2, ai, bi ∼ IG
(
ai +

ni
2
, S(i)

)
, (2.5.3)

con Ai y Bi dadas en la sección 2.3 algoritmo 2.1 y S(i) =
∑ni
j=1(yij−µi)2

2
+ bi.

2.6. Modelo normal homocedástico con paráme-

tros para la media aleatorios

En ocasiones se tiene una idea muy vaga de la variabilidad que pueden poseer

las medias de subpoblaciones que forman parte de las estimaciones de interés,

por lo cual para realizar la inferencia respectiva se debe evaluar diferentes

escenarios y ver su factibilidad. Con el objetivo de flexibilizar la varianza de

las medias dada por δ2, ésta se asumirá aleatoria con distribución a priori

IG(c,d), con c y d constantes reales, conocidas y positivas.

Luego la representación jerárquica del modelo queda expresada como:

yi | µi , σ2 c.ind∼ N
(
µi , σ

2
)

µi | ν, δ2 iid∼ N
(
ν , δ2

)
σ2 | a , b ∼ IG( a , b)

δ2 | c , d ∼ IG( c , d)

Π(ν) = N(0, 1000),

Luego las distribuciones condicionales completas están dadas por:
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Algoritmo 2.4

µi |yi, σ2
i , ν, δ

2 ∼ N ( Ai , Bi) (2.6.1)

ν | µ, δ2 ∼ N

(
µ ,

δ2

k

)
(2.6.2)

σ2 |y, µ, a, b ∼ IG
(n

2
, S
)

(2.6.3)

δ2 |µ, c, d, ν ∼ IG

(
c+

k

2
, q

)
, (2.6.4)

donde,

q =
Σk
i=1 (µi − ν)2

2
+ d,

Ai, Bi, S dados en la sección 2.4.

2.7. Modelo normal heterocedástico con va-

riable auxiliar

Uno de los fines principales de esta tesis es realizar inferencia en subpo-

blaciones con observaciones modeladas con distintas distribuciones. De esta

manera, se introduce una variable auxiliar u la que nos permitirá trabajar

con mezcla de normales, aśı, la forma de la variable aleatoria que modela

los datos dados los parámetros de interés que son la media y la varianza,

podrá ser representada estocásticamente como:

yi
d
= u

− 1
2

i Σ
1
2
i · zi + µi,

tal que ui es independientes de zi, ui ∼ G con G(0) = 0.

Śı,

yi |ui, µi, Σi,
c.ind∼ N

(
µi , u

−1
i Σi

)
y ui = 1, ∀ i = 1, ..., k, entonces yi ∼ N(µi,Σi).
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Luego la representación jerárquica del modelamiento queda expresada por:

yij |ui, µi, σ2
i ,

c.ind∼ N
(
µi , u

−1
i σ2

i

)
µi | ν, δ2 iid∼ N

(
ν , δ2

)
σ2
i | ai, bi ∼ IG( ai , bi),

el cual es equivalente al de la sección 2.5, por lo tanto el algoritmo 2.5 posee

las mismas etapas de éste modelamiento.

2.8. Modelo t-Student homocedástico

En esta sección la variable auxiliar u, asumirá una distribución de probabili-

dad a priori G(ϕ/2, ϕ/2)”, con parámetro de forma y de escala iguales, con

ϕ un real positivo mayor que dos.

Luego si,

yi1, ..., yini | µi , σ2, ui
c.iid∼ N

(
µi , u

−1
i · σ2

)
ui ∼ G(ϕ/2 , ϕ/2 ),

entonces el vector marginal yi distribuye:

yi | µi ,Σi, ϕ
c.ind∼ tni ( µi · 1ni ,Σi , ϕ).

Con media µi · 1ni , y varianza ϕ
ϕ−2

Σi con ϕ > 2, cuya expresión se utili-

zará para estimar la devianza y comparar los modelos.

Además para analizar la calibración de los procedimientos se evaluarán datos

t-student, generados por su representación estocástica expresada anterior-

mente.

De acuerdo a los supuestos establecidos, la representación jerárquica del mo-
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delo t-Student homocedástico está dado por:

yij | µi , σ2, ui
c.iid∼ N

(
µi , u−1

i σ2
)

µi | ν, δ2 iid∼ N
(
ν , δ2

)
σ2 | a, b ∼ IG(a , b)

ui | ϕ
iid∼ G(

ϕ

2
,
ϕ

2
)

Π(ν) = N(0, 1000),

donde, δ2, a, b, ϕ son constantes reales conocidas y positivas, con ϕ > 2.

Aśı del modelamiento, se obtienen las siguientes distribuciones condicionales

para el algoritmo Gibbs Sampling:

Algoritmo 2.6

µi |yi , σ2, ui, ν, δ
2 ∼ N ( Ai , Bi) (2.8.1)

ν |µ, δ2, ∼ N

(
µ ,

δ2

k

)
(2.8.2)

σ2 |y, µ, a, b, u ∼ IG
(
a+

n

2
, S
)

(2.8.3)

ui |yi, µi, σ, ϕ ∼ G

(
ni + ϕ

2
, Ci

)
, (2.8.4)

donde,

Bi =

[
ui σ

−2 · ni +
1

δ2

]−1

, Ai =
[
ui · σ−2 · ni · yi +

ν

δ2

]
·Bi,

S =

∑k
i=1 ui ·

∑ni
j=1(yij − µi)2

2
+ b, Ci =

σ−2 ||yi − µi 1ni ||2 + ϕ

2
,

||yi − µi 1ni ||2 =

ni∑
j=1

(yij − µi)2.
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2.9. Modelo t-Student heterocedástico

De igual manera que en casos anteriores, se flexibiliza la varianza asumiéndo-

las distintas para cada subpoblación y modelando sus distribuciones a priori

como IGamma con parámetros ai, bi, respectivamente. Aśı se obtiene el si-

guiente modelo jerárquico:

yij | µi , σ2
i , ui

c.iid∼ N
(
µi , u−1

i σ2
i

)
µi | ν, δ2 iid∼ N

(
ν , δ2

)
σ2
i | ai, bi ∼ IG(ai , bi)

ui | ϕ
iid∼ G(

ϕ

2
,
ϕ

2
).

Donde, δ2, ai, bi, ϕ son constantes reales conocidas y positivas, ϕ > 2, de

i = 1, 2, ..., k.

Luego las distribuciones condicionales para el algoritmo Gibbs Sampling

están dadas por:

Algoritmo 2.7

µi |yi , σ2
i , ui, ν, δ

2 ∼ N ( Ai , Bi) (2.9.1)

σ2
i |yi, µi, ai, bi, ui ∼ IG

(
ai +

ni
2
, S(i)

)
(2.9.2)

ui |yi, µi, σ2
i , ϕ ∼ G

(
ni + ϕ

2
, Ci

)
. (2.9.3)

Donde Ai, Bi, Ci, están especificadas en la sección anterior reemplazando

σ2 por σ2
i y

S(i) =
ui
∑ni

j=1(yij − µi)2

2
+ bi.
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2.10. Modelo slash homocedástico

En esta etapa, la variable aleatoria u será modelada a priori por una Beta(ϕ,1),

luego la marginal de yi dada la media, varianza y una constante real positiva

ϕ distribuiye slash, es decir:

yi |µi ,Σi, ϕ
c.ind∼ slash (µi ,Σi , ϕ).

Con media µi, y varianza ϕ
ϕ−2

Σi, la cual además se utilizará para estimar la

devianza y comparar los modelos. En este caso la representación estocástica

para generar datos slash, estará dada por el cuociente de una normal y una

uniforme elevada a una ráız de la forma 1/(2 ·ϕ), ambas variables aleatorias

independeintes entre śı, aplicando trasnformaciones lineales se tiene la slash

multivariada y no centrada.

De manera formal tenemos que:

Sea el vector aleatorio yi = u
− 1

2·ϕ
i Σ

1
2
i · zi + µi, donde zi ∼ N(0, Ini), e

independiente de la distribución uniforme estándar de dimensión ni.

Luego

yi | µi ,Σi, ϕ
c.ind∼ slash (µi ,Σi , ϕ),

tal que, E(yi) = µi y la V (yi) = ϕ
(ϕ−1)

Σi.

Para analizar el ajuste del modelo, se debe calcular la devianza y por ende

una integral de la forma Gx(a, b) =
∫ x

0
g(u|a, b) du, la que aplicada al con-

texto queda expresada como G1(β, s) =
∫ 1

0
uβ−1e−usdu. Dado que ésta no se

puede resolver en forma anaĺıtica, es necesario recurrir a métodos numéri-

cos o aproximaciones asintóticas para realizar las estimaciones, dentro de las
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cuales, una de ellas establece:

G1(β, s) =
∫ 1

0
uβ−1e−usdu ≈ s−βγ(β) s >> β,

en cuya expresión s está relacionada con la distancia de mahalanobis y β

es una expresión que depende del tamaño muestral y del parámetro fijo ϕ,

debiendo s ser mucho más grande que β.

Autores[Lange et al](1993)[37] hacen una revisión detallada de algunas de

estas aproximaciones.

En el caṕıtulo 4 se reportarán los estad́ısticos DIC, pd y BIC para analizar

el ajuste y calibración de los modelos, como también los test mencionados

para analizar la convergencia de las cadenas y las estimaciones respectivas.

Una publicación[Jing et al](2004)[36], hace una revisión de la distribución

slash con algunas extensiones y propiedades.

Aśı, el modelo jerárquico slash homocedástico está dado por:

yi | µi ,Σi, ui
c.ind∼ Nni

(
µi , u−1

i Σi

)
µi | ν, δ2 iid∼ N

(
ν , δ2

)
σ2 | a, b ∼ IG(a , b)

ui | ϕ
iid∼ Beta( ϕ , 1)

Π(ν) = N(0, 1000).

Donde, Σi=σ
2
i · Ini

, de i = 1, 2, ..., k y δ2, a, b, ϕ son constantes reales

conocidas y positivas, con ϕ > 2.

Las distribuciones condicionales obtenidas para el algoritmo Gibbs Sampling

son:
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Algoritmo 2.8

µi |yi , σ2
i , ui, ν, δ

2 ∼ N ( Ai , Bi) (2.10.1)

ν |µ, δ2 ∼ N

(
µ ,

δ2

k

)
(2.10.2)

σ2 | y, µ, u a, b, ∼ IG(a+
n

2
, S) (2.10.3)

ui |y, µi, σ2, ϕ ∼ GT
( ni

2
+ ϕ ,Di

)
. (2.10.4)

Con, Ai, Bi, S dadas en el modelo de la sección 2.8, GT indica una gamma

Truncada, es decir una gamma restringida al intervalo [0,1] y

Di =
σ−2 ||yi − µi 1ni ||2

2

.

En este caso como la distribución de base para generar los valores de ui es

una gamma, puede ocurrir que ciertos valores estén fuera del intervalo [0,1],

en tal caso se utilizará una truncación estándar, y aśı cumplir con el recorrido

de ui.

2.11. Modelo slash heterocedástico

Aqúı se considera varianzas distintas para cada subpoblación con la misma

forma y restricciones para los hiperparámetros que en la sección 2.9, salvo

que la variable auxiliar distribuye Beta(ϕ,1).

Luego la distribución condicional para el algoritmo de Gibbs Sampling que

cambia es:

Algoritmo 2.9

ui |yi, µi, σi, ϕ ∼ GT

(
ni + ϕ

2
,
σ−2
i · ||yi − µi · 1ni ||2

2

)
.
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Se observa que en los modelos homocedástico o heterocedásticos, cuando ni

se hace muy grande, las estimaciones de los valores esperados de los paráme-

tros de interés son próximos a las medias muestrales y de la variable auxiliar

es 1. Además, cuando se presente bastante desconocimiento respecto de la

centralización de las prioris, en el caso de las varianzas y de la variable u se

flexibilizarán los hiperparámetros formando prioris planas.

Los procedimientos para la obtención de las distribuciones condicionales com-

pletas, se encuentran en el anexo A.1.1 de modelos independientes.

46



Caṕıtulo 3

Modelo Bayesiano

Correlacionado

3.1. Introducción

En esta etapa se trabajarán los modelos propuestos en el caṕıtulo anterior

estableciendo la existencia de correlación al interior de cada subpoblación y

no correlación entre ellas.

Para especificar el modelo para la población de elementos, el diseño estará da-

do bajo los siguientes supuestos:

S1: Los elementos del i-ésimo cluster, están correlacionados, con distri-

bución Fi, de media µi y varianza Σi.

S2: Las medias µ1, ..., µk, están no correlacionadas, con distribución G,

de media ν y varianza δ2.

Tenemos entonces que E(yi) = µi y
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Cov(yij, ykl) = ci + σ2
i i = k, j = l,

= ci, i = k, j 6= l

= 0, i 6= k

Donde ci actúa como una medida de dispersión, la que asumirá un valor real

positivo y por lo tanto nuestra matriz de varianzas-covarianzas queda de la

forma:

Σn =


Σ1

Σ2

. . .

Σk

 , Σi = σ2
i Ini + ci Ji ,Ji = 1ni1

′
ni
.

Dicha estructura, presenta algunas dificultades para obtener las distribucio-

nes a posteriori y desde luego realizar las estimaciones. Es aśı, que además

de la variable auxiliar u del caṕıtulo 2, se introduce una variable aleatoria

w, para incluir el factor de covarianza en el modelamiento y poder aplicar el

esquema de Gibbs Sampling.

La variable w, actuará como una componente aditiva a la media del modelo

de los datos y en el modelamiento de ésta, se incluirá la covarianza ci como

una medida de dispersión, con el objetivo de poder realizar las estimaciones

correspondientes bajo esta estructura.

Se asumirá que wij q µi , ∀ i = 1, .., k, y ∀j = 1, ..., ni, además la variable

aleatoria wij distribuirá normal con media 0 y varianza u−1
i ci, de i = 1, ..., k,

j = 1, ..., ni. Para todos los efectos, wi denotará el vector de componente adi-

tiva a los datos de dimensión ni.
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Aśı, la media de la distribución marginal para yi en los modelos normal,

t-Student y slash, bajo una estructura de correlación está dada por:

E(yi) = E(E(yi|µi, wi, ui)) = E(µi + wi) = µi,

cuya varianza en el caso de la distribución t-Student es:

V (yi) = V (E(yi|µi,wi, ui)) + E(V (yi|µi,wi, ui))

= V (µi + wi) + E(u−1
i σ2

i Ini)

= ϕ/2
ϕ/2−1

Σi,

y en el caso de la distribución slash,

V (yi) = ϕ
ϕ−1

Σi.

Los procedimientos que se desarrollan en este caṕıtulo, son similares a los ob-

tenidos en el caṕıtulo anterior, presentando los modelos normal, t-Student y

slash, desde el punto de vista heterocedásticos por poseer mayor flexibilidad,

no obstante las simulaciones que se presentan en el caṕıtulo siguiente, son

adaptables ya sea a modelos homocedásticos o heterocedásticos. Además se

asumirá que las covarianzas de cada subpoblación respectivamente, son alea-

torias con distribución IG(ei, fi), con ei, fi > 0, cualesquiera y conocidas de

i = 1, ..., k.

Condiciones para la covarianza, son las siguientes:

1. Se asume que entre dos variables hay correlación positiva ρ, si existe

una constante positiva %, tal que: % < ρ < 1. Un criterio estándar, para

que exista correlación positiva significativa entre dos variables, es que

ésta se encuentre entre 0,5 y 1(a menos que se ocupe un criterio más

amplio), luego entre las varianzas y la covarianza se debe cumplir que,

0 < σ2
i <

1−%
%
· ci, para subpoblaciones heterocedásticas con covarian-

zas distintas o que el max{σ2
i } <

1−%
%
·c, para covarianzas iguales entre

49



las subpoblaciones, ∀i = 1, ..., k.

2. En el caso de querer ampliar el modelamiento respecto de la covarianza

(pensando en el recorrido), es decir, el caso de desear analizar cova-

rianza negativa, la restricción para éstas es: −σ2
i /2 < ci < − %

1+%
· σ2

i ,

o max{−σ2
i /2} < c < min{− %

1+%
· σ2

i }, ∀i = 1, ..., k, con 0 < % < 1.

Se propone como solución para las estimaciones, el mecanismo MCMC.

3. Si la varianza es muy grande, la covarianza podŕıa flexibilizar su rango,

admitiendo la posibilidad de modelarla a través de una distribución

normal en el esquema Bayesiano.

3.2. Modelo normal heterocedástico

Los modelos asociados para las distribuciones a priori de las medias y va-

rianzas son similares al caṕıtulo anterior como ya se mencionó, junto con la

variable aleatoria u que en este caso se asume constante igual a 1 de igual

manera que en la sección 2.7 y la variable aleatoria w que distribuye normal.

De esta manera la marginal de yi distribuye normal con media µi con matriz

de varianzas-covarianzas definidas bajo esta nueva estructura de correlación.

Luego la estructura de modelamiento jerarquizada queda de la forma:

yij |µi, wij, σ2
i , ui, ci

c.iid∼ N
(
µi + wij , u

−1
i σ2

i

)
wij |ui, ci

c.iid∼ N
(
0 , u−1

i ci
)

µi | ν, δ2 iid∼ N
(
ν , δ2

)
ci |ei, fi ∼ IG(ei, fi)

σ2
i | ai, bi ∼ IG( ai , bi).
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Donde ai, bi, δ, ei, fi, ui ∈ R+ , ν ∈ R, constantes conocidas.

De igual manera este modelo puede analizarse como un modelo de efectos

aleatorios dado por:

yi = µi1ni + wi + ξi,

donde ξi ∼ N(0,Σi), presentado en el caṕıtulo anterior y wi bajo las es-

pecificaciones expuestas anteriormente, lo cual queda para un trabajo futuro.

Luego las distribuciones condicionales obtenidas para el algoritmo Gibbs

Sampling son las siguientes:

Algoritmo 3.1

µi |yi, σ2
i , ν, δ

2, wi, ui ∼ N ( Ai , Bi) (3.2.1)

wij | yij, µi, ui, ci, σ2
i ∼ N ( κij , τij) (3.2.2)

σ2
i |yi, ai, bi, ui, µi, wi ∼ IG

( ni
2

+ ai , S
(i)
)

(3.2.3)

ci |ui, wi ∼ IG
(
ei +

ni
2
, Hi

)
. (3.2.4)

Con,

Ai =
ni · δ2 · ui · (yi −wi) + ν · σ2

i

ni · ui · δ2 + σ2
i

, Bi =
σ2
i · δ2

ui · ni · δ2 + σ2
i

κij =
(yij − µi) · ci
ci + σ2

i

, τij =
σ2
i · ci

ui · (ci + σ2
i )

S(i) = bi +
ui · Σni

j=1 (yij − (µi + wij))
2

2
.

Hi = fi + 0,5 · ui · ||wi||2

51



3.3. Modelo t-Student heterocedástico

En este modelo se asume la aleatoriedad de la variable auxiliar u, a través

de un modelo Gamma utilizado en las secciones 2.8 y 2.9 del caṕıtulo 2, y la

variable w especificada en la sección anterior, de esta manera se obtiene una

distribución t-Student para la marginal yi la que se expresa de la siguiente

manera:

yi | µi ,Σi, ϕ, ci
c.ind∼ t ( µi 1ni ,Σi , ϕ).

Donde Σi = ci 1ni + σ2
i Ini .

Luego el modelo jerarquizado bajo una estrucutra de correlación está dado

por

yij |ui, µi, wij, σ2
i , ci

c.iid∼ N
(
µi + wij , u

−1
i σ2

i

)
wij |ui, ci

c.ind∼ N
(
0 , u−1

i ci
)

µi | ν, δ2 iid∼ N ( ν , δ2)

ui | ϕ
iid∼ G( ϕ/2 , ϕ/2)

ci |ei, fi ∼ IG(ei, fi)

σ2
i | ai, bi ∼ IG( ai , bi).

Con ai, bi, ei, fi, δ, ϕ ∈ R+, ν ∈ R constantes conocidas.

Por lo tanto las distribuciones Condicionales completas obtenidas para el al-

goritmo Gibbs Sampling son:

Algoritmo 3.2

µi |yi, σ2
i , ν, δ

2, wi, ui ∼ N ( Ai , Bi) (3.3.1)

wij | yij, µi, ui, ci, σ2
i ∼ N ( κij , τij) (3.3.2)

σ2
i |yi, ai, bi, ui, µi, wi ∼ IG

( ni
2

+ ai , S
(i)
)

(3.3.3)

ui |yi, µi, wi, ϕ, ci ∼ G
( ϕ

2
+ ni , B1i

)
(3.3.4)

ci |ui, wi ∼ IG
( ni

2
+ ei , Hi

)
. (3.3.5)
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Con,

Ai =
ni · δ2 · ui · (yi −wi) + ν · σ2

i

ni · ui · δ2 + σ2
i

, Bi =
σ2
i · δ2

ui · ni · δ2 + σ2
i

κij =
(yij − µi) · ci
ci + σ2

i

, τij =
σ2
i · ci

ui · (ci + σ2
i )

S(i) = bi +
1

2
·
(
ui Σ

ni
j=1 (yij − (µi + wij))

2) ,
B1i =

||yi−(µi 1ni+wi)||2

σ2
i

+ ||wi||2
ci

+ ϕ

2
, Hi =

ui ||wi||2 + 2fi
2

.

3.4. Modelo slash heterocedástico

En esta etapa a diferencia del modelo anterior, el modelo especificado para

la v.a u está dado por una Beta(ϕ, 1). Respectivamente si integramos la

conjunta del modelo de los datos, la variable w y la variable u dados los

parámetros de interés respecto de w y u , obtenemos que el vector aleatorio

marginal yi distribuye:

yi | µi ,Σi, ϕ, c
c.ind∼ slash ( µi 1ni ,Σi , ϕ).

Donde Σi = ci 1ni + σ2
i Ini .

Luego el modelo jerarquizado está dado por:

yij |ui, µi, wij, σ2
i , ci

c.iid∼ N
(
µi + wij , u

−1
i σ2

i

)
wij |ui, ci

c.iid∼ N
(
0 , u−1

i ci
)

µi | ν, δ2 iid∼ N ( ν , δ2)

ui | ϕ
iid∼ beta( ϕ, 1)

ci |ei, fi
c.ind∼ IG(ei, fi)

σ2
i | ai, bi

ind∼ IG( ai , bi).
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Con ai, bi, ei, fi, ϕ ∈ R+ constantes conocidas.

Aśı las distribuciones condicionales completas obtenidas para el algoritmo

Gibbs Sampling son:

Algoritmo 3.3

µi |yi, σ2
i , ν, δ

2, wi, ui ∼ N ( Ai , Bi) (3.4.1)

wij | yij, µi, ui, ci, σ2
i ∼ N ( κij , τij) (3.4.2)

σ2
i |{yi, ai, bi, ui, µi, wi ∼ IG

( ni
2

+ ai , S
(i)
)

(3.4.3)

ui |yi, µi, wi, ϕ, ci ∼ GT ( ϕ+ ni , B1i) (3.4.4)

ci |ui, wi ∼ IG
(
ei +

ni
2
, Hi

)
. (3.4.5)

Donde,

Ai =
ni · δ2 · ui · (yi −wi) + ν · σ2

i

ni · ui · δ2 + σ2
i

, Bi =
σ2
i · δ2

ui · ni · δ2 + σ2
i

κij =
(yij − µi) · ci
ci + σ2

i

, τij =
σ2
i ci

ui (ci + σ2
i )

S(i) = bi +
ui · Σni

j=1 (yij − (µi + wij))
2

2

B1i =

||yi−(µi 1ni+wi)||2

σ2
i

+ ||wi||2
ci

2
, Hi = fi +

ui||wi||2

2
.

De igual manera se establece que cuando los tamaños muestrales aumentan

las estimaciones de los valores esperados de los parámetros de interés, en

este caso las medias, varianzas y covarianzas se concentran alrededor de las

medias muestrales.

Los procedimientos para la obtención de las distribuciones condicionales com-

pletas, se encuentran en el anexo A.1.2 en modelos correlacionados.
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Si la correlación es no significativa los modelos son equivalentes a los obteni-

dos en el caṕıtulo anterior.
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Caṕıtulo 4

Simulaciones

Introducción

El objetivo de este caṕıtulo, es apoyarnos de procesos de simulación para eje-

cutar nuestros procedimientos y aśı poder inspeccionar las condiciones que

debe poseer el sistema para realizar estimaciones apropiadas.

Las simulaciones son comunes hacerlas bajo varios escenarios, las que nos

permiten analizar comportamientos de los elementos involucrados, medir la

efectividad de los procesos respecto de condiciones dadas y evaluar su facti-

bilidad. Estas permiten medir el impacto de cambios en el proceso, mejora

el conocimiento de este y enriquece la toma de decisiones, sobre todo cuando

se les quiere aplicar a situaciones reales.

Dentro de los elementos claves que ayudan, en el desarrollo de un modelo de

simulación, se encuentran:

1. Tamaño de corridas adecuadas.

2. Especificaciones claras de las variables involucradas.

3. Relaciones adecuadas entre los elementos del sistema.
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4. Análisis constante del comporatmiento de los resultados obtenidos.

5. Realizar los ajustes necesarios dentro de las especificaciones estableci-

das para comprobar la mejora de resultados.

6. Reportar debilidades y fortalezas del sistema.

En la ejecución de las simulaciones se consideraron algunos aspectos, dentro

de los cuales se destacan:

1. Se realizaron variadas simulaciones, con condiciones iniciales arbitrarias

con dos subpoblaciones.

2. Los valores de los hiperparámetros de las prioris fueron similares para

establecer posibles comparaciones.

3. Las simulaciones se realizaron para cada uno de los modelos con ta-

maños muestrales distintos.

4. En general el número de iteraciones fue alto para garantizar convergen-

cia de las cadenas.

5. Se eliminó un porcentaje inicial de la cadena, asumiendo un máximo

dentro del análisis como criterio estándar(en algunos casos pudo ser

menos), para disminuir el efecto de condiciones iniciales.

6. Se presentan los test de Diagnóstico de Covergencia estándar como: Ge-

weke(1992), Raftery Lewis(1992), y Heidelberg Welch(1983), que nos

proporciona el boa de R-project(versión 2.6), , para analizar el compor-

tamiento de las cadenas y la convergencia de las medias y aśı entregar

las estimaciones respectivas de los parámetros de interés. ver anexo

A.2.1 para los modelos independientes y anexo A.2.2 para los modelos

bajo correlación.
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7. Una vez eliminado una cantidad inicial, del porcentaje restante de la

cadena se realizó un muestreo sistemáticos, para obtener la convergen-

cia de éstas, utilizando los test de Raftery and Lewis, Heidleberger and

Welch y Geweke. No obstante los resultados que se presentan en las

tablas, están dados en general con muestreo cada 10, no obstante el

test de Raftery and Welch en algunos casos falla la convergencia de las

varianzas.

8. La calibración de cada uno de los pocedimientos, se realizó con 100

simulaciones.

DEVIANZA

Para los modelos de las secciones 2.3 a la sección 2.7 la forma de la Devianza

para cada población está dada por:

D(θ; yi) = log(2πσ2
i ) +

∑k
i=1

∑ni
j=1

(
yij−µi
σi

)2

.

Para los modelo de las secciones 2.8 y 2.9 es:

D(θ; yi) = −2log

(
γ(ϕ+ni2 )

(σ2πϕ)ni/2γ(ϕ/2)

)
+ (ϕ+ ni)log

[
1 + λ

ϕ

]
.

Donde λ =
∑ni
j=1(yij−µi)2

σ2

Para el modelo 2.10 y 2.11 es:

D(θ; yi) ≈ log(2πσ2
i ) + 2(ϕ+ ni/2)log

(∑ni
j=1(yij−µi)2

2σ2

)
− 2logγ

(
ϕ+ ni

2

)∑ni
j=1

(
yij−µi
σi

)2

.

En el caso de los modelos correlacionados, para estimar las devianzas se

ocupan las verosimilitudes Multivariadas, con la estructura de matriz de va-

rianzas covarianzas explicitada anteriormente.
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4.1. Modelos Independientes

Para los modelos independientes los valores de hiperparámetros que se opta-

ron para la simulación, fueron: ϕ = 10, a1 = a2 = 5, b1 = 7, b2 = 6, ν =

10, δ2 = 100. Con estos valores, la priori de las medias, quedó centrada en 10

con varianza 100, las prioris para las varianzas de las poblaciones 1 y 2, que-

daron centradas en 1.75 y 1.5 con varianzas de 1.02 y 0.75 respectivamente.

Los valores de parámetros utilizados, para realizar las comparaciones versus

las estimaciones fueron: µ1 = −99,4423, µ2 = 60,9660, σ2
1 = 1, σ2

2 = 1,2.

En los modelos Independientes se realizaron 30 veces 50 simulaciones para

medir la calibración de estos (con 10000 iteraciones) con distintos tamaños

muestrales, cuyo reporte final, se obtuvo con, ni = 30, 60, 100 observaciones,

que se indica en el cuadro 4.5. Además bajo pérdida cuadrática, las estima-

ciones para los parámetros, junto con el error, están dados por la media y

la varianza de la distribución a posteriori (estimada), que se obtienen de las

cadenas, junto con el resultado de su intervalo de credibilidad.

Las estimaciones que se presentan a continuación se realizaron con 100000 a

150000 iteraciones, de ellas se eliminaron el 20 por ciento inicial y se realizó un

muetreo sistemático de las cadenas usando MCMC para realizar las estima-

ciones y/o analizar la convergencia de estas. Los largos que se emplearon

fueron cada 10, 20 o 25 de ellas, valores extremos para que cada una de ellas

presentara convergencia. Obtenida la muestra de la iteración testeada se rea-

lizaron las estimaciones.

59



4.1.1. Estimaciones

Cuadro 4.1: Ajuste de los Modelos Ind.

En los modelos Independientes, para los distintos tamaños muestrales pe-

queños, el que mejor se ajusta es el modelo Normal. No obstante para ta-

maños muestrales grandes los datos normales tieneden a ajustar de igual

manera a los tres modelos, lo cual es esperable dada las caracteŕısticas de

la distribución normal. Dentro de estos tres modelos el que presenta menor

complejidad es el modelo t-Student [Cuadro 4.1].
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Cuadro 4.2: Estimaciones con Modelo Normal

A mayor tamaño muestral, en la mayoŕıa de los casos el error disminuye y

las estimaciones mejoran, obteniédose menor amplitud en los intervalos de

credibilidad [Cuadro 4.2], [Cuadro 4.3], [Cuadro 4.4].

Cuadro 4.3: Estimaciones con Modelo t-Student
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En las distintas simulaciones se observó, que Medias extremas y varianzas

grandes, datos normales se confunden con procedimiento T-student.

Cuadro 4.4: Estimaciones con Modelo Slash

Medias extremas y varianzas pequeñas datos normales se identifican con el

procedimiento Normal.

El modelo normal independiente, pasa todos los test de convergencia, para

los tamaños muestrales pre-establecidos, ver en Anexo A.2 [Cuadro 11].

El test de Geweke, en casi todos los casos indica convergencia, no obstante

en los modelos t-Student y Slash independientes, los test de Heildeberg and

Welch y Raftery, no siempre se presenta tan natural o simple la convergecia;

en algunos casos es necesario incrementar el número de iteraciones, a su vez

eliminar un mayor número de iteraciones iniciales y/o cambiar el periodo o

salto al realizar el muestreo de las cadenas, ver en Anexo A.2 [Cuadro 12],

[Cuadro 13].
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En la calibración de los procedimientos, se observa que datos normales en

un alto porcentaje se identifican con el procedimiento normal, en este caso

mayor al 88 por ciento [Cuadro 4.5]. Una debilidad de este proceso, es que

en particular datos t-Student con tamaño muestral de ni = 60 se confunden

con el procedimiento normal.

4.1.2. Densidades a Posteriori

Los siguientes gráficos que se presentan, fueron obtenidos con 100 observa-

ciones para cada una de las subpoblaciones.

Figura 4.1: D.Posteriori en el Modelo Normal

La forma de las densidades a posteriori, tanto para las medias como para las

varianzas, son similares en los modelos normales y t-Student respectivamen-

te. No obstante en el modelo Slash al obtenerse una menor precision en la

estimación y un incremento en el error, la forma de la densidad a posteriori

de la varianza de la población 2, presenta una diferencia con los otros dos

modelos [Figura 4.1], [Figura 4.2], [Figura 4.3].
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Figura 4.2: D.Posteriori en el Modelo t-Student

Figura 4.3: D.Posteriori en el Modelo Slash
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4.1.3. Calibración del procedimiento

Cuadro 4.5: Calibración de M.Independientes

Los modelos Independientes, presentan un mejor ajuste y una menor com-

plejidad, indistintamente del número de observaciones (mayores a 30). No

obstante en general, de los modelos correlacionados, el modelo t-Student con

100 observaciones o más, obtiene la menor complejidad.

Con tamaños muestrales pequeños, independiente del valor del hiperparáme-

tro ϕ, datos tanto normales como t-Student se identifican con procedimiento

t-Student.

En el cuadro 4.5 de las 50 simulaciones (30 veces) para cada tamaño muestral,

datos Normales con tamaño muestral 30, al procesarlos con el modelo Normal

y modelo t-Student estos, se identifican con el modelo Normal entre un 88 y

100 por ciento de las veces y a medida que aumenta el tamaño muestral el

porcentaje aumenta a un 90 y 100 por ciento. Si se considera un porcentaje

sobre el 60 por ciento como una buena calibración, estos pasan la prueba. En

cambio datos Slash con tamaño muestral de 30 al procesarlos con los modelos

Normal y Slash estos se identifican con este entre un 85 y 98 por ciento, hasta

llegar a un 83 y un 100 por ciento aumentando su variabilidad respecto del

Normal, no obstante de igual manera se considera satisfactoria la calibración.
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4.2. Modelos Correlacionados

4.2.1. Estimaciones

Dado que los procesos desarrollados en el caṕıtulo anterior, se asumieron con

covarianza positiva, y considerando las relaciones con las varianzas respec-

tivas, se consideró un valor extremo inferior para % de 0.38. Es aśı que los

valores de los hiperparámetros que se utilizaron en esta etapa, el algunos ca-

sos son similares al caso Independiente, con algunas variaciones para mejorar

las estimaciones de los mismos, con una estructura de correlación.

Los valores utilizados para los Hiperparámetros de la distribución a priori de

las medias fue de δ2 = 100, ν = 0, e1 = e2 = 4, f1 = f2 = 3, a1 = a2 = b1 =

b2 = 5, ϕ = 4, por lo tanto la priori de las medias quedó cetrada en 0 con

varianza 100 y las prioris de las varianzas quedaron centradas en 1.25 con

varianza 0.52.

Los valores de parámetros utilizados para realizar las comparaciones respec-

tivas fueron: µ1 = −99,4423, µ2 = 60,9660, σ2
1 = 0,9, σ2

2 = 0,95, c1 = c2 =

0,6.

Se trabajó con datos normales para ver el ajuste de los modelos Bayesianos

Normales, t-Student y slash.

Se realizaron 50 simulaciones (30 veces) con 10000 iteraciones para medir la

calibración de estos, cuyo reporte se observa en la tabla 4.10.
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Cuadro 4.6: Ajuste de los M.Correlacionados.

En los modelos correlacionados, se observa que a tamaños muestrales pe-

queños respecto del ajuste, no existe mayor diferencia entre modelo normal

y modelo slash. Presenta mejor ajuste el modelo Normal a medida que au-

menta el tamaño muestral, no obstante no se presenta mayor diferencia entre

el DIC y el BIC, entre estos tres. Al igual que en los modelos independientes

acá también presenta menor complejidada el modelo t-Student [cuadro 4.6].
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Cuadro 4.7: Estimaciones con Modelo Normal

Se observa nuevamente que en el modelo normal, a mayor muestral, mejoran

las estimaciones, disminuye el error y la amplitud del intervalo de credi-

bilidad. Cabe mencionar que existen algunos resultados no deseables pero

esperados en los modelos t-Student y slash, con número de observaciones

bajas, en el caso de las varianzas y covarianzas en los cuales, se produce una

mayor diferencia con el valor verdadero, de igual manera aumenta su presi-

ción [cuadro 4.7], [cuadro 4.8], [cuadro 4.9.
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Cuadro 4.8: Estimaciones con Modelo t-Student

Cuadro 4.9: Estimaciones con Modelo Slash
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El modelo normal correlacionado pasa todos los test de convergencia, no

aśı los modelos t-Student y slash los cuales para tamaños muestrales pequeños

falla el test de Raftery and Lewis, en el caso de varianzas y covarianzas. Estos

parámetros en general son sensibles en sus estimaciones y por consiguiente

en establecer su convergencia el los procedimeintos que los estiman.

4.2.2. Densidades a Posteriori

El siguiente gráfico es obtenido con 100 observaciones.

Figura 4.4: Densidades a Posteriori en el Modelo Normal

La forma de las distribuciones a posteriori estimadas, son de la misma fami-

lia que en el caso de los modelos Independientes, respectivamente para los

parámetros de comparación.
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4.2.3. Calibración del procedimiento

Cuadro 4.10: Calibración Modelos Correlacionados

En comparación con los modelos independientes, la calibración de datos nor-

males disminuye inferiormente de un 80 por ciento a un 60 por ciento aproxi-

madamente para número de observaciones pequeñas, mejorando al aumentar

el tamaño muestral en los caso normales y t-Student y levemente en datos

slash. Esto podŕıa considerarse como una debilidad del proceso, no obstante

la presencia de correlación ha de influir en la calidad de ajuste por la comple-

jidad del sistema en si, y dado que para tamaños muestrales grandes(sobre

100) la calibración es sobre el 60 por ciento, esta se manifiesta como aceptable.

Conclusiones Generales del Caṕıtulo.

1. La realizaćıon de las simulación permite llevar a terreno resultados

teóricos y poder contrastarlos con lo obtenido, no siempre siendo muy

simple su aplicabilidad.

2. Las simulaciones permite visualizar distintos escenarios y/o poder co-

rregir condiciones iniciales que se contraponen al sistema, es decir, con-

diciones que podŕıan darse en forma arbitaria de las prioris, además
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un número elevado en el proceso de jerarquización del procedimeinto

Bayesiano, podŕıa también hacer colapsar el sistema, por la dificultad

de controlar un gran número de variables o eventos involucrados. Es-

to incide en la reformulación del diseño inicial y dar una propuesta final.

3. Las estimaciones en ambos escenarios, en lo que se refiere a los modelos

Independientes versus modelos correlacionado son buenas, el primero

gana en su exactitud y facilita la convergencia de las cadenas. No obs-

tante cada uno posee su beneficio de acuerdo al problema que se tenga

en cuestión.

4. Los cuadros de autocorrelación y correlación (en el anexo 3), nos in-

dican que a medida que aumenta el tamaño del salto disminuye la

dependencia, y entre las variables de interés a mayor tamaño muestral

disminuye la correlación.
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CONCLUSIONES GENERALES

Una conclusión principal que se puede establecer, es que el uso de técnicas

Bayesianas permiten resolver con cierta comodidad un problema complejo.

En el presente trabajo, se realizó un análisis bayesiano para poder obtener

estimaciones de parámetros desconocidos, en una primera etapa bajo el su-

puesto básico de no correlación y como segunda etapa bajo el supuesto de

correlación entre observaciones de subpoblaciones independientes entre ellas,

no obstante, se realizaron ambos casos para establecer comparaciones.

En todos los modelos expuestos, se utilizaron distribuciones a priori usua-

les (familia conjugada) para los parámetros de interés, como también para

las variables utilizadas para realizar el proceso, dentro de las cuales están

las distribuciones normales para modelar medias y la distribución gamma o

Igamma para modelar varianzas.

En el modelo slash hubo que aplicar truncación estándar en la implemen-

tación de Gibbs Sampling y aproximaciones asintóticas en la obtención de

la devianza para medir el ajuste, esta última fue extraida del art́ıculo de

Kenneth Lange and Janet S. Sinsheimer (1993). Los cuales se ajustaron de

buena manera a los procedimientos.

Los modelos asociados a los datos fueron, el Normal, t-Student y slash, dando

un grado de flexibilidad al proceso. Se obtuvieron las funciones de verosimi-

litud y las ecuaciones para aplicar Gibbs Sampling, esto último dada la difi-

cultad anaĺıtica en obtener las distribuciones a posteriori de los parámetros.

De esta manera se pudo desarrollar la implementación de los algoritmos esta-

blecidos y aśı mediante el muestreo de las densidades a posteriori generadas

por las cadenas v́ıa simulación, obtener las estimaciones de los estimadores

de máxima verosimilitud(estimadores de Bayes).
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Las estimaciones obtenidas mediante los supuestos de independencia y bajo

correlación son igualmente satisfactorias, claro está que los modelos norma-

les bajo independencia, tienden a ser más óptimas, principalmente cuando el

tamaño muestral aumenta.

Los resultados de calibración de los modelos independientes resultaron ade-

cuados, no obstante en los modelos bajo correlación dicha calibración se

presenta menos eficiente. Cabe hacer notar que el objetivo es detectar corre-

lación y/o estimar correlaciones entre observaciones, por lo cual el mecanismo

se vuelve más complejo en su implementación y por tanto las simulaciones

deben ser más trabajosas en el proceso.

Dentro de un proceso de Inferencia usual, aplicada a datos reales, uno podŕıa

estar interesado en determinar la independencia de las observaciones (no obs-

tante depende de la investigación en si), claro está, que para hacer análisis de

correlación entre observaciones en el método clásico, habŕıa que tener muchas

réplicas de ellas, lo cual no es usual por diferentes motivos. Aśı el enfoque

Bayesiano nos permite determinar o analizar la existencia o no de dicha co-

rrelación con la misma muestra de observaciones.
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POYECCIONES FUTURAS

Bajo el mismo esquema incluir un modelo normal contaminado.

La génesis de esta tesis, estuvo motivada en poder realizar inferencia sobre

poblaciones finitas, con una estructura de correlación bajo el enfoque Ba-

yesiano. Es aśı, que queda como trabajo futuro realizar una propuesta al

respecto de modelamiento e inferencia sobre el tamaño muestral bajo esta

estructura.

Aplicar los procedimientos dados en esta tesis en paralelo con el método de

aceptación y rechazo de MCMC a conjuntos de datos reales y realizar las

comparaciones con sus fortalezas y debilidades.

Trabajar los modelos propuestos desde el punto de vista de modelos de efec-

tos aleatorios y ampliar los resultados hacia modelos lineales de tal manera

de poder realizar predicciones bajo una estructura de correlción entre obser-

vaciones.

Presentar una propuesta de modelamiento con covarianza negativa.

Realizar un análisis de sensibilidad de los modelos, utilizando diferentes tipos

de prioris.
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Anexo.

A.1 Distribuciones condicionales.

A.1.1 Modelos Independientes (caṕıtulo 2).

Distribuciones condicionales del Modelo Normal Heterocedástico (2.6).

Π[µi | yi, σi, ui, ν, δ2]

α Π[yi |µi] · Π[µi|ν, δ2]

α Πni
j=1 exp

{
−1

2

[
yij−µi
σi

]2
}
· exp

{
−1
2

[
µi−ν
δ

]2}

α exp

{
−1

2

{
[ni·µ2i−2µi·ni·yi]

σ2
i

+
µ2i−2µi·ν

δ2

}}

α exp

−1
2

( niσ2
i

+ 1
δ2

)[
µi −

{
ni·yi
σ2
i

+ ν
δ2

ni
σ2
i

+ 1
δ2

}]2



˙. . µi |yi, σ2
i , ν, δ

2 ∼ N ( Ai , Bi) .

Π[σ2
i |µi, yi, ν, δ2, ai, bi]

α 1√
(σ2
i )ni
· Πni

j=1exp

{
−1
2
· ui ·

[
yij−µi
σi

]2
}
· (σ2

i )
−(ai+1) · exp(−bi/σ2

i )

α (σ2
i )
−(ai+1+ni/2) · exp

{
−1

2
ui · (

∑ni
j=1(yij − µi)2 + 2bi)/σ

2
i

}
˙. . σ2

i |µi, yi, ai, bi ∼ IG (ai + ni/2 , B ı̂) .

Distribuciones condicionales del Modelo T-student (2.8).
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Π[µi | yi, σi, ui, ν, δ2]

α Π[yi |µi] · Π[µi|ν, δ2]

α Πni
j=1 exp

{
−1

2

[
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˙. . µi |yi, σ2
i , ν, δ

2 ∼ N ( Ai , Bi) .

Π[σ2
i |µi, yi, ν, δ2, ai, bi]

α 1√
(σ2
i )ni
· Πni

j=1exp

{
−1
2
· ui ·

[
yij−µi
σi

]2
}
· (σ2

i )
−(ai+1) · exp(−bi/σ2

i )

α (σ2
i )
−(ai+1+ni/2) · exp

{
−1

2
ui · (

∑ni
j=1(yij − µi)2 + 2bi)/σ

2
i

}
˙. . σ2

i |µi, yi, ai, bi ∼ IG (ai + ni/2 , Ei) .

Con,

Ei =
ui · ||yi − µi · 1ni ||2

2
+ bi, ||yi − µi · 1ni ||2 =

ni∑
j=1

(yij − µi)2
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Π[ui |µi, yi, σ2
i , ϕ]

α 1√
(u−1
i )ni

· Πni
j=1exp
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2+ϕ

2

)
.

Distribuciones condicionales del Modelo Slash (2.10).

Π[µi | yi, σi, ui, ν, δ2]

α Π[yi |µi] · Π[µi|ν, δ2]
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˙. . µi |yi, σ2
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2 ∼ N ( Ai , Bi) .
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Π[σ2
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A.1.2 Modelos Correlacionados(caṕıtulo 3).

Distribución condicional del Modelo Normal Heterocedástico (3.1).

Π[µi | yi, σi, ui, ci, ν, δ2]
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Donde,

Ai =
ni · δ2 · ui · (yi − wi) + ν · σ2

i
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i

, Bi =
σ2
i · δ2
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i )ni
· Πni

j=1exp

{
−1
2
· ui ·

[
yij−(µi+wij)

σi

]2
}
· (σ2

i )
−(ai+1) · exp(−bi/σ2

i )

α (σ2
i )
−(ai+1+ni/2) · exp

{
−1

2
ui · (

∑ni
j=1(yij − (µi + wij)))

2 + 2bi)/σ
2
i

}
˙. . σ2

i |µi, yi, wi, ai, bi ∼ IG (ai + ni/2 , B ı̂) .

88



Π[ci |wi, ei, fi, ui]

α 1√
(ci)ni

· exp
{
−1
2
· ui||wi||

2

ci

}
· c−(ei+1)
i · exp

{
−fi
ci

}
˙. . ci |wi, ui, ei, fi ∼ IG (ei + ni/2 , fi + 0,5 · ui||wi||2) .

Distribución condicional del Modelo T-student (3.2).

Las distribuciones condicionales son de la misma forma que el modelo anterior
sólo se agrega la variable aleatoria ui.

Π[ui |yi, µi, wi, ϕ]

α 1√
(u−1
i )ni

· exp
{
−ui ·

[∑ni
j=1(yij−(µi+wij))

2

2σ2
i

]}
· 1√

(u−1
i )ni

· exp
{
−ui||wi||2

2ci

}
· uϕ/2−1

i · exp
{
−ui·ϕ

2

}
α u

(ϕ/2+ni−1)
i · exp

{
−ui

2
·
[∑ni

j=1(yij−(µi+wij))
2

σ2
i

+ ||wi||2
ci

+ ϕ
]}

˙. . ui |yi, µi, wi, ϕ ∼ GT
(
ni + ϕ/2 , 1

2
·
[∑ni

j=1(yij−(µi+wij))
2

σ2
i

+ ||wi||2
ci

+ ϕ
])
.

Distribución condicional del Modelo Slash (3.3).

Las distribuciones condicionales son de la misma forma que el modelo anterior
sólo se agrega una forma distinta para la variable aleatoria ui, dado que ahora
distribuye Beta.
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Π[ui |yi, µi, wi, ϕ]

α 1√
(u−1
i )ni

· exp
{
−ui ·

[∑ni
j=1(yij−(µi+wij))

2

2σ2
i

]}
· 1√

(u−1
i )ni

· exp
{
−ui||wi||2

2ci

}
· uϕ−1

i

α u
(ϕ+ni−1)
i · exp

{
−ui

2
·
[∑ni

j=1(yij−(µi+wij))
2

σ2
i

+ ||wi||2
ci

]}
˙. . ui |yi, µi, wi, ϕ ∼ IG

(
ni + ϕ , 1

2
·
[∑ni

j=1(yij−(µi+wij))
2

σ2
i

+ ||wi||2
ci

])
.

A.2 Convergencias (caṕıtulo 4).

A.2.1 Modelos Independientes.

Tabla y Gráfico.

Como se observa en el cuadro 1, los tres test indican convergencia de las
cadenas con tamaño muestral de datos de 30 observaciones, en el modelo
Normal. De igual manera en la figura 1, el gráfico muestra que al muestrear
de las cadenas con largo 10, 20, 30, y 40 la autocorrelación disminuye (o no
es significativa).

Convergencia
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Cuadro 11: T.Convergencia

Cuadro 12: T.Convergencia
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Cuadro 13: T.Convergencia
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Cuadro 14: Test de convergencia en el Modelo Normal
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Figura 5: Gráfico de autocorrelaciones en el Modelo Normal

A.2.2 Modelos Correlacionados.

Tablas y Gráfico.

convergencia

Cuadro 15: Convergencia en el Modelo Normal
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Cuadro 17: Convergencia en el Modelo Slash

Cuadro 16: Convergencia en el Modelo T-student
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