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Capitulo

Introduccion

Los resultados fundamentales de esta tesis van en dos grandes lineas: Mecéani-
ca Clésica y Mecanica Cuantica.

En la Mecanica Clésica abordaremos el fendmeno de Scattering Clésico, que
compara el comportamiento asintotico de una dinamica libre con el compor-
tamiento asintético de una dinamica perturbada, donde las dindmicas libres
estan asociadas a fuerzas potenciales, con potenciales crecientes.

En el Capitulo 2 determinaremos una expresién para la funcién de Scattering
Clasico, cuando las perturbaciones a la dinamica libre decaen suficientemente
al infinito. A su vez, discutiremos sobre cudndo el problema inverso admite
solucion total o parcial, y determinaremos una expresion para la perturbacion
en funcién de la dindmica libre y la funciéon de Scattering Clasico.

Al final del Capitulo 2 ejemplificaremos nuestros resultados para el Hamiltonia-
no Stark. Determinaremos una férmula explicita para la funciéon de Scattering
Clasico y resolveremos el problema inverso, cuando éste admite solucion.

En la Mecanica Cuantica abordaremos el fenomeno de Resonancias para
el caso no auténomo desde la perspectiva de polos de la resolvente. Para ello
inyectaremos la dindmica cuantica en un espacio de Floquet y extenderemos
analiticamente la resolvente del Hamiltoniano de Floquet.

En el Capitulo 3 presentaremos la teoria desarrollada por Howland (ver [14]),
que permite representar la dindamica cuantica, asociada a un Hamiltoniano
que depende periédicamente del tiempo, en un espacio de Floquet periédico.
Adicionalmente, al final del capitulo, expondremos algunos resultados que nos
permitiran extender analiticamente la resolvente del Hamiltoniano de Floquet.
La mayor parte de los resultados en Mecénica Cuantica estardan concentrados
en los Capitulos 4 y 5. En ambos capitulos consideraremos perturbaciones al
Hamiltoniano de Floquet Libre Ky = —i% + Hy. En el Capitulo 4, Hy = —A
es el operador de Laplace en dimensiones 1y 3, con perturbaciones periddicas
en el tiempo asociadas a fuerzas potenciales. En el Capitulo 4 las perturbacio-
nes periédicas serdn proyecciones de rango 1, mientras que H, serd o bien el
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operador —A o bien —ie - V, siendo e un vector fijo de R" y V el operador
gradiente.

A lo largo de este capitulo presentaremos ciertas teorias, como la teoria de
Koopman, que permiten justificar la existencia de una buena teoria de Scatte-
ring Clasico mediante su andlogo cudntico. A su vez expondremos un pequeno
resumen sobre el desarrollo de la Mecdnica Cudantica, la ecuacién que modela
la dinamica de dichas particulas y el fenémeno de resonancia. En relacién a
estos dos tltimo, mencionaremos como la teoria de Howland permite que un
sistema no autéonomo, o dependiente del tiempo, sea representado como un
sistema auténomo, o independiente del tiempo, con el fin de poder identificar
resonancias como frecuencias de scattering o polos de la resolvente del operador
de Floquet.

Al final de esta tesis, en el Capitulo 5 discutiremos sobre otros problemas
que podrian ser abordados a partir de nuestro trabajo. Consideraremos dos
indicadores de la presencia de resonancia: el tiempo de vida (sojourn time) y
el operador tiempo (Miyamoto). El tiempo de vida es una cantidad que re-
presenta la cantidad de tiempo que un sistema permanece en un estado dado,
mientras que el operador tiempo es un operador que satisface la relacién de
conmutacién candnica (canonical commutation relation) para un Hamiltonia-
no dado. El operador tiempo, cuando es autoadjunto, satisface la relacion de
Weyl que permite estimar el tiempo de vida. Y, en general, cuando el tiempo
de vida es excepcionalmente grande puede ser indicativo de la presencia de una
resonancia.

1 MECANICA CLASICA

A través de la historia el hombre ha sido cautivado por la naturaleza y los
cambios que ésta sufre. Estos cambios han motivado a la humanidad empren-
der un camino que busca explicar dichos acontecimientos, aunque en muchos
de los casos sélo es posible referirse al acontecimiento propiamente tal y no a
sus razones o consecuencias. Nuestro mundo estd sujeto a constantes modifi-
caciones y esa es la idea fundamental que ha inspirado muchas teoria fisicas
y matematicas. Ya desde la época de Aristételes, los filésofos percibieron las
incesantes transformaciones que acontecian a su alrededor, motivando asi el
estudio del movimiento, dando nacimiento a la Mecanica. La formalizacién de
esta teoria se la debemos a Newton en el siglo XVIII, teoria que hasta nuestros
dias es conocida por Mecanica Newtoniana o Mecdnica Cldsica. La Mecanica
Newtoniana busca modelar aspectos globales de la evolucién de los fenéme-
nos, a partir del conocimiento local que se tenga de la misma. En la Mecanica
Newtoniana podemos distinguir dos fenémenos: la cinemdtica que estudia el
movimiento de los cuerpos sin considerar las causas del mismo, y la dindmica
que estudia las causas del movimiento.
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Las Ecuaciones Diferenciales han sido la principal herramienta matematica
que ha permitido el estudio del movimiento de los cuerpos. La Segunda Ley de
Newton asegura que la causa del movimiento estd asociada a una fuerza externa,
que es proporcional a la aceleracién alcanzada por el mévil. La constante de
proporcionalidad es la masa del cuerpo:

F(t) = ma(t).

Supongamos que la posicion de un mévil en un instante t se representa por un
punto z(t) en el espacio. La ecuacién diferencial que modela la dindmica del
movil n-dimensional, segtin la segunda ley de Newton, esta dada por

mi(t) = F(t) (1.1)

siendo Z(t) la segunda derivada de x(t) respecto a t. La ecuacién diferencial
(1.1) es conocida en la literatura como la ecuacion de movimiento y modela la
dindmica del mévil. En general, la fuerza F' puede depender de la posicion, la
velocidad y el tiempo usando asi la notacién F(t) = F(t,z(t),(t)) siempre y
cuando no haya confusiones. En la teoria de ecuaciones diferenciales, la ecuacion
(1.1) se puede reducir a un sistema de primer orden

{s‘s(t) = y(t)/m

que admite soluciones locales, en caso de existir, para condiciones iniciales
z(0) =z y y(0) = yo. Asi es posible determinar el movimiento o dindmica del
movil en torno de una vecindad de las condiciones iniciales. En adelante diremos
que una solucién a la ecuacién diferencial (1.1) es global si x(t) esta definida
para todo ntumero real ¢. Asi mismo, diremos que x(t) es unica si es la tnica
solucién a la ecuacién (1.1) para condiciones iniciales dadas.

Si el mévil es considerado como una particula puntual de masa m = 1, la
ecuacién (1.1) modela la trayectoria de una particula que se ve enfrentada a una
fuerza externa F'. La trayectoria de esta particula depende de dos parametros:
posicion 'y momentum. Estas dos cantidades determinan la trayectoria de una
particula, es decir, dados (¢, p) € R" xR es “posible” determinar una solucién
z(t) a la ecuacién de movimiento tal que z(0) = ¢ y y(0) = p. Hemos de
notar que es “posible” la no existencia de una solucién z(t) a la ecuacién de
movimiento que satisfagan la relacion z(0) = ¢ y y(0) = p. Mds ain, en el caso
de existir, puede no ser la tnica. Los fendmenos que resultan de interés en este
capitulo estan asociados a fuerzas F' que engendran soluciones tnicas (al menos
en una vecindad de la condicién inicial), de este modo, y salvo se especifique lo
contrario, supondremos que las fuerzas externas generan soluciones tnicas en
vecindades de las condiciones iniciales.

Un fenémeno de estudio dentro de la Mecdnica Newtoniana es el Scattering
Cldsico. El Scattering Clasico compara dos dinamicas diferentes para el mismo
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sistema: la dinamica dada y la dindmica “libre”. Este es el primer problema
que encontraremos, precisar una definicion de “dindmica libre” la cual debe
ser determinada en cada caso individual. Las caracteristicas que estos sistemas
dinamicos libres tienen en comun es ser mas sencillos que los dinamicos dados
y generalmente conservan el momentum del sistema fisico. El fenémeno de
Scattering puede ser visto como una rama de la teoria de perturbacién, es
decir, la dinamica dada no es mas que una perturbacién a la dinamica libre.
En adelante nos referiremos a dindmica perturbada en vez de dinamica dada.

Cuando se comparan las dinamicas libre y perturbada, se desea precisar X
subconjunto de R™ x R™, denominado espacio face. Este espacio consta de los
puntos (g, p) tales que el problema con valores iniciales, a la dindmica libre,
admite solucion global y tinica de modo que ¢ y p sean las condiciones iniciales
y la solucién sea no acotada.

Si la dindmica libre esta dada por la ausencia de fuerza, se considera X
como el subconjunto de R™ x R™ cuya segunda coordenada no es nula.

Denotaremos por €2 el conjunto de todos los elementos de ¥ tal que el
problema con valores iniciales (en (), asociado a la ecuacién (1.1), admite
soluciones globales y tnicas. Definamos la familia de funciones T'(t) : Q —
R™ x R™ por la relacién

T(t)(q,p) = (x(t;q,p), @(t; q, p))

siendo x(t) = x(t; q,p) la tnica solucién global a la ecuacién (1.1) para condi-
ciones iniciales (0) = ¢ y #(0) = p. De este modo, la dinamica de particulas
que obedecen la ecuacién (1.1) queda enteramente caracterizada a partir de la
familia de funciones T'(t) y el conjunto €2, ya que a cada estado (q,p) € €2 le co-
rresponde una trayectoria T'(t)(g, p) que determina la evolucién de la particula.
La familia de funciones T'(t) resulta de vital importancia para representar la
dindmica Newtoniana en espacios de Hilbert. En la Seccién 1.1 expondremos
como se realiza este proceso, y en la Seccién 1.2 la importancia que conlleva en
el estudio del Scattering Clasico.

Figura 1.1: Scattering Clasico
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Tanto el Scattering Clasico como el Cuantico tienen una estructura geométri-
ca, que relaciona el comportamiento asintotico de la dindmica perturbada con
el comportamiento asintotico de la dinamica libre. Mas explicitamente, como
muestra la Figura 1.1, la evolucién del sistema perturbado para un estado dado
tiene comportamiento libre para tiempos al infinito. En el caso del Scattering
Clasico la evolucién del sistema perturbado estd dado por T'(t)(q,p) enton-
ces existen soluciones al sistema libre Ty(t)(ax, by), vale decir, existen datos
iniciales (a+,by) € ) tales que

i [T(0)(a, )~ To(t) (s, ba)] =0

La funcién de Scattering Clasico, que relaciona el comportamiento libre con el
perturbado, es un mapeo S definido por la relacién

S(To(0)(a-,b-)) = T5(0)(ay., by)

Asi resulta fundamental la existencia y unicidad de soluciones globales tanto
para el sistema libre como su perturbado. Similarmente se entiende el Scattering
Cuantico en espacios de Hilbert, donde los estados son elementos en dicho
espacio y la funcién T'(t) es reemplazada por un grupo unitario fuertemente
continuo.

1.1 TEORIA DE KOOPMANN

Consideremos {2 el subconjunto de X tal que el problema con valores iniciales

i(t) = F(t,z(t))
0)=p
q

admite solucién global y unica. Asi la familia de funciones T'(¢), definida ante-
riormente, determina la trayectoria de una particula para cada estado (q,p) €
Q.

Un resultado que tiene mucho interés en el Scattering Clésico se lo debemos
a Koopmann, quien inyecta la dindmica Newtoniana definida sobre el espacio
fase {2 en un espacio de Hilbert H sobre el cual la dinamica Newtoniana tiene
su andloga en una dinamica cuantica. A continuaciéon esbozaremos, si entrar
en detalles, la construccion de este espacio de Hilbert y la dindmica cuantica
asociada (ver [19]).

Consideremos el espacio de Hilbert L?(Q2) con la medida de Lebesgue y
definamos la familia de operadores lineales U(t) por la relaciéon
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para toda f en C§°(£2), conjunto funciones infinitamente diferenciales que con-
vergen a cero en infinito. Esta familia de operadores U(t) se puede extender
continuamente a un grupo unitario sobre L?(Q) toda vez que la familia de fun-
ciones 7T'(t) sea invariante bajo la medida de Lebesgue, o sea T'(t)(f2) difiere
en medida cero con (). La prueba de esta afirmacion es consecuencia del hecho
que el Jacobiano asociado a la transformacion 7'(—t) es igual a 1.

En efecto, la matriz Jacobiana inversa A(t), asociada a la transformacion 7'(—t),
satisface la siguiente ecuacién diferencial A'(t) = —®(—t)A(t), siendo

o(t) = ( Fy(t,ogg(t)) (1) )

Gracias al teorema de Liouville, en ecuaciones diferenciales, se tiene que
det(A(t)) = e~ Jo (@D ds qet(A4(0))

donde det(A) es el determinante de la matriz A, y tr(A) es la traza de A. Como
la matriz ®(—t) tiene traza cero, se tiene que det(A(t)) = det(A(0)) = 1. De
este modo,

/Q U (o)) do = / o O 7 = / )P dr

lo que permite extender U(t) a todo L?*(£2) con norma unitaria dada la densidad
de C§°(£2) en este espacio de Hilbert. Mds atn, es posible probar que U(t)
es un grupo unitario fuertemente continuo (ver [25]), permitiendo asegurar la
existencia de un operador autoadjunto H definido sobre L?(Q) tal que

U(t) = e it

resultado que debemos a Stone (ver, por ejemplo [25]). Asi, la dindmica Newto-
niana puede ser representada en el espacio de Hilbert L?(Q) a través del grupo
unitario fuertemente continuo U(t). No es dificil probar que

donde el dominio del Hamiltoniano H contiene a las funciones infinitamente
diferenciables con decaimiento al infinito (ver [3]). La ecuacidn de Schridin-
ger que determina la dindmica cuantica asociada al operador autoadjunto H
esta dada por

(1) = (1)

siendo 9(t) una funcién en L?*(§)) para cada nimero real .

10
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1.2 BUENA TEORIA DE SCATTERING CLASICO

En el Scattering Cuéntico se dice tener una “buena teoria” si el operador de
scattering cudntico es unitario. Gracias a la teoria de Koopmann y otros resul-
tados conocidos (ver, por ejemplo [3]), la unitariedad del operador de Scattering
Cuantico en espacios de Hilbert es equivalente a la invariancia en medida la
funcion T'(t) definido sobre un subconjunto €2 de ¥, con ¥ — 2 de medida de
Lebesgue cero. Asi, en la Seccién 2 del Capitulo 2, introduciremos el concepto
de asintoticamente completo, en que invariancia en medida refleja la idea que
casi toda energia admite soluciones de scattering. En un sentido mas formal es-
to quiere decir que salvo un conjunto de medida cero, el conjunto de los estados
admite soluciones que escapan de la fuerza potencial que perturba.

A continuacién consideramos H un espacio de Hilbert y Hy un operador
autoadjunto sobre H. La ecuacién que modela la dindmica libre

0
i—p=H
) tSO 0¥
con grupo unitario Uy(t) = e 0 que determina la dindmica del sistema libre

para todo estado ¢ € H. Sea H otro operador autoadjunto definido sobre H
que determina la dinamica perturbada a través de la ecuacion

i—p=H

o~ 1Y
siendo U(t) = e~ el grupo unitario que determina la dindmica perturbada del
sistema. El scattering asociado a estos sistemas determina el comportamiento
asintotico del sistema perturbado en relacién al sistema libre, es decir, busca
determinar los estados ¥ € H para los cuales existen ¢ € H tal que

Yim [[U(6) — Uo(t)o = 0

La relacién anterior permite definir la funciéon de scattering S sobre el es-
pacio de Hilbert H que mapea el estado ¢_ en el estado ¢,. La teoria de
Scattering Cuantico nos permite asegurar que en caso de S estar definido sobre
todo H, entonces S debe ser unitario.

En la teoria de Scattering Clasico resulta, en la mayoria de los casos, im-
posible definir S sobre todo . Gracias a la teoria de Koopmann podemos
representar la dinamica clasica en algin espacio de Hilbert, probando asi que
la unitariedad de operadores es equivalente a la invariancia en medida de la
familia de funciones 7T'(t).

En el proximo capitulo trataremos el problema de Scattering Cléasico para
fuerzas conservativas tales que T'(t) sea un invariante en medida.

11
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2 MECANICA CUANTICA

La Mecanica Clasica tiene su cuna a mediados del siglo XVII de la mano de
Isaac Newton. Esta nueva teoria resulta de vital importancia en el desarrollo
que tendra la humanidad en los decenios posteriores. Pero para finales del siglo
XIX, cientificos europeos dan cuenta que dicha teoria no lograba dar respuesta
certera a los nuevos problemas que el hombre se estaba planteando.

La Mecéanica Cuéntica fue descubierta paralelamente por Werner Heisen-
berg en 1925 y por Erwin Schrodinger en 1926. El primero se basé en lo que
se llaman matrices, y el segundo en un sistema que se conoce como funcion de
onda. Poco después Schrodinger demostré que ambos métodos eran equivalen-
tes, de forma que cualquiera de ellos se puede deducir a partir del otro. Sin
embargo, el procedimiento basado en la funcion de onda, por tratarse de un
método mas manejable, ha sido preferentemente utilizado por los cientificos en
sus trabajos.

Desde el tiempo de su descubrimiento, electrones fueron descritos como
particulas. Ellos aparecen viajando a lo largo de trayectorias determinadas por
la electricidad y fuerzas magnéticas actuando sobre ellos. Los electrones poseen
masa, energia y momentum. Sin embargo, ellos poseen propiedades de onda,
como fue determinado en difracciéon de hazes de electrones a través de cristales.

No existe duda que la luz consiste de particulas individuales, denominadas
fotones, que consisten de energia y momentum, como fue demostrado por el
efecto Compton. Sabemos desde la Optica Clasica que un haz de luz consiste
de muchos fotones que exhiben propiedades de ondas, es decir difraccion e
interferencia. La difraccion nos permite asegurar, a partir de las ecuaciones
de Maxwell para campos magnéticos, que el campo electromagnético total de
un haz de fotones es igual a la suma de los campos magnéticos difractados.
Mientras que la interferencia hace relacion a que cada fotén interfiere consigo
mismo, vale decir cada foton es descrito por su propio campo magnético.

Cuando un electrén no es afectado por otros electrones podemos asumir
que éste debe depender de sus propias propiedades. Por analogia de nuestras
conjeturas en conexién con el fotén, podemos esperar que las propiedades de un
electron sean descritas por una funcion de onda, usualmente denotada ¥ (t, ),
que obedezca una ecuacion lineal.

Si e(t, x) es el campo magnético en el caso de los fotones, la intensidad, pro-
porcional a |e(t, z)|?, fue interpretada como ser proporcional a la probabilidad
de encontrar un fotén en una vecindad de x en el tiempo t. Siguiendo esta idea
|1(t, )|? es interpretado como encontrar el electrén en una vecindad de x en el
tiempo ¢. Siguiendo la interpretacién de Born, la funcién de onda (¢, z) es una
amplitud de probabilidad, y su moédulo cuadrado produce una probabilidad. Por
lo tanto si P(t,z) dz = [ (t,2)|? dz es la probabilidad de encontrar el electrén

12
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entre x y x + dx, en el instante ¢, entonces
[t @) do =1
R3

Asi como hemos mencionado al comienzo de esta seccion, es Schrodinger
quien postula una formulacién funcional del fenémeno cudntico. Si ¥(t, x) es
la funcién de onda asociada al fenémeno cuantico, ésta satisface la ecuacion
diferencial

i%w(t, x) = (—A+V(x)y(t, ) (1.2)
siendo A el operador de Laplace y V' = V(z) funcién real. La ecuacién (1.2)
es denominada Ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo, y modela
la interaccién de un electrén libre con una fuerza potencial V. Mientras que el
operador H = —A + V() es denominado Hamiltoniano.

Dada la medida de probabilidad P(t,z), podemos calcular la esperanza de

x, £? o cualquier funcién de z. Es decir,

(f) = RSf(x)l’D(lf,»”l?)le: () f(x)p(t, x) do

RS

Hemos de notar que hemos insertado f en medio de 1) y 1. Esto serd conveniente
a la hora de querer definir la esperanza del operador momentum p, o funciones
de éste. Comenzaremos mencionando que el operador momentum esta dado
por

p=—iV

donde V denota el operador gradiente. Bajo transformada de Fourier se de-
muestra que el operador momentum es unitariamente equivalente al operador
multiplicador M (z) = z. De este modo es posible definir la esperanza del ope-
rador momentum

)= [ Feeita)da = [ Tt da

Luego, toda funcion f del operador momentum tiene esperanza

U = [ P @it do

En particular, si ¢ es solucién a la ecuacién (1.2) se puede demostrar

62
(@) == (VV)

13
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El método de separacién de variables 1(t,z) = ¢(t)u(z) nos permite ase-
gurar que u satisfacen la ecuacién diferencial (Hu)(z) = Eu(x), mientras que
o(t) = Pt siendo E un nimero real. La ecuacién resultante

—Au(x) + V(z)u(z) = Eu(z) (1.3)

es denominada ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. Esta nueva
ecuacion plantea un nuevo problema, conocido por ecuacion de valores propios.
Determinar los valores reales E para los cuales (1.3) se satisface, es uno de
los problemas centrales tanto en fisica como en matematica. La resoluciéon de
valores propios permite, bajo ciertas condiciones del operador H = —A 4+ V/,
descomponer H e identificar cantidades fisicas E que establecen estados de
energia de particulas cuanticas.

Los valores propios de H puede ser un conjunto discreto, o puede ser un
conjunto discreto y continuo, permitiendo asi descomponer funciones

o(x) = Z anty, () + /b(k‘)uk(x) dk

comunmente conocida como la descomposicion espectral. Ha de entenderse a uy,
por funciones propias asociadas al Hamiltoniano H.

2.1 SISTEMA NO AUuTONOMO

Como hemos visto en la Secciéon 2 una particula cuantica que se ve en-
frentada a un potencial V' esta modelada por la ecuacién de Schrodinger, con
Hamiltoniano H = —A + V. Dicho sistema es denominado auténomo, puesto
que V es independiente del tiempo. Este hecho permite, mediante separacion
de variables, plantear un problema equivalente de valores y vectores propios.

El problema de valores y vectores propios, para un Hamiltoniano dado, pue-
de o no tener solucion. El teorema espectral nos plantea que todo Hamiltoniano
descompone al espacio de Hilbert. Esta descomposicién permite reconstruir so-
luciones a la ecuacion de Schrodinger, a partir de vectores propios y vectores
propios generalizados.

Cuando una particula cuantica se ve afectada por un potencial que varia en
el tiempo, el método de separacion de variables no engendra un problema de
valores y vectores propios, como en el caso auténomo. Esto obliga a replantear
el problema y, en un primer momento, pensar que este nuevo sistema se vuelve
mas complejo. En la literatura dichos sistemas son denominados no auténo-
mos, dado que no es posible librarse de la variable temporal via separaciéon de
variable. A continuaciéon presentaremos un pequeno extracto del trabajo que
ha realizado Howland (ver [13]), quien ha desarrollado la Teoria de Scatte-
ring para los sistemas no auténomos, inclusive cuando el potencial V' depende
periédicamente del tiempo (ver [14]). El método empleado por Howland con-
siste en inyectar la dindmica en un espacio més grande, denominado espacio

14
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de Floguet, donde la dindmica queda asociada a un nuevo Hamiltoniano que es
independiente del tiempo.

La dindamica cuédntica de un sistema con Hamiltoniano que depende del
tiempo H(t) es determinado por la ecuacién de Schréodinger

0

i u(t) = Ht)(t), teR (1.4)

donde H(t) es una familia de operadores autoadjuntos actuando sobre un es-
pacio de Hilbert H. La Teoria de Scattering ha sido desarrollada por Howland
(ver [13]) en el caso que H (t)— Hy(t) va a cero suficientemente cuando t — oo,
donde Hy(t) es un Hamiltoniano que también depende del tiempo.

La idea central presentada por Howland (ver [13]) es introducir el espacio
de Hilbert L*(R;H) para cambiar el Hamiltoniano cuantico dependiente del
tiempo por uno independiente del tiempo. Esto permite demostrar que los ope-
radores de onda para la teoria dependiente del tiempo existen sobre H si y sélo
si los operadores de onda usuales, generados a partir del nuevo Hamiltoniano
independiente del tiempo, existen en L?(R; H).

En [14] es tratado el caso periddico, que es H(t + 7) = H(t) para todo
t € Ry 7 >0 el periodo. Ademés: En particular, alli se considera el caso en
que H(t) = Hy+ V(t) donde Hy es un Hamiltoniano independiente del tiempo
que actta sobre H, y V(t) es una perturbacién que depende periédicamente
del tiempo, es decir V(t + 7) = V(t) para todo t € Ry 7 > 0 su periodo.
La ecuaciéon de Schrodinger usual es el caso particular cuando Hy = —A, el
operador de Laplace, actuando sobre H = L?(f2), siendo Q C R?.

Generalmente, bajo ciertas condiciones del Hamiltoniano H (t), existe el pro-
pagador U(t,s) actuando sobre el llamado espacio de Floquet K = L*(R;H),
el cual dada una solucién v(s) de la ecuacién (1.4) al tiempo s entonces
U(t, s)i(s) es la solucién al tiempo ¢t. Mas atn, cuando el propagador U(t, s)
es unitario y fuertemente continuo existe un operador autoadjunto K sobre el
espacio de Floquet K tal que

e Ef(t) =U(tt — o) f(t —0)

donde el operador K esta dado por

.0
K——’la‘i‘H(t),

y es conocido como el Hamiltoniano de Floquet, asociado a la familia de ope-
radores H(t).

Cuando el Hamiltoniano H () es periddico en el tiempo, se puede demostrar
que su dinamica puede ser tratada en el espacio de Floquet peridodico, como
presentaremos a continuacion.
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Consideramos el operador

~

(Ff)(n,0)=f(rn+6), neZ,0ecl0,r]
donde

A~

1 —ikt
k) = <= / f(t)e d.

Luego F es un operador unitario desde K a L*((0,7);l2(H)). Por lo tanto el
operador K puede ser representado por una sucesion cuyo n-ésimo elemento
esta dado por

(Kz), = tnx, + Hox, + Z Vo o

actuando sobre ly(#H), donde

. 1 [ it
V,=— V(t)e " dt.

"oo2m o (®)

Mas aun, el propagador asociado al Hamiltoniano que depende periddicamente
del tiempo satisface U(nt + t,nT + s) = U(t, s) para todo entero n y t,s € R.
Este método permite encontrar una representacién del caso periddico, incrus-
tando la dindmica en un espacio mas grande. Retomaremos esta idea en el
Capitulo 3, donde expondremos como un Hamiltoniano periédico en el tiempo

se representa en un espacio de Floquet periddico.

2.2 RESONANCIAS

El fenémeno de resonancia, en Mecénica Cudantica, ha sido intensamente
estudiado desde el punto de vista de sus efectos fisicos y desde la rigurosa
formulacién matemédtica (ver, por ejemplo [28], [14], [12]). Resonancia hace
alusion a un fenémeno fisico de particulas cuanticas que permanecen un largo
periodo de tiempo en una determinada regién del espacio. Esta idea se refleja
en concentraciéon de la amplitud de probabilidad, en una region acotada del
espacio, o decaimiento exponencial de la medida de probabilidad en la variable
temporal.

En Mecéanica Clésica la dinamica estd dada por la ecuacién de Newton.
Cuando una particula clasica se ve enfrentada a una fuerza potencial, su tra-
yectoria depende directamente de la posicién y el momentum en un instante
dado. Pero la trayectoria de dicha particula puede ser o no acotada. A dife-
rencia del caso clésico, una particula cuéntica con energia mayor que el infimo
del potencial, siempre se escapa al infinito. Este fenémeno es conocido como el
efecto tunel.

Si consideramos a modo de ejemplo la Figura 1.2, podemos mencionar que
una particula clasica con energia F queda atrapada, periodicamente en el tiem-
po, si sus condiciones iniciales se encuentran en la regién W (E). Mientras que
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______ Vo = lim inf|I|HC>o V(x)

Figura 1.2: Regién Prohibida Clasica

una particula cuantica, con igual energia, penetrara la barrera de potencial
(ver, por ejemplo [12]) y escapara de cada regién acotada del espacio. Més atn,
mediante métodos de aproximaciéon se puede demostrar que

(@) ~ e TRIVVE-Ed g (1.5)

siendo 1 solucién a la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. La
formulacién aproxima de 1, representada en (1.5), nos muestra concentracién
de la amplitud de probabilidad en una regién del espacio.

Consideremos una fuerza potencial V(z) — 0 cuando |z| — oo (ver Fi-
gura 1.3). En Mecdnica Clasica una particula puede quedar atrapada por
una fuerza potencial si las condiciones iniciales se encuentran en W (E), pero
serd no acotada si las condiciones iniciales estdn en £(FE). Més atn, el conjun-
to {z|V(x) > E} = CFR(E), denominado region prohibida cldsica (classical
forbidden region) en la energia E, es impenetrable por una particula clésica.

Figura 1.3: Situacién de Resonancia

A diferencia del caso clasico, una particula cuantica esta condenada a escapar
de toda regién acotada del espacio. Inclusive si el potencial decae suficiente-
mente al infinito, la dindmica de dicha particula es comparable con su dindmica
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libre. ;jPero qué ocurre si la regiéon CFR(FE) es significativamente grande para
una energia £7 En tal caso habria de esperarse, en caso de existir solucion, que
la funcién de onda se concentre en W (E), por un “largo tiempo”. Tales fun-
ciones de onda, usualmente denominadas estados, son cominmente llamadas
resonancias cudnticas.

En fisica-matematica, innumerables autores han tratado de introducir una
definicién formal para el fenémeno de resonancia, siendo éste el principal pro-
blema. Inclusive, ciertas definiciones resultan contradictoria o no representan
el fenémeno fisico. Actualmente son tres las definiciones mas utilizadas por los
investigadores: (i) Polos de la Resolvente, (ii) Decaimiento Exponencial y, (iii)
Tripleta de Gelfand.

Polos de la Resolvente. Diremos que £ = Ey—il"/2 es una energia resonante
para H si existe un subconjunto denso © en H, tal que para todo p € O,
(o, (H — 2)7tp) tiene una continuacién meromorfa desde Im z > 0 a la regién
que contiene a F, y F es un polo de esta continuacion.

Decaimiento Exponencial. Diremos que ¢ es un estado resonante de H con
amplitud I', si

—1Ht —I't

(g, e o)|? = e

para todo t > 0.

Tripleta de Gelfand. Supondremos que H contiene un espacio nuclear X
el cual es continuamente inyectado en H, y es invariante bajo la accion del
Hamiltoniano H. Entonces X C H C X* sera la tripleta de Gelfand para H.
Diremos que E —il'/2 es una energia resonante de H si existe alguna tripleta
de Gelfand para H y algin ¢ € X* con Hp = (E —iI'/2)p.

Simon, en Resonances and Complex Scaling (ver [30]), presenta de manera
caricaturesca, como cada una de estas definiciones resulta ser o bien vacia o
poco rigurosa. A continuacién presentaremos un pequeno fragmento del trabajo
expuesto por Simon en Resonances and Complex Scaling.

Corto tiempo. Si ¢ tiene energia finita, es decir
(o, Hp) < oo, entonces F(t) = |(p,e #p)|? es di-
ferenciable y debe tener derivada cero en ¢t = 0, ya
que F(t) < F(0) para todo ntimero real t. Ya que
F(t) = F(—t), entonces F(t) = e Il que es imposi-
ble a menos que ¢ no tenga energia finita.
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Largo tiempo. Supondremos que H es acotado por
abajo y que F(t) = |(p, e tp)|? satisface |F(t)] <
F(t) = Ce=Al!l para algunas constantes A,C > 0. El
teorema espectral asegura que (@, e~ p) es la trans-
formada de Fourier de una medida, es decir

(pre ) = / e du())

El teorema de Paley-Wiener nos dice que ya que F''/2
tiene decaimiento exponencial, du(X) = g(A)d\ con g
analitica en una banda de longitud A/2 al rededor de
R. Formalmente

g\ = i/F(lt)l/zemdlt
27T R

Ya que g(\) = 0 para todo A bajo la cota inferior de H,
tendremos que g = 0. Entonces (yp, ) = 0.

Lavadero de Cocina. Si el espacio X en la tripleta
de Gelfand es muy pequeno entonces X* es demasia-
do grande y contendra elefantes, lavaderos de cocina y
“vectores resonantes” para todo nimero complejo F.
Por ejemplo si H = —A, H = L*(R?) y X = C5°(R3),
entonces X * (las distribuciones) contendrd e, (z) = e**'*
para todo z € C? y He, = z2¢,.

Aunque es sabido que C§°(R?) no es un espacio nuclear
para la definicién usual de tripleta de Gelfand, uno pue-
de modificar un poco el espacio si se insiste sobre la idea
de nuclear.

Nosotros abordaremos el fenomeno de resonancia via el concepto de fre-
cuencias dispersivas (o también conocidas como frecuencias de scattering), que
hace relacion con soluciones a la ecuacion de Schrodinger cuyo comportamiento
asintético es de crecimiento exponencial. Este comportamiento define a las que
se conocen como soluciones salientes, o soluciones outgoing. Esta alternativa
estd basada en el trabajo realizado por Loe (ver [22]), en el caso cldsico para
la ecuacién de onda, donde asocian resonancia a frecuencias de scattering (ver
20)).

2.3 EsTADOS OUTGOING

Una de las mas comunes caracterizaciones del fenémeno resonancia esta li-
gado al modelo de evoluciéon. Resonancias son representadas como nimeros
complejos las cuales son, en algunos casos, frecuencias propias de la evolucion
y el cual caracteriza el comportamiento asintético de la solucion. Ellas forman
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un conjunto discreto {01, 09, ...} en el plano complejo. Por ejemplo, esperamos
que regulares soluciones de la evolucién tienen expansion asintética

(o.]
u(t,z) ~ Z cre' g (t, x)
k=10
para t tendiendo a infinito, donde ¢ son constantes y vy = vi(x), en el caso
V =V(x), y vp = v(t,x) es periddico en t con el mismo periodo de V, en el
caso periddico.

Las frecuencias de scattering las podemos encontrar en la literatura aso-
ciadas a la ecuacién de onda. Dichas frecuencias hacen relacién a estados de
energia, al igual que en Mecanica Cuantica, donde el sistema esta en resonancia.

Si consideramos la ecuacién de onda

82

ETel (t) + Hop(t) + Vp(t) = 0, (1.6)

por medio del método de separacién de variables, es decir ¥(t,x) = ¢(t)u(x),
la ecuacién (1.6) es equivalente a resolver

(Ho 4+ V)u(z) = 22u(z) (1.7)

puesto que ¢(t) = ¢'#t. Las frecuencias de scattering estdn asociadas a valores z,
en el plano complejo, para los cuales la ecuacién (1.7) admite solucién outgoing.
En dimensién tres, una solucién u a la ecuacién (1.7) es denominada outgoing
si satisface u(z) ~ e”7l/|z| para |x| — oco. En el Capitulo 3 daremos una
definicién formal del concepto de outgoing en un contexto mas general, en
funcion de la dinamica del sistema.

Hemos de notar que la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo
es idéntica a (1.7). Andlogamente se puede decir que o € C es una resonancia
para la ecuacion de Schrodinger

.0
i (1, 7) = (= + V(@)u(t,2)

si existe una solucidn outgoing, no trivial, u = u(z) de la ecuacién,
(—A 4+ V(x)u(r) = ocu(x)

El concepto de outgoing se puede reformular, tanto en el caso cuantico como
en la ecuacion de onda, a partir de la dinamica de evolucién. La discusion
sobre esta nueva formulacion serd tratada en el Capitulo 3, y serd de vital
importancia para los resultados de esta tesis, y en caracterizar resonancias
cuando las perturbaciones a la dindamica libre dependen periddicamente del
tiempo.
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Capitulo

Funcion de Scattering Clasico

1 INTRODUCCION

Un problema importante dentro de la Mecanica Clédsica o Newtoniana es
determinar la trayectoria de una particula. La ecuacion de movimiento, segin
las leyes de la Mecanica Newtoniana, de una particula n-dimensional esta dada
por la ecuacién

#(t) = F(a(t)) (2.1)

donde F’ es la fuerza que actia sobre la particula.
Cuando F(x) = —VV(x), para algin potencial V, se tiene que la ecuacién
(1.2) es conservativa en el sentido que

B = 0P + V(a() (22

no depende del valor de t en R, vale decir E es constante.

La ecuacién (2.1) modela el comportamiento de una particula clésica cuya tra-
yectoria es afectada por una fuerza F', mientras que (2.2) relaciona la dindmica
de la particula frente al potencial V. Ambas ecuaciones permiten determinar
la evolucién del sistema de una particula al enfrentarse a dicho potencial. La
ecuacion de energia (2.2) expresa que la energia del sistema es conservada a lo
largo del tiempo.

Un problema que se ha tratado con mucho interés a lo largo de los ultimos
siglos es determinar el comportamiento de dichas particulas para tiempos sig-
nificativamente grandes. El estudio matematico del comportamiento asintético
de particulas clasicas se da dentro de la Teoria de Dispersion o Scattering
Clasico, donde dispersion es una traduccion aproximada del inglés a la palabra
scattering. En lo sucesivo utilizaremos la palabra scattering para referirnos al
comportamiento asintético de particulas.
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La Teorfa de Scattering Clasico ha permitido dar parcialmente una respues-
ta sobre el comportamiento de las particulas clasica para tiempos muy grandes,
comparando la dindamica dada por la fuerza F' con una dindmica mas simple
(libre) que, generalmente, conserva energia y momentum. Una de las primeras
problematicas en el Scattering Cléasico es determinar la “dindmica libre”. No-
sotros abordaremos el caso particular en que la dinamica libre esta asociada a
una fuerza potencial no positiva, mientras que la perturbacién esté asociada a
un potencial no negativo. Un ejemplo que desarrollaremos es Scattering Clasi-
co en Campo Magnético. Cuando nos referimos a “campo magnético” hacemos
referencia a dindmica libre con fuerza constante e igual a —1. De este modo,
no deberemos confundir particula libre de “fuerzas” con particula en dinamica
libre, a pesar que en nuestro lenguaje no lo diferenciaremos, salvo sea nece-
sario. Adicionalmente presentaremos un fragmento del trabajo realizado por
Astaburuaga, Cortés y Ferndndez (ver [4]), donde determinan una expresion
para la funcion de scattering y el problema inverso, donde el Hamiltoniano libre
es Ho(q,p) = p*/2.

En el presente capitulo determinaremos la funcién de scattering y resolvere-
mos el problema inverso para trayectorias unidimensionales. La dindamica libre
estard asociada a potenciales no decrecientes y supondremos que la perturba-
cién genera una buena teoria de scattering. Adicionalmente, al final de este
capitulo, presentaremos el modelo Stark donde la dindamica libre esta asociada
al potencial Vy(x) = z.

2 FUNCION DE SCATTERING

Usualmente el concepto de dinamica libre puede asociarse a la ausencia
de fuerzas actuando sobre la trayectoria de una particula. Pero en ocasiones
estamos interesados en considerar como dinamica libre sistemas mas complejos
tales como sistemas en que la gravedad, roce, etc., resulten ser el estado libre
de la particula. En tales casos es natural pensar en la ecuaciéon de Newton

B(t) = =VVo(x(t))

como la dindmica libre, siendo V) el potencial que genera la dindmica asociada

al sistema. Dicho sistema tiene asociado el Hamiltoniano Hy(q,p) = p?/2 +

Vo(q) considerado la energia del sistema. En este caso diremos que la particula

tendra una trayectoria libre.

El Scattering Clasico busca caracterizar el comportamiento asintotico de particu-
las que ven afectada su trayectoria libre al interactuar con fuerzas potenciales

externas. Si la ecuacién

#(t) = —VV(z(t)) (2.3)
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caracteriza la dinamica de una particula que ve afectada su trayectoria libre por
una fuerza potencial, entenderemos a V' — V{ como el potencial que perturba
la dindmica libre. El sistema perturbado tiene Hamiltoniano H(q, p) = p?/2 +
V(q), siendo ésta la energia conservada del sistema.

La ecuacién de movimiento de una particula libre debe admitir solucién
para toda condicién inicial (q,p) en R™ x R", siempre que Hy(q,p) # 0. Més
aun, las soluciones deben ser globales, es decir, estan definidas para todo real t.
En la siguiente definiciéon consideraremos el conjunto de todas las condiciones
iniciales que entregan soluciones libres, globales y no acotadas.

Definicién 2.1. Definamos el espacio de los estados

¥ ={(q,p) €R" xR" : Ho(q,p) # 0}

Diremos que (g,p) € X es un estado de scattering o estado dispersivo
si existe y(t) solucién no acotada al sistema dindmico libre, con (y(0),9(0)) =
(q,p), y (t) una solucién a la ecuacién (2.3), no necesariamente solucién global,
tales que una de las siguientes condiciones se satisface:

(i)

i {((1), &(0)) — (y(0),5(0))} = 0
(i)

Tim {(x(0), (1)) — (u(). 5(5)} = 0

De acuerdo con la definiciéon anterior, una particula con trayectoria pertur-
bada es asintota a la trayectoria libre, cuando t - —oo o t — oo. Evidente-
mente no todo potencial V' admite que todo par (¢,p) € 3 sea un estado de
scattering, mas aun existen potenciales que nunca permiten dicho fenémeno.
Un ejemplo claro de ello es considerar V(z) = z%. Este potencial atrapa las
particulas y las hace oscilar en una region acotada de manera periddica a lo
largo del tiempo.

Un aspecto fundamental dentro de la teoria de scattering es determinar
soluciones unicas y globales, ya que éstas caracterizan de manera tunica el
comportamiento de la particula a lo largo del tiempo. Asi, a cada estado le
corresponde a lo més una solucién del sistema (2.3). Esto motiva la siguientes
preguntas jpara qué potenciales V' la ecuacion (2.3) admite soluciones globales
y Unicas? y jcuales de estas soluciones admiten estados de tipo scattering?. Es-
tas preguntas equivalen a tener una buena teoria de Scattering Clasico. Tanto
en el caso magnético como en dindamica libre independiente de fuerzas la res-
puesta es favorable, para una familia no vacia de potenciales (ver [27], [18]). A
continuaciéon introduciremos las funciones de onda que relacionan la dinamica
libre y perturbada, permitiendo posteriormente definir la funcién de scattering.
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Definicién 2.2. Sea x_(t) solucién a la ecuacién (2.3) que tiene comporta-
miento asintético y_(t) cuando t — —oo. Definimos la funcién de onda
Q4 : Yy — R xR por la relacion

donde ¥, son todos los estados (¢, p) € X tales que p* + 2V,(q) # 2V (zq) con
V'(z9) = 0. Similarmente, definimos €2_ por la relacién

©_(4+(0),9+(0)) = (2+(0),(0))

para x(t) una solucién al sistema perturbado con comportamiento asintético
y+(t) cuando t — co.

Las funciones de onda nos permiten caracterizar el comportamiento asintéti-
co de soluciones al sistema perturbado. Asi, la siguiente definicion determina
explicitamente el comportamiento de soluciones no acotada que tienen com-
portamiento asintético libre.

Definicién 2.3. Definimos la funcién de scattering S : D(S) — R x R por
la relacién Sw = Q-'Q w, donde D(S) es un subconjunto adecuado de Y.

Cuando Ran€,, Ran)_ y ¥ — ¥ una coinciden, salvo un conjunto de
medida cero, donde Yy,unq representa el conjunto de las condiciones iniciales
que generan soluciones acotadas de la ecuacién (2.3), entonces la funcién T'(t)
se inyecta en un espacio de Hilbert generando una buena teoria de scattering
Cuéntico. En tal caso se dice que la teoria de Scattering Clasico es una buena
teoria o asintoticamente completa.

Definicién 2.4. Diremos que la funcién de scattering S es asintéticamente
completo si Ran€),, Ran{)_ y ¥ — ¥, unq coinciden, salvo un conjunto de
medida cero.

Esto nos deja la idea, salvo por un conjunto de medida cero, que todo
estado en X es imagen o preimagen de un estado en Y. Dicho de otro modo,
casi todo elemento de X es estado de scattering. Para efectos de los resultados
que expondremos en este capitulo, supondremos que la funciéon de scattering
resultante es asintéticamente completo.

Es importante hacer notar que > — 3y,unq 1O es el conjunto de estados de
scattering, sino mas bien el conjunto que engendra soluciones no acotadas al
sistema perturbado. No es dificil de probar que ser asintéticamente completo
es equivalente a que el conjunto de estados de scattering difiere en un conjunto
de medida cero con ¥ (ver [19]).
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3 REPRESENTACION DE S

En esta seccion caracterizaremos la funcién de scattering clasico, vale de-
cir, si (a,b) = S(q,p) presentaremos relaciones explicitas para que permitan
determinar a y b como funcién de ¢ y p. Para ello haremos las siguientes con-
sideraciones sobre las dinamicas libres y perturbadas.

Para efectos de los resultados que presentaremos a lo largo del capitulo
supondremos

(i) Para todo (q,p) € ¥y existe una tnica solucién global al problema con
valores iniciales

(ii) Toda solucién en (i) cumple |y(t)| — oo cuando [t| — oc.
(iii) La perturbacion V(x) — Vo(z) > 0 para todo = € R.

(iv) |V (z) — Vo(z)| = 0 cuando |z| — oo.

)
)
)
(v) Vg(z) > 0 para todo = € R.
(vi) [Vo(@)] — oo si 2] = oo.

)

(vii) La teoria asociada a estos potenciales es asintéticamente completa.

El dominio D(S) de la funcién de scattering S depende directamente de
los recorridos de las funciones de onda €).. Esto conlleva a preguntarnos si la
funcion de scattering S, asociado a un potencial V', admite dominio no vacio.
Para caracterizar el dominio de la funcién de scattering, es necesario tener
presente el siguiente conjunto

E_={zeR|V'(z) =0y V(z) > V(y), para todo y < z}

Este conjunto consta de los méximos locales del potencial V(x) que pueden
verse desde —oo. Es claro que V(E_) es un conjunto medible con medida de
Lebesgue cero. A continuaciéon presentaremos un pequeno resultado en via de
caracterizar el dominio de la funcién de scattering S.

Lema 2.5. Sea y(t) solucion no acotada al sistema libre. Entonces existe un
unico to € R tal que y(to +t) = y(to — t) para todo t € R. Mds ain

_ sign(y(0)) Vo () dx
V2 Jyo VE = Vo(o)

siendo E la energia de la particula asociada a la solucion y(t).
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DEMOSTRACION. Supondremos para efecto de la demostracién y sin pérdida
de generalidad, que p > 0. Comenzaremos probando que existe un ntimero real
to tal que y(tp) = 0. Luego, y(ty —t) v y(to + t) son soluciones del problema
con valores iniciales

gt) = =Vg(y(t))
y(0)=0
y(0) = y(to)
concluyendo asi, por existencia y unicidad de solucién al sistema anterior, que
y(to —t) = y(to +1).

Si suponemos que 7(t) # 0 para todo numero real ¢, entonces y(t) es una
funciéon estrictamente creciente, dado el supuesto de p > 0. Ademads y(¢) es no

acotada para t — oo, de modo que existe ¢’ tal que Vo(y(t')) > E. Luego, a
partir de la ecuacién de energia

1.
B = S5 + Valy(¥)
obtenemos una contradiccién dada la positividad de ¢(¢)?. Por lo tanto existe
un numero real ¢, que satisface §(ty) = 0.
Finalmente, a partir de la ecuacién de la energia para y(t) se tendra

1 y(t)

concluyendo la representacion de ty luego de integrar la expresion anterior entre
0y to, puesto que Vo(y(to)) = E.

La demostracién para p < 0 es analoga, teniendo precaucion al elegir la raiz
negativa en la ecuacion de energia. [

1

Una consecuencia directa del lema anterior es que toda solucién al sistema
dindmico libre diverge a menos infinito cuando |[t| — o0o. De este modo, si
x(t) es una solucién al sistema perturbado, entonces necesariamente diverge a
menos infinito cuando [t| — co. De esta afirmacién se desprende la existencia
de un tnico nimero real ty tal que z(tg+1t) = x(to—t). El siguiente resultado es
consecuencia del Lema 2.5 y el hecho que toda solucion al sistema perturbado
vuelve a menos infinito.

Teorema 2.6. Sea S la funcion de scattering asociado a la perturbacion V —V,
entonces (q,p) € D(S) sty sdlo si p*/2+ Vio(q) & V(E_).

DEMOSTRACION. Sea (q,p) en el dominio de la funcién S y (a,b) = S(¢,p).
Luego existe ¢y € R tal que &(t) = 0.

Comenzaremos suponiendo que existe zg € E_ con p?/2 + Vi(q) = V(zg). Por
la ecuacién de conservacién de energia V (z(tg)) = p*/2 + Vo(q), se tendra ne-
cesariamente que z(ty) > .
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De este modo, existe t; € R que satisface x(t;) = xy. Por lo tanto, el problema
con valores iniciales
i(t) = =V'(z(t))
(t1) =0
l’(tl) = 2
admite por solucién x(t) = zg, lo que contradice la unicidad.
Reciprocamente, supondremos que p*/2 + Vo(q) ¢ V(E_). En este caso las

funciones de onda estd bien definidos y el recorrido de €2_ contiene al recorrido
de €, , puesto que el sistema es asintoticamente completo. [ |

Teorema 2.7. Sea (q,p) € D(S) y (a,b) = S(q,p). Si 2E = p* + 2Vy(q) y
a =inf V(E) entonces

. d du . A du
&gn(p)/q \/E?Vb(u) —&gn(b)/a \/E?Vo(u)

p du o 1 1
:2/a VE —Vio(w) +2/_oo <\/E—V0(x) B \/E—V(x)> e

b2 2
5 Vo) = 5+ Vilg)

donde 3 = V5 *(E).

DEMOSTRACION. Hemos de tener presente que existen ti,t, € R tales que
y_(ty —t) =y_(t1 +1t) y ys(t2 — t) = y+(t2 + t). Obteniendo asi las siguientes
relaciones

b ’ du t<t

1 — = —F= I 1
V2Jy ) VE = Vo(u)

to —t 1/@ du t<t

0 U= —F= - 0
V2 Jowy VE =V (u)

De las relaciones anteriores se puede deducir que t; — t esta dado por

P du “ 1 1
== e [ s )

luego de tomar limite de ¢ a menos infinito, considerando el comportamiento
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asintético de x(t) — y_(t) para dicho limite. Similarmente, se tendra que

( ) 1 y+(t) du
(t—ty) = — e t<t
YT V2 s E—Vo(u) 1
1 () du
—(t—to) = t <t

V2S)e VE-V()

y por tanto

\/—2_0:ad—u_ h ! — L )du
f -t = | s | (¢E—%w> VE—V

Hemos de notar, a partir de los cédlculos realizados, que t; — tg = —(t2 — to),
hecho que nos permite asegurar la relacion

tl - t2 == Q(tl - to)

concluyendo asi la prueba de (iii) a partir del Lema anterior. |

4 PROBLEMA INVERSO

El problema inverso para el Hamiltoniano H = Hy + V(z), donde H, es
el operador de Laplace sobre R, depende directamente de la geometria del
potencial V. Si la dinamica libre estd asociada al potencial Vi = 0, entonces
el problema inverso para V' nos permite recuperar todo el potencial siempre
y cuando éste tenga a lo méds un maximo (ver [4]). Geométricamente, en este
caso particular, el problema inverso permite recuperar todo aquello que puede
ser visto desde el infinito.

Nosotros presentaremos una solucion al problema inverso para potenciales
V tales que V'(z) > 0. La condicién V'(z) > 0 nos asegura la monotonia de
la funcién V' que es fundamental para recuperar V. La positividad que debe
satisfacer la derivada de V no nos dice, en un primer momento, mucho sobre
la geometria de la perturbaciéon. Pero en esta teoria se debe dar por hecho que
la dinamica libre es bien conocida, luego la perturbacién debe tener derivada
mayor que —Vj(z). Es decir, la derivada de la perturbaciéon debe superar la
fuerza asociada a la dinamica libre, en cada punto de su trayectoria. Inclusive,
es posible que la perturbacién admita varios maximos locales siempre y cuando
la depresion de la perturbacion sea compensada por el crecimiento de V4.

El siguiente lema es un paso importante en la resolucion del problema in-
verso, y su demostracion demanda conocimiento basicos del calculo integral.
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Lema 2.8. Si V' una funcion inyectiva, entonces

[ [ == =) -n
Vi(r)Jr E—V(I‘) y—E

DEMOSTRACION. Definamos I la integral que deseamos calcular. Luego, bajo
el cambio de variable z = V~!(s), tendremos que I quedard

[_/ /V(r m\/% /V(r/ \/——S\/ZE—d;

donde la iltima igualdad es consecuencia del teorema de Fubini. Pero la integral

=T

/sy VE —s\y—E

entonces I = m(V~1(y) — r), resultado que finaliza la demostracién.
|

Teorema 2.9. Si V'(x) > 0 para todo © < xo entonces para todo y < V(xq) se
tendrd

dE

Vo=t -2 [
donde

S(E) =

sign /6 U _ sign /B du
2 Jo VE=Vo(u) 2 Jo VE=Vo(u)

DEMOSTRACION. A partir del Teorema 2.7 podemos asegurar que

o (B) “H(E) 1 1
S@”:/lw MF_VT_ / <¢E Vo) ¢E—V@sz

Podemos notar que S(FE), representado en la igualdad anterior, tiene explici-
tamente el valor de V! en E. Entonces,

VY- E dE = TEEHOO (I1(r) = Ix(r))

= e
/V(r/ - dszE V(x)
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A partir del Lema 2.8 podemos concluir que I; e I, estan dadas por

Li(r)==n(Vy (y) — 1) /vo(r /0 " dmeE 76

Lr)=x(V " (y) =)

' SE) e iy v
/_wﬁw—w(% )=V ).

De este modo,

Puesto que
) Vi) dr dE
lim
T\ o (r) Jr y— EE = V()
< lim Vi V) V050
——00

< 7l (Vo) lleo M \V() Vo(r)] =0

A pesar que en la demostracion anterior se utiliza que V' es inyectiva, se
puede concluir el mismo resultado cambiando V~!(E) por a(F), en el enunciado
del teorema, siendo «(F) el infimo del conjunto {z|V(z) = E}. Esto deja
siguiente idea geométrica: se puede recuperar de V' todo aquello que es posible
ver desde menos infinito.

Figura 2.1: Problema Inverso

Claramente el método introducido en el teorema anterior, nos permite re-
solver el problema inverso cada vez que el potencial V' no genera “lagunas” o
“valles” que no son perceptibles desde menos infinito. ;Serd que esto implica
que no sea posible recuperar la totalidad del potencial?. El siguiente resulta-
do permite zanjar categéricamente la pregunta de qué potenciales pueden ser
recuperados en su totalidad a partir de la funcion de scattering. Para ello ten-
dremos que aceptar definir dinamicas para potenciales V' continuos, pero sin
derivada continua.
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Teorema 2.10. Sea Sy la funcion de scattering asociado al potencial V. Ademds
existe xg € R tal que V'(zy) < 0. Entonces existe V. # V tal que Sy = Sg,
salvo un conjunto de medida cero.

DEMOSTRACION. A partir del enunciado sabemos que existe g tal que V' (zq) <
0. Sean z; < ¢ < x5 tales que

1 = méx{z < zo | V'(z) = 0}
o = min{z > x| V'(z) #0, V(z) =V (xy)}

Counsideremos la funcién continua

. {V(m) six € (—o0,x1) U (x2,00)
V(g +xo—x) six € |z, a9

La funcién V definida satisface
/ T2 dz B / *2 dz
x1 /E'_";'(l,) 1 \/E—V(ZL')

Por lo tanto V' 'y V' generan las mismas funciones de scattering, salvo un conjun-
to de mediada cero, a consecuencia de su representacién dada por el Teorema
2.7. [ |

Hemos de mencionar que dinamicas asociadas a potenciales continuos al
menos conservan el momentum. Més aun, la trayectoria de tales dindmicas
admiten derivada (velocidad) continua. Por ello es natural definir dindmicas
asociadas a tales potenciales.

5 EJEMPLO

Hemos de recordar que la funcién de scattering depende directamente de
la existencia de las funciones de onda. Mas ain, tendremos una buena teoria
de scattering si ésta es asintéticamente completa. Simon (ver [27]) nos ilustra
como el Hamiltoniano libre Hy(q,p) = p?/2 admite una teoria asintéticamen-
te completa, para una familia de perturbaciones que decae suficientemente al
infinito. Mientras que Jensen (ver [18]) demuestra un resultado similar para el
Hamiltoniano Stark Hy(q,p) = p*/2 + q.

La representacién de la funcién de scattering para el Hamiltoniano Hy(q, p) =
p?/2 fue resuelta por Astaburuaga, Cortés y Fernédndez (ver [4]), determinando
expresiones explicitas para la posicion y el momentum final, asi como caracte-
rizando el dominio de la funcién de scattering. A su vez resuelve el problema
inverso, vale decir, recuperar el potencial a partir de la funcién de scattering.
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Es importante hacer notar que el problema inverso es resuelto inicamente para
potenciales que tienen un tnico maximo a lo largo de su dominio.

En esta seccién mostraremos que las relaciones encontradas en la seccion
anterior, nos permiten determinar férmulas explicitas para la funcién de sca-
ttering para el Hamiltoniano Stark. Si la funcién de scattering S estda dado por
(a,b) = S(q,p) entonces a = E — b?/2 siendo E = p?/2 + ¢ la energia conser-
vada del sistema. Luego, a partir de la relacion determinada en el Teorema 2.7
tendremos

2sign(p)/ E — q — 2sign(b)VE —a

@ 1 1
:4\/E—oz—i-2/_oO (\/E—x_\/E—x—V(x)> dx

siendo V' (z) la perturbacién a la dindmica generada por el Hamiltoniano Stark
Hy. Luego de hacer los reemplazos a = E — b?/2, ¢ = E — p?/2 y reordenando
la igualdad anterior, obtendremos

1

1
VE—z \/E—V(x)> e

donde « es el menor niimero real tal que V' («) = E. Estos calculos nos permiten
enunciar el siguiente resultado:

V2(p — b) :4\/E—oz+2/a (

Teorema 2.11. Sea (q,p) € D(S) y (a,b) = S(q,p). Si 2E = p* + 2V(q)
entonces

b:p—Qﬁ\/E—a—\/ﬁ/_a <\/E17—:E_\/E—17V(x)) dx

2 2
_p b
a—2 2—|—q

Puesto que la dindmica libre estd asociada al Hamiltoniano Hy(q,p) =
p?/2 + q, es posible determinar expresiones explicitas para la posicién y mo-
mentum finales en funcion de los iniciales. Inclusive, estos calculos permiten
enunciar el problema inverso como sigue:

Teorema 2.12. Si V'(x) > 0 para todo x < xy entonces para todo y < V(xo),
entonces L S(E)
Vi y) =Vt (y) — —/ ———~_dE
(y) 0 (y> o \/y——E

S(FE) =sign(p)\/E — q—sign(b)vVE —a

donde
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6 CONCLUSION

Los resultados expuestos en el Capitulo 2 plantean una interesante gama de
preguntas, que seran abordadas en futuras investigaciones. En un primer mo-
mento podriamos plantearnos sobre qué libertad tenemos para elegir el poten-
cial V) que modela la dinamica libre, y por ende la eleccién de la perturbacion,
de modo que la teoria de scattering entre ambas dindamicas sea asintoticamente
completa. A partir del trabajo realizado por Jensen (ver [18]) y los resultados
presentados en la Seccién 5, habria de esperarse que potenciales Vy(z) cuyo
comportamiento asintético es la recta y = x, admitieran una buena teoria de
scattering para perturbaciones que decaen suficientemente al infinito.

Es evidente que la construccién de la funcion de Scattering Clasico depende,
en un primer momento, que el sistema sea asintoticamente completa. Es por
ello que resulta véalido plantearnos el siguiente problema: dados dos potenciales
Vo, V' y la funcién S del Teorema 2.7, con dominio D(S) que difiere en medida
cero con R?, jserd cierto que los potenciales Vy y V engendran una teoria de
scattering asintéticamente completa?. Si la respuesta es afirmativa, podriamos
obtener una amplia familia de potenciales V;, V' cuya teoria de scattering es
completa siempre y cuando ciertas integrales convergen.

Por otro lado, el problema inverso tiene como desventaja la falta de unici-
dad, sobre las regiones en que V'(z) < 0. Esto se debe a que do potenciales
diferentes pueden tener asociada la misma funciéon de scattering S, dejando
incertidumbre sobre el comportamiento del potencial que perturba sobre una
region (posiblemente no acotada) del espacio. Ahora bien las discontinuidades
de S habrian de darnos luces sobre las regiones del espacio donde el problema
inverso admite solucién, puestos que dichas discontinuidades habrian de estar
sobre la curva E = p?/2 + V(q) donde o € V7'(E) es un maximo local de V.

Figura 2.2: Trayectoria de una Particula

Podemos mencionar que el problema inverso de scattering Clasico puede ser
resuelto en dimensién 3, cuando la dinamica libre y perturbada dependen ra-
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dialmente de la variable x. Esto se debe a que las trayectorias de las particulas
perturbadas son planas y, bajo ciertas condiciones iniciales las ecuaciones dife-
renciales que modelan la dindmica libre y perturbada coincide con la ecuacion
diferencial en dimension 1. Por otra parte, determinar la funcién de Scattering
Clasico (a,b) = S(q, p) sigue siendo un problema abierto, es posible encontrar b
en funcién de ¢ y p. Esta ultima afirmacion se debe a que el dngulo de reflexion
(ver Figura 2.2), que denotaremos 6, estd dado por

o0 dr
fmmee /50 r2y/(p? =2V (&))p~2v=2 — 2

siendo v el pardmetro de impacto

V) 7
=1-¢, E= =

Las férmulas recién expuestas para 6 y v han sido extraidas del libro de R. New-
ton [24], donde se exhiben dichas férmulas para potenciales V' que no dependen
radialmente de la coordenada espacial.
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Capitulo

Scattering Cuantico: Solucion Saliente

1 INTRODUCCION

El fenémeno de resonancia ha sido estudiado dentro de la Mecanica Cuanti-
ca, tanto por fisicos, quimicos y matematicos. En los tultimos decenios se ha
creado una fructifera discusion sobre cémo caracterizar matematicamente el
fendmeno de resonancia. Aunque algunas de estas caracterizaciones resultan
ser entre si contradictorias o no representan el fenémeno fisico.

Las frecuencias de dispersion, también denominadas frecuencias de scatte-
ring, es un concepto introducido en el area de campos magnéticos y ondas (ver,
por ejemplo [7]), y es una de las vias més populares en el estudio de resonan-
cia. En adelante no volveremos a utilizar la palabra dispersion sino scattering
(va que “scattering” es el término convencionalmente utilizado en matematica)
traduccién aproximada al inglés de la palabra dispersion.

Las frecuencias de scattering han sido estudiadas en acustica, electro mag-
netismo y en Teoria Cuantica de Scattering. Dichas frecuencias consisten de un
conjuntos discreto de nimeros complejos, que caracterizan el decaimiento local
de una onda reflejada. En Fisica, las frecuencias de dispersién son comtinmente
llamadas resonancias.

A lo largo de este capitulo introduciremos el concepto de solucién saliente,
idea bésica para definir frecuencias de scattering. Al igual que las frecuencias
de dispersion, las soluciones salientes son convencionalmente denominadas so-
luciones outgoing, donde outgoing es una traduccién aproximada al inglés de
saliente, y por tanto en adelante nos referiremos a soluciones outgoing.

En las secciones siguientes abordaremos la ecuacién de Helmholtz, donde se
introduce el concepto de soluciéon outgoing para el caso auténomo o indepen-
diente del tiempo, para luego finalizar con el caso periddico, cuando el potencial
varia peridodicamente en el tiempo. En este ultimo sera necesario considerar la
ecuacion de evolucién del sistema cudntico, que resultara ser una generalizacion
del caso auténomo para las soluciones outgoing al caso periddico.
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2 SoLuciON OuTcoING CASO AUTONOMO

El concepto de solucién outgoing o saliente lo encontramos en diversos con-
textos fisicos. En acistica, por ejemplo, una onda dispersada (del inglés scat-
tered) que cumple la condicidn radial de Sommerfeld, es denominada onda
outgoing. Esta condicién caracteriza el comportamiento asintético de ondas
dispersadas.

En esta seccién presentaremos la caracterizacién clasica (para la ecuacién
de onda) de solucién outgoing, asi como su relacién con las frecuencias de
scattering. A su vez, introduciremos una nociéon mas general sobre la condicion
de ser solucion outgoing, que nos permitira extrapolar dicha condicién al caso
cuantico. Posteriormente abordaremos el caso periddico (en el tiempo), dénde
serd necesario inyectar la dinamica del sistema en un espacio mas grande.

Consideremos la ecuacion de Helmholtz en dimensién 3 dada por

(Hy— 2> )u=g, Imz>0 (3.1)

siendo Hy = —A el operador de Laplace y ¢ funciéon dada. Cuando g decae
razonablemente en infinito la solucién u a la ecuacién (3.1) satisface la condicién
radial de Sommerfeld (ver, por ejemplo [7]), es decir u(x) ~ ¥l /|z| cuando
|| — oo. Esta afirmacién se debe a que wu es convolucién entre la solucién
fundamental N, (z) = (4r|z|)~t exp(iz|z|) y la funcién g, vale decir

cila—y]
u(z) = / T dy.

s Ar|x — y|g

Toda solucién a la ecuacién (3.1), que satisface la condicién radial de Sommer-
field, es denominada solucion outgoing.
Loe (ver [22]) establece varios resultados para la ecuacién de onda

P 08) + Hyb(t) + Vib(t) = 0,

ot?
entre ellos la existencia de soluciones outgoing bajo ciertas condiciones de de-
caimiento del potencial V' = V(z). Ademads, aborda el caso no auténomo,

V = V(t,z) funcién periédica en ¢, donde se introduce el concepto de solu-
cion outgoing dindmico y prueba la existencia de tales soluciones cuando el
potencial decae suficientemente en la variable espacial. En el caso de outgoing
dindmico, Loe hace alusion al trabajo realizado por Cooper y Strauss (ver [5])
donde se desarrolla el concepto outgoing dindmico, es decir ¥(t) es solucién out-
going (dindmica) a la ecuacién de onda si Uy(t — s)9(s) — 0 cuando s — oo,
siendo Uy(t) el operador mapea el dato inicial al dato en el tiempo ¢.

La idea central en los trabajos desarrollados tanto por Loe como por Cooper
y Strauss para el outgoing dinamico, es sumergir la dinamica del sistema en
espacios donde la variable temporal es vista como una variable espacial.
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Nuestro interés esta en caracterizar soluciones outgoing para la ecuacion de
Schrodinger

(1) = Ho(1) (32
cuando H = Hy+ V tanto en el caso que V' es independiente del tiempo como
en el caso que V = V/(t,x) depende periédicamente en la variable ¢. Para
ello sera necesario introducir el concepto de solucion outgoing dindmico a la
ecuacién (3.2) y definir ciertos espacios donde el problema periédico pasa a ser
un sistema auténomo.

En via de construir soluciones outgoing para la ecuacién de Schrodinger
(3.2) consideramos soluciones, mediante separaciéon de variables, ¥(t,z) =

52 . ., .
e~ *'y(x) siendo u solucién al problema de valores propios

(—=A +V)u(z) = 2*u(x) (3.3)

En un primer momento hemos de suponer que z es un nimero complejo
tal que su cuadrado es un numero real. Esto es requisito minimo si deseamos
soluciones u € L?(R™) y, por ende, 2% un valor propio al Hamiltoniano H.
Lamentablemente para una familia extensa de funciones V el problema de
valores propios planteado por la ecuacién (3.3) no admite solucién cuadrado
integrable. Inclusive, desde el punto de vista fisico, la ecuacion podria no revelar
la existencia de energias resonantes, aunque el modelo fisico que ésta modela
st los posea.

Esto ha llevado, a partir del fenémeno fisico de resonancia, a explorar solu-
ciones en espacios de Hilbert con peso (ver [22]), donde la resolvente del opera-
dor de Laplace admite continuacién analitica compacta del semiplano superior
al semiplano inferior. Esto implica que la ecuacién (3.3) admitiria soluciones
para z? no necesariamente real y, en consecuencia, u ¢ L*(R™).

La siguiente definicion nos presenta soluciones outgoing a la ecuacién de
Helmholtz a partir de la condicion radial de Sommerfeld, definicién que sera pos-
teriormente extendida al caso dinamico, vale decir cuando el Hamiltoniano de-
pende del tiempo.

Definicién 3.1. Diremos que u es soluciéon outgoing a la ecuacion de Helm-
holtz
(A =2)u=yg

si u satisface la condicién radial de Sommerfeld

lim |z &R (i — iz) u(z) =0, n>1

En la definicién anterior el niimero natural n esta asociado a la dimension
del espacio R™ donde se considera la ecuaciéon de Helmholtz. Ha de esperarse
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que una solucion a la ecuacion de Helmholtz sea outgoing cada vez que la
funcién ¢ decae rapidamente al infinito.

Para definir dindmicamente el concepto de solucién outgoing debemos con-
siderar la ecuacion

: a —iz?

Hop(t) = i5 i (t) = e 'g(x) (3.4)
siendo Hy = —A, el operador de Laplace. Luego ¥ (t, 2) = e~***u(x) es solucién
a la ecuacién (3.4) siempre y cuando u satisfaga la ecuacién de Helmholtz. En
tal caso, si denotamos f(t,z) = e **’tg(x) entonces ¢ resuelve la ecuacién
integral

Y(t) = Up(t — s)u(s) — z/ Uo(t —7)f(r)dr.

siendo Up(t) = e~ el grupo unitario asociado al Hamiltoniano Hy. De este
modo diremos se puede evidenciar que u es solucién outgoing a la ecuacion
de Helmholtz si y sélo si Uy(t — s)¥(s) — 0 cuando s — —oo y g decae
rapidamente al infinito, equivalencia que motiva la definicién dindamica de la
condicién outgoing.

Definicién 3.2. Sea f : R x R" — C tal que f(¢,x) = 0 para todo |z| > R,
para algin R > 0. Diremos que % es soluciéon outgoing a la ecuacion

Hy(t) — 96(1) = (1) (3.5)

si Hoto(t) € L} (R™), para todo t y Up(t — s)i(s) — 0 cuando s — —oo,
donde la convergencia es en el espacio Li,.(R™). Aqui L? (R™) es el espacio de
Hilbert de las funciones f que son cuadrado integrable para todo subconjunto

compacto K C R".

El operador Uy(t) es la extensién del grupo unitario exp(—itHy) al espacio
L} .. De este modo, la Definicién 3.2 coincide con la introducida por Cooper
y Strauss en [5], definicién que caracteriza los estados outgoing cuando las
dindmicas estan asociadas a grupos unitarios Uy(t), grupo unitario libre, y
operadores lineales periddicos U(t, s), propagador del sistema perturbado que
satisface U(t +7,s + 1) = U(t, s) para un periodo 7.

Es posible debilitar, en la definiciéon anterior, la condicién de ser f con
soporte compacto. Por ahora no entraremos en detalle sobre el decaimiento de
la funciéon f al infinito, pero retomaremos este punto méas adelante. Vale la
pena mencionar que el concepto de outgoing sera generalizado en la Seccién 3
con el fin de abordar el concepto de outgoing en espacios de Floquet, para un
Hamiltoniano Hy arbitrario.

El siguiente resultado nos permite representar y caracterizar soluciones out-
going, a la ecuacion (3.5), en forma integral.
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Lema 3.3. Sea f : R x R" — R tal que f(t,z) = 0 para todo |x| > R, para
algin R > 0. Entonces 1 es solucion outgoing a la ecuacion (3.5) si y solo si
estda dada por la integral de Duhamel

t
v =i [ = s)5(s)ds
—00

La demostracién del Lema 3.3 sigue de la definicién de outgoing y la re-
presentacion integral de la solucion 1, mediante el método de variacion de
parametros.

Las frecuencias de scattering en el fenémeno de onda han sido arduamente
estudiadas por su importancia fisica y el problema matematico que ella con-
lleva. Dichas cantidades hacen relacién a resonancias o polos de la resolvente,
siendo éste ultimo motivo central de nuestro estudio en el caso cudntico. A con-
tinuacion introduciremos el concepto de frecuencia de scattering que, en caso
de existir, se encontraran localizadas en el semiplano inferior.

Definicién 3.4. Diremos que z € C es una frecuencia de scattering aso-
ciada al potencial V' si la ecuacion

(—A 4+ V)u = 2*u (3.6)
admite soluciéon outgoing w.

En relacién a la definicion anterior, si z es frecuencia de scattering asociada
a la solucién outgoing u entonces la funcién (¢, z) = €”**tu(z) es una solucién
outgoing en el sentido dinamico. Luego las frecuencias de scattering quedan
ligadas a soluciones outgoing, en el sentido dinamico, sin que esto implique que
el reciproco sea necesariamente cierto.

Por otro lado, un aspecto que no podemos dejar de mencionar es que wu,
solucién a la ecuacién (3.6), estd en L*(R™) siempre y cuando z? es un valor
propio del Hamiltoniano H = —A + V. En [22], Loe demuestra, en dimensién
3 y bajo ciertas condiciones de decaimiento del potencial V' al infinito, que el
conjunto de frecuencias de scattering es discreto y estd localizado en una franja
Y1 < Imz < ¥j del plano complejo, donde las constante ¥y, ¥ dependen del
decaimiento del potencial al infinito. Por lo tanto, las soluciones u a la ecuacion
(3.6) podrian no estar en L?(IR"), aunque si en un espacio de Hilbert con peso. A
continuacién enunciamos el resultado de Loe, quién demuestra que la resolvente
del operador H = —A + V tiene extensién meromorfa del semiplano superior
al semiplano inferior, cuando H actia sobre el espacio de Hilbert con peso
L2(R3, e~alel),

Teorema 3.5. Sea |V (x)| < Be=®! para algin a, B > 0, luego existen cons-
tantes 3o y X1, con ¥y < —a/2 y X > Xy tales que

(i) No ezisten frecuencias de scattering en el semiplano Im z > Y.
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(ii) El conjunto de frecuencias de scattering en la region ¥ < Imz < ¥y es
discreto.

(iii) Para cada frecuencia de scattering en la region, el conjunto de vectores
propios es de dimension finita.

En particular, si a®> > 2B, entonces 2% < V2B —2 < 0, y las frecuencias
de scattering son acotadas fuera del eje real, es decir, existe una region
libre de polos.

Corolario 3.6. Si |V (z)| < Be " entonces £ = —o0 y Sy < 0 siempre y
cuando a/B > /7 /2.

La idea centrar en la demostracién de estos resultados recae en extender
analiticamente la resolvente del Laplaciano, sobre L2(R3,6_“‘””‘dx) donde tal
extension sea compacta. La eleccién del peso recae en el decaimiento del po-
tencial V' y en el crecimiento/decrecimiento del nticleo integral del operador de
Laplace. Ademés del caso auténomo o independiente del tiempo, Loe aborda
potenciales que dependen periédicamente del tiempo. En este tltimo caso se ve
obligado a trabajar con la nocién de solucién outgoing dindmico, y lidiar con
las complicaciones adicionales que esto conlleva.

En la siguiente seccion presentaremos el marco tedrico en que se desarrolla
la dindamica de un sistema periédico. Ademas del tratamiento que éste recibe
para convertirlo en un sistema autéonomo.

3 SorLuciON OuTgoING CASO PERIODICO

En esta seccion presentaremos la teoria que permite definir soluciones out-
going para el caso periddico. En [5] Cooper y Strauss desarrollan la teoria
analoga para sistemas cuya evoluciones estd asociadas a operadores periodi-
cos U(s,t), presentando la ecuacién de onda como un caso particular donde se
pueden definir frecuencias de scattering y soluciones outgoing.

La evolucion de un sistema cuantico no auténomo esta dado por la ecuacion

0

iz o(t) = Htw(), teR (3.7)

donde H(t) es una familia de operadores autoadjuntos definidos sobre un es-
pacio de Hilbert H. El problema de valores y vectores propios para el Hamilto-
niano H (t) puede no ser resuelto mediante el método separacién de variables,
como en el caso H(t) = H. Es por ello que resulta vital interpretar la familia
de operadores H(t) es un espacio més grande, donde éste se represente como
un operador autoadjunto y no como una coleccién de ellos (ver [14], [34]). Esta
idea ha sido implementada a la hora de resolver ciertos problemas tanto en
Mecénica Cléasica como en Mecénica Cudantica.
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Definamos el espacio de Hilbert X = L*(R;H) con la norma

lolz = / o) 12, de

Luego, bajo ciertas condiciones del Hamiltoniano H(t) (ver, por ejemplo [13]),
existe el propagador U(t, s) actuando sobre el espacio de Floquet K = L?(R; H),
el cual dada una solucién ¥(s) de la ecuacién (3.7) al tiempo s entonces
U(t, s)1(s) es la solucién al tiempo t.

Si el propagador U(t,s) es unitario y fuertemente continuo existe un ope-
rador autoadjunto K sobre el espacio de Floquet K tal que

e Ef(t) =U(tt —o)f(t —0)

y el operado K es dado por

0
K=—i—+H(
i T H()
denominado operador de Floquet.
El espacio de Floquet K puede ser representado como el producto tensorial
de los espacios L*(R) y H, luego el operador K es unitariamente equivalente a
0

K=—i—®I, + H(t
Z8t® 2 + ()

: _A+V(t)>

siendo I, el operador identidad sobre H. En particular, si K = —ig;

entonces el operador K es unitariamente equivalente al operador

actuando sobre L?*(R) ® H, siendo I; el operador identidad sobre L?(R).

Cuando la perturbacion cambia periédicamente en el tiempo el operador K
puede ser insertado en el espacio L?([0, 7], H) siendo 7 es periodo del operador
H(t) (ver por ejemplo [14]).

A continuacién presentaremos parte del trabajo realizado por Howland (ver
[14]) donde determina una representaciéon del operador K sobre el espacio
L*([0, 7], H).

El grupo unitario €% es periddico con periodo 7 si y sélo si K conmuta
con el operador T, siendo (T, f)(t) = f(t—7). Esto corresponde formalmente a
H(t+71) = H(t). Siguiendo un método estandar para el caso del Hamiltoniano
espacial periddico, transformaremos el operador K a una representacion donde
T, es diagonal. Sin pérdida de generalidad supondremos en lo sucesivo que el
periodo 7 = 2.

Para 1 € K definimos

K

(Ff)(n,0) = f(n+6), neZ 6ecl01]
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donde

~

F(k) = %Q_W / F(t)e* dt

Luego F es un mapeo unitario desde K a L?((0,1);13(H)) tal que su adjunto
F* esta dado por

F* . z(n—i—G do
0= 7 Z [ o

con g(0) = (g, (0)) elemento en L?((0,1);12(H)). De este modo
(FI,F"g)n(6) = e "+97g,(6)

de donde se concluye que F To, F* = M(e 2"?), siendo M(¢) el operador
multiplicador por ¢. El siguiente resultado (ver [14]) nos permite representar a
K mediante un operador multiplicacién, cuando H(t) = —A + V() con V()
de periodo 2.

Teorema 3.7. Sea K operador autoadjunto que genera un grupo unitario con
periodo 2m. Luego existe un tinico operador autoadjunto K sobre lo(H) tal que

FKF = M(K —0)

DEMOSTRACION. A partir de la definicién de K y el mapeo unitario F ten-
dremos que

(FF)(n,0) = (Hy — n)(Ff)(n,0) + Zv WFF)(n—k,0) —O0(Ff)(n,6)

k=—o00

siendo

. 1 [ .
V(k):%/o V(t)e ™ dt

Por lo tanto K es el operador sobre Iy(#) dado por

(Kg)a = (Ho — n)gn + Z V(k)gn—r, g€ L(H)

k=—o00
|

Hemos de notar que el espacio ly(H) es homeomorfo a L2([0,27]; H) me-
diante el mapeo unitario

[
. g eint
- § n

n=—oo
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Inclusive, si el propagador U(t, s) es fuertemente continuo se puede probar

Fe KT () = Ut t — o) f(t — o)

para toda f € L*([0,27]; H). Entonces el operador K =5 KF* es el mismo K,
pero este actua sobre funciones periddicas. Luego, formalmente,

~ 0

K=—i T + H(t)
con la condicién de frontera u(0) = u(27). En adelante, por simplicidad, no
distinguiremos entre el operador K y K , entendiendo que su acciéon depende
del espacio en que esta definido.

Introducir el concepto de solucién outgoing en el caso no auténomo, para

la ecuacién de Schrédinger, ha sido abordado por Claudio Fernandez (ver [9]),
donde la nocién de solucion outgoing es introducida en el sentido dinamico.
A continuaciéon daremos una definiciéon abstracta de soluciéon outgoing para
el caso auténomo, sobre un espacio de Floquet. Esta idea coincidira con la
definicion dada por Fernandez en el caso periddico, teniendo presente que el caso
periédico puede ser visto como una dindamica auténoma. Para ello consideramos
el operador autoadjunto

0
Ky=—i— + H,
0 Z&t+ 0

actuando sobre K = L*([0,27]; H), donde H = L*(RY).

La definiciéon de solucién outgoing sera extendida para el Hamiltoniano
de Floquet libre K, = —i% + Hj, actuando sobre espacios de Floquet K =
L*([0, 27]; L*(Q)), siendo © subconjunto no acotado de R™ y Hy operador au-
toadjunto sobre L?(2).

Definicién 3.8. Sea Q) subconjunto de R" y K = L*([0, 2n]; L*(2)). Sea f :
R — K funcién continua. Diremos que u(co) es solucién outgoing a la ecuacién

—igu(a) + Kou(o) = f(o) (3.8)

si Kou(o) € Kioe, para todo o, y Up(c — 7)u(s) — 0 cuando 7 — —o0, donde
la convergencia es en el espacio Ky,.. El operador Uy(T) es el grupo unitario del
Hamiltoniano Ky. Aqui K, = L*([0, 27]; L2, .(2)).

loc

La definiciéon anterior nos permitira caracterizar frecuencias de scattering
via soluciones outgoing a la ecuacién (3.8) para diferentes Hamiltonianos H.
Un aspecto relevante respecto a la definicién anterior sera presentada en el
Lema 3.10, donde probaremos que la Definicion 3.8 generaliza la versién ante-
riormente presentada.
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La necesidad de considerar 2 C R™ no acotado, en la definiciéon anterior, da
respuesta que abordaremos el problema de caracterizar frecuencias de scattering
para el Hamiltoniano Hy, = —% actuando sobre L*([0,0)), con condiciones
de Dirichlet.

Se puede reformular la definicion de solucién outgoing, al igual que en la
seccion anterior, por medio de la integral de Duhamel. Esta representacion
serd muy util para determinar soluciones outgoing y, por ende, frecuencias de
scattering.

Lema 3.9. La solucion u a la ecuacion (3.8) es outgoing si y solo si estd dada
por la ecuacion integral (Duhamel)

u(o) = i/g Uo(o — ) f(r) dr.

—0o0

DEMOSTRACION. La ecuacién (3.7) es equivalente a la ecuacién integral

(o

u(o) = Up(o — og)ug + z/ Uo(o — r) f(r) dr

o0

con ug € L?(Q2) condicién inicial en ¢ = ¢,. Entonces

Us(o — 7)u(r) = Up(o — 0o)ug + i /T Uo(o — 7) f(r) dr.

g0

Esta ultima igualdad nos permite finalizar la demostracién luego de tomar
limite de 7 a infinito negativo. |

A partir de la representacién integral de solucién outgoing, el siguiente
resultado nos ilustrara en qué sentido hemos generalizado la nocién de solucion
de outgoing.

Lema 3.10. La solucion u a la ecuacion (3.8) es outgoing si y solo si estd dada
por la ecuacion integral

u(o,t) = z/_ Up(t — s)f(oc — (t —s),s)ds

Al igual que en la seccién anterior estamos interesados en definir frecuencias
de scattering para el caso no auténomo H(t) = —A+V/(t), siendo V' (¢) periddico
en t. A partir de la Definicién 3.8 podemos introducir una idea de outgoing
auténomo para el Hamiltoniano H (¢) al definirlo sobre K = L%([0, 2]; L*(Q)).
EN adelante, diremos que un potencial V' satisface la condicién @) si:

(i) V(t,x) conjuntamente continua en ambas variables.

(ii) V(-,z) — V(t,x) es periddico con periodo 27.
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(iii) Existe R > 0 tal que V(¢,z) = 0 para todo |z| > Ry todo t € [0, 27].

Bajo estas condiciones del potencial V' se tendrd que los operadores H(t)
son auto-adjuntos y periddicos en ¢, con perfodo 27, sobre H = L*(2) para
todo ¢ € [0, 27]. Conjuntamente los operadores de onda estan bien definidos y
se desarrolla un buena teoria de scattering (ver [14]).

A partir de la Definicién 3.8 la ecuacion

0
—Zau(t) = Hou(t) + (Vu)(t) (3.9)

admite soluciones outgoing si y sélo si Uy(t —s)u(s) — 0 cuando s — oo, donde

la convergencia es en L? (Q). Ademds u satisface la integral de Duhamel

u(t) = Z_/too Up(t — s)(Vu)(s) ds.

A continuacién definiremos la frecuencias de scattering, para el caso no autono-
mo, via soluciéon outgoing. Esta definiciéon idéntica a la introducida para la
ecuacién de onda, salvo que la nocién de solucién outgoing es la que cambia.

Definicién 3.11. Diremos que z € C es una frecuencia de scattering aso-
ciada al potencial V (¢,z) si existe u(t,z), solucién a la ecuacién (3.9), que
satisface las siguientes condiciones

1) u(t,x) es outgoing y
2) e~’ty(t, ) es peridica en la variable ¢, con perfodo 2.

Para determinar frecuencias de scattering al potencial V' (¢) introduciremos,
para a > 0, el espacio de Hilbert

Ko =L*([0,27): Ha), Mo = L*(R? e~ dx)
con producto interno
1 2
W =5 [ [ TEotta)e ot
2 0 R4
y definimos la familia de operadores
(T ) (t,x) = Z/ e_izz(t_s)Uo(t —s)(V)(s,z)ds, Rez-Imz >0
t

Lema 3.12. La familia de operadores T, : K, — K, es continua y satisface la
ecuacion diferencial

(L)) = (Hy — 2)(T)(6,2) + (V) 1)

siendo Hy = —A el operador de Laplace.
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DEMOSTRACION. Comenzaremos definiendo x(z) = Rez - Im z, luego a partir
de la desigualdad de Jensen podremos afirmar que

T 2 L - — s s. T 26/§(z)(t—s) s
() < = [0t =900)(s.2) d

Dado que Vi) € L*(R?) y Uy es un operador unitario sobre L?(R?) obtendremos

[aaeopetis [ [ wvoeapeoe wa

Si, en la anterior integral, hacemos el cambio de variable r = t — s la norma
sobre IC, de T, satisface la siguiente desigualdad

1

1Tk, < BN

[k

Teorema 3.13. St ¢y € K, es un punto fijo del operador T, para algin zy,
entonces ug(t, ©) = e#y(t, ) es solucion outgoing de la ecuacion (3.9) vy, por
lo tanto zy es una frecuencia de scattering.

DEMOSTRACION. Directo de la definicién ug(t, ) = ety (t, ) es solucién

outgoing a la ecuacién (3.9) si ¥y es un punto fijo del operador T.,. Ademads
—iz2t 7 q: .

e "#lug(t, r) = Yo(t, x) es periddico en t, y por tanto zy es frecuencia de sca-

ttering. ]

Finalizaremos este capitulo representando la familia de operadores T, Re z-
Imz > 0, en funcién de la resolvente de H,. Esta representacion sera utiliza-
da en el Capitulo 4 para caracterizar frecuencias de scattering via extension
analitica del operador Hy.

Lema 3.14. La familia de operadores T, admite la siguiente representacion

(T)(ta) = — Y (Hy— 2 — k) (Vo) (k)ex(t)

~

con ex(t) = e*t y f(k) el k-ésimo coeficiente de Fourier de f dado por

fh) = 5 / " (et

DEMOSTRACION. Sea ¢ € K, entonces (V)(-,x) € L?(0,27) y es periédico
en el tiempo, con periodo 27. Luego,

o0

Ve = S Vo) (R)ex(d).

k=—o00
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Y por tanto se tendra,

(Tap)(t) = i / T eI (¢~ s) (V) (s, @) ds

—; Z /too e—z'Z?(t—s)UO(t — s)ek(S) ds(V/J)(k)
= S (Ho - 22— ) VE) (R)exlt)

En el siguiente capitulo extenderemos la familia de operadores T, para z del
semiplano superior al semiplano inferior, bajo la condicién Re z > 0, cuando H,
es el operador de Laplace actuando sobre R y R?. Esta extensién serd analitica
en z y, para todo V' que satisface la condicién (), compacta. En la segunda parte
del Capitulo 4 la familia de operadores T, estara asociada a perturbaciones de
rango 1 del operador Hj, considerando como Hy los operadores de Laplace
en dimensiéon tres y el operador momentum en dimensién n. Estos resultados
corresponden al trabajo realizado en esta tesis.
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Capitulo

Perturbaciones Periodicas

Recordemos que el fenémeno de resonancia, desde el punto de vista fisico,
estd asociado a frecuencias o estados de energia en que la particula perma-
nece un “largo” periodo de tiempo en una regién determinada del espacio.
Experimentalmente se ha demostrado que dichos estados de energia no siem-
pre han tenido relaciéon con el modelo matematico autoadjunto. En términos
matematicos, las resonancias no necesariamente aparecen como valores propios
de un Hamiltoniano.

Como hemos discutido en el Capitulo 1, ha de esperarse que resonancias
aparezcan para cierto tipo de perturbaciones a la dindmica libre. Este tipo de
perturbaciones deber “atrapar” a la particula cuantica por un largo periodo de
tiempo en una region del espacio, inclusive si el soporte de tal perturbacién es
compacta.

En analisis complejo la extension analitica, o también conocida como conti-
nuacion analitica, es un método que permite extender el dominio de una funciéon
analitica dada. Usualmente las extensiones analiticas permiten definir funcio-
nes en regiones donde su serie, inicialmente, era divergente. La definicién de
operadores analiticos, sobre espacios de Banach, pasa por la definiciéon de ana-
liticidad que estos operadores cumplen bajo el dual topoldgico. En este sentido,
extensiones analiticas de operadores, anade un problema de representacion de
funciones analiticas a espacios de Banach (ver, por ejemplo [25]).

1 PERTURBACION CON POTENCIAL V =V (¢, x)

En la presente seccion expondremos parte importante del trabajo realizado
en esta tesis,extendiendo la resolvente del Hamiltoniano de Floquet Libre Ky =
—i2 — A, cuando el operador de Laplace actia sobre L?(R) y L*(R?). El caso
tridimensional serd abordado para potenciales que dependen radialmente de
la coordenada espacial, para luego considerar el caso general. Comenzaremos
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presentando un resumen de los resultados obtenidos por Loe (ver [22]) para el
caso autéonomo, resultados que replicaremos para el caso periédico.

Consideremos la ecuacién de valores propios, para el Hamiltoniano H =
—A 4V, en dimension tres

(A +V(2)(2) = 2% (w)

sobre H, = L*(R3, e~*l dz). Cuando el potencial V es de soporte compacto po-
demos afirmar que existen constantes positivas a, B tales que |V (z)| < Be™.
Entonces la familia de operadores

izle—y|
(&
Ta)(z) = — | —————(Vi)(y)d
T)e) = = [ e (Ve dy
satisface (ver [22])
(2B
Gramap S gm0
a z
2B , a
1T, < — si0<Imz < —
a 4
73 i Imz > a
sl —
Lavalmz 4

Si consideramos Im z > 0 suficientemente grande, entonces el operador T, tie-
ne norma menor que 1. En tal caso el operador (1 — 7,)~! existe y depende
analfticamente de z, en la regién Im z > B?/a?. Consecuencia del trabajo rea-
lizado por Steinberg (ver [32]), podemos afirmar que (1 —7T,)~! tiene extensién
meromorfa a la regién Im z > —a/2, con polos aislados de multiplicidad finita.
Tales polos seras denominados frecuencias de scattering o resonancias.

En las secciones sucesivas presentaremos resultados, asociados a frecuencias
de scattering, para fuerzas potenciales periddicas actuando sobre la recta real y
el espacio tridimensional. Dichas frecuencias, en caso de existir, se encontraran
en regiones bien definidas del plano complejo, ya que estaran asociadas a polos
de multiplicidad finita del operador resolvente. Més atin, si V (¢, x) decae sufi-
cientemente al infinito, en la variable espacial x, probaremos que las frecuencias
o resonancias estan en el semiplano inferior.

Para el caso tridimensional partiremos considerando fuerzas potenciales ra-
diales, que permitiran replantear el problema sobre la semirrecta, para luego
enfrentar el problema general para potenciales que decaen suficientemente al
infinito.

1.1 POTENCIAL RADIAL EN R?

Si V. = V(t,z) es una funcién periddica en t y radial en x, vale decir
V(t,x) = V(t,|z|), entonces podemos considerar soluciones a la ecuacién Schrédin-
ger con las mismas caracteristicas. Si el operador de Laplace acttia sobre L?(IR3),
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es bien sabido que (ver [33])

A 10 (5,0 n 1 o (. () 0 n 1 0?

u=——|(r"=—u ————— | sin(f) =u ——— U
r2or \' Or r2sin(6) 00 00 72 sin?(6) Op?

es la representacién en coordenadas esféricas. En particular si u es una funcién

radial se tendra que el Laplaciano en esféricas queda dado por

10,0

De este modo, la ecuacion de Schrédinger en coordenadas esféricas queda dada
por

—i%u(t) = —%g (ﬁ%u(t)) + (Vu)(t)

Si definimos la funcién ¢ (t, ) = ru(t, ), entonces la ecuacién anterior se escri-
bird como sigue

0 o

i (t) = = (0) + (VEO) (1)

En el caso que el potencial V' depende radialmente de la variable espacial,
el problema se traduce en trabajar sobre el espacio L?([0, c0)) con condicién de
Dirichlet sobre la frontera, espacio que es comunmente denotado LZ([0,27)).
Evidentemente el operador Uy(t) = ¢! siendo Hy el operador de Laplace
sobre L2([0,00)), estd bien definido. Permitiéndonos asi definir soluciones out-
going v a la ecuacién (4.1) si Uy(t — s)1(s) — 0 cuando s — oo, como en el
Capitulo 3.

Recordemos que la familia de operadores T, (a partir del Lema 3.14) puede
ser representado a partir de una serie que depende de las resolventes del opera-
dor de Laplace. Es por ello que comenzaremos considerando el siguiente nticleo

integral
eVzElTtyl _ pivzla—yl

iz

N.(v,y) =

para todo z € C — [0,00) y el operador

@mmwzle@wW@My

con 1) € C.([0,00)), conjunto de las funciones continuas de soporte compacto.
Es claro que (R,1)(0) = 0y que R, : L2[0,00) — LZ[0,0), siendo LZ[0, c0)
todas las funciones ¢ € L?[0,00) tales que ¢(0) = 0. Luego para toda ¢ €
L2]0, 00) se cumple
d2
(R (a) = (),

o1
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hecho que nos permite afirmar que R, es el operador resolvente asociado al
Hamiltoniano de Laplace Hy = dciz, vale decir R, = (Hy — 2)~! cada vez que
z € C — [0, 00), actuando sobre LZ[0, c0).

Como hemos mencionado al comienzo de este capitulo, deseamos obtener
extensiones analiticas de la familia de operadores T, y es por ello que debemos
comenzar determinado extensiones a la resolvente R, del semiplano superior
al semiplano inferior, para asi definir frecuencias de scattering como polos de
la extensién meromorfa de (1 — 7T,)~!. Para ello consideraremos la funcién
V =V(t,z), periddica en t y periodo 27, y la ecuacién de Schrédinger

(HO — 22— z%) Yt x) = =V (t,z)0(t, )

actuando sobre el espacio de Floquet K, = L*([0, 27]; H,) siendo H,, el espacio
de Hilbert L2([0,00); e~*ldx). Sea T, : K, — K, dado por

(L) (@) = = Y (Ho— 2" = k) (V) (k)ex(t)

donde e (t) = e~ A partir del niicleo integral de la resolvente del Laplaciano
podemos escribir el operador T, como sigue

(T.)(t, ) / Nt () (V) (k) dy ex (1)

k=—00

concluyendo asi que 7T, posee ntucleo integral

N.(t,s,2,y) Z Nao (2, y)V (s, y)e™Meg(t — s)

k=—o00

En los siguientes resultados probaremos que la familia de operadores T, :
K. — K, puede ser extendido analiticamente a todo z en el conjunto
Q:={2€C|2|Imz||Rez| <a,Imz<0,22¢ZYU{z€ C|Imz > 0}

con la propiedad de ser un operador compacto.

Proposicion 4.1. La familia de operadoresT, : iy — Ky, Im2z > 0 yRez > 0,
puede ser extendida analiticamente a todo z € €)
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DEMOSTRACION. Sea ¢ € C§°([0,27] x [0, 00)) tal que ||¢]]3,=1, entonces

I-0l%,
= > [ =2 - Tk )y et
k=—o00 0

0o oo |p—Im fr(2)aty| 4 p—Im fi(2)]z—y| ‘2
e +e
< B?su / / } e~z +vD) o d
N kp ( o Jo 4122 + k| Y

< paup(l2 + i ([ [T et aoay )
k 0 0

donde C' = /| Rez||Im z|. Sabemos que |z + y| < |z| + |y| luego para todo
a € (0,1) tendremos

e—allzl+lul) — g=aallal+) p—ali-a)(l+lyl) < o—aa(lo-+u) —a(i-a)lz]

por lo tanto

/ ~ / " el gmalle ) gy gy < / / ¢—(@a=20) oy —al1-0)lel g gy
0 0 RJR
1

" Jaa —2CJa(1 — a)]

a+2C

a

Eligiendo a = obtendremos

b I
(a — 20) infy{|22 + k[1/2} 17 e

1Tl <

Finalmente T}, se extiende continuamente a todo K, ya que C2°([0, 27| x [0, 00)),
el espacio de las funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto, es
denso en KC,. ]

Corolario 4.2. Si z € ) satisface

4B
> =2 19 /[Res|[Im2],
¢ infy |22 + k| 2| Rez|[Im 2|

-1

entonces la familia de operadores (1 —T,)™" existe y es acotado

A continuacién definimos, para todo natural k, la familia de operadores

—_—

(Th0)(t,2) = —(Hy — 2° + k)" (V) (k, z)ex(t)
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cuyo nucleo esta dado por
Nk,z(ta S, T, y) = _Nz2+k(xa y)V(Sa y)ea‘ylek(t - S)

Luego la norma Hilbert-Schmidt de 7}, , estd dada por

1 21 21 [’ e
L / / / / N (t, 5,2, ) 2604 s dy it dis
e2Clatyl g=allzl+yl) 14 4
\z2+k|/ / vy

16 B2
= (a—20)2 + k]

donde C es la constante definida en la Proposicion 4.1.

Corolario 4.3. Si z € Q) entonces para todo numero entero k la familia de
operadores Ty, , - K, — K4 es analitica y compacta.

Finalizaremos esta seccién demostrando que el operador T, es analitico y
compacto para todo z € €. Para ello utilizaremos el hecho que los operadores
T}, . aproximan en norma al operador 7.

Teorema 4.4. Si z € Q) entonces la familia de operadores T, : Ky — K, es
analitica y compacta.

DEMOSTRACION. Definimos para todo entero positivo IV el operador
Twi)(ta) = 3 [ Noralan) (VO) ks p)enlt) dy
k|<N

el cual es compacto. Probaremos que T converge uniformemente a T, cada
vez que z vive en el conjunto dado. De este modo, para toda i € H,

17w = T, = ke, )T ) dy| ¥ o
|k|>N
2

= (@, y) (V) (kyy) dy| e da
\k|>N
<. /{/ |Noz il )| (V) (B, y)|dy} e~ dy
|k|>N

uy 912
= (a—20)2 infjsn [22+ K|
que converge a cero cuando N — oo. m
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1.2 POTENCIAL EN R

Aligual que en la seccién anterior, para determinar la existencia de la familia

de operadores (1 —T,)~! serd necesario representar la familia de operadores T,
en funcion de la resolvente del operador de Laplace, y extender analiticamente
dicha resolvente. Para ello debemos considerar la familia de ntucleos integrales
e ei\/g‘w_y‘

N,(x,y) =t————

asociado a la resolvente del operador de Laplace actuando sobre L?(R). Ademés,
para todo ¢ € C2°([0, 27]; R) los operadores T, estdn dados por

Imz>0

(L)) == > (Ho— 2 = k) (V) (K)ex(t), Imz>0

k=—o00

el cual satisface la ecuacion diferencial

(i3 + o= 2) ()t = (V.0

En esta via de extender el operador T, analiticamente del semiplano superior
al semiplano inferior, consideramos la representacion de T, en funcién del nicleo
integral IV,

iV Rla—y|

(L)t 2) = ~i7 Z / (V) (k, y)ex(t) dy

Al igual que en la seccién anterior, introduciremos el subconjunto del plano
complejo

{z€C|2|Imz||Rez| <a,Imz<0, 22 ¢Z}U{z€C|Imz > 0}

y probaremos que el operador T}, : K, — K, puede ser extendido analiticamente
a todo z en el conjunto con la propiedad de ser un operador compacto.

Proposicion 4.5. La familia de operadoresT, : K, — Ky, Imz > 0y Rez > 0,
pueden ser extendidos analiticamente a todo z € €.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € C§°(]0, 27| x R) tal que ||¢]|x, = 1 entonces

||Tzw||%1a=— Z /

k=—00

2 C\x Yl 2 o

2 2
S,L//620|m—y|€—a(|m|+yl) dx dy
Ainfy |22 + k| Jr Jr

95

eiV2thlz—yl _—_
(Vw)(/f, y)dy

el dg
R
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con C = /| Rez||Imz|. Sabemos que |z — y| < |z| + |y| entonces para todo
€ (0,1) tendremos

g-allal+lul) — p—aa(lel+yl) g—e(1-a) (el +lyl) < —oala—y)z—a(l—a)sl
luego
/ / (20 1a=1l g=allel+10) gy gy < / / ¢~ (020 la=y| -al1=ale] gy, gy
R JR R JR
B 4
"~ aa —2C|a(1 — o)
2C
Elegimos o = ot y obtendremos
2r B
IT.] < , —
(a —2C) infy /|22 + K|

siendo || T, || la norma uniforme del operador 7. |

Corolario 4.6. 5i z € Q y satisface

2B o Tma|[Res
a>— m z|| Re 2|,
fIlfk \/ |Z2 + k‘|

entonces la familia de operadores (1 —T,)™1 existe y es acotado.

Ahora definimos la familia de operadores

—

(Teo0)(t 2) = —(Ho — 2* = k)" (V) (k, w)ex(t)
con nucleo integral
7 etV kla—yl
2 2tk

Luego la norma Hilbert-Schmidt del operador T}, , estd dada por

1 2T 2T
||Tk,z!|§=—/ / //\Nz,k(t,s,x,y)Pe—“(“'y)dxdydtds

2 2
B // 20l gallzl+o) 1y gy
- 4|z2 + k|

< 472 B?
T (a—2C)%22 + k|

Nz,k(t> $>$ay) (say)ealy‘ek(t - S)
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Corolario 4.7. Si z € ) entonces para todo niumero entero k la familia de
operadores Ty, , : Ko — K, es analitica y compacta.

Teorema 4.8. Si z € Q) entonces la familia de operadores T, : K, — K, es
analitica y compacta.

DEMOSTRACION. Definimos para todo entero positivo N el operador

zm\w yl _—
(Tvt)(t2) = % 3 / VI k y)er(t) dy

\k|<N

el cual es compacto. Entonces probaremos que Ty converge uniformemente a
T, para todo z en el conjunto del enunciado. Dado ¥ € I, con [[¢]|x, = 1

Tt = Tob|I3,

= e e
= Vi) (k,y)dy| e “*dx

|k\>N BV Ak

Cle—l > "

T Y [Tt} e

|k\>N

472 B?
- (CI, — 20)2 I/Ilf|k‘>N |Z2 + k’|
el cual converge a cero cuando N — oo. [ |

En [32], Stanley Steinberg ha probado que para toda familia analitica T, de
operadores compactos, con z en un domino €2, o bien (1—73) es nunca invertible
en Q) o bien (1 —T.)™! es meromorfa en . Dado que hemos demostrado en el
Corolario 4.6 que el operador (1—T,)~! existe en un cierto conjunto se concluye
que éste es meromorfa en la region

{zeC|2|Imz||Rez| <a,Imz<0,22¢ZYU{zcC|Imz > 0}
Adicionalmente, si suponemos que V satisface la condicién de decaimiento
[V(t,x)| < Be™®", para alguna constante positiva B, entonces T, es una familia
compacta y analitica de operadores en ). En nuestro caso, podemos concluir
que la familia de operadores (1 — 7T,)~! es meromorfo en

Q:={2€C|2|Imz||Rez| <a,Imz<0,2>¢Z}U{z€C|Imz > 0}
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1.3 POTENCIAL EN R?

En esta seccion abordaremos determinaremos regiones del plano complejo
donde aparecen frecuencias de scattering, para potenciales V (¢, x) que pertur-
ban la dindmica libre asociada al Hamiltoniano Hy = —A, siendo —A el ope-
rador de Laplace en dimensién tres. Comenzaremos considerando los espacios
de Hilbert con peso H, = L*(R? e~*ldz), K, = L*([0,27]; Ha) ¥ potenciales
V = V(t,z) que satisfacen el siguiente decaimiento al infinito

(i) Existen constantes b,C' > 0 tal que |V (¢, z)| < Be .

Luego, si e(t) = e~ definimos la familia de operadores T, por la serie

o

(L) (ta) = — > (Hy— 22— k) (Vi) (k,2)e(t), Imz> 0.

k=—00

Dado el decaimiento exponencial de la funcién V' afirmaremos la familia de
operadores T, son una serie fuertemente convergente, y son operadores acotados
de K, en IC,, para todo Im z, Rez > 0.

Los operadores T, representan la resolvente del Hamiltoniano de Floquet
Ky = i% + H, actuando sobre el potencial V', resolvente que extenderemos
analiticamente del semiplano superior a una regién del semiplano inferior, de
modo que dicha extension sea compacta para todo z. Mds atn, la analiticidad
de los operadores T, sera en la siguiente regién del plano complejo

Q={z€Cl|4/Imz||Rez| <a,Imz<0,2*¢Z}U{z€C|Imz >0}

Hemos de notar que €2 contiene al semiplano superior y a una regién del semi-
plano inferior delimitada por la hipérbola 4zy = a.

Para demostrar la analiticidad y compacidad de los operadores T, sobre €2
definamos, para todo entero k, la familia de operadores

(Ri(2)0)(t,x) = —(Hy — 2> — k)" (V) (k, z)ex (t)

Comenzaremos probando, para todo entero k, que los operadores Ry (z) son
analiticos y compactos, para luego al final de esta secciéon demostrar que la serie
con término general Ry(z) aproxima uniformemente al operador T, para todo
z € €. Puesto que los operadores compactos forman un espacio de Banach, se
concluira que los operadores T, son compacto para todo z € ). La analiticidad
es directo de la definicién de los operadores T,. Los siguientes resultados van
en via de probar la compacidad de de la familia de operadores T}, a partir de
los operadores Ry(z).

Lema 4.9. Para todo numero entero k la familia de operadores
(Ri(2)0)(t, @) = —(Ho — 2 = k)~ (V) (k, w)e(t)

son compactos y analiticos sobre 2.
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DEMOSTRACION. A partir de su representaciéon con nicleo integral podemos
ver que, para todo numero entero k, los operadores Ry (z) estan dados por

2 zx/z—lx yl
) =5 [ [ Vst - 9 dyds

De este modo la norma Hilbert-Schmidt de los operadores Ry(z) satisface las
siguientes desigualdades

e—2Im Vz22+k|z—y|
1R(2)]2 < / / Y el g gy
R3 JR3 \x - ?J|
| Re z|- |Imz|>\x—y\ .
< / / 5 e 3l du dy
R3 JR3 |$ —
(47T) . (@ —4Im /| Rez| [ Im z|)a3
De la desigualdad anterior sigue el resultado de este lema. [ |

Acabamos de probar que para todo ntiimero entero k los operadores Ry(z)
son compactos en una regién no acotada del plano complejo, que contiene
una region hiperbélica del semiplano inferior. El siguiente resultado nos permi-
tird aproximar uniformemente a 7, a partir de los operadores Rj(z).

Lema 4.10. Para todo natural k y z € Q los operadores Ry(z) satisface la
destgualdad

25
(Am)%(a +4Im V22 + k)a® Jrs

IR (2) 0%, < (V) (k, y)| 2 dy

para todo Y € IC,.

DEMOSTRACION. Sea 1) € K, entonces

—ImVz2tkle—y] 2
1R:(2)¢llk, < /W </R% ‘ \(vw)(k,y)my) ol

4|z — y|

e—21m Vz2+k|z—y| e—allzl+ly) 4 ‘//\ i 2 alsl
/RS /RS 471' |:)§'—y|2 z |( ?/))( ay)| € Y

V k 2palyl g
(a+4Im\/z2 a3/| i y)| Y
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Antes de seguir adelante en la demostracion de la compacidad de los ope-
radores T, hemos de tener presente que para todo a > 0 existe natural N tal
que

2Imvz2—k—a>1, k>N
Imvz2+k>0k<-N

Este hecho serd utilizado en el siguiente resultado.

Lema 4.11. Para todo k > N y z € Q se satisface
[ Re(2)¢ I,
13899,/ k _ 2 blof? 1/2
o e (T i)
B r£1111r213|ot—4\/|Rez|-|Im,z||m/2 12Im V22 — k — a|'/?

4m) 133 29/ — .\
bl S ([ Tk i)
a®?|a +4Tm /22 — k[1/2 \ Jgs

siendo A > 0 una constante tal que e~ blal? < Ae~all

DEMOSTRACION. A partir de la férmula de la resolvente para el operador de
Laplace, podemos afirmar que Ry(z) estd dado por

(Ri(2)9)(t,2) = 2k(Hy — 2* + k)T (Bi(2)¥)(t, 2) + (Rop(2)¥)(t, 2)
para todo natural k. De este modo,

1R ()¢ llke, < 2k[[(Ho — 2* + k)" Re(2)dllic, + [1R-1(2)) I,

El segundo término del lado derecho, de la anterior desigualdad, puede ser aco-
tado explicitamente a partir del Lema 4.10. Sin pérdida de generalidad supon-
dremos que [|1]|x, = 1, entonces para todo k > N se tendrd que Im /22 — k > 0
y por tanto

|(Ho — 2+ k)" (R(2)¥) (t, 2)|*

e~ Im V22 —k|z—y| e\/|Rez|-|ImzHy—u| o 2
<[ [ (V) (k. w)|
R R-

Ar|z — y| Arly — ul

C(/{?,Z,ZL')' o u 2eb|u\2 u
< S [ Dt
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siendo
2

e~ Im V22 —k|z—y| 62w/|Rez|-|ImzHy—u| ) 1/2
Ck,z,x) = / / e~ dy dy
BTy Ry —uf?

A partir de la desigualdad de Jensen podemos seguir acotando C'(k, z, z) como
sigue

C(k,z x)
§ Ar / o~ ImVzZ—Flz—y| / 2/ Re2[ -] Tm 2[[y—ul
T Im V22 — k2 Jrs |z =y R3

An o2V/| Re 2| Im z[[ul o~ Im VZ7—Klz—y|
T Im vz — kP2 /R /R

e bl gy dy

ly — ul?

5 e~ bly—ul? dy du
|ul |z =yl

donde la tltima igualdad se consigue a partir del cambio de variable u = y—u 'y
el teorema de Tonelli. El resto de la demostracion sigue de estimar la siguiente
cantidad

—Imvz2—k|z—y| 00
/ € i 6—b|y—u\2 dy — / / pe” Imvzz—k~p6—b|x—pw—u\2 dp dw
R3 [z — | 52 Jo

Integrando dos veces por partes tendremos

oo

— 2 _L.p —ble—pw—ul?
/ pe Im+vz kpe blz—pw—ul dp
0

1 % vy & ( ~blz—pu— \2>
— e~ Imvz _ e VIT—pu—u d
|Im\/z—k|2/0 dp? P P

Ahora bien, existe A > 0 tal que %> < Ae~l7l entonces

0 2
/ e Im \/zQ—k‘-pd_ <p€—b|m—pw—u\2> dp
0 dp®

< 4/ e MV ke (P|1' - pw — U|2 + | — pw —ul+ p) e~ dlz—pw—ul® dp
0
<A [ YIRS (g o o — o — ul + p) e g
0

< 4Acm 5w / e ImVTE0 (oo gl 4 o — pw —u| + p) dp
0

< 36Ae—%<|“—|fl>/ e~ ImVER=202 (p(|2? + p? + [ul?) + |2] + [u] + p) dp
0

33 . 98 4 =5 (ul—z)
<
T 2ImvVz2 — k — q

(Jo* + |ul® + |z] + |u] + 1)
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Capitulo 4. Perturbaciones Periédicas 1. Perturbacién con Potencial V = V (¢, )

donde la tultima desigualdad sigue del hecho que 21mv/2? — k—a > 1. Entonces

Ol o) < Um? 8% 22 AcEH
T T IV =2 Im V= k —a
o~ (&-21m \/TRe [ [Tm 2])|ul

e (|z|® + [ul* + |z| + |u| + 1) du

(4m)2 - 3% 22 Ae2ll (|| + |o| + 1)
|Im\/z2 E[*2Im /22 — —a| mln |a—4\/|Rez| | Im z||™

Obteniendo asi

I(Ho — 2* + k)~ Ri(2)¥ I,
|Im\/z2 k|7*2Tm+/22 — k —a|™" - 3°- 24
B (47)? r£111r213|a—4\/\Rez| | Im z||™

Por otro lado, a partir del Lema 4.10 tendremos que

(V) (e, w) P du

25
(4m)%(a + 4Im /22 — k)a® Jps
< 254
T (Ar)2(a+4Im V2?2 — k)a? Jrs

concluyendo el resultado esperado. [

|B_(2)¥||%, < (V) (—k, y)[2e dy

(V) (—k, y)[2e dy

Finalmente probaremos que la familia de operadores 7, es analitica y com-
pacta sobre (). Para ello procederemos aproximando 7, por operadores analiti-
cos y compactos en la norma de operadores sobre K,.

Teorema 4.12. La familia de operadores T, es analitica y compacta sobre ).

DEMOSTRACION. Para cada natural n definimos los operadores sobre K, dados

por §
= > Ri(2)

k=—n

A partir del Lema 4.9 se concluye que los operadores A, (z) son analiticos
y compacto sobre €2, puesto que es suma parcial de operadores analiticos y
compactos sobre ). Ademads, para todo ¢ € K, se cumple

ITot = An(2)0lI%, = D I Rk(2)9[I%,

|k|>n
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luego para todo n > N, suficientemente grande, se tendra

k
—— <2
| Tm /22 — k|2
entonces
10~ AR, < o T S [Tk
“ 7 mings, |2Im \/z2 —al &
Cs(a )
+ (Vi) (—k, z 2,002 g
mll’lk>n|a—|—41mw/ |Z | ¢ )|
Cs(a) / )
+ V )(k alyl 4
ming<_p o +4Im /22 + k| S~ (V) (k)™ dy

siendo C'(a, z) constante que solo depende de a y z, mientras que Cs(a), Cs(a)
son constantes que solo depende de a. Por lo tanto

B*/AC(a, 2)

|| ’QD (Z),QDHICG = mink>n |21II1\/227—— a‘ ||¢||1Ca

F—— D S
ming, [a +4Imv2%2 — k|

11k,

+
ming._, |a +4Im+/22 + k|

que va a cero cuando n — oo.

2 PERTURBACION DE RANGO 1

Sea Hy un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert H. Para todo
¢ € H definimos el operador autoadjunto sobre H

Py = (o, V)¢

siendo (¢, 1) el producto punto entre ¢ y 1 definido en #H. El operador P, es
usualmente denominado proyeccion ortogonal sobre el subespacio generado por
©. Si 8 es un nimero real fijo, el operador Hz = Hy+ BF, es una perturbacién
de rango 1 de Hy. Este tipo de perturbacién ha sido arduamente estudiada
en el caso autonomo, como caso particular de perturbacion compacta. Teoria
espectral, perturbacion del espectro y el fenémeno de resonancia son algunas
de las mas investigadas.
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Capitulo 4. Perturbaciones Periddicas 2. Perturbacién de Rango 1

Simon en [31] nos presenta un extracto de teoria espectral para perturba-
ciones de rango 1, mientras que Asch y otros en [1] aborda el fenémeno de
resonancia via sojourn time o tiempo de vida.

En el presente capitulo abordaremos el fenémeno de resonancia, via polos
de la resolvente, para perturbaciones de rango 1 al Hamiltoniano de Floquet
Libre

Ky=— 2 H
0 — Zat + 05
donde la perturbacién P, proyecta sobre una funcién ¢ = ¢(t,z) que decae
rapidamente cuando |z| — oo y es periddica en la variable ¢, mientras que el
operador Hj sera o bien —A, o bien —ie -V siendo A el operador de Laplace,
e vector de R™ cuyas coordenadas son 1 y V el operador gradiente.

En este capitulo trataremos el fendmeno de resonancia, para la ecuacion de
evolucion, desde el punto de vista de extensiéon meromorfa de la resolvente del
operador K, donde la perturbacién P(t) es periddica en el tiempo, descrito en
el capitulo precedente. Es importante mencionar que este resultado extiende al
caso auténomo, es decir, extensiones meromorfas de la resolvente del operador
H = —A + P donde P es independiente del tiempo.

2.1 PERTURBACION NO AUTONOMA DE Hy = —A
Comenzaremos considerando los espacio de Hilbert con peso
H, = L*(R?, e~ dg), Ko = L*(]0,27]; Ha)

y el Hamiltoniano

K = —i% +Hy+ P,
siendo Hy = —A el operador de Laplace y P, el operador proyector de rango
1 sobre la funcién ¢, con ¥ € K,.

En via de determinar las resonancias para K procederemos como en la
Seccién 1 considerando la familia de operadoers T, : K, — K, representado
como una serie fuertemente convergente

(T)(t) = = > (Ho— 2 — k) (Potd) (k)ex(t)

k=—00
para todo nimero complejo z, con Im z > 0. Adicionalmente, consideraremos
el conjunto conexo {2 de todos los niimeros complejos z tales que

{z€C|4|Imz||Rez| <a®, Im2<0, 22 ¢ ZYU{z € C||Imz| > 0}

Ya que los operadores T, son una serie fuertemente convergente, es conve-
niente analizar los operadores

—

(Toa)(t) = —(Ho — 2% — k)" (Pp) (k)ex(t),
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Capitulo 4. Perturbaciones Periddicas 2. Perturbacién de Rango 1

con nucleo integral
Nsz(sa l,y, ZL’) = _ea‘ylek(t - S)QO(S, y){(HO - Z2 + k)_lgp}(& [L’)

Los siguientes resultados van encaminados a demostrar que, para todo
numero entero k, los operadores T son analiticos y compactos sobre K,
cuya suma parcial aproxima uniformemente a los operadores T’,.

Lema 4.13. Para todo nimero entero k los operadores T, j, son compactos para
todo z € Q).

DEMOSTRACION. Probaremos que los operadores T, j son Hilbert-Schmidt, pa-
ra todo nimero entero k. Comenzaremos considerando que el nicleo integral
de los operadores T}, satisfacen la desigualdad

[N (s, t,y, )| < [{(Ho — 2% + k) "o} (s, @)

De este modo, para todo ntmero entero k la norma Hilbert-Schmidt de los
operadores T} ;, satisface la desigualdad

1 21
1Tl < / el gy . L / {(Hy — 22+ k) "0} (s, 2) e~ dr ds
R3 27T 0 R3

4 2w
— [ [ =2 b e dods
0 3

Para acotar la ultima expresion hemos de tener presente que
Y- Vei\’ 22 —kly|
22— Kly|*

obteniendo para la resolvente de Hj la siguiente identidad

eVl = (4.2)

{(Hy— 22+ k) 'p)(s x)—/ y- VeV Y (s, —y)d
0 SD ) - 47T7,m|y|2¢ ) ) )

_ i\/ZQ—k|yV‘< yQP(S,ZIT—y) )d
/Rge ami/Z k)

siendo la tltima igualdad consecuencia de integrar por partes. Luego, consi-
derando que |¢(t,z)| y [(V)(t, z)| estdn acotados por Ce~®* tendremos la
desigualdad

eV IRezl[Imzllyl 1 | ly|
e

Ho— 22 14 k)L < / —alz—yl 4
H{(Ho— 2"+ k) p}(s,2)| < C s A2 — k|12 Jy]? Y
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Por lo tanto, para todo 0 < a < 1 se cumple
2
|Re z|| Im z| |y|
IT.kl15 < 02/ / (1+ [ye/ IRy =05 lo—yl+leD) gy | o=(-aalal gy
m [Jrs  |y[2\/8adw[22 — k]

co S| (1 + Jype (3 -VIResm=T) 1y

=Y A= ap | s

_ e 8r  (2+aa—2y[Rezf[lmz]) 1

aS(1 —a)® (aa — 24/]Rez|[Im 2[)?

Eligiendo o = 1/2 tendremos que

dy
ly|2\/8am|2? —

1287 (4+a—4+/|Rez||Imz|)
abz> — k| (a — 44/ Re z|| Tm z|)2

I 724l < C*
Por lo tanto, para todo ntimero entero k la familia de operadores T, ;, es com-

pacto para todo z € €. [ |

Lema 4.14. Los operadores A, n = 1<y Tx . aproziman uniformemente a
T,, uniformemente sobre compactos de §2.

DEMOSTRACION. Para toda ¢ € K,, ||¢]|x, = 1, se tiene que

1Ty = Andll, = D ITesdllR,

|k|>N

Definiendo
Fi(z,y) = (er: (0 ), 0 (- Nua (0 —y) —y- (Vo) (-, 2 —y)))

y utilizando la identidad (4.2) tendremos que la norma de T, ; actuando sobre

Y esta acotada por

g (YD =)\ |
T, 1|2 :/ eVFRy (LU T ) g
H ,kaKQ R 4ﬂlm|y|2 )

eV/ | Rez[[Tmz| [y 2 .
< F d —alz| g,
B /]Ra /Rg 47T|Z2 — ]{;|1/2|y|2‘ k(l’,y)‘ Yy € X

Pero la ultima expresion esta acotada por

—(a/2— 2 |RezHImz\|
/e ’ // NB@ 9 e i) gy gy
R3 4”‘22 klly[? R3 ]R’47T‘2;2 klly|?

|Fi(z, y)|?

N a—4\/|Rez||Imz /RS/RS Am|2? — k||y|2

el gg

R3

eallel=1v1/2) g oo
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Capitulo 4. Perturbaciones Periddicas 2. Perturbacién de Rango 1

Adicionalmente, la serie de los términos |Fy(x,y)|? converge y esté acotada por

64m2C*
S (L fyl)e el

concluyendo asi que

|Fk xz, y — —lyl/2
T2 < / / e=allel=101/2) gy
Z 1Tl 1nf\k|>N|Z2 k| Z RS JR3 47r|y|2

k|>N k|>N

4 —2a|m— |
167C*B(a, 2) / / A+ D™ ™ _afiai-tyis2) dy dz
= infjsng 22 - k‘| RS JR3 aly|?

167C*B(a, 2) (1 + |y|)eallz=yl+Ivl/2)
= / / WD dy dx
fipsn 22 — k| Jrs Jrs asly|
1024(2 + a)73C*B(a, 2)

at* inf s |22 — K|

donde B(a,z) = 2(a — 44/| Re z|| Im z|)~*. Luego, para cada subconjunto com-
pacto de ) C €2 se cumple que existe ¢ > 0 tal que

inf |22 — k| > 6,
z€Q

para todo ntimero entero k. Por lo tanto

C(a,Q)
TZ B AZ < : i 9 — 0
pes 1720 = A:vtlle. < inf.cqnfjpsn |22 — k| N=oo

siendo C(a, @) una constante que depende tnicamente de a y del compacto
Q C . |

El siguiente teorema es consecuencia directa del lema anterior.

Teorema 4.15. La familia de operadores T, es compacta y analitica sobre ).

2.2 PERTURBACION NO AUTONOMA Hy = —ie-V

A lo largo de esta seccién entenderemos x la variable n-dimensional y e, por
simplicidad, el vector de R™ cuyas entradas son unos. Consideremos ¢ = ¢(t, x)
y el Hamiltoniano

0
K=—-—+Hy+ P,
ot 0T

siendo Hy = —ie -V siendo V el operador gradiente n-dimensional y, P, el
operador proyector definido por

(Pa)tx) = o(t.x) [ DT y) dy
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En via de determinar resonancias para K procederemos como la Seccién 1
definiendo la familia de operadores

oo

(T)(x) = — 3 (Ho— 2 — k)" (Bo) (k, x)ex(h).

k=—00

En nuestro caso la resolvente del operador Hy esta dada por
((H =)' 0)) = =i [ ox—te)e a

Asi, los operadores T, se puede aproximar usando la suma parcial de los ope-
radores

—

(Towto)(t, %) = —(Ho — z — k)~ (Pot) (k, x)ex(t)
con nucleo integral
N.i(s,t,y, %) = —e"¥ley(t — )o(s, y){(Ho — 2 — k) "o} (5, %)

En lo sucesivo de esta seccién, probaremos que los operadores T, son com-
pactos y analiticos sobre el conjunto

Q:={2€C|4Imz|<a,Im2<0,22¢Z}U{z€C||Imz| > 0}
Lema 4.16. Para todo nimero entero k los operadores T, son compactos €.

DEMOSTRACION. Probaremos que para todo ntimero entero k los operadores
T son Hilbert-Schmidt, para todo z € 2. Para ello hemos de tener en con-
sideraciéon que el nucleo integral de los operadores T’ satisfacen la siguiente
desigualdad

INk(s,t,y,%)| < [{(Ho — 2% — k) "'} (s,x)]

De este modo, para todo ntmero entero k la norma Hilbert-Schmidt de los
operadores T} ;, satisface la desigualdad

ITll2 < / el gy . = / / (Ho — = — k) "} (s, %) Pe~ dx ds
Rn n
_ | 27
_ (n 1) m n— 1 / / HQ—Z— ) S0}(8 X)| a‘xldXdS

2mwa™

siendo m(S,,_1) la medida de Lebesgue del casquete de la esfera unitaria S,_;
de R™. Para acotar la tltima desigualdad hemos de tener presente

ot,x) 1
z z

((Ho — 2)"0)(t,x) = / e (Vo)(t,x — se)e* ds
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Capitulo 4. Perturbaciones Periddicas 2. Perturbacién de Rango 1

Puesto que |p(x)], |(Ve)(x)| < Be~*™ podemos concluir que

B —alx| B 00
(Hy— 2) ') ()] € T + = / palx—tel - Im et gy
2] 12| Jo

Obteniendo asi

(n—1)!'m(S,_1) 2ntl(n — 1)!'m(S,—1)
1Tz kll2 < :
|2 —i—k:| an amla+ 4Im z|

puesto que
/ /OO —a|x—te| —Im ztdt
< (n — 1 'm n 1 / / —a|x te| —2Imzt a|x\dt dx

< (n_l 'm n—1 / / (5vn+2Im2)t e 2|x|dtdx

2n+1( )[m
 an|ay/n + 4Imz|

2
e~ dx

Lema 4.17. Para todo nimero natural N los operadores A, n = Zlk\SN T,k

aproriman uniformemente a T, uniformemente sobre subconjuntos compactos
de Q.

DEMOSTRACION. Para toda ¢ € K,, ||¢]|x, = 1, se tiene que
1T — Acntllz, = D ITestblIR,
|k|>N

donde los operadores T, j, estan dados por

(Tos)(t:%) = = 3 ({92 0030 ) () (Ho — 2 — k) '@k — 4, %)

j=—o0

Acotando el médulo cuadrado de los operadores T, ;, tendremos

(L0 (¢, )] Z (e ) DY N(Ho — 2 — k)30, %)

j=—00 j:—oo

< (=) i, 3 1y~ 2 - K00

j=—00
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Ademas, sabemos que la resolvente de H, satisface la igualdad

((HO - Z)_l¢)(j’ X) = M — 1 /Oooe . (th)(]’x _ se)eisz ds.

z z

Entonces

2 E? o iy
B RE S 1ty — =30

j=—00

21

1 C > - —lmzs ?
<o [etras 3 ([Tt sele e as)
0 i \Jo

Pero la ultima expresion esta acotada por

2 00
/ / (V) (t,x — se)|?e2® ds dt
o Jo

B? o o
< B26—2a|x\ + . / e—2a\x—se\e§s ds
a+4Imz ),

B? 6e s x|
la+4Imz| 4y/n—3

2 1
B2 —2alx| s
¢ * a+4Imz 27

< BZem2akxl 4

Por lo tanto

Z ||T27k¢||l2Ca

|k|>N
Bn—1)!m(S,-)\> /1 6-3"(4y/n—3)"1\? 1
< ( 4 I, Y
am\/2 3 |a +41Im z| Pt |z + k|
que converge a cero cuando N — oo. ]

Finalmente, la familia de operadores T, es una aproximacién uniforme de
operadores analiticos y compactos, hecho que nos permite enunciar el siguiente
teorema.

Teorema 4.18. Los operadores T, son una familia compacta y analitica sobre

Q.

3 CONCLUSIONES

Bajo ciertas condiciones para el potencial V (¢, z) el Hamiltoniano H(t) =
Hy + V(t) es autoadjunto sobre H = L*(R?), para todo ¢t € R, al igual que el
Hamiltoniano K = —i% + Hy + V es autoadjunto sobre el espacio de Floquet
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K = L*([0, 27]; H), resultados obtenidos por Howland (ver [14]) si el potencial
es periddico en la variable temporal.

A partir de la segunda férmula de la resolvente para los Hamiltonianos de
Floquet Ky = —i% +Hyy K=Kqy+V

(K =227 = (Ko — 22"V + (Ko — 24)7'V) Imz >0

tendremos

(K- "'WV=T.1-T,)"".
En la ecuacién anterior hemos hecho el cambio T, = (K, — 2?)V, operador
que ha sido extendido analiticamente del semiplano superior a una regién hi-
perbdlica del semiplano inferior, en el Capitulo 4.

En [32], Steinberg demuestra que si un operador T'(z) : H — H, H espacio
de Hilbert, es analitico y compacto, para todo z € §2, entonces o bien el operador
(1 —T(z)) es nunca invertible o bien el operador (1 —T'(z))~! es meromorfo.

Los resultados expuestos en las secciones anteriores nos permiten afirmar
que el operador (K —2z2)~1V tiene una extensién meromorfa del semiplano supe-
rior a la region del semiplano inferior delimitada por la curva 4| Re z|| Im z| < a,
con Imz <0y 2% ¢ Z. Més atin, si z es un polo para el operador (K — 22)~!V
entonces existe 1 € IC, tal que u(t,z) = e_izztw(t, x) es solucién outgoing a la
ecuacién (4.1). Por lo tanto 22 es una frecuencia de scattering para el potencial
V.

Para el caso auténomo, es aceptado que resonancias aparecen como polos
de extensiones analiticas de la resolvente del Hamiltoniano H = Hy+V, siendo
V' = V(z). Pero potenciales V independientes del tiempo son un caso particular
del problema periédico. Por ello resulta natural preguntarse si la resolvente
del operador K = Ky + V', con V = V(x), conserva las resonancias del caso
auténomo.

No es dificil de probar que el operador (K —z%)~'V coincide con (H—2?)"'V
sobre H,, luego toda resonancia del Hamiltoniano H sera polo de la extension
analitica de la resolvente del operador K. Aunque esto no nos da la certeza que
todo polo de (K — 2?)7!V se presente como polo de (H — 2?)~'V, y por tanto
sea caracterizada como una resonancia.

Por otro lado, Steinberg demuestra que los polos del operador (1—T(¢, 2)) ™!
se mueven continuamente sobre C, si T'(e, z) es analitica en z y conjuntamente
continua en la variable € y z. En particular, si el Hamiltoniano H = Hy + 1},
siendo Hy = —A operador de Laplace, actuando sobre H = L*(R?) posee un
valor propio y V. — V4 cuando € — 0 en la norma

[floo = sup £ (¢, z)e!],

entonces el operador sobre K,

oo

(Too)(ta) = — 3 (Ho— 2+ k)" (V) (k, y)ex(t)

k=—00
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es analitico y compacto sobre K,, y converge uniformemente al operador Tj ..
Por lo tanto, los valores propios de Hy se convierten en frecuencias de scattering
del operador K, = Ko+ V..

Un analisis similar, tanto para los polos de la resolvente como la dependencia
continua de los mismos, puede hacerse al Hamiltoniano de Floquet K, que es
perturbado por un operador proyecciéon P,.

Finalmente, el problema de determinar frecuencias de scattering en el caso
radial, en dimension tres, ha sido simplificado al solo considerar soluciones
outgoing radiales, ya que soluciones no radiales involucran trabajar con los
esféricos armonicos y los Hamiltonianos

o d&* I(l+1)

Ky = i—
0 Z@t+dr2 rz

K = KQ —+ V(t,’l")

siendo [ un nimero natural y V(¢,r) una funcién periédica en la variable t.

En el caso que consideramos el operador K = —i% + Hy + V(t) siendo Hy
el operador de Laplace actuando sobre LZ([0,00)) o sobre L?(R), la existencia
de las frecuencias de scattering siguen de aplicar los resultados de Steinberg.
En el caso que la perturbacion periddica es de rango uno, el tratamiento es es
mismo al recién expuesto.
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Capitulo

Otros Resultados

A lo largo de esta tesis hemos presentado resultados de Scattering Clasi-
co y extensiones analiticas de la resolvente sobre espacios de Floquet. En este
capitulo presentaremos algunos resultados un resultado que permite estimar
el tiempo de vida, un indicador de la presencia de resonancia, cuando el con-
mutador entre el Hamiltoniano y el operador tiempo es un operador positivo.
Estos resultados buscan abordar de una perspectiva diferente la presencia de
resonancias para operadores que dependen periédicamente del tiempo.

1 TiemMPO DE VIDA

Como ya hemos comentado en el Capitulo 1, las resonancias han sido estu-
diadas desde distintos puntos de vista. Entre ellos podemos mencionar tiempo
de vida de un estado . Sea H espacio de Hilbert, el tiempo de vida de un
estado ¢ € H esta dado por

Ti(p) = / (o, i),

—00

que representa la cantidad de tiempo que el sistema permanece en el estado .
La funcién integrando |(p, e~ p)%|? es denominada probabilidad de supervi-
vencia y representa la probabilidad que, en el instante de tiempo ¢, el sistema
se encuentre en el estado inicial .

En general, un tiempo de vida excepcionalmente grande puede ser indicativo
de la presencia de una resonancia. Una manera de comprender este hecho es
cuando la p,(E) = (¢, xe(H)p)n, con xg la funcién indicatriz del conjunto
E es una medida absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue.
En tal caso existe p, funcién densidad para la medida p,, y tendremos que

Ta(e) = 2n / o0 dr

o0
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siendo f la transformada de Fourier de f. Si p,, es una funcién densidad con-
centrada al rededor de un punto, se espera que su transformada de Fourier se
desparrame sobre R. En este tipo de casos Ty () es significativamente grande.
Es claro que si ¢ es un vector propio, entonces la funcién densidad se concentra
en un punto, y en tal caso el tiempo de vida es infinito.

Varias preguntas concernientes al tiempo de vida han sido abordadas por
Asch, Astaburuaga, Bourget, Cortés y Ferndndez en [1], [2]

(i) El conjunto {¢ € H|Tu(p) < oo} es denso en H si y s6lo si H es
absolutamente continuo

(ii) El conjunto D(Ty) = {p € H|Tu(p) < oo} es un subespacio de H y la
funcién Ty : D(Ty) — H es convexa y homogénea. Entonces Ty (), no
tiene maximo local.

Para un sistema cuantico general,

.0

la definicién de la probabilidad de supervivencia y tiempo de vida no es sencilla.
Si U(t, s) es el propagador asociado a la dindmica generada por H (t), definimos
la probabilidad de supervivencia, dado un estado inicial ¢ al tiempo s, como

P(S0> t S) = |<Q0> U(ta S)¢>H|2'

El tiempo de vida al tiempo t es entonces

T = [ T e Ut t — s)phul? ds

— 00

y, simplemente, el tiempo de vida serd definido como

T() = s [ o Ultst — s)g)ul?ds.

t oo

Podemos notar que en el caso auténomo el propagador Ul(s,t) = e =)

luego las definiciones del caso no auténomo coinciden con el caso auténomo.
En el caso no auténomo caracterizar el dominio de 7 y sus maximos locales
no han sido estudiados aun.
V. Cortés y C. Fernandez: Si K = —i% + H(t) el operador de Floquet,
entonces el principio de incertidumbre energia-tiempo (Lavine, 1994, ver [21])

T (I =) flle > 1

puede ser usado para demostrar que
T(e)sup [ (H () = Nl = 1,

La anterior desigualdad nos permite determinar, cuando 7 () es finito, una
cota inferior para el tiempo de vida.
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Proposicién 5.1. Si el conjunto
D(T) ={e e H|T(p) < o0}
es denso, entonces el operador de Floquet K es absolutamente continuo.

DEMOSTRACION. Dado f € K = L*(R;H) tendremos que

(f, 5 e = / Ukt — ) f(t — o))t

—00

Entonces, para f(t) = a(t)y,

(g oaphc = [ T aWalt — o) (. Ut 1 — o) o)l

o0

A partir de lo anterior sigue que

o) 2

ap, = ap)el? < suplfio, Ult,t — )l ' | e - oy

< sup (o, U(t,t — o))ul®

Entonces, 7k (ap) < oo para toda ¢ € D(Ty). El resultado sigue del hecho que
el subespacio generado por los vectores de la forma ay es denso. [ |

Cuando el Hamiltoniano H(t) es periddico, de periodo 27 se considera el
tiempo de vida promedio,

1 2w

(M) == | Tsle)ds

:27r0

cantidad que coincide con el tiempo de vida usual si H(t) = H es independiente
del tiempo. En [2], se demuestra que el tiempo de vida promedio satisface la
siguiente principio de incertidumbre

1< (T)(e)- \/ = | IO = Do)l a

st (H(t) — Xo)e # 0 para t € [0,27). Adicionalmente se prueba que el tiempo
de vida del operador K = —2 + H(t) satisface la siguiente desigualdad
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2 UN MODELO

Aqui consideramos una funciéon potencial atractiva delta sujeta a una per-
turbacion periédica en el tiempo

0
Za@ = Hop + V(t)p,

donde P
_ 2
HO— —@ —25(37)7 on L (R)

V(t) = —=2n(t)d(x), n(t) periddica

Este modelo ha sido estudiado por Costin, Lebowitz, Rokhlenko (ver [§]).
Ellos probaron que bajo ciertas condiciones de 7(t) hay completa ionizacidn,
es decir la probabilidad de supervivencia converge a cero.

El operador H, actiia como

Hyp = —¢" — 2¢(0),

para o € H!.
Este tiene solo un estado acotado ¢o(x) = el con energfa Ay = —1. También,
tiene espectro continuo [0, 00).

Consideremos entonces el problema,

ipr = —za — 20(0)(1 + n(t))9,
p(z,0) = e
Ellos probaron que

(00, p(t))n|* = 0, cuando t — .

I no demasiado cerca de

3/2.

También, para n(t) = rsin(wt), con r pequeno y w™
un entero, ellos obtuvieron un decaimiento del orden ¢~
Uno puede probar un resultado similar para la solucién U(t, )y de

{wt = — e — 20(0)(1 +1(1))d
p(z,5) = o(z)

Teorema 5.2.

o0

T (¢o) = sgp/ (0o, U(t, t — s))y|?>ds < 0.

—00

Observacién. g no vive en el dominio de H(t), entonces, no podemos aplicar
el principio de incertidumbre energia-tiempo para estimar 7 (¢q) desde abajo.
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3 OPERADOR TIEMPO

Consideremos nuevamente el Hamiltoniano independiente del tiempo H,
actuando sobre un espacio de Hilbert H.

El concepto de operador tiempo como un observable que satisface una Re-
lacion de Conmutacién Canodnica con H, es controversial. Acorde a Pauli, esto
no puede ser definido para todo sistema cuéntico sin contradicciones.

Ejemplo.

2
Hy, = sobre L*(R).

NG
1 -1 -1
L = QP +P7Q)

donde Qyp(z) = z¢(x), Pp(r) = —iy'(z).
Claramente,

(RCC) ToHy — HoTy =i, sobre D(TyHy) N D(HyTp)
También, Ty es autoadjunto y se satisface
(i) e-isToeitto — giste=itHog=isTo g ¢ € R
(ii) The Ho — e=#HoT) = ¢e=itHo,

El operador Tj fue introducido por Aharonov y Bohm (1961) y este es un
operador tiempo (porque de (ii)) para el hamiltoniano libre. En [23], Miyamoto
define un operador tiempo para un hamiltoniano general H.

Definicién 5.3. T es un operador tiempo si éste es simétrico y satisface
[T e—itH] _ te—itH
) = )
Observacién. Si T es un operador tiempo entonces
T, H| =1,
pero el reciproco es, en general, falso.

Observacién. De la forma explicita para el nticleo integral de e~®° uno tiene
la aproximacion estimada,

[, e )| < [l [le” " e

1117
Vi

IA

7
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Entonces, ¥ € L' N L? = |(y, ety |2 < C/t.
También, del Lema de the Riemann—Lebesgue,

(¥, e o) [> — 0, cuando ¢ — 0
para todo 1 € L*(R).

Definicién 5.4. Dado un operador simétrico T' y un estado ¥ € D(T) se
definen:

1. (T)y = (¢, T7) la esperanza de T en el estado .
2. (AT)y = (T — (T)y)?¢|| la varianza de T en el estado v

Miyamoto en [23] prueba que si existe un operador tiempo 7" asociado a un
Hamiltoniano H, entonces la probabilidad de supervivencia decae cuadratica-
mente al infinito, y por tanto el tiempo de vida es finito. Esto es cierto para
todo estado en el dominio de T'.

En ciertas ocasiones es posible determinar un operador 1" de modo que

[T H|=P
con P un operador positivo. Ello motiva la siguiente definicién

Definicién 5.5. Diremos que T es un operador P-tiempo para el operador
H si T es un operador simétrico y

[T, e—itH] _ tPe—itH
siendo P un operador positivo.

Teorema 5.6. Si T es un operador P-tiempo para el operador H, entonces

‘<¢,t€_itHw>‘2 (AT)pﬂ 2 ,
4P < {W+|<T>w|} +{(AT)y + (T) p-14|}

para todo 1 € D(T') con ||¢| = 1.

DEMOSTRACION. A partir de la relacién de conmutacién [T, e~H] = t Pe~iH
obtendremos las siguientes igualdades

itPcos(tH) = [T,sin(tH)], —itPsin(tH) =T, cos(tH)]

Dado que P es un operador positivo entonces es invertible, luego para toda
W € D(T), con |[¢]| = 1, tendremos

(0, te™ )| = (0, tcos(—it H))|* + | (¥, tsin(—it H)y)|?
= (P, [T, sin(tH) ) * + [(P~", [T, cos(tH)Jv)|?
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Por otro lado, para todo @ € R se cumple que [T — «, sin(tH)| = [T, sin(tH)] y
[T — «,cos(tH)] = [T, cos(tH)]. Luego, a partir de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, se obtiene

(P4, [T, sin(tH)]))]
= (P71, [T — a,sin(tH)]¢)]
< 2|[(T — ) P [l sin(tH )| + 2|| sin(tH) P~ |[[(T = )|

(P14, [T, cos(tH)]1))]
= (P74, [T — o, cos(tH) )|
< 2|[(T = o) P |[|| cos(tH )|| + 2| cos(tH) P~ |[[(T — )|

Finalmente, utilizando la desigualdad de Jensen se concluye que
(&, te ™ P))* _ (T — ) P12
l|[p=tpE P~

(AT)p-1y ? e
< { Pt + Ul b+ LA+ 1Tl

+ (T = a)y]*

luego de elegir v = (1), + (') p-14. |

Asi, el teorema anterior da un buen decaimiento para la probabilidad de
supervivencia, cuando el estado inicial vive en D(T'). Adicionalmente es posible
probar que un operador P-tiempo no tiene valores propios, para ello sera ne-
cesario el siguiente resultado.

Teorema 5.7. Si T es un operador P-tiempo para el operador H, entonces

, 4(AT
, Pty < 18T

para todo 1 € D(T') con ||¢| = 1.

DEMOSTRACION. A partir de la relacién de conmutacién [T, e "] = t Pe~#
obtendremos las siguientes igualdades

itPcos(tH) = [T,sin(tH)], —itPsin(tH) = [T, cos(tH)]
Luego para toda ¢ € D(T'), con ||¢|| = 1, tendremos

(0, tPe™" M) [ = [{4), tP cos(—itH)y)[* + [(4, tP sin(—it H)i)|?

= (v, [T, sin(tH) W) |* + [{, [T, cos(tH)]4)[?
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Por otro lado, para todo a € R se cumple que [T — a, sin(tH)| = [T, sin(tH)] y
[T — a,cos(tH)| = [T, cos(tH)]. Luego, a partir de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, se obtiene

(4, [T, cos(tH) )| = [, [T — v, cos(tH)]1b)|
< 2[[ cos(tH ) |[[(T" = )|

(¢, [T, sin(tH)])| = [(4, [T — v, sin(tH)]¢))]
< 2|[sin(tH)¢[[[[(T" — a)d|

Finalmente, utilizando la desigualdad de Jensen se concluye que
(¥, tPe™y) 2 < A|(T - a)y*
La demostracién concluye eligiendo a = (7). |

Corolario 5.8. Si T es un operador P-tiempo para el operador H, entonces el
operador T no tiene valores propios.

DEMOSTRACION. Si 1) es vector propio del operador T entonces del Teorema
5.7 se deduce que

|(1, Pe” ™ 4p)| =0, para todot >0

En particular, calculando el limite de ¢ tendiendo a cero se tendra

(0, PY)| =0

Dado que P es un operador positivo, la igualdad anterior se puede escribir
como
1P| = 0,

concluyendo asi que ¢ = 0. |

Otros resultados que son consecuencia directa de los teoremas anteriores son
los siguientes:

Corolario 5.9. Si (AT),, (AT)p-14 < 0o entonces Tu(p) < .

Corolario 5.10. D(T) C D(Tg)
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