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CAPITULO 1

Introduccién

1.1. Motivacién

La derivada Schwarziana ocupa un lugar importante en la teorfa ge-
ométrica de funciones de una variable compleja, en problemas ligados
a la univalencia y extensiones cuasiconformes, teoremas de distorsién,
crecimiento, y familias linealmente invariantes, entre otras. El objeti-
vo principal de este trabajo es generalizar parte de estos resultados al
caso de varias variables complejas usando la definicién hecha. por T.
Oda [19] para derivadas Schwarzianas. Cabe sefialar que existen varias
definiciones de derivadas Schwarzianas en C*, ver (8], [15], pero la
relacién que existe entre las derivadas Schwarzianas dadas por T.Oda
y un sistema en derivadas parciales de orden 2 y su regla de la cadena,
en directa analogia al caso unidimensional, han hecho que usemos esta
definicién para estudiar y tratar de generalizar los resultados obtenidos

en una variable compleja.

En una variable compleja, uno de los aportes més significativos
fué hecho por Z. Nehari en 1949 [16] quién usando teoria de ecuaciones
diferenciales asociada con la derivada Schwarziana, esto es f = u/v
donde u y v son soluciones linealmente independientes de u” + pu =
0 con 2p = §f, encontré condiciones suficientes para la univalen-
cia y redescubrié condiciones necesarias las cuales habrian sido de-
mostradas con anterioridad por Kraus [13]. Posteriormente Z. Nehari
[17] probé un criterio de univalencia més general. Otros han hechos
aportes importantes en el desarrollo de criterios de univalencia tales
como C. Epstein [6] quién generalizé los resultados anteriores usan-
do la geometria diferencial 3-dimensional del espacio hiperbélico, luego
Anderson y Hinkkanen, con una mejora del resultado de Epstein, y fi-
- nalmente, Osgood y Stowe con una versién muy general de un criterio
de univalencia entre variedades riemannianas basado en una general-
izacién de derivada Schwarziana a ese contexto, ver {11],[20].

En el Capitulo 2 del presente trabajo, introducimos un operador
que denominamos Schwarziano que presenta importantes propiedades.

5




6 1. INTRODUCCION

Una de ellas, la regla de la cadena, lo hace invariante bajo composi-
ciones por la izquierda con transformaciones de Mébius, lo cual permite
normalizar adecuadamente en distintas sitnaciones, de manera similar
a lo que ocurre en una variable compleja.

En el Capitulo 3 demostramos que la norma del operador Schwarziano
inducida en la bola unitaria por la métrica de Bergman es invariante
bajo los automorfismos de B®. Esto da origen a una Familia Lineal-
mente Inveriante, concepto introduido por Ch. Pommerenke [25],[26]
y estudiado por diferentes autores en C*. Mostramos que si la norma
de Bergman del operador Schwarziano esta acotada, entonces la familia
es normal, lo que tiene consecuencias sobre su orden y norma orden,
concepto recientemente introducido por J.A. Pfaltzgraff y T. Suffridge

en [23].

En el Capitulo 4 probamos que cotas uniformes apropiadas sobre
las derivadas Schwarzianas son condiciones suficientes para la univa-
lencia de funciones holomorfas localmente univalentes definidas en do-
minio convexo acotado de C". Ademds demostramos que ciertas co-
tas puntuales sobre el operador Schwarziano implican la univalencia
global de funciones definidas en la bola unitaria B*. Como consecuen-
cia, probamos que para la familia linealmente invariante definida en
el capitulo 3 existe un radio uniforme en la métrica de Bergman tal
que toda funcién de la familia es univalente en cualquier bola de dicho
radio. Las técnicas desarrolladas utilizan la relacién entre las derivadas
Schwarzianas definidas por T. Oda y un sistema lineal de ecuaciones di-
ferenciales parciales. Adecuamos las técnicas de comparacién de Sturm
para controlar la frecuencia de los ceros simult4dneos de n soluciones li-
nealmente independientes de este sistema. Al igual que en el caso de una
variable compleja, resulta muy importante poder prescribir las condi-
ciones iniciales de dichas soluciones. Para poder aplicar los métodos de
comparacién de Sturm, hubo que reducir el sistema antes mencionado
a una ecuacién no homogénea de segundo orden, que resulté intrinsi-
camente distinta al caso cldsico de una variable compleja al exhibir
un término de orden uno. Los resultados obtenidos pueden ser gen-
- eralizados para funciones definidas sobre el polidisco, donde el grupo
de antomorfismos sigue constituido por transformaciones de Mébius e

isometrias en la métrica de Bergman.

El Capitulo 5 trata un aspecto geométrico de la derivada Schwarzia-
na. Para facilitar la presentacién, se trabaja en dos dimensiones com-
plejas. Se demuestra que la norma del operador Schwarziano de una
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funcién holomorfa F = (f,g) proporciona una cota sobre la segunda
forma fundamental de las superficies de ceros {f = 0}, {g = 0} de sus
funciones componentes, lo cual permite controlar la curvatura de es-
tas superficies. En el desarrollo de esta tesis, los criterios de univalencia
obtenidos se demostraron usando un lema fundamental, de acuerdo con
el cual una funcién holomorfa y localmente univalente serd univalente si
y solo si las soluciones del sistema lineal asociado no tienen mds de un
cero en comiin. Es por esto que en un principio se creyé que al controlar
la norma del operador Schwarziano, y por consiguiente la curvatura de
estas superficies, se podrfa controlar el niimero de sus intersecciones.
La dificultad principal, atin no resuleto, reside en que estas supericies
en general tendrin m&s de una componente, generdndose en principio
multiplicidad de intersecciones no controlables por via de curvatura.

1.2. Preliminares

Fn esta seccion daremos algunas definiciones y resultados cldsicos

de la teoria sin demostracién. -
Sea f : C — C funcién analitica localmente univalente. Se define la

derivada Schwarziana de f por

! 2
. . If 1 f”’
4y s1-(7) =2 (%)
donde se tiene que Sf = 0 si y s6lo si f =T es una transformacién de
Mobius dada por

az + b
| T(z)_cz+d, ad — be # 0.
Si h = f o g se demuestra que
(1.2) S(fog) = (Sf°9)(¢)* + Sg,

por consiguiente es claro que si b = foT, entonces Sh = (SfoT)(T")?
y si h = T o g, entonces Sh = 5g.
Por otro lado una funcién analitica f con Sf = 2p tiene la forma

u
1.3 = —,
(13) =1
donde u y v son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién
(1.4) W 4+pu=0.

Observemos que u = (f')"%? es solucién de la ecuacién, de donde
cotas sobre las soluciones de la ecuacién implicardn cotas sobre f7,
obteniendose teoremas de crecimiento y distorsién. '
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Muchos de los criterios de univalencia mencionados en la Introduc-
cién se han basado en el siguiente lema, ver [5].

Lema 1.2.1. Sea 2 C C dominio simlpemente conexo y sea f :
) = C analitica y localmente univalente. Entonces f es globalmente
univalente si y sdlo si no hay soluciones no triviales de u”" + pu = 0
con mds de un cero en 2.

Demostracion: Supongamos que f es globalmente univalente. Co-
mo f = ¥ donde u y v son soluciones linealmente independientes de la
ecuacién diferencial v” + pu = 0, entonces u no podria tener mas de un
Ccero. :

Reciprocamente, supongamos que existen z; y z; tales que f (1) =
f(z2) = a. Igual que antes, f = o, luego y = u — aw es solucién de
u” + pu =0 con y(z1) = 0 = y(z3), una contradiccidn.

]

Para estudiar los ceros de las soluciones de la ecuacién (1.4) en D,
se estudian los ceros de la funcién real v = |u|, que de aucerdo con un
lema fundamental, satisface la ecuacién

(1.5) v+ [plv >0,
a lo largo de rectas. De esto, y mediante los teoremas clisicos de Sturm

y a partir de cotas apropiadas de |p|, es posible controlar la frecuencia
de los ceros de v, luego de u.

Sea .S la familia de las funciones analiticas univalentes definidas
sobre el disco unitario I tales que f(2) = z+a52%+---. Z. Nehari [16]
probé el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1. Si f € § entonces
6
S < Q.
l f(2)| = (1 . IzP)z
La constante 6 es dptima.
Reciprocamenie, si f : D — C es analitica y localmente univalente

tal que

2
(1.6) [SF(z)] < A=z

entonces f € §.

Una demostracién de este teorema usando cadenas de Loewner se
puede encontrar en [9] (pdg 133). Es importante sefialar que la 6pti-

malidad de |Sf(2)] < 5 » ocurre cuando f es la funcién de

6
(1-12?)
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Koebe, dada por
z

(1-2)?"
la cual mapea D a todo el plano complejo salvo el segmento del eje real
comprendido entre —oo a —1/4. El criterio de univalencia (1.6) también
es éptimo. El siguiente resultado corresponde a una formulacidon general
de otro criterio de univalencia de Nehari, y puede ser encontrado en
[20].

Teorema 1.2.2. St f es analitica definida en un dominio convezo

RcCy

K(z)=

551 <2 () g

entonces f es univalente en ).

Nuevamente la constante 272 /diam?(Q) es 6ptima para la univalen-
cia. En el cado del disco unitario, este criterio da el resultado original de
Nehari, |Sf] < n2/2. Aun cuando en [20] el Teorema 1.2.2 aparece co-
mo consecuencia del teorema general de univalencia, también se puede
demostrar directamente usando técnicas de comparacion y el anélisis
de la funcién v antes descrita. El siguiente es el resultado més general
Z. Nehari [17] en cuanto a univalencia, cuya demostracién inchiimos.

Teorema 1.2.3. (p-criterio)
La funcién f serd univalente en D si

(1.7) 1S f(2)} < 2p(]z])

donde p(z) es una funcién con las siguientes propiedades

(i) p(x) es continua y positiva en —1 < z < 1;

(1) plz)=p(-2);
(i) (1 — 22)?p(z) es no-creciente si x varia de 0 a 1;

(tv)  la equacidn diferencial Yy’ + py = 0 tiene una solucion que no
se anula en -1 <z < 1

Demostracién: Sea f con Sf = 2¢, |¢(z)] < p(|z|). Supongamos
que f no es univalente en I, esto es, existen dos puntos z; y 2; tales que
fl{z1) = f(22). Si 21, z estdn en un mismo didmetro del disco, podemos
rotar f y suponer que 2z;, 2; son reales. Entonces habria una solucién no
trivial de u” +gu = 0 con dos ceros en (—1, 1), lo cual es imposible por
(1.5) ¥ (iv). Si 21, 22 no estdn en un mismo didmetro, entonces después
de una rotacién podemos suponer que la geodésica hiperbélica C que
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los une es simétrica con respecto al eje imaginario y lo corta en el punto
ip, p > 0. La transformacién de Mébius
w+1p

(1.8) z = T(w) i 0<p<l

lleva (—~1,1) en C. Entonces g = f o T satisface g(z1) = g(22) para
x1 = T Y(z) y 2o = T~Yz), y por consiguiente hay una solucién no
trivial de

1
w"(w) + 3 Sg(w)u(uw) = 0,
con ceros en zy,T;. Bsto daria una contradiccidén si se prueba que
|Sg(w)| < 2p(w) para —1 < w < 1. En efecto, como g{w) = f(i%) y
por (1.2) se tiene que
sew) = (£) 5702
= |5 z
g dw
y €omo
dz

dw

_ 11—z
1 jwf?

se deduce que

(1= [w)?[Sg(w)] = (1 - [2]*)*SF(2)}.
Asi por (1.7) tenemos

(1~ [w)Sg(w)] < 2(1 ~ |2]*)p(}2]) .
Un céleulo directo muestra que |z| > |w| st —1 < w < 1, entonces por

A —1zPpllal) < (1 - w)?pw), -1<w<1,
y por lo tanto
[Sg(w)| < 2p(w), —1<w<1.
0

Los Teoremas 1.2.1 y 1.2.2 al igual que el criterio establecido por
V.V.Pokornyi [24] son casos particulares de este teorema. Sin embar-
go existen otros criterios de univalencia involucrando a la derivada
Schwarziana que no pueden ser obtenidos como un p-criterio, por ejem-
plo ver [6].

En un trabajo no relacionado con univalencia per se, M. Chuaqui
y B. Osgood [4] mostraron cémo obtener cotas superiores e inferiores
para |fl y | f'| a partir de cotas sobre |Sf|, bajo las importantes nor-
malizaciones f(0) = 0, f(0) = 1 y f"(0) = 0. Cualquier funcién lo-
calmente univalente puede ser normalizada de esta manera sin variar
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su Schwarziana componiendo adecuadamente por la izquierda con una
transformacién de Mobius. El resultado es el siguiente teorema.

Teorema 1.2.4. Sea f analitica en DD con las normalizaciones antes
descritas. Si f satisface

2
1Sf(2)] < Dk

entonces

n(lzf) < |f(2) < N(z)),

n'(lz]) < 1f(2)] < N'(J2]) .
S

21
t |Sf(z)|5(1—_‘_—|z—tg)—2 0<t<l,

A(lz], =) < |f(2) < A(]2], 1),
A'(J2l, —1) < 1f(2)] < A'(|2), 1) -
Si la desigualdad se alcanza para elgun punto distinto del origen en-
tonces f salvo rotacién, es una de las funciones n(z), N(z), A(z,t) o
A(z, ~1), donde
1 (1+2)Y2—(1—z)V2 1, 1+z
nz) = VZ(1+2)V2 4 (1= 2)V2’ V) = 1Ogl——z’ '

2
yprara 0 <t <1

1 (1+2Vt—(1-2)VTf
VI—t(l+ 2Vt 4+ (1 — )V

Se deduce de este teorema que si f(z) = z + ag2% + - -+ satisface
(1.6) entonces a; ' no pertence a f(D). En efecto, g = f/(1+axf) tiene
g(0) =0, ¢'(0) =1y g"(0) =0 y tiene la misma derivada Schwarziana
que f. por el teorema anterior, la funcién g sera analitica, por lo que
f debe omitir el valor a;'. Una formulacién invariante de este hecho -
mostré tener importantes consecuencias geométricas para la clase de
Nehari, [?]. Muchos autores han usado de manera sistemética este tipo
de normalizaciones con importantes progresos, ver especialmente [7]. -

Az, t) =




CAPITULO 2

Schwaziana en C*

2.1. Introduccidn

En este Capitulo introduciremos un operador que llamaremos ope-
rador Schwarziano el cual juega un rol importante en el estudio de
univalencia sobre funciones holomorfas localmente univalentes en un
dominio 2 C €™ Aunque en el curso de la dltima década han sido
propuestas definiciones de derivada Schwarziana en en este contexto,
nos parece que aquélla dada por T. Oda [19] comparte mayores razgos
carasteristicos con el operador en una variable compleja. Esta defini-
cién se introduce en este Capitulo.

Las derivadas Schwarzianas en varias variables complejas de T. Oda
son los coeficientes de un sistema de ecnaciones en derivadas parc1a.les
que detallamos a continuacién.

Sea F': C* — C”" holomorfa y localmente univalente. Consideremos
el sistema de ecuaciones en derivadas parciales,

8
Z PEZ POy dj=1,...,n

21) a azj 9 5

Definicion 2.1.1. El sistema (2.1) se dice completamente inte-
grable, si tiene (como mdzimo) n+ 1 soluciones linealmente zndepen—
dientes.

Definicién 2.1.2. El sisterna (2.1 )se dice de forma candnica, si los
coeficientes satzsfacen _

ZRE;:(), i=1,... n

=1
Se define la derivada Schwarziana de una funcién holomorfa localmente
univalente F' = (fi,..., f,) como

N N NP e T
k “Z Bt SR | NN g k=
= 2 B, 0 10y T B, hik=1...n

13




14 2. SCHWAZIANA EN C"

donde 8F son los simbolos de Kronecker y A = det(2E).
i az

Se puede demostrar que S,-’;F = Q para todo 4,5,k =1,...,nsi y solo
si F'=T donde T es una transformacién de Mobius dada por '

' h{z) In(2)
(2.2) T(z) = (l;(—z)?{(é)“) :

donde L(z) = ajo+ain21+- - -+ainz, con det{a;;) # 0. Ver [19]. Adem4s
se tiene por composicidn que

0w, Owm Oz
0z 0z Ow,’

(23)  SHGoF()=SEFE+ Y SG(w)

Imyr=
donde F'(z) = w. Asi, si G es una transformacién de Mobius se deduce
que SE(G o F)=SEF.

Se define SEJ-F como

n

2 .
S‘EF — Alf(n+1} ( g A—-l/(n+1) — Z .E?__A—l/(n+1)sgcjp) .

0z,0z;
zag E—1 Lk

El sigujente resultado establece la relacién entre el sistema (2.1) y las
derivadas Schwarzianas dadas por T. Oda [19].

Proposicion 2.1.1. Sea (2.1) completamente integrable en su for-
Ma Canonica y uy,...,U,, Uy cualquier conjunto de soluciones lineal-
mente independiente del sistema (2.1). Entonces,

Pt=SEF, ijk=1,...,n,

U
donde F = -—1,...,2“—).
Up Up

2.2. Operador Schwarziano

Sea F':  — C", F(z1,...,20) = (wn,...,wp) holomorfa y local-

mente inyectivaen 2 C C* y sea A = det(%g), donde 2 = (z,..., z,).
Definicion 2.2.1. Para ceda k = 1,...,n sea S*F la matriz de
 mXmn,

SF=(SEF), i,j=1,...,n.
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Proposicién 2.2.1. Sea F una funcién holomorfa localmente in-
yective y sea w = T(2) una transformacion de Mibius. Entonces para

cedak=1,...,n

8zk
< Jw,

S¥(FoT) = [(S"FYoT]|DT.

Demostracién: A partir de (2.3) tenemos que

8'w; Ow,, 3zk

SEFoT)(z) = Z w Bz w551,
_ il sz Bw; 6'wm
_ sz Bwl é?wm _
= Z 5, - rE(w ) 52, w = F(z),

ya que T es una transformacién de Mabius. La proposicién queda de-
mostrada si reescribimos esto en términos de las matrices.

O

Proposicién 2.2.2. Sean F y T funciones holomorfas localmente
univalentes. Entonces para G = F o T se tiene que

a7 " BA_I/"’"'I FRA-Y R+
S5C = (5, ol [(S"F)oTl(—) A (Z + ) ;

Oz; £ Oz 02;07;

donde A = det(ZL).

Demostracién: Sabemos que G = (-‘11 . vu) donde v son solu-
ciones linealmente independientes de 2. 1 con Pt = SEG. Por otro

lado tenemos que G = FoT = (o7, , 2 0 T) donde U SOm
soluciones linealmente 1ndepend1entes de 21 con Pk = SEF. Pero
det(SE) = det(2E) - det(ZX 97 por consiguiente

)—1/n+1 = Upl,

Vp = Up - det(g

donde w = det(4E)~*/"+! . Entonces es evidente que vy = uzw. Derivan-
do con respecto a z; y luego con respecto a z;, se tiene que
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3 Vg Z 2uk BT BTt W+ Bzw
0z,0z; —~ Bzmazl Bz sz kc’}*‘z,azJ

- az \ 8z azj 0z; 0z 020z

por lo tanto

P = (OT\ . (0T Ou T\ «op (0T
020z; Z(EZ) SF(aZi) B_ZIM—I_(@Z@) S F(az«z) et

+Z Oy, (0T, Ow 83}5w+ T, + 32w
3o \0z 0z | 02,05 | 0205,") T " onaz,

Por otro lado v, satisface el sistema (2.1), de donde se observa que
Ow

az'Uk I 621 'D
5o Z_;‘ (s G‘Vukg—l- + g z{) + 826G upw,

y como {u} son soluciones linealmente independientes se tiene que
OT\* o (0T Fw
F 0
(62,-) S (BZ,') wt 32’,'823 S G'UJ-}-Z

de donde dividiendo por w = A~1/"+1 la proposicién queda estableci-
da.

O

Corolario 2.2.1. Sea F una funcién holomorfa y localmente univa-
lente y sea T una transformacion de Mdbius. Entonces para G = FoT
se tiene que

S5G = (3 )[(S"F) T](--) A”"“Z HG - ax,

BA—l/n-&-l
—_ er -
donde A = det(%;) y ax et

Corolario 2.2.2. Sea F" holomorfa localmente univalente y sea G =
F o R donde R es una rotacién, entonces
S?J-G( )= a,tSOF(T(z)) a;,

donde d = gf )
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Definicion 2.2.2. Definimos el operador Schwarziano ol operador
SF(z) : T,Q — Tr(»§ como

(24)  SF(=}¥) = (”E"tSlF(z)i?, 6*SZF(Z)17, ...,ﬁ*S"F(z)i") ,
donde 7 € T,Q.

La métrica de Bergman en B" esta definida como el producto her-
mitiano dado por

(2.5) s(2) = ﬁ? [(1— [2P)b; + 23]

Es bien conocido que el grupo de automorfismos de la bola unitaria en
- C" son las transformaciones lineales dadas por

o(2) = Az+ B

- Cz+ D’
donde A es matrizden xn, Besnx1,CeslxnyDeslx1con

AA-cC = 14,
D -B'B = 1,
AB-C'D = 0,

las cuales son fransformaciones de Mdbius de la forma dada en (2.2).
Tales automorfismos son isometrias en la métrica de Bergman. Defini-
mos la norma del operador Schwarziano como

ISF(2)|l = sup [|SF(2)(T)]f,
=1

donde [| 7]} = [ 3 g;u7;|'/* es la norma de Bergman de ¥ € T,B".
Teorema 2.2.1. Sea F : B* — C" holomorfa localmente inyectiva
y sea o : B™ — B” automorfismo de B*. Entonces
IS(F o o) ()| = SF{e())].

Es decir, el teorema afirma que la norma del operador Schwarziana es
invariante bajo automorfismos de la bola, cosa que también ocurre en
una variable compleja. ver [25].
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Demostracion: Sabemos que
n
sz

w,
=1 a t

O O
Owy’ " Ow,

S¥Foo) = (Do)'S'F o o( Do)

(Do)*'S'F o 0( Do)

\(Do)s"F o 0(Do)
por lo tanto |
(Do )'S'F(a(2))(Do)o\ @S F(o(2))d
(SFoo)(2)(#) = Do~ : — Dot '
E*(Da)tS"F.(a(z))(Da)ﬁ' Q?S"F(.a(z))'&'
donde i = Do (z)(7). Entonces
(2.6) IS(Foo)(2) (@)l = |DGo 'SF(a(=2))(d)|
' = JISFe)@] ’

y como ¢ es una isometria en la métrica de Bergman, el teorema se
demuestra tomando supremos sobre todos los vectores unitarios #7.
0

Para la definicién de la norma del operador SF' se puede consider-
ar cualquier métrica Hermitiana o incluso de Finsler. Dado que en la
bola la métrica de Bergman coincide, salvo constantes, con la métrica
de Kobayashi o de Caratheodory, la resultante norma de SF es igual.
Este no seréa el caso en cualguier dominio. Adema4s el Teorema 2.6 no
serd cierto en cualquier dominio ya que se requiere que sus automor-
fismos sean transformaciones de Mébius. Cabe sefialar que el calcular
la norma del operador Schwarziano en general no es una tarea facil ya
que la mirica de Bergman no es conforme a la Euclideana, ni siquiera
es diagonal para cualquier punto z € B™. Presentamos un ejemplo que
muestra la dificultad de calcular la norma del operador Schwarziano.

Ejemplo 2.2.1.

Sea

1-—- 21
donde
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de donde la funcién Fj es holomorfa y localmente univalente en B?. Un
célculo directo muestra que

- 22(1 - 6) 26—
_2_ 6—1 0 _ .
§'Fi(z)=| 31-2] . SR =| C-gs0+a) T31-22
° 0 31— 22 0
Entonces
| 2 5 —3z
SF&(Z)({;) 2( i 1 2 ’Uf et 2’U1'U2) .

Luego la norma de este operador viene dada por

26-1

31—2
es decir debemos encontrar el supremo de

“( 11 - 21}11"2)“ ’

ISF5()ll = Sup
IGH=

3 -3z L
1= AP+ %] ((1 22 Yo |* + 236{21’“1(1 202 — 2u,0,)7%3}
o | —322 2
+(1— |z ) — 214
z1

sobre los vectores (v;, vz) tales que

3
1+ |22 +]2)?
En general no serd una tarea sencilla calcular la norma de Bergman de

SF en cualquier punto, es por esto que estudiamos la norma en algunos
puntos. Asi para zg = 0 y tomando & > I fAcilmente tenemos que

(1 = [22P)lea]? + 2Re{zmim33} + (1 — |21[Deaf?) = 1.

4
sup [[8F3(z1,0)]| = 5(6 - 1).
zEB?
Por otro lado si z; = 0 el célculo no es tan sencillo como €l anterior,

sin embargo se puede probar que

sup [SF(0, )] = %(5 ~1).

Para cualquier punto z € B" podemos calcular la norma de Bergman
del operador SF; numéricamente, con ayuda de computadora y AMPL
(A Modeling Language for Mathematical Programming). Se obtienen
resultados répidos y eficientes los cuales muestran que
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9
SFs(z)]| = —=(6 —1).
sup |SFs(2)| \/5( )

2.3. Operador de Ropper~Suffridge

Sea z € B%. Consideremos f funcién localmente univalente en D de
la forma f(z) = z 4 az2® +---. Se define el operador de extensién de

Ropper-Suffridge por
(2.7) (f)(z1,22) = F(21, 22) = (f(2), V f'(21) 20).-

Escogemos la rama de la raiz cuadrada tal que / f/{0) = 1. Note que si
f es univalente en ID entonces @(f) es univalente en B2. Este operador
fue introducido en [27] a modo de contrnir un mapeo convexo en la
bola Euclideana en C" dada una funcién arbitraria convexa en el disco
unitario. Es decir, este operador tiene la propiedad que si f es una
funcién convexa en el disco unitario entonces £ es mapeo convexo en
B.
Sea F' definida por la ecuacién (2.7}, entonces

f 0
DF(ZI, 22) = f”(zl) T
2 V(= F'
Un cédlculo directo evidencia el rol que tiene el operador Schwarziano

en varias variables complejas y cual es la semejanza de la derivada
Schwarziana en una variable compleja con los coeficientes 8°F En

efecto,

Z2
S'F(z1,2) = ( 8 g ) y S*F(21,23) = ( —2—-Sg(z1) g ) .

Por otro lado F(z,2;) = 2) donde up = det(9L)7/3 = 12,

asi que

(uD! g

ShF(z1,22) = Sf(z).

Entonces podemos afirmar que
2
SF()() = (0, 25f (2)e}),

de modo que

_ 1A=z — |20 - a2l IS f(2)
”SF(Z)”2 = E : 2 (1 . ’Z2I2)12 )
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luego si f es univalente y tomando limites cuando |z1] — 1y |zp] — 1
es facil ver que

ISF(2)] < V3.
Nétese que si f es un automorfismo del disco unitario, entonces ||SF|| =

0.

lan Graham and Gabriela Khor [10}, introdujeron los operadores

(2.8) Do)z} = Ful2) = (f(21), f'(2)*2") z€B",

donde @ € [0,1/2] y f es una funcién localmente univalente en D. E]
operador @, , ; es andlogo al operador de Roper-Suffridge definido por
(2.7). Para n = 2, tenemos que

_ J! 0
DFO,(Z) = ( azzfﬂ(fl)a—l (f!)cx )
de donde se tiene que JF,(z) = (f'(z;))*!, por lo cual

Estimaciones sobre la norma de Bergman de este operador las hemos
omitido dada su dificultad.




CAPITULO 3

Familia linealmente invariante(LIF)

3.1. Introduccién

Ch. Pommerenke en sus celebrados articulos [25],[26] introdujo la
nocién de familia linealmente invariante para funciones analiticas lo-

calmente univalentes de la forma
(3.1) f()=z+a*+ - ,z€D.

Si f es una funcién analitica localmente univalente normalizada
como (3.1) se define la transformacién de Koebe de f a la funcién g

dada por
F(EE) - st
&2 N T

De otro modo, sea ¢ un automorfismo de . La transformacén de Koebe
dada por (3.2) se puede expresar como

o) = Al1)e) = G

Definicién 3.1.1. La familia F de funciones definidas en D es lla-
mada familia lineclmente invariante si para toda f € F
(1) f es analitica localmente univalente de la forma (3.1),
(it) Ag(f) € F para todo ¢ € Aut(D).
Importantes propiedades de la familia F tales como teoremas de cubrim-
lentos, crécimiento y distorsién son determinados por su orden, el cual
es una nocion bdésica en esta teoria, dado por

ord F =supax(f).
feF

Ejemplo 3.1.1.
Sea & la familia de funciones univalentes en D normalizadas como
en (3.1), entonces S es una familia linealmente invariante. Ademés

Bieberbach [3] prob6 que si f € & entonces |as] < 2, ocurriendo la
igualdad si y sélo si para una rotacioén de la funcién de Koebe k(z) =

z/(1 — z)%. Es decir el orden de S es 2.
23
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Ejemplo 3.1.2.

Sea K'la familia de funciones convexas en I, es decir aquellas fun-
ciones cuya imagen es un dominio convexo, normalizadas como en (3.1).
Esta resulta ser una familia linealmente invariante cuyo orden es igual

al.
Pommerenke mostré (ver [25]) que la familia de funciones local-

mente univalentes definidas en I
Fo={f:f0)=0, f(0)=1, §Sf < a},

donde
I1S7) = sup|SF(2)|(1 — |of*)

resulta ser una familia linealmente invariante cuyo orden se puede de-
terminar por un método variacional y estd dado por

ord F,, = 1+%.

Del Teorema de Nehari 1.2.1 se tiene que 7, C § C Fg. Ademsés se
puede establecer el siguiente teorema sobre radio de univalencia de la
familia F, para cualquier o > 2.

Teorema 3.1.1. Si f € F, con o > 2 entonces f es univalente en
cada disco centrado en z y de radio hiperbolico p dado por
w2

p=1/%a——1.

Demostracién: De (1.5) se tiene que basta con estimar el primer
cero la funcién u(z) la cual es solucién de la ecuacién (1.4) con u(0) = 1
y ¢'(0) = 0. Ya que se puede obtener de manera explicita la funcién u

(ver [12]) se tiene que su primer cero es en z; dado por

1 log (1 + ﬂ.’:o) _ T
2 1-z0) o [T, 1
0 2 50— 1
por lo tanto f es univalente en |z| < x, y debido a la invarianza de

F. tenemos que f es univalente en cada disco centrado en z y de radio.

hiperbélico p = \/_:LI
go-

O

Consecuentemente si f € F, entonces f es univalente en D, con r

dado por
_e—1

et +1°

r
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e
donde s = —2— .
Fa—1

Consideremos las funciones normalizadas y localmente biholomorfas
en B,
LS ={F:B" - C" tal que F(0)=0, DF(0)=1d.}
Sea la transformacién de Koebe A,(F) dada por
Ay(F)(2) = [Dg(0)] T [DF($(0)] 7} (F(8(2)) — F(4(0)))
para F € LS y ¢ € Aut(B™).

Definicién 3.1.2. La familis F de funciones biholomorfas es lla-
mada linealmente invariante(L.LF.) si
(i) F C LS(B™).
(ii) Ap(F)(2) € F para todo F € F y ¢ € Aut(B™).

Definicién 3.1.3. Para une familic linealmente invariante F, sea

ord F = sup sup | tr {%D2f(0)(i‘7, )}

FeF |7]=1

Es sabido que el-orden de una L.I.F. F se puede reescribir como

=~ &f .
Zaz,-azl(o) .Fe}'}.
F=1

' 1
ord F = sup {5

(ver [22]).

Pfaltzgraff y Suffridge [23] recientemente han introducido la nocién
de norma orden, la cual tiene implicaciones importantes en el estudio
de propiedades geométricas de mapeos localmente inyectivos tales como
convexidad, univalencia, etc. Consideremos la expansién de Taylor

D2
Flz) = z+——§@—)(z,z)+---
= Z+A2(Z,2)+A3(zazaz)+-.-7

donde An,(:,...,) = (1/m))D™F(0), m = 1,2,..., es una forma m-
lineal simétrica. Entonces

|Amll = sup |An(}, ..., M)
1At

Definicién 3.1.4. Se define la norma orden de una familia lineal-
mente invariante F como
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1 2
jora) = sup { 1D 01 .

Pflatzgraff y Suffridge [23], demostraron que ||Ord||F > 1 para
cualquier L.I.F. F y si la norma orden de uns familia es finita entonces

esta resulta ser normal.

3.2. La Familia de funciones F,

Como hemos mencionado anteriormente, en este capitulo demostrare-
mos que la familia de funciones holomorfas localmente univalentes
definidas en B" normalizadas a F(0) = 0, DF(0) = Id y tales que
ISF|| < « es una femilia linealmente invariante en C*. Ademds mostra~
remos que esta familia F, es normal para a < co ¥ estlmaremos su
norma orden. Para esto necesitaremos algunos lemas.

Sea F, la familia de funciones holomorfas localmente univalentes
definidas definida como

={F:B" - C"|F(0)=0, DF(O) =Id, [|SF(z)]| < a}.

Por Teorema 2.2.1 esta familia es una L.I.F. y nuestro principal objetivo
sera probar que es normal. Para esto necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 3.2.1. Sea F € F, un mapeo holomorfo localmente inyectivo
en y sea z = (2,0,...,0) € B*. Entonces

)
Vn+1
— =2’

|SLF(z)| < vVr+1la, i=23,...n

1S F(2)] <

vn+la &

ISﬁF(Z)‘ L A TEanE (1 l 12)3/2: = 2,3,...,71.
(iv)
2vn+la ]
IS F(z)| < ler;"', k,7j=23,...,n.
v) |
2vn+1la )
i=23,...,n

151, F(2)] < Erp
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(vi) o
ISLF(2)| €2vn+T1a, i#j#1
(vii) '
X vrn+lao ,
|SﬁF(Z)|SZ1—_—|;‘!2—)17§, k,i=23,...,n
(viii)

2vn+1la .,
0= )2 k#l,i#j+#1

Demostracién: Sabemos de la definicién de la métrica de Bergman
que

ISEF(2)] <

n+1
9i(21,0,0,...,0) = A=lap’

para todo 4,§ # 1, y
n41
,0,0,...,0) = .
oulzs )= A=T=Pp

Sea ¢ un vector unitario en esta métrica, con esto ||[SF(2)(7)] < a,
luego tomando ¥ = (A,0,...,0) con A = (1 — |21]?)/v/n+1 se tiene
que

ISF() D)2 = (n+1) ((llsjllililz)z + IIS_IZII/;III? +o _IISE;[/;L;)

< &
de donde se demuestran (i) y (7i4). Ahora consideremos el vector uni-
tario ¥ = (0,0,... A, 0,...,0) con A = (1 — |z)?)/(n + 1). Ardloga-
mente a lo anterior, se tiene que
' St ’\2l2 ISZ A2|2 Isn )\2I2
SFZ,L—;2=R+1(Ikkk 4+ Pl kkk)
ISFE@OI = 1) (g ¢ P+ TR

< af,

entonces (m) y (vii) quedan demostradas. Obtenemos (vi) y (vii) de
igual manera considerando ¥ = (0,..., X;,0,...,);,0,...,0) donde ); =
1 (L-|aP)?

A, —— N
7T V2 Vn+l

. Finalmente, tomando ¥ = (Ay,...,A;,0,...,0)

1 (1—|af?) 1 (1—|zn[3)Y?
A — - = e ——— e t bl
CUNT T VAT YT R Jaar eblecemos () y

(v).
O

Lema 3.2.2. 8¢ F € F,, entonces
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Cn,a
| S0P (@1,0,.. 0 < o,
(ii) Kina) |
o p n, &
I’Slj (.3'1, i 0)[ = ( IZ 12)3/2,
donde .
C{n,a) = (4n® +2n—2+ )a +(4\/n+ +8 11)
! K(n,_o.»)=(16+3\/§)\/n+1a+6(n2—71)a.
Demostracién: Deriva,ﬁdo (2.1) obtenemos
SiF() = ——— Z —s’* () + ——= Z 5F()SLF(2),
Jk—
SOF(z) = 5‘15* Fz) - —S' P+ SEF()SLF()
k=1

Z kF(2)SLF(2), i#73.

Asi, los coeﬁcmtes S’% dependen de los coeficintes SE. Sea F(z) =
F(21,0,0,...,0), entonces para todo mapeo en F, se tiene que

1 | 8 o
[ShE@) < o325 ShF (=) +——-—Z|s (2154, F21)i,
k=1 J.k=1
1 | @ 1
[ShE@E) < =5 |5-5hF(=) +-—Z ISt F (2 SE F =)
k=1 Jk—-2
1 n

—— Y |Sh ()| [ShF ()] + — [ShF()]”,
k=2

luego por Lema 3.2.1 se deduce que

dn+1)(n-1a® 2n+1)e® ().
IS?IF(Zh 0,...,0) < 1 —|z1[2)2 I=T=P)? " {1 __Vizllg)z

1 & a
_lkz a_Sll
=1

Pero F € F,, asi que tomando el vector unitarzig en la métrica de
Bergman @ = (), 0, ...,0) donde |\ = (ln 41-?)(1“ i?ll )) , muestra que

F(Zi) .
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k v+ 1la(l —|z)?)
(3.3) |84, F(21,0,...0,2,0,...,0)| < T TP k#1.

Considerando a S{“IF (21,0,...0,2,0,...,0) como una funcién holo-
morfa de la variable z;, mediante la férmula integral de Cauchy con-

cluimos que

0 Avn+lao
(3.4) B Sll (Z]_, yore ,0)‘ S '(“']“-‘_‘:W 3 k % 1.
Similarmente,
0 4 8vn+la
(35) ng—;SHF(Z]_,O,...,O)l (1 ~ !zllz)z

Asi, usando (3.4) y (3.5) se tiene que

(4n? +2n - 2)a® (E)o? H/n+la

7|S?1F(21,0:---:0)| S TaZmpe +(1_1z1|2)2 (1~ |z[2)2
4 1 &/n+la

n—101— PR

Por otro lado, para 7 # 1 tenemos

[SyF(z)| < Z ISt F(21)] |Sk;F ()] + !513F(21)] | S F(21)]

g 7
+ oSt + [ st a)
6a(n? — 1) 0 L p d .1
= (1= |z ) , S F(z)| + a_zlsljF(zl) .
Luego, nuevamente por la férmula integral de Cauchy, obtenemos que
d 16yn+1la
Iy e S ——
’3z1813F(Zl) = (1 _ IZ1|2)3/2 )
y analogamente podemos probar que

SJ_MQ
shre| < T

Con esto podemos conclulr que
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6a(n? — 1) . 186vn+la  3v2¢yn+1a

S EE S T e G

con lo cual el teorema que demostrado.
. : D

- Es claro que si u(2y,...,2,) es una solucién del sistema (2.1), en-
tonces u(z1) = u(z,0,...,0) satisface
' n
' o= Shu'+ Z Sfl‘ﬂj + Shu,
(3.6) 32
‘p;c = Sllkul+zsik(pj+s'{].)kui k=273="':n1
Jj=2

donde @ (z) = % .

Lema 3.23. Sean P = P(z) y @ = Q(x) funciones continuas
definidas en [0,1), con @Q(z) > 0. Sean v = u(z) y v = v(z) tales que

W'+ Pu+Q>0,u0)=1, 4(0)=0,

Y+ Pu+Q=0,v(0)=1, v(0)=0.
Entonces u > v, en [0,xp) donde zy es el primer cero de v.

Demostracién: Para € > 0 sea u. = u-+¢cy donde y es solucién de
¥ +Py=0, y(0) =0, ¢/(0)=1.

Entonces w = u_v — v'u. satisface w(0) = ¢ > 0y w' > Q(u, — v).
Por las condiciones iniciales de u, y v, la funcién w tiene #’ > 0 en un
intervalo (0, r). Pero entonces w > 0 (en efecto, > ¢) en este intervalo,
lo cual implica que v /u. > v'/v si v > 0, asi u. > v. Se sigue de
este argumento que el primer cero de . no puede ocurrir antes que el
primer cero de v, y el lema se obtiene tomando ¢ — 0.

O

Lema 3.2.4. Sea u una solucién (2.1) con u(0) =1, Vu(0) =0 y
PE = SEF donde F € F,. Entonces ezisten constantest > 0 y 6 > 0

tales que |u| > & > 0 para |2| < r.

Demostracién: Sea z; € B* un cero de u de norma Euclideana mini-
ma, esto es, u(zp) = 0 y u(z) # 0 para todo |z| < |z = 0. Ya
que F, es una familia linealmente invariante podemos asumir que 2y =
(70,0, . ..,0). Luego, es suficiente estudiar los ceros de la uncién u(z) =
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u(z,0,...,0) en 0 < z < 1. Consideremos F(z) = F(x,0,...,0), en-

tonces u(z) ¥y wr(z) = 8—;(:::, 0,...,0) satisfacen el sistera

W) = ShF(@()+ Y S5 F@ee(s) + SUFE)u(),
(37) k=2
i(z) = SLF() m—z SF@es(a) + S F(a)ula),

conj=2..,nYy COIldlCIOIlES iniciales u(0) = 1, %'(0) = 0y ©&(0) = 0.
Llamando a la funcién vectorial ¢(z) definida como

(38) LP('T) = (‘U.’(HJ), 1 (.’I:), . 7‘:911.(27): ‘U.(E)) b

podemos reescribir el sistema (3.7) como,

¢(z) = Alz)p(z), »(0)=(0,0,...,1),
donde A(x) es la matriz de coeficientes del sistema la cual es de (n +
1) x (n + 1). Sea f*(z) = |lp(z)||? la funcién real definida por la nor- -
ma Euclideana de ¢(z). Luego, usando - para representar el producto
interno Euclideano usual de vectore en C**! = R?*+2 tenemos que

f@)f(z) = sO’(I) -plr) = Alz)e(z) - olz),
por consiguiente,

F(@)f(=) < A" = 1A (=),

/()
T <A@

Como f(0) = 1 concluimos que f(z) < elo #9)% donde p es de la forma
p(z) = M/(1—=?)?, donde M es una constante. Esta cota para ||A(z)||
es obtenida a partir de los Lemas 3.2.2 y 3.2.1. Entonces en particular
(39) u(z)] < el P |/ (z)| < ef5 P,

Definiendo U2%(z) = |u(z)[?, donde U(zo) = 0, obtenemos que 2UU" =
2Re{v'a}, por lo tanto

() + UU" = Reful'a} + W, U(0) =1,U°(0) =0.
Pero |U'| < |u/|, entonces
(3.10) UU” > Re{u"u},

usando esto en (3.7) se sigue que
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(3.11) UU” > Re{S), F(z)}U? + Re{q(x)a},

donde ¢(z) = SL F(z)u'(x) + Z SE F(x)pr(x), luego
k=2

U" > —|SuF@)| U~ la(2),
“o | ‘
(3.12) U" + P(z)U + @Q(z) > 0,
donde P y @ son cotas para |S$, F(z,0,...,0)| and |g(z)], respectiva-
mente, obtenidas de los Lemas 3.2.1 y 3.2.2. Ahora, por Lema 3.2.3 se
tiene que U > v en [0, z}) con v solucién de v" + Pv+Q = 0, v(0) = 1,
v’'(0) = 0 y z; su primer cero. Luego zj, < zp Entonces, tomando r < zj,
se tiene lo deseado. '

0

Observacion: Es deseable estimar el primer cero de la funcién v.
En efecto, probamos que |89, F(z,0,...,0)| < c(n,a)(1—x?)~2, donde
¢ = ¢(n, @) es una constante. También uno puede obtener de los Lemas
3.2.1 y 3.2.2 que existe una constante & > 0 que depende de n y o, tal
que una cota para |g{z)| de la forma

M(1 +z)*
@) < T g

donde M = /n(n + 1) a (ver seccién 3.3). Entonces v es solucién de

¢ M@ + z)*
v+
(1—22)? (1 — z2)t+k/2

lo cual en general, no podré ser resuelto analiticamente. Sin embargo,
con la ayuda de métodos numeéricos se puede dar una respueta satis-
factoria para constantes ¢, M y & dadas. Pero si k < 2, por técnicas
de comparacién podemos demostrar que el primer cero de v no ocurre
antes que el primer cero de w, donde '
' c 4M —
w4+ a _$2)2w+ 27

=0, v(0) =1, ¥'(0) =0,

'U” +

0, w(0) =1, v/'(0) =0,

la cual puede ser determinada de manera explicita. En efecto, la solu-
cién y, de

e
y""‘my:& y0)=1, y(0) =0,

es bien conocida por E. Kamke [12] y viene dada por
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Vit 2 (1 +x)‘(m’/2+ (1 +:c)(‘/1—0)/2:l .,
? c..-

2 1-z 1—-z
be(z) = \/c—-—l 1+ 2z
_ \/lna:zcos'( 5 log(l_ﬂg)) , c>1

v la solucién w esta dada por A
w=(4M + 1)y, — 4M,
4M
1+4M"

Teorema 3.2.1. La familic F,, es normal para o < 0o.

la cual tiene el primer cero cnando y.(z) =

Demostracion: Sea F € F,. Por la proposicién 2.1.1 se tiene que
Uz

o Uny
F= G ) = Wi o,

donde u; y up son soluciones linealmente independientes del sistema
(2.1) tal que DF(0) = Id, es decir g—z—((}) =0, para todo k # i y
Ou,
0z

(0)=1parai=1,...,n. Ademas uy(0) = 1, donde

up = (detDF(z))~ Y+,
Ver Yoshida [29].

Por otro lado

Hessfi{0)(z,. .., z:)
Hess f2(0)(21,.- ., %)

As(z,2) = As(21,...,2,) =

Hessfn(O)kzl,...,zn)

donde un célculo directo muestra que

52fk . 32’U,k
62-,;82j ( ) - 6zz-azj (0) B 6&;5;;(0) Bl kaa_zi(O) )

Dado que u; y uo, son soluciones del sistema (2.1) con Pk = S5F y por
las condiciones iniciales establecidas anteriormente, tenemos que

Bzuk

Bziazj

aUU Buo

0)=SEF(0), k=1,...,n,
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por lo tanto

319 Hessfi(0) = SF(0) — (652005 - (G520

con 7 = 1,...,n, son uniformemente aco-

Asf, claramente si !%(0)

02;
tados para la familia 7, con & < o0, se tiene que |Az(z)! < co.

Consideremos la. composicién G = T o F, donde T es la transformacién
de Mobius dada por

T(z) = ( A o )=

donde < z,w >= zyW1 + -+ + 2,W,. Entonces por Proposicién 2.1.1
tenemos que

F(z)
G )
(Z) 1+ < F(z),a >
fi J
Glz) = ( 2 ),
1+a1f1+"'+anfn 1+a1f1+"'+anfn
(751 Uy ~
G = yeees ={fi,...
(z) uo—i—aﬂﬂ+---+anun u0+a1u1+---+anun) (fl
Uy Up
G = P R N B
() (un % |
por consiguiente iy = wug + a1u1 + - +azu, ¥y 4 = u;, de donde
derivando y escogiendo a; = 5% (0) con k =1,...,n, obtenemos que
2k

V(us)(0) = 0. Aun cuando esta normalizacién puede introducir sin-
gularidades en G, se demostrara que existe una subbola de radio fijo
donde G es holomorfa. Para esto se demostard que %, no tiene ceros
en dicha subbola. Se tiene que iy, satisface el sistema con condiciones

iniciales

&g 2
(z) = > s F() +S°F(z)uo(z)

32,'62_7' =1
0 =1
Vae(0) = 0.
Luego, por el Lema 3.2.4, %, no tiene ceros en B, para r > 0 indepen-
diente de F. Por otro lado, ya que para ¢ = 1,...,n cada %; satisface

que %;(0) = 0, [V@;(0)] = 1, de (2.1) y las cotas de los lemas 3.2.1
y 3.2.2 es facil ver que las funciones %; serdn uniformemente acotadas

T4z + - +anz,  ltaz o F oz, 1+ <z,8>°

F)s
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sobre subconjuntos compactos. Por lo tanto, la clase de funciones G
obtenidas con estas normalizaciones es normal en |z[ < rg con rg < 7,
entonces existe so > 0 tal que G(B7 ) D BZ. Como

- h i - fu -,
l—mfi——anfn  1-afi——tnfn
es holomorfs, y ademéds G = (ﬂ, ey }";) cubre una bola de radio sq,
se sigue que a2 + -+ + [aa]? < 3 Esto muestra que {Vup(0)] =

6
V@12 + - - - + |an|? esta acotado uniformemente, con lo que el teorema

queda establecido.

P=(

O
Teorema 3.2.2.
lordjF. < Y2 o,
donde Ay, = sup i QEP—(O)
* FeFay Oz )

Observacidn: Al igual que en una variable compleja, este teorema
establece una relacién entre la norma orden de la familia F,, y 1a norma
del operador Schwarziana, no concluyendo una relacién entre la norma
orden de cualquier familia linealmente invariante y la Schwarziana.

Demostracién: Sea F' una funcién holomorfa localmente univa-
lente en F,, de la ecuacién (3.13) se tiene que

DzF(O)('a ) = SF(O)('? ) - A(O)('? ) )

donde A(0) = (65‘%“;3(0))53- — (85%2(0));; . Asf, también tenemos que

n+1 . | fu.
B19  1aE) < EEsFO1+ Y 320,
k=1
por consiguiente obtenemos,
|Ord||Fy < n2+ ! o+ Aq-

0

Observacién: Como vimos en el Capitulo 2, podemos calcular para
n = 2, numéricamente que |SF3| = %(6 — 1). Pfaltzgraff y Suffridge
[23] mostraron que la norma orden de la familia linealmente invariante
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generada por Fj es igual a J. Entonces escogiendo § = ‘/TE @+ 1 se tiene
que '
ISFsl| =,

de donde F3 € F, y por lo tanto

V3

|Ord]F > S-a+1.

Z. Nehari [16], probé que si f pertenecia a la familia S de funciones
univalentes en D, entonces la norma de Sf estaba acotada por 6(ver
Teorema 1.6). El siguiente corolario muestra que este hecho no es cierto
en varias variables complejas.

Corolario 3.2.1. Para la familia S de funciones univalentes en B",
no existe o < oo tal que § C S,.

Demostracién: Si no, aplicando el teorema anterior se tiene que ord S <
00, lo cual es falso.
O

Este hecho nos muestra la naturaleza distinta de la familia de fun-
ciones univalentes en la bola unitaria en una y varias variables com-
plejas. En efecto, la familia de funciones S en una variable compleja es
una familia compacta, lo que no ocurre en més dimensiones complejas.

Corolario 3.2.2. Sea F una funcién convera normalizada en B2
Entonces para todo z € B2

NSF(z)| < ex,
donde agx = 3,0717.

Demostracién: Barnard, FitzGerald y Gong [1], dieron una estimacién
para el orden de la familia de funciones convexas normalizadas K (B2),

la cual viene dada por

g < ordK (B?) < 1,761.

Sabemos de la demostracién del teorema (3.14) y tomando norma Ea-
clideana de estos operadores, que denotaremos | |, tenemos que

ISF0)(@)] < [D*F(0)()] + |A(0)()].

Ast tomando supremo sobre todos los vectores #@ de largo Euclideano
1, obtenemos
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1{SF(O)l < |jor dHK(IBQ)+£ordK(B2)
~—]SF(0)| < 1+% 1,761,

como la métrica de Bergman en el origen satisface que ISF(O)]
v'3||SF{0)]}, podemos concluir que

4v2
SFO)| € —= + —2= - 1,761. = 3,0717.
ISEF(O) \/— 33
Sea F' € K(B?), entonces existe un automorfismo de la bola o tal
que
1SF(2)| = I SF(e(O) = |SF o a(0)]),
llamemos G = F o, luego G € K(B?) y usando el argumento anterior
se tiene lo deseado.

a

Cabe sefialar que el orden de K (B*) para n > 2 es desconocido, sin
embargo Liu [14] mostré una cota superior para el orden en cualquier

dimension. Més aun Barnard, FitzGerald y Gong conjeturaron que para
1
n> 2, ordK(B") = E— Sin embargo, esta conjetura es falsa, lo cual

fue mostrado por Pfaltzgraff y Suffridge [23].

Conjetura 3.2.1. |Ord|| o = Y22 a + 1.

Definicién 3.2.1. Sea F' € F, diremos que F es de orden extremal
pare F, si su orden es iguel al orden de la familia F,.

La funcién de Koebe es de orden extremal para la familia de fun-
ciones univalentes en el disco unitario. El que esta funcién no sea acota-
da es un hecho interesante que establecemos a continuacién para varias

variables.

Teorema 3.2.3. Sea F de orden extremal en la familia F,, entonces
existe {2,} € B con |z,] — 1 cuando n — oo, tal que

im |F(z,)| = 00
n—roQ

Demdstracién Sea F''=(fi,...,fa) = o —-) funcién de

(I
orden extremal y consideremos la funcién G = T o F donde T es una
transformacién de Mébius, dada por

_, h In
G"(1+6f1""’1+£f1)'




38 3. FAMILIA LINEALMENTE INVARIANTE(LIF) '

Notemos que S’F(z) = SG(z), G(0) = 0, DG(0) = Id y podemos
escribir que

(251 Un
G:(T,---,-:,
Up Up

donde 4y = ug + eu. Derivando con respecto a z y evaluando en el
origen, obtenemos que

Jily aun
— 0
5 0) = 52(0)+e
Por otro lado, no es dificil ver que
Du ~ O 2
6z1 ’rv,~{-lzazt§'z:J n—i—lordfa'

Si G fuera una funcién holomorfa en la bola, entonces G € F,, lo
cual por lo anterior contradice el hecho de que F es funcién de orden
extremal. Luego, debe existir puntos z. tal que 1+¢fi(z.) = 0, esto es,
fi(z) = —1/e. Es claro que [z:] = 1 cuando € — 0, lo que termina la

demostracion.
|

3.3. Una estimacién para A,

Como hemos mencionado, la norma orden de una L.LF. tiene impor-
tantes implicancias geométricas sobre la familia, tales como teoremas
de crecimiento y distorsién. Es por esto que estamos interesados en en-
contrar cotas sobre A, en términos de & y por consiguiente obteniendo
cotas sobre la norma orden de la familia F,. A partir de la demostracién
del Teorema 3.2.1 nos damos cuenta que debemos estimar el radio s,
de la bola cubierta por la funcién G considerada alli para estimar A,.
Recordemos que la funcién G(z) = (% (z),. . ¥.(z)) donde ug(z) son
un conjunto de soluciones linealmente mdepend1entes de (3.7) con las
condiciones iniciales ug(0) = 1, Vup(0) = 0 y us(0) = 0, |Vu;(0)| = 1,
para i = 1,...,n, la cual esta en F,. Entonces la funcmn o(z) =
(pa(), ..., on(x), u(z)) definida como en (3.8), satisface @’ = A - o.
Ademas la. matriz A = (ai;)(nt1)x(n+1) €sta dada por

SUF i<n,j=n+1

(Lij$4
1 i=n+l,7=1

L 0 i=n+lLl1<j<n+1
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Sea ¢r = Yp(l ~22) Y2 paratodo 2 < k <m, ¢y =Y y v =
u(l—z?) ' dedonde paral <k <n

(3.15) |
¢ = SLGH +SHCG(A -2+ -+ SHG(1 - m2)1/2¢,,, +S%G(1 -2V,
SLG
2 (—1_—1:’;2—)1—/2@ +S4Gea+ - + (SHG + s ))¢’k +- -+ S%Gn + SPGy,
1 2z
’ =
M s AR T A
Tomando ¢ = (¢, ..., dn,v), lo cual satisface la ecuacién lineal
qbf =B ¢: -

donde B es la matriz de los coeficientes del sistema anterior. Del Lema
3.2.1, podemos concluir que la norma Euclideana de la matriz B viene

dada por
1B < 3=

donde k& = 6(n,a) + 2, para el cual 6(n, a) — 0 cuando a — 0. Como
en la demostracién del Lema 3.2.4 obtenemos que la norma Euclideana

de ¢ es

(3.16) fo(z)ll < (1 +$) k/2 |
En paﬂrtiCﬂaI
lug(z)] < (1 —2?) (1 +i)k/2

aF .
y como ug = det 3 se sigue que

8F) (1- :L‘) T
det — 7T -
(32 (1+ )5
Para U(z) = |u(z)|, es claro que U satisface

/ /2 )
U+(1_$2)2 > T2 T ,  U(0) , U'(0) =1,
por lo tanto U > w para todo = < g, donde z; es el primer cero de w
quien es solucién de

C —\/n(n+1)a(1+$)k/2’ T.U(O)'"O, 'LU’(O):].

1’ -
v +(1—$2)2w 1—z? 1-z
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Entonces el primer cero de U ocurre después que zg y

mmnz“ﬁj(lﬁjwi'x<%.

1—-z2 \1+41z

Evidentemente no es facil obtener explicitamente la funcién w(z),
sin embargo para « dado, uno puede ser calculada numéricamente y
encontrar una cota inferior para la funcién G. Con el objetivo de en-
~ contrar cotas explicitas mostraremos una manera sencilla para obtener
algunas cotas de manera analitica.

A partir de la ecuacién (3.10) tenemos que U satisface
U" > —|Shpr + - + Stion + SPyu]
y usando (3.16) se obtiene

kj2
) . U©0) =0, U"(0) =1,

(3.17) U > M (1—!-:1:

1—z2\1—-2

donde M = y/n(n + 1) a2 + ¢ lo cual tiende a cero cuano a tiende a
cero. Entonces U > y donde y es solucién de
M (1 +z

1-z2\1l—-z

Y =

Integrando obtenemos que

k2
) . 5(0)=0,y/(0) =1.

(3.18) | ﬂ@#%ﬂf%(

1+=x k/2
1——3:) ’

entonces y' = 0 para z, tal que

por lo que y(z,) es el valor méximo de y. De (3.18) tenemos que

. M M 2k/2
/

> 2 -

vz gty asan

y nuevarmnente integrando se sigue que
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donde

k/2+1
)= - e 2

Faopd e

M 2&/2+1
k(k—1)

y usando (3.16) se tiene que

(3.19) 6 > 2

(1 + z)k/2+r "

Por lo tanto G(B7 ) cubre una bola de radio sy > s, > 0, donde s,
esta dado por _

o(2a)

Sa = Wz )bl2

Ahora, consideremos una funcién holomorfa F € F,, asociada a la fun-
cién G como en la demostracién del Teorema 3.2.1. De (3.19) podemos
concluir que




CAPITULO 4

Criterios de univalencia en C"

4.1. Introduccién

Es bien conocido que la derivada Schwarziana en una variable com-
pleja ha jugadoe un rol importante en el desarrollo de criterios de univa-
lencia para funciones localmente inyectivas. Criterios cldsicos son [6],
[16], [17],[18],[24] y otros. Algunos de estos han usado la fuerte relacién
que existe entre las funciones f con Sf = 2p y la ecuacién v” +pu =0
de la cual se obtiene que f = u/v donde u y v son dos soluciones li-
nealmente independientes y donde (f *)~'/? es siempre solucién. A esto
se agrega que una funcién f = u/v definida en £ un dominio simple-
mente conexo seré globalmente univalente si y sélo si toda solucién de
la ecuacién u” + pu = 0 no tiene més de un cero en (), aiin cuanto
las técnicas usadas para demostrar los criterios de umvalenma. en una

variable compleja son variadas.

Hay muchos resultados en la teoria de funciones univalentes en una
variable compleja que no se han podido extender a C* de manera satis-
factoria tales como criterios de univalencia, extensiones quasiconformes,
entre otros. Los coeficientes Sfjfj del sistema lineal asociado al operador
Schwarziano aparecen junto a la derivada de primer orden de las solu-
ciones u. Esto marca una diferencia estructural comparado con el caso

- de una variable compleja y la ecuacién v” 4+ pu = 0.

En este capitulo probaremos que ciertas cotas sobre los coeficientes
S" F y 5% F son condiciones suficientes para la univalencia de funciones
holomorfas localmente univalentes en B". Cabe sefialar que las cotas
antes mencionadas varian segiin el punto z € B™. Por otro lado probare-
mos gue cotas uniformes apropiadas sobre los coeficientes SO S° F
son condiciones suficientes para la univalencia de func1ones deﬁmda
sobre cualquier dominio convexo en C*, donde las cotas dependen del
diametro de dicho dominio en directa analogia con el criterio obtenido
por Z. Nehari [16]. Las técnicas usadas se basan en la relacién direc-
ta que existe entre las derivadas Schwarzianas de F' y el sistema (2.1)

43
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donde el teorema de comparacién de Sturm juega un papel preponder-
ante. '

Consideremos F' una funcién holomorfa y localmente univalente en
un dominio £ C C" y estamos interesados en encontrar condiciones
suficientes para garantizar la univalencia de funciones localmente in-
yectivas. Existen algunos resultados sobre criterios de univalenca en
€, [8],[15] ademds de la generalizacién del criterio de Becker [2] al
caso de varias variables complejas, el cual fue obtenido por Pfaltzgraff -
[21). Presentamos este criterio de univalencia sin demostracién

Teorema 4.1.1. Sea F : B® — C" una funcién localmente biholo-
morfa normalizada tal que ' :

(1= [ePDF () D*F(2)(z, ) <1, zeB"™
Entonces F es univalente en B™.

La demostracién de este Teorema esta basado en la contruccién de
una cadena de Loewner en la cual F es el elemento inicial resultando

ser univalente.

Nos enfocarémos a estudiar la univalencia de funciones definidas
sobre B", aun cuando ciertos criterios se podrian extender al polidisco
P" ya que del hecho de que los automorfismos de B™ resultan ser las
transformaciones de Mébius. Estos resultados pueden no ser ciertos en
otros dominios de C” para los cuales su grupo de automorfismos no
sean las transformaciones de Mdobius. Para esto necesitaremos algunas
definiciones y resultados clésicos de la teorfa de funciones holomorfas
en C", los que detallamos a continuacién.

Sea U el conjunto de transformaciones unitarias de C”. Si ) es un
dominio en C" sea

Aut(Q) = {o: 2 — Q: ¢ biholomorfa de Q en sf mismo}

denctando el grupo de automorfismos de Q. Si Q = B" es bien conocido
que Aut(B™) es un grupo transitivo, esto es para todo z y w en B" existe
un automorfismo o tal que o(z) = w.

Teorema 4.1.2. Salvo multiplicacidn por una transformacion uni-
taria, Aut(B"®) consiste de mapeos

z

(4.1) Ba{2) = T, (rr%) , 2€B* acB”,
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donde To = Id y para a # 0, T, es el operador lineal dado por

To(z) = Ma«{— 5.2, z€C"

= /1 — |a|?. Esto es,

Aut(B) ={V@,:a €B", Vell={aW: becB", W e l}.

Algunas propiedades bésicas de mapeos en Aut(B"), estan descritas
a continuacién. Ver [9],[7],(28].

Lema 4.1.1. Sea a € B" y sea ¢, dada por la ecuacién (4.1). En-
tonces

(i) dala) = 0. 21 )
(@) 1- )P = EEE ) e

(iii) @;(2) = ¢-4(2),2z € B™

(iv) ¢a se extiende a un homeomorfismo de B sobre B™.

(v) si € Aut(B") y a = ¢1(0), entonces

r P 1ntl
Jo(2)] = | —r—r , zeB™
I 11’( )' _Il— _(Z;G)L
Mds ann,
_ SRS
_ (1=l n
@l = || 2eB”

4.2, Criterios de univalencia

Con el objetivo de lograr criterios de univalencia usando compara-
cién de soluciones de ecuaciones diferenciales, establecemos el siguiente
lema, el cual es de facil demostracién pero de gran ayuda.

Lema 4.2.1. Sea F : 2 —+ C" holomorfae, localmente univalente en
1, entonces F' es globalmente univalente en 0 si y solo si el sistema
2.1 con SEF = P no admite n soluciones linealmente independientes
con mas de un cere comun en .
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Demostracién: Supongamos que F no es globalmente univalente en Q,

por consiguiente existen z, w € ( tales que F(z) = F(w) = (a,...,an).

Sabemos que F = (ﬂ, . -ZE), donde u; con i = 0,1,...,n son solu-
Ug 0

ciones linealmente independientes de (2.1). Consideremos v; = Ui — g

con i = 1,...,n soluciones de (2.1} tales que para cada i se tiene que

vi(2) = 0 = v;(w), obteniendose una contradiccién.

Reciprocamente, supongamos que F es univalente ¥ existen u; con
¢ = 1,...,n soluciones linealmente independientes de (2.1) tales que
para cada ¢ se tiene que u;(2) = u;(w) = 0 donde z,w € €. Sea u
solucién de (2.1) tal que up, uy,. .., u, son linealmente independientes.

u
Consideremos G = (gi, ey ;’3), donde G(2) = G{w) = 0, pero SEG =
_ 0 D
SEF y por lo tanto F = T o G para alguna transformacién de Mobius
T. Luego F no es univalente en 2 lo cual contradice Ia hipétesis.

|

Teorema 4.2.1. Sea Q C C" dominio convero de diametro Py
F :Q — C" una funcidn holomorfa localmente univalente tal que

|SEF(2)] < k and [SYF(2)] < 8. Entonces si § < (T—2%

- kne = 312 257 1
= == /2
valente en (2, donde sen ¢ = y C = p[n°k*+n?5% +1])1/2,

12, F es uni-

Demostracién: Debido al Lema 4.2.1 probaremos que el sistema
2.1 con PE = SEF no admite n soluciones linealmente independientes
con mds de un cero comiin. Sean uy, . . ., u, soluciones linealmente inde-
pendientes del sistema con u1(z) = - -+ = u,(2;) = 0. Probaremos que
no hay otro cero comin. Sea z; otro punto cualquiera en 2. Después
de rotar el dominio, podemos suponer sin pérdidad de generalidad, que
el segmento lineal que une 2z con 2z; es un miltiplo real del vector
(1,0,...,0). Debido a que u4,...,u, son linealmente independientes,
Pero con un cero comtn en z;, por unicidad de soluciones sus gradientes
en z; deben ser linealmente independientes. Por ende, una combinacidn
adecnada de ellas produce una solucién u del sistema con w(z) =0y .
Vu(z) = (1,0,...,0). Sea 2(s) la arcoparametrizacién del segmen-
to [z1, 2] con 2(0) = z;. Consideremos u(s) = u(2(s)), obteniendose
u' = Vu - 2"y un cdlculo directo muestra que '

n

u’ = SIF(z')gg— +--+ S”F(Z')Z?; + S°F ().
1
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Sea U?(s) = |u(s)|?, de donde se tiene que UU’ = Re{u'a} por lo
tanto U"U > Re{u"u}, entonces

Su ou
" _ ot n e ) 0 ;

v’ > [SF(Z)821 o+ S"F(z )8 ISF(z)I
Ahoraestudiaremo (s)). SeaH(.s) (%(z(s)),...,%(z(s)),u(s)) =
(b1y--.,6n,1), entonces '

6{ = V&L;-z’

& -

= Y (SLFo +-- + SLFO, + S%F u)a;

=281Fa381+ Z " Fa;0, +Z oF aju
j=1

donde 2/ = (ay,...,a,). Luego_reescriblendo este sistema en términos
matriciales, se obtiene & = A - 6 donde A = (a;;) es la matriz de los
coeficientes dada por

f =
D ShFa; i,k<n

aik=J Zn:Sijaj t<n,k=n+1

7=1 :
ax t=n+1,k<n
0 it=k=n+1

\
Asi, claramente se muestra que su norma Fuclideana satisface

Al < (n®k? + 22 F 1)V,

Consideremos la funcién real f definida por f? = [}, de lo cual,
derivando se tiene que ff’ = 0-8' = 6- A(9), entonces ff' < || AlJi8]>.

Esto es {c— < |[All, ya que f{0) =1 e integrando tenemos que

F< / " Al g
0

luego [8] < €, donde C = p[n®k? + n232 + 1]%2. De lo que se deduce
que

(l f2)+ +l F+lul2)1’2<e
Asi,
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U” > —kne® — U,
pero por Lema 3.2.3 se prueba que U > y la cual es solucién de
y'+8y=~kne® y(0) = 0,/(0) =(0),
por lo que estudiaremos los ceros de ésta funcién. Sabemos que la solu-
cién y viene dada por

kne€

kne®
) )

cos(Viz) + 71-3 sin(Véz) — .

kne®

Haciendo sin ¢ = ————— tenemos que
b= T d

2032 20 c
vle) = S sin(vBa + ) - F1C,

la cual se anula en z = 0 y cuando \/Sa:+¢a =n—¢, esdecirz = T :/32?5_

Luego
m— 2¢

V2]

de lo cual el teorema queda demostrado.

p<

O

Corolario 4.2.1. Sea F : B" — C* una funcién holomorfa y lo-
calmente univalente tol que [SEF| < k y [SSF| < 8. §i 6 < (5 - ¢)?
o
entonces F' es univalente en B*. Donde seng = _ﬁe__ yC =
2[n3k? + n26% 4 1J1/2.

Teorema 4.2.2. Sea F € F, tal que

— 1 bR ’C
(4.2) e (@)'S°P(2)(p)| < T

-5 2y/n(n+1) 2+n++/n)a+(n+1)k < 1, entonces F es univalente
en B™. :

Demostracién: Sean v1,1, € B" tales que F(y) = F(ip). Co
mo las derivadas Schwarzianas son invariantes bajo composicién por la
izquierda por una transformacién de Mébius, podemos asumir que el
valor comiin es 0. Ademds sabemos que F, y (4.2) son invariantes bajo
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rotaciones, podemos asumir que vy = (21, Wg, ..., 0) y v2 = (w1, wp, ..., 0).
Consideremos la funcién de Mobius dada por

T(z) = (z“/l —jwol? zm+we 2z34/1—jwol? Za/1 — |w0|2)

1+Weza ~1+wWoz I 4 Wyze e 1+ Wz
Esta transformacién lleva el plano (£,0, ..., 0) en los puntos de la forma
(2,0,0,...,0), luego existen & y & tales que T(&,0,...,0) = 1y ¥
T(&,0,...,0) = 1e. Por otro lado existe una tinica curva geodésica -y

que une estos puntos y nuevamente por la inavrianza bajo rotaciones
de la bola, podemos asumir que <y es simétrica con respecto al eje
imaginario del plano (£,0,...,0). Sea ¢ un automorfismo de la bola de

la forma
y ’ [—
) (z1+zp 21 pz) ’

1 —z'pzl’ 1 -—z'pz1

donde 2’ = (0, 23,...,2,) ¥ p es la distancia Euclideana mfnima entre
el origen y v. Esta transformacién lleva el gje real (x,0,...,0) en v, de
lo cual existen z; < 1y 3 < 1 tales que o(z4,0,...,0) = (£,0,...,0)
y o{(z2,0,...,0={(&,0,...,0). De acuerdo a esto consideremos la fun-

ctén holomorfa
G=FoToRogo,

donde R es una rotacién en el plano (£,0,...,0).
Usando Proposicién 2.2.2 se tiene que
1 oy
ShG(z) = Slel(f)(o'i(x))zl‘*‘ ESilG(z)?é(—T) :
z-+1ip
1—ipz’
ShF(€) = ShFa(y)(R'(6))*,
donde F; = FoT y R(€§) = y. Asi

donde Fy = FoTo R o(z) =€y on{x) = Luego

S6(e) = [SLABGEFE] (AP + 35h60 D @)
como F; = F o T tenemos que
S6(2) = [SAP)(1 - hunf) ~ ToShE)] (ROF (o 0)P+55560) B 2),

donde T{y) = v. Entonces

k o 1 o7
IShG(2)] < I—_,—V,;(l—lwol'“’)loﬁl2+lwolrSi“’le(y)lIallz+-2~|,5hG(w)H;}—(z)l-
. _ ’ 1
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Pero, por Lema 4.1.1. tenemos
- =1~ TP = (1 fwol’)(1 - [y]?) = (1 = Jwo?)(1 — |o(2)P),

y usando Lema 3.2.1 se tiene

0 k(1 — |wol?)|of? Vi+la 0 \/n+laa
Sat@ls g =T L= lo@P M T @l T I

como |o’( [a(:c)l"' d 2 b
z)| = 1_ y usando que p? + Jwp]? < 1 obtenemos
k vr+la vn4+la k+2v/n+1a
<
(4. 3) |51.G(=)] < = Q-2 1—g2 — (I—gz2)32

Ansdlogamente, podemos mostar que

150Gz ),<k+4\/n(n+1a

En consecuencia y debido al Lema 4.2.1 basta estudiar los ceros
de la funcién u(z) = u(z,0,...,0) con z real la cual es solucién del
sisterna (2.1} con P = SEG. Entonces

(4.4)

u” = S]]:]_GISO]. + Pt + S{‘]_G(Pn + S%_’U,

(45) ’ 1 0

@k = Slth,01+"~+SI'kG(,0n+Slku, k=1,...,n,
donde gi(z) = %—(w, 0,...,0). Igual que antes, consideremos el vector
 como k

= (()011"-7(Pn:u)
de donde obtenemos que el sistetna antes descrito, se puede reescribir
de la forma

90’ = A @, .
donde la matriz de los coeficientes A = (a.;;) viene dada por
JS%?igmj=n+1

a,-j =
1 i=n+1,7=1

L O t=n+1,1<j<n+1

Llamaremos a t = (1 — 22)~Y/2, para todo 1 < k < n, 9, =
y v = u(1 ~ z2)~1/? teniendose el sistema con 1 < k< n
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u = SuG'ﬁbl + Sflc(l — I2)1/2¢2 +-+ SLG(Q - $2)1]2¢
+5HG(1 -2,

SLG

(46) Y = (1 2)1/2’¢1+S%kG¢2+"'+(S{CkG+ Ty

-+ SlkG¢ﬂ + Sng'U N
) s
e AR N

Sea ¥ = (1, . .., %, v), lo cual satisface la ecuacién lineal
"pl = B - 1/)?
donde B es la matriz de los coeficientes del sistema anterior. Considere

la funcién real f(z) de modo que f(z)? = ||1(z)}|>. Por lo que derivando
con respecto a z, se tiene que ff’ =1 - By, entonces

FE < Bl < ) BI1f2,
se sigue que ’
AGHEOE

Por Lema 3.2.1, ecuaciones {4.3) y (4.4) podemos concluir que
T + 1
1-—z? 1— z?

donde § = (n/2)(k +4y/n + 1). Por consiguiente

)%
(4.7) J@) < f (0)(1—(}{—25&)7% -

Ahora nuestro objetivo ahora sera, estudiar los ceros de la funcién wu,
con u(0) = 1 y Vu(0) = 0, para lo cual estudiaremos los ceros de la
funcién real U{z) tal que U? = |u|? = u% y usando técnicas de com-
paracién de Sturm con una ecuacién homogenea adecuada probaremos
que U no puede tener mas de un cero, obteniendose una contradiccién.

Derivando obtenemos que 2UU’ = 2Re{u'u}, entonces (U")2 +
UU” = Re{u'u} + |[v'[?, de esto se tiene que U"U > Re{u"a} por
lo que

)

26
IB@)] < o +

Re{(S4,Gir + -+ - + 7, Gpp + 8%, Gu)T}
Re{(S4,Gy1+ -+ S1Gn)a} + Re{SO, QU2
- ’SIIIG‘PI +ee ?1G‘Pn| U-— IS?1G| U2,

U!!
(4.8)

vV IV LV
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Ademds como f(0) = 1 y usando (4.3) y (4.7) establecemos que

e ( k N 2¢/n(n+1) a) Us (1 +2)*/nln+ l)a.

1—22 ' (1—z2)2 (1= 2345

Por Lema 3.2.3 U > W hasia el primer cero de W, donde W es solucién

de :
W”+( k +2 n(n-{-l)a)W=__(1+x)25\/n(n+1)a

1—-2z2 (1 — z2)3/2 (1 — x2)3/2+6 ’

la cual tiene ceros después de w solucién de

¢ 1+ /nn+1)a
(1-— x2)2w - (1 — x2)3/2+8
donde t =k +2¢/n{n+1)a. Yaquet <1 existe t < ¢ < 1, entonces
sea y solucion de la ecuacién homogenea

t
V' ey =

w” +

con y{0) =1y 3/(0) = 0, que esta dada por
y(@) = 50— V2 [+ 2 4 (1 - 2],

donde ¥ = 1/2y/1 — ', Un célculo directo muestra que y satisface

_ [T+ (1 —2)]
(1 _ .'172)2 - (1 — I2)3/2+~y .

Escogiendo t’ tal que
2va(n+la+t<t' <1-n{t+2vVn+1a),

concluimos que y > w y como y no se anula en 0 < z < 1 se tiene
que U no se anula en 0 < z < 1. Ademds por Lema 3.2.3 cualquier
otra solucién linealmente independiente de u, por el mismo anilisis
se comparara con la solucién y respectiva la cual no tiene més de un
cero por lo expuesto anteriormente. Concluyéndose que la funcién F es’
univalente.

yﬂ' +

W

Propdsicién 42.1. Sea F € F,, entonces existe t, > 0 tal que F
es unwalente en la bola de la métrica de Bergman B(z,1,), para todo

z € B™
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Demostracién: Sabemos que F = ( oy Z—:), donde u con k =,
0,1,...,n son soluciones linealmente independientes del sistema (2.1)

con F;’;- = SfJ Como F, es una familia linealmente invariante, basta
demostrar que F' es univalente en la bola centrada en el origen y por
Lema 4.2.1 estudiaremos los ceros de estas funciones sobre la recta
(z,0,...,0) con 0 < z < 1. Al igual que antes, consideraremos u(z) =
u(z,0,...,0) solucién del sistema (4.5) y como F(0) =0y DF(0) = Id,
se tiene que u(0) = 0 y u/(0) = 1. Por ecuacién (4.6) tenemos que
U(z) = |u(z)| satisface
k/2

_H*c__“UZH«‘/n(n-i-l)a(I-!-ﬂ:) ) =0,U0) = 1,
(1 -x2)2 1-2? 1-z

donde k/(1 — z*) = || B} con B la matriz definida por los coeficientes
del sistema (4.6). Usando el Lema 3.2.3 se tiene que U{z) > y(z) hasta
el primer cero z, de y(z) la cual es la solucién de

‘\/'HTL (8] x k/2 -
(nt1) (H') ,  (0) =0,7'(0) = 1.

(1*2:2)29':" 1—-z? 11—z B

De lo cual se obtiene que u # 0 en 0 < T < z, y consecuentemente F'
es univalente en la bola de Bergman centrada en el origen y radio r,

dado por

Uﬁ +

y” +

vn+1 1+z,
Toq = log .
4 11—z,

i

Observacién: Del sistema 4.6 y la ecuacién (4.7) podemos concluir
que la funcién real U(z) antes definida satisface

U”>-- M (l-f'(L'

T o l-z?2\1-z
donde M = /n{n+1)a?+ 2 Luego U > w hasta el primer cero de
w solucién de :

k/2
) , U(0)y=0,U'(0)=1,

w' = _—

1—22\1—-2zx

Es claro que el primer cero de w es antes que z,, e integrando se obtiene
que

1 k/2
" M (“’) . w(0)=0,u/(0) =1.

w'(:c)=-ﬁf+1—%(

k k

1+z k/2
1—3:) ’
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y w'(zp) = 0 donde zq satisface
1+ 70 \*? k
(1 isr:Z) =1+ M’
el cual es punto méximo de w y U(zo) > w(zs) > 0, luego
. \/n+110g(1 +:c0) _ ‘/"+110g(1+ﬁ)
4 11—z 2k M)’
por consigniente

> e
To = ok 1+M

lo cual tiende a infinito cuando « tiende a cero, ya que k = 2+ d(n, a)
con d{n,a) - 0y M — 0 cuando @ — 0.

@log( k),

Por otro lado, evidentemente el primer cero de U es antes que el
primer cero de v solucién de la ecuacién homogenea

v + "("i'"_—'c—'xz')—é' v = 0, ‘U(O) = 0, 'U’(U) = ].,

que esta dada de manera explicita por, ver [12].

v(z) = VI—Z2sen (mlog (1 J”“")) Ce>1

2 1—-=z

de donde se tiene que

< vr+ia
T Je—=12

Pero si ¢ < 1 es bien conocido que el primer cero de v ocurre en x = 1.




CAPITULO 5
Superficies Minimas.

Sea F una funcién holomorfa localmente univalente en B?. Hemos
visto que el estudio de la univalencia de la funcién F, se puede reducir
a probar si existen dos puntos tales que F = (f, g} = (0,0). Es por esto
que estudiaremos las superficies

Xr={(z,w) €B: f(z,w) =0}

B, ={(zw) €B: g(z, w)7= 0}.

5.1. Superficies Minimas y derivadas Schwarzianas
De capitulos anteriores sabemos que F = (f,g) con f = i y
: up

g = u—v—, donde u,v y up son soluciones linealmente independientes de

0
(2.1) con P} = SEF, por lo que

2_f=213 y Eg=zv-

Haremos el anAlisis con una de ellas, digamos ¥ = ¥,,. Al ser la superfi-
cie de nivel de una funcién holomorfa, X, es una superficie (minima) de
dimensién dos en R*. De hecho, en este caso, es regular, en el sentido de

que en cualquiera de sus puntos el gradiente complejo (u., u,,) no puede
anularse, de lo contrario, u = 0 por ser solucién del sistema lineal. Esto

permite describir X, localmente por funciones regulares w = w(z) o
z = z{w). '

Sean V y V las respectivas derivadas covariantes euclidenas en R* y
Y. Sean X, Y vectores tangentes a X. La aplicacién bilineal simétrica

B dada por
' B(X,Y)=VxY —VxY

define a la segunda forma fundamental de X.

Seap € X yii € (T,5f)*, donde T,Z; y (T,5;)* denotan respecti-
- vamente el espacio tangente a ¥ en p y su complemento ortogonal. El

53
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mapeo H, : T,X; x T, 37 — R dado por
| H.(X,Y)=(B(X,Y),n) ,X,YeTx,

es una forma bilineal simétrica.

Definicién 5.1.1. La forma cuadrdtice 11, definida sobre Tp%; por

TL(X) = Ho(X, X)

es llamada la sequnda formd fundamental de f en p a lo largo del vector
normal 7.

Observe que el mapeo bilineal H,, estd asociado al operador lineal
autoadjunto S, : T,X — T,X definido por

(Sn(X),Y) = Ho(X,Y) = (B(X,Y),7i)

para cada 7i € (T,2)1. Podemos escribir que

B(z,y) = (Sa(@), )7 + (Sm(@), Y17,
donde 7, 77 es una base ortonormal deT, Y. Adem4s existe una base de .
vectores propios tal que det(S,) = oy donde oy, oy son los valores
propios respectivos. Andlogamente det(S,,) = ;5. Como X es super-
ficie minima tenemos que para todo 7 € (T,X)" la traza de S, es cero.
Por lo tanto det(S,) = —af y det(S,) = —52.

Sea z,y € T,Xy, se tiene que Kx,(z,y) = K(z,y), la curvatura de
la superficie ¥y, de donde tenemos que

K(z,y) = (B(z,2), Bly,)) — |B(z,y)I".

Supongamos que f,,(0) # 0 luego existe una funcién ¢ holomorfa tal
que (z) = (2, ¢(2)) es una parametrizacién de ¥, cercana al origen.
Asf facilmente tenemos que

(5.1) K= Ks, = —(—1—2}%2-5;.

Como s es minima

con lo que establecemos el siguiente resultado

2|¢ulz _ 3
(5'2) _W - IB(:B: :1’,‘)|2 lB(E,y)l2




5.1. SUPERFICIES MINIMAS Y DERIVADAS SCHWARZIANAS 57
. Sea v :[0,!] = Kx una geodesica. Consideremos 7" un campo vectorial
tangente a la geodesica. Por lo tanto VT = 0, luego

VrT = VT + B(T,T)

de donde se tiene qﬁe

- VT = B(T, T)

y por consiguiente
k| = | B(T, )|,

donde k. es la curvatura excéntrica de la geodésica 7.

Lema 5.1.1.
ke(7) < a2 + £2.

Demostracién:Por {5.2)tenemos que

1712
_.ﬁ% = (B(z,z), B{y,y)) — |B(z,y)|?

9 12
"Zl_jtl‘ip_!i‘i")? = det(S,)+ det(S,,)

2 ¢H2
“wr = A

Pero
B(T,T)= (SH(T), T)n + (Sm(T)s T)m:

entonces se tiene que

BT, T = [(Su(T), TH + |(Sm(T), T)I?
< d+4

|B(T,T)* < —Kg.

Teorema 5.1.1. Sea v un geodésica en Xy, entonces
k()| < V2ISF(2)).

Demostracién:Ya que 5; = 5, basta con estudiar ésta superficie.
Supongamos que u, # 0, entonces existe una funcién holomorfa z =
¢(w) tal que parametriza a X,. O sea u(¢(w), w) = 0. Luego derivando
esta 1ltima expresién tenemos que "

Uy +u, ¢ =0,
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asi que derivando nuevamente establecemos que
U + 2tz + Uzo(¢) + 18" =0,

de donde
'”uz¢” = Uy + 2ﬂzw¢' + U,z (¢’)2
g = Y+ 20 s (¢)?
) uZ . b
es decir
63 g Hosulg1)
Sea o = (¢,1) de (5.1) y (5.3) podemos afirm
I C ) e
[¢”| Hess u(%)
—~Ky = 2 = 3"
2= mprE T Vi)
_ v (Hess u)v B Hess u(7)
BT e 7
Juz|? : ||
: v {Hessu)v Hess u(7)
= PRl LA SN ika el
ey 5 T
1223

Por otra parte u es solucién de (2.1), luego restringiendo u a la
geodésica -y obtenemos
&2 2 8
Ly spl

62.'1' sz - pary BZ;

claramente se deduce que

1
Hessu:(SF)-V'u.

S*F

de donde v*(Hessu)v = SF(v) - Vu, entonces

|Hess u{%)]
(V|
Luego del lema(5.1.1) concluimos que

lke(7)] < V2|SF(v)].

(5.4) < |SF()|.
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