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Resumen

El objetivo de esta tesis es establecer una nocién de algebrizabilidad de una
16gica sin requerir su estructuralidad. Para ello se extienden las nociones habi-
tuales de Légica Algebraica Abstracta a generalizaciones de légicas y matrices,
en sentido de estructuralidad, de multi-dimensionalidad, de deduccién infini-
taria, y de sistemas de clausura. Se obtuvo una generalizacion del proceso de
algebrizacién cercana a lo habitual, y como consecuencia adicional se tiene una
unificacién de distintas versiones de Légica Algebraica Abstracta.



Capitulo 1

Introduccidon

En esta tesis se extienden los conceptos bdsicos de Ldgica Algebraica Abs-
tracta (AAL) debilitando la condicién de estructuralidad que ella impone a una
I6gica para considerar su algebrizabilidad. Légicas no estructurales como las
Légicas Anotadas (ver [17]) no pueden ser directamente estudiadas por AAL,
aunque fueron estudiadas indirectamente por R. Lewin, I. Mikenberg, y M. G.
Schwarze en [19] por medio de légicas estructurales deductivamente equivalen-
tes a las Légicas Anotadas originales. No es claro el rango de aplicacién de ese
método.

El concepto de légica proposicional usado aqui extiende al de sistema k-
deductivo {1 < k < w) presentado en [4] por W. Blok vy D. Pigozzi, al eliminar
estructuralidad y finitud de su definicién, Para evitar confusién con 1a nomen-
clatura tradicional tales extensiones son llamadas sistemas proposicionales.

Los objetos basicos usados son triples formados por un dlgebra A, un sistema
de clausura de conjuntos de k-tuplas de elementos de | Al, y un subconjunto de
los homomorfismos del algebra de férmulas del sistema proposicional en A.
Tales triples, llamados HR*-14gicas abstractas, permiten considerar al sistema
proposicional como uno de ellos, de manera anziféga, al caso &k = 1 estructural
y finitario estudiado por J. M. Font y R. Jansana en [14]. Pero ademis las
HR*-14gicas abstractas determinan, de ‘manera natural, una semantica que bajo
ciertas restricciones es analoga a Ia_de los modelos sobre {0gicas abstractas de

- Font y Jansana; en particular todo sistema proposicional es completo respecto

de tal semdantica. Mds aun, al considerar sistemas proposicionales estructurales,
finites, y con k& = 1, los modelos Tlenos reducidos de Font y Jansana para él son
esencialmente modelos restringidos en el sentido aqud propuesto, y el sistema es
completo respecto de sus modelos llenos reducidos. -

Una consecuencia de ello es que considerando sistemas estructurales y finita-
rios se obtiene una semdntica basada en sistemas de clausura para todo sistema,
k-deductivo de [4]; en ese trabajo, y en 2], Blok y Pigozzi usan matrices para
Su semantica. :

La definicién que se da de equivalencia entre sistemas proposicionales cuales-
quiera (sobre el mismo lenguaje) presenta consecuencias anélogas a las obtenidas
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

por Blok y Pigozzi en [2], que se extienden a los modelos restringidos de ambos
sistemas. En particular si un sistema proposicional & es equivalente con un
sistema proposicional de congruencias, es decir, un sistema proposicional sobre
pares ordenados cuyas teorias {elementos del sistema de clausura) son congruen-
cias del dlgebra de férmulas. entonces todo modelo restringido del sistema de
congruencias tiene como sistema de clausura a las congruencias de Lesbnitz de
un modelo restringido de § sobre la misma &lgebra y con el mismo conjunto de
homomorfismos ascciado. En ese caso el operador de Leibnitz en cada modelo
restringido de $ es inyective, continuo por intersecciones arbitrarias, v conmuta
por preimagen con un subconjunto de los endomorfismos del dlgebra del modelo,
determinado por los homomorfismos asociados &l modelo.

Considerando lo anterior, ¢l desarrollo de la tesis preserva como concepto
basico de algebrizabilidad la equivalencia entre un sistema proposicional § y
un ststema proposicional de congruencias, sitnacion en la que S se dice HR-
algebrizable. Las consecuencias de HR-algebrizabilidad son andlogas a las con-
secuenciag de algebrizabilidad, y todo sistema estructural, reinterpretado como
légica proposicional (en nomenclatura tradicional), es HR-algebrizable si y sélo
si es algebrizable, y si ¥ = 1 y el sistema es ademais finitario, entonces sus
modelos restringidos son reinterpretables como los modelos Henos {reducidos)
de Font y Jansana en [14]. Lo anterior permite establecer la nocién de HR-
algebrizabilidad como una generalizacién de algebrizabilidad, tanto en lo que
toca a estructuralidad como en lo que toca a finitud.

Finalmente, las Logicas Anotadas son HR-algebrizables basicamente del mis-
mo modo en que lo son las versiones estructurales estudiadas en [19] y, al igual
que en ese trabajo, las Logicas Anotadas finitarias revinen las mejores carac-
teristicas para su estudio “algebraico”.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Operadores de clausura y sistemas de clau-
sura.

Un operador de clausura sobre un conjunto no vacio 4 es una aplicacién
Ca : P{A) = P(A), que si no hay ambiguedad se denota por ', tal que para
todos B y 1 subconjuntos de A se cumple:

1. BCC(B)
2. D C B implica C(D) C (B)
3. C(C(B)}CC(B)

4. El operador es algebraico (o también finitario) si ademas cumple: C(B) =
(H{C(By) : By C B con By finito }
* s
Para A conjunto no vacio, una familia €4 de subconjuntos de A es un sisterna

de clausura sobre A, v si no hay ambiguedad se denota por C, si 4] € C y C es
cerrado bajo intersecciones arbitrarias. Una Tamilia (T;)ic; de subconjuntos de
A es dirigida si para todos i,j € I existe k € [ tal que T; UT; C T}. Entonces,
un sistema dé clausura es inductivo si |J;o; T; C C para toda familia dirigida
(T)ier. .
Si {C; : ieT } es una familia de sistemas de clausura sobre el mismo -
conjunto, se dice que C es el sistema de clausura generado por tal familia si es
el menor sistema de clausura tal que U ; e 1 Ci € C. En tal caso, se cumple que
I' € C st y sélo si existe {I‘i el; 1€ I} tal que T =fﬂ ierli

1. SiC es un sistema de clausura (indﬁ'ctivo) sobre A, entonces el operador
C' definido por C(B) =(\{D € C: BC D}, B C A, es mn operador de
clausura (algebraico) sobre A.
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2.2.

Un lenguaje proposicional Fm es un &lgebra totalmente libre con infinitos
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Si ' es un operador de clausura (algebraico) sobre A, entonces la familia
C de subconjuntos de A definida por T € C si y s6lo si C(B) = B, B C 4,
es un sistema de clausura sobre A (resp. inductivo).

Légicas, matrices y ldgicas abstractas.

gereradores, llamados dtomos 0 también variebles. El conjunto de los dtomos
de #Fm se denota por At, a las operaciones se les denomina conectivos, y los
elementos de Fm son llamados férmulas.

Una sustitucidn es un homomorfismo ¢ € Hom(Fm, Fm), y es dnivoca-

mente determinada por su restriccién a Af.

Una relacién F 3 € P(Fm) x Fm es una relacion de consecuencie en Fm

si para todo TUX U {¢} C Fm:

1.
2.

Siw €T, entonces I F gy 0.
FrFgmypy ' C X implican ¥ F gy .
PFgmy@y ZFgm ¥ para todo v € I’ implican & F gm ¢

La relacién es finitaria si cumple: T' + 5, » implica que existe un conjunto
finito ¥ C T tal que % F g .

Una sustitucién o es compatible con la relacién si cumple: T' - g o implica
ol F zm o{e)-
La relacién de consecuencia es estructural si toda sustitucién es compati-

ble con ella.

Si Fm es claro segiin el contexto, - 3 se denota simplemente por .

aa®

Sea C' un operador de clausura sobre Fm

1.

2.

1.

2.

Ura sustitucidn ¢ es compatible con C si para todo Fu{p} C Fm se
tiene: ¢ € C(T'} implica o{yp) € C(o[T7]).

C es estructural si toda sustitucién es compatible con él."

Sea C un sistema dé clausura sobre | Fm!.

Una sustitucién o de Fm es compatzble con C si para todo T € C se tiene
que o~ 1[T] €. :

C es estructural si toda sustitucién es compatible con éL.

Se tienen las siguientes relaciones entre las relaciones de consecuencia, ope-

radores de clausura vy sistemas de clausura:
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Si - es una relacidén de consecuencia schre Fm {resp. con la que una’
sustitucidn ¢ es compatible, estructural, finitaria) entonces el operador C
definido por ¢ € C(T) siy sélo si I'F ¢ es un operador de clausura sobre
§m (resp. con el que & es compatible, estructural, algebraico).

—_

2. 51 C es un operador de clausura sobre Fm (resp. con el que una, sustitucién
@ es compatible, estructural, algebraico), entonces la relacién + definida
por I' k¢ si y sélo si ¢ € C(T') es una relacién de consecuencia sobre Fm
(resp. con la que ¢ es compatible, estructural, finitaria},

3. S5iC es un sistema de clausura sobre Fm (resp. con el que una sustitucién
o es compatible, estructural, inductivo), entonces el operador C' definido
por C(I') = ({Z € C : T C I} es un operador de clausura sobre Fm
{resp. con el que ¢ es compatible, estructural, algebraico).

4. 5i € es un operador de clausura sobre Fm (resp. con el que una sus-
titucidn o es compatible, estructural, algebraico), entonces la familia de
subconjuntos de Fm: ¢, definida por T & C siy sélosi O {TY =T, es un sis-
tema de clausura sobre Fm (resp. con el que o es compatible, estructural,
inductivo).

5. SiC y (' son sistemas de clausura sobre Fm, y denotamos por C' v ¢ los
respectivos operadores de clausura, y por F y H las respectivas relaciones
de consecuencia entonces C C C' si y sélo si para todo I C | sm| C'(T) C
C(T') si y sdlo si para todo T U {¢} C | Fm|, '+ ¢ implica T .

De modo directo se obtienen las relaciones entre relaciones se consecuencia,
y sistemas de clausura.

Una ldgica proposicional S es un par { Fm, Ths ) donde Fm es un len-
guaje proposicional y Ths es un sistema de clausura estructural sobre Fm.
Por lo dicho arriba, S puede equivalentementedser considerado como un par
{ m,Ths ) o también como un par { Fm,F), con Ths operador de clausu-
ra estructural y C relacién de consecuencia estructural. De hecho se usaran las
tres formas indistintamente. Las férmulas que pertenecen a Th s (@) se llaman
teoremas, y los conjuntos de férmulas T € Ths se llaman teorfas. -

Un sistema deductivo es una légica proposicional finitaria.

Una matriz l6gica (o simplemente una matriz) del tipo de un lenguaje propo-
sicional Fmesunpar {( A, F ), do_nd'e A esun algebra del mismo tipo algebraico
de Fm y F C|A|, llamado el filtro de la matriz. c

Dada una légica proposicional, una matriz de Lindembaum-Tarski es una
matriz ligica sobre Fm tal que su filtro es una teoria de tal Iégica.

Una matriz generalizada del tipo de un lenguaje proposicional Fm es un par
( A,C), donde A es un L-3lgebra y C es un sistema de subconjuntos de | A|, o
sistema de filtros. '

Una ldgica abstracta del tipo de un lenguaje proposicional Fm es una matriz
generalizada L. = ( A,C) tal que C es un sistema de clausura sobre FA].
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Un morfismo ldgico f entre las 16gicas abstractas Ly vy La es un homomor-
fismo entre las respectivas dlgebras tal que toda preimagen de un filtro de Ls
es un filtro de I,.

Un morfismo bildgico entre las ldgicas abstractas Ly y L2 es un morfismo
6gico. f sobreyectivo v tal gue fodo filiro de L, es preimagen de un filtro de
L.

Los morfismos légicos (o bildgicos) son cerrados bajo composicidn.

Una de las herramientas clave en Légica Algebraica Abstracta es la congruen-
cta de Leibniiz de una matriz ldgica, denotada QA (F) o (M), si M={ A, F)
es la matriz Iégica, y que se caracteriza en general por ser la mayor congruencia
compatible con el filtro, es decir, éste es unién de clases de equivalencia por la
congruencia. Directamente relacionada con ella estd la congruencia de Tarski
de una matriz generalizada, denotada 0 (L} o Qa(C)st L={(A.C) es ma-
triz generalizada, definida como la mayor congruencia compatible con todos los
elementos del sistema de filiros de la matriz generalizada, o también como la
interseccién de las congruencias de Leibnitz de cada elemento del sistema de
clausura asociado.

Una matriz (generalizada) es reducida si la congruencia de Leibnitz (resp.
Tarski) es la diagonal (o identidad). Tradicionalmente, al formar el cuociente de
una matriz (resp. generalizada) por la congruencia de Leibnitz (resp. Tarski),
donde el filtro (resp. sistema de filtros) del cuociente se obtiene por imagen del
filtzo {de cada elemento del sistema de filtros) por el morfismo canénico asociado
a la congruencia de Leibnitz (Tarski). Tal cuociente se denomina el reducto de
la matriz (generalizada), y se denota con el superindice “ * ” a derecha, es decir,
si nombramos X a una matriz (generalizada}, su reducto se denota por X*. Es
de notar que el reducto de una matriz (generalizada) es siempre reducido.

Lema 2.2.1. 1. 5if e Hom(A, B), con A y B L-dlgebras, entonces para
toda 6 € Con B la relacidn

78 = {(zy) e4 Al x| Al (f(), f(y)) €6}
es una congruencia de A. Ademds, si f es morfismo bilégico de { A,C)
sobre { B,C'), » < 53 (C"), entonces 1] < _5A (€).

2. Si f € Hom( A, B) es sobreyectivo, entonces para toda § € Con A la
relacidn f[6] = {f@), Fy)) - (z,9) € 8} es una congruencia de B.
Ademds, si f es morfismo ldgico’ de ( A,C) sobre { B,C'), y8.< 0aC),
entonces f[6] < Qs (C). . :

8. 2 8i f es un morfismo bildgico de la ldgica abstracte L sobre Ia légica
abstracta L', entonces () (L) = f~[Q (L))]. '

!¥s decir, la preimagen de uri elemento de C es un elemento de €.
*Esta es una demoastracién de la Proposicidn 1.7 de [14], pero aqui se evita el uso de la
caracterizacién (1.3) que ahi aparece.
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4- St f es morfismo bildgico de lu l6gica abstracta L sobre la ldgica abstracta
L', v L es reducide, entonces L' es reducida.

5. % 8ih es morfismo bildgico de L sobre Ly, entonces eziste un isomorfismo
bildgico de L* sobre Iy .* :

6. S5t h es morfismo bildgico de L sobre L, y ambas ldgicas abstractas son
reducidas, entonces h es isomorfismo bildgico.

Demostracién. 1. Sean fy f~[6] para cada 8 € Con B como en el enuncia-
do. Entonces

* Sia €| Al entonces fla) € |Bl, y por lo tanto ( f{a), f(a)) € 0, es
decir, {a,a} € f18].
« S5i{a,b) € f7[f], entonces { f(a), f(b)) € 8, y por lo tanto
(f(b), fa}) € 0. Luego, (b,a) € f71[6].
= Si{a,b) € 78] y (byc) € F7'[8), entonces (f(a),f(b)) € 8 ¥
(f(8), f(c)) € 8, y por lo tanto { f(a), f(c)) € 8, es decir, (a,c) €
el
= Sean (a;,b;) € f7'[f] para i € {0,...,n — 1} y t € L opera-
cién n-aria. Entonces ( f(a;), f(b;)) € 0 para i € {0,...,n — 1},
y por lo tanto {h(t(a,...,an-1)), A(¢(bs,. .., bn1))) € 8, es decir,
(f(ao, e ,anml),t(bo, Ceay bn_1)> e fﬂlig]
Luego, f~1{6] € Con A. Si i suponemos que f es morfismo bildgico de
(A,Cyeobre (B,C)y 0 <QB (C"), entonces paratodo T € C,si {a,b) €
f‘l{t?] va€T, como (fla}, f(B)) €y f(a) € f[T] € €', necesariamente
f(b) € [T}, es decir, b € T'. Luego, § < QA (C).

2. Sean fy f[6] para cada # € Con A como en el enunciado. Entonces

= Sia € | B}, existe z € | A| tal que.a = f(z), y como (z,z) € 6,
entonces {a,a) € f1[A)]. .

» Si(a,b) € flf], existen =,y € | A tal que @ = f(z) vy b = f{y) con
(z,y) €8, v entonces (y, ) €6, es demr (b,a) € fI8].

= Si(a,b) € flf] y (b,c) € f[ |, existen z,y,2z € |A] con f{z) = a,

flyy =1, f(Z)—c,Y(wy)Gf?y y,Z)EB Lueg0($2)69 y

entonces (a,c) € f[f].” : .

» Sean (a;,b;) € f[6] parai € {0 n—1tyt €L operacién n-aria.
Entonces para cada i € {0,...,n — 1} existen T,y € VAl tales que

flz) v b; = f(y;), con (xt,yz) € 4.
Entonces {(t(Zoy.. -, Zn1},2(¥0, ..., yn_1)) € 8, y por lo tanto

(t(aﬂs . '1an—1):t(b0: RS bn—l)-) €.

3Proposicién 1.14 de [14]. La demostracién es esencialmente igual.

41* es la imagen de L por el morfismo candnico de 0 (L).
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Luego, f[8] € Con B. Si suponemos que f es morfismo Iégico de { A,C)
sobre { B,C'), es decir, VIV € ¢’ f U] € C, v 6 < Qa (C), entonces
paratodo1” € C',si {a,b) € fif] ya € I, existen z,y € | A| con a = f(z)
v b= f(y) tales que (z,y) € 8. Pero entonces z € f 1[I'] € C y entonces

§ € YT, es decir, b € I, Luego, f[] < 0w (C).

Sea f morfismo bilégico de L sobre L'. Entonces f‘l[ﬁ (L] £ 0 (L)
por lo anterior. Pero como también f[ﬁ (L)< 0 (L), si(z,y) e 0 (L),
entonces ( f(z). f(y)) € f12 (L)), ¥ por Io tanto { f(z), f(y)) € Q (L),
es decir, {(z,y) € f710 (L')]. Luego, F7[0 (L)) = O (L).

Es evidente si se considera que para f morfismo bildgico de L sobre L' el

kernel de f es la identidad, ya que ker f C Q (L) ¥ L es reducida. Luegpo,
f es isomorfismo bilégico, v por lo tanto L' es reducida.

Sea h como en el enunciado. Usaremos la notacién ()* para cuociente de

&lgebras, conjuntos, y elementos individusles respecto de Q 0, sin indi-
car explicitamente en qué 1dgica abstracta se encuentran si es claro por
contexto. Entonces a cada elemento de | A*|, digamos a* con a € | Af,
se le asigna el elemento g{e*) := h(a)* € |B*|. Claramente, a* = b* si
y sdlo si {a,b) € Q (L) si y sélo si (a,b) € R7LQ (L)] si y s6lo si
(hla), (b)) € O (V) siy slo si g(a*) = h(a)* = h(b)* = g(b*). Luego, g
estd bien definida y es inyectiva. Si ademds z € | B*|, existe b € | B| con
z = b", y por lo tanto existe a € | A} con b = h(a). Luego, z = h{a)* =
g{a®), es decir, g es sobreyectiva, y por tanto g es biyeccién. Por otra

parte, si @g,...,0p_1 € | Al, es decir, si a*y,...,a%—1 € |A* |yt € L
operacidn n-aria, entonces g(t(a 010" —1)) = g(t{ag,...,8,-1)7) =
h{t(ag,...,an_1))" = t{h{ag),. (an )=

t(h{ao)*,.. ., Blan_1)*) = t(g{ao),...,g{aﬂ_l)). Luego, g es isomorfismo.
Finalmente, sea £; := I* € ‘€ L;. Entonces & € C.L;, es decir, existe
I' € C tal que X = A[I'], y por lo tanto £; = A[[']* = ¢[I"™*], y claramente
'™ e C*. Luego, como g es inyectiva resulta ser isomorfismo bilégico.

Sea g el isomérfismo de L* sobre LY. Como las loglcas abstractas ya estdn

reducidas, los morfismos candnicos asociados a Q (L)yya 0 (lLl) son iso-
morfismos, expuestos aqui con la notacién no ambigua ()* en ambos casos.
Como ademds para todo a € A se tiene que g(a*) = h{a)", entonces nece-
sariamente h es isomorfismo, ya que puede escribirse como composicién de
1somorﬁsmos fa g(a*)se le aplica el inverso del morfismo canénico asociado

a0 (L} v resulta h(a)) Luego, h es isomorfismo bilégico.
O
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2.3. Ldgicas Anotadas.

Las Logicas Anctadas, tal como fueron presentadas por Da Costa, Subraha-
manian y Vago en [17], son el ejemplo del que parte esta, tesis, ya que, como se
indicd en la introduccién, ademds de su valor intrinseco v sus aplicaciones, al
no ser estructurales quedan fuera del dmbito de Légica Algebraica Abstracta, ¥
en rigor, no son légicas proposicicnales. Lewin, Mikenberg y Schwarze presen-
taron, en [19] y posteriores, una clase de légicas estructurales deductivamente
equivalente a las légicas anotadas originales, por lo que pudieron ser estudiadas
respecto de Légica Algebraica Abstracta.

Lo que sigue es la presentacién de las l6gicas »n:otadas en su versién original,
relativo a [17], mas algunas propiedades necesarias posteriormente:

Definicidn 1. Sea T un reticulo completo, llamado reticulo de valores de verdad,
con operaciones de supremo e infimo denotadas por M ¥ U respectivamente, y
con el orden denotado por C. FEl supremo de 7 se denota por T, y el infimo
por L. Ademds, se asocia a T una funcidn unaria arbitraria denotada por —,
y llamada negacidn de 7, pero que debe especificarse cuando se presenta une
[dgica anotada.

Consideremos los siguientes simbolos primitivos:

1. Sémbolos proposicionales p, q, <oy Pis @iy -... La contidad de simbolos
proposicionales, que serdn llamados también letras proposicionales o sim-
plemente letras, puede variar segin se especifigue, aungue por defecto se
asume que es infinito numerable. El conjunto de letras propesicionales se
denota por le( Fm), o simplemente por le si no hay ambiguedad.

2. Constantes, llamadas constantes anotadas o simplemente anotaciones, una
por cada elemento de 7, y denotadus por A, y, . ...

3. Conectivos binarios A, V, —, y un conective unario —. Adicionalmente
se usard el conectivo binario + , pero no se considera simbolo primitivo,
sino une ebreviatura definida mds adelante.

4. Paréntesis “(”, 7, aunque también se usardin ‘17, 97, “{ Yy 7
Ahora podemos definir el lengudie ¥m de Pr recursivamente por:
g Fy

1. Sip es una letra proposicional Y It es una constante enotada, entonces
(p : 1) es-una formula atémica de Fm, lamada dtomo anotado. Nétese
que p no es formula de Fm, sino que (p 1) lo es, para cualquier p € 7.

2. Siy es una formule de Fm, entonces (—p) es también una férmula de
Sm. Notese gue usamos el mismo simbolo — gue en la funcién unaria
asociada a 7, lo que no debiera prestarse o confusion.

3. Sty son formulas de Fm, entonces (e AY), (eVY) y o) son
también férmulas de Fm. & ¢ abrevia a (lo=9)A (¥ _}cp)).
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Las formulas de la forma:

o.-.olpip) kew,

kveces

son llgmadas hiperliterales, y denotadas por =*{p : ). Las formuias de Fm que
no son hiperliterales son lamadas férmulas complejas®.

Finalmente, seguiremos los convenciones habituales para eliminor algunos
paréntesis. Por ejemplo, una formula de la forma ((p V ¥) = (—a)) se puede
presentor como @ V ¥ — e

Se define Ths(), con & =Pr , como el operador de clausura que cumple
con la siguiente lista de condiciones, considerando o, 3, ¥, 4, B € Fm, con 4,

B formulas complejas:
(—=1) (a=B)={{a=(B—=¢)) =2 (a—y)) e Ths(D),
(~+32) a-+(f->a)e Ths(D),
{—3) ({(a—=B)—a)—ac Ths(0),
(—=4) B€ Ths(o, a—4),
(A1) (aAB)—a€ Ths(B),
{A2) (aAB)—B€ Ths(®),
(A3} a= (8= (ang)) e Ths(®),
(V1) a—(avp)e Ths{l),
(V2) B—{avB) e Ths(b),
(Vs) (@—=y)=> ((Boy)—({aVvB)—d)) € Ths(B),
{~1) (A—+B)— ({(A—>-B)—>-A) e Ths (D),
(=2} A= (mA—a) e Ths(B),
(=) Av-Ae€ Ths{P), »
(71) (p: LA p: o -*"p: ) € Ths(@), kEN,
(n)  (p:m)=(p:N) € Ths(0), donde AT p,
(73) a=(p:p) € Ths{{a—=(p:py) :j€J}), donde p=Ujesp;.

Una demostracidn, en sentido habitual respecto de una relacidn de conse-
cuencia b, de una férmula ¢ e partir de un conjunto de formulas T, denotada
porp € Ths(T) o por T+ ¢ (lo que define la relacidn de consecuencia de Pr),
es une sucesion de formulas (11,...,%s), donde & es un ordinal ®, ¥, = ¢, y
donde pare todo i < k, ¥; o bien es azioma, o bien pertenece a I', o bien eristen
4,1 menores que i tales que i = {¥; =), o bien existen J ordinal menor o

8Es decir, toda férmula con al menos un conectivo birario es compleja.

83egtin la cardinalidad de 7, ya que si es infinito, la regla (m3) permite demostraciones
infinitas. N

TQ sea, se obtiene ; por Modus Ponens de dos férmulas anteriores.
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igual a 1 y ¢ formule, tales que v, = ¢—{p: Uieapti) y tal que para j € J las
formulas ¢ = (p : p;) aparecen anies que @ en la sucesion®. Equivalentemen-
te, se puede considerar que cada etape de lo demostracidn de ¢ o partir de T
estd dada por su contreparie en términos de Ths ().

Un conjunto T de formulas se dice trivial si Ths(T) = |Fm|. v se dice
mconsistente si existe una formule o tal que {4, )} C Ths (D).

Cuando 7 es finito podemos reemplazar la regla (1), por el axioma
() @ip) Ao AP ) (o U, .., m}) € Ths (D).

Ademds, al hacer uso de (—4) se hard referencia a su nombre habitual
de Modus Ponens, abreviado por MP, generalmente sin escribirlo completo, es
decir, 81 {¢,p =1} C Ths(T), se dird simplemente que por MP se tiene 1/ €
Ths(T).

De igual modo, toda demostracién usard implicitamente las propiedades de
los sistemas de clausura.

Se consideran las convenciones habituales respecto del significado de - @,
FLLLTHE, T HE, donde {}UTUZ C Fm.

Es de notar que exisien en Pr conjuntos de férmulas inconsistentes PEro no
triviales, como se verd luego.

Lema 2.3.1. = (Ver [19], Remark 2.1)
St ag,...,0n—) son férmulas complejas y w(zo,.. ., Tn1 ) es una teuto-
logia del Cilculo Proposicional Cldsico (CPC), entonces o{ag, .. ., 0n-1)
es un teorema de Pr , considerando que los conectivos de CPC y P'r son
interpretables, y que para formulas complejas los axiomas que regulan los
conectivos en Pr son los mismos que en CPC.

« (Ver [17], Theorem 1)

St w(zo,...,Tn_1) es un teorema del Calculo Proposicional Positivo (sin
negaciones), entonces para todas aq,...,an_ férmulas se tiene que
w{tg,...,0m—1) es un teorema de P’I‘ . ‘

s (Ver [19], Theorem 2.1) :
@ € Ths(T,v) siy sdlo siyy =9 € Ths(T).

Definicién 2. Una interpretacion 1 es una funcidn gque lleva las letras pro- .
posicionales en 7, y asociada o cada mterp’retacmn hay yni valuacién vy -
Fm — {0,1} definida por:

1. 5ip es letra proposicional, entonces:

a) vr(p:p) =1 ssip C I(p),

8Es decir, se obtiene por aplicacién de la regla (73).
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b) vi(=Fp:p)) =ulp: - p).
En general, en vez de usar vy({p: A)), abreviamos vi{p: A} .

2. Sig yy son férmulas cualesquiera, entonces:

al vilg—=)y=1ssiv(p) =00 vr(uv)=1.
b) wrlpAY) =1 ssivi(p) =vr(y) = 1.
c) vifeve)=1ssivi{g)=1ov(v)=1.

3. Sia es unae formula complejo, entonces vy{—a) = 1 ssi vr{a) = 0.

Nétese que para toda interpretacién [ v férmulas «, f, se cumple:
vi(ae §) =1 sy sdlo sl vy(a) = vi(H),
y que para toda letra p se cumple:
vr{p: L) =1.
» {Ver [19], Theoremn 2.2}
Sia € Ths(Tl), entonces para toda interpretacién I se tiene que v;[I'} =

{1} implica vy (a) = 1, es decir, la axiomatizacién es correcta respecto de
las valuaciones.

w (Ver [19], Lemma 2.3)
Si T C | Fmi es no trivial, entonces existe una interpretacidon I tal que

vril] € {1}.

» (Ver [17], Theorem 16)
Si T C | Fmjes tal que el conjunto de todas las anotaciones distintas que
aparecen en férmulas de él estd incluido en un subreticulo finito de T,
entonces existe una demostracién de largo finito de cada a € Thg(T).

Para un tal T se tiene que, para o férmula, si para toda interpretacién
I, v7[T] € {1} implica v;(e) = 1, entonces a@ € Thg ('), es decir, hay
completud finitaria entre Pr y Tas valuaciones. Nétese que esto se tiene en
particular cuando T es finito o cuando 7 es finito (Ver [19] Theorem 2.4).

Si consideramos el reticulo lineal wt de los ordinales finitos m4s el primer
ordinal infinito w, y el conjunto T' := {{(p:0),{(p: 1),(p: 2),...},con (p:w) ¢ T,
por la regla {r3) se tiene (p:w) € Thg ('), pero no hay demostracién finitaria
(usando sélo una cantidad finita de férmulas) de ello. Ver [17].

Por otra parte, considerando un reticulo finito 7 y una funcién unaria - en
él tal que =1 = L, como para toda interpretacién [ y toda letra p se cumple
vi(p + L) = 1, entonces vi(~(p : 1)) = w(p: L) =vp: L) =1,y

también ocurre que vy (((p C LA (p: YA —1((p A (p: JJ)) = 0, porque

{((p: L) A(p: 1)) es compleja. Luego, el conjunto {(p : L),~(p : L)} es
claramente inconsistente, y no es trivial, ya que {(p : L)A(p: L)) A~={(p:
LA(:L)) € Ths(lp: L),~(p: L)) = Ths(B).
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Capitulo 3

Sistemas proposicionales
finito-dimensionales

Definicién 3. Sex Fm un lenguaje proposicional de tipo L generado por un
conjunto de atomos At, y sea 1 < k < w.

» Sea Fm* = {(o,...,h_1) : Vi<k e Fm} el conjunto de las
k-férmulas. Cade k-férmula (o, ..., Y1) se denotard por i o (i i< k),
salvo para el caso k = 1, en que Ias 1-formulas se denotardn en la forma
habitual, no como I-tuplas.

» Parg cado o € Hom({ Fm, &m) Y= ('!,J[),...,’l,bk 1) € Em seaa( P) =
(o) :i<k) € gm*, vy para cada T C Fm* sea oll'] == {o(®)

1 e T},
]

Definicién 4. Dado 1 < k < w, un sistema proptticional finito-dimensional so-
bre Fm con dimensidn k, llamado también sistema, proposicional k-dimensional,
es un triple S* 1= ( Fm, Sg( Sk}, Th Sk tal que:

= Th 5. es un sistema de ciausum sobre m* denominado sistema de teorfas
de S*, =

» Sp(S*) = {aeﬂm(sm'gm) ¥I & Thse o ![] € Theu}, de-
nominado conjunto de sustituciones estructurales. ' ‘

» S% es finitario si Th g es indﬂctivo.-'
» S* s estructural si Se(S*) = ,Hom({y'ni, Fm).
= El operador de clausura sobre Fm* as-ociado a Thge se denota por Th gx.

v Lo relacion de consecuencia asociada o Th g se denota por Fge.

13
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» Elpar { Az (S%), Inf(S*)) es una axiomatizacién para S* si:

o Az (8*) C The (). Cadap € Az (S*) se demomina un axioma
de S*

o Inf(S*) es un conjunto de teglas de inferencia, donde cada regla
Re Inf{S*) cumple R C P(Fm") x Fm*.

e Para todo T U {4} C Fm* se tiene:
¥ € Thge(T') siy sdlo si eviste (3, :1 <n), llamada una demos-
tracién de ¢ desde I', con 1 ordinel, B, = ¥, y tel que para cada
t < n se cumple:
* O bien B; € Az {SF),
* o bien 8, €T,
* o bien eziste ({8, :j<nyi; <i},B;) el Inf(S*).

Nota 1. Es facil verificar que para todo sistema proposicional finito-dimensional
el conjunto de las sustituciones estructurales constituye un monoide respecto de
la composicion.

Salvo que se indique lo contrario, se considerar4 en adelante que si S* es un
sistema proposicional de dimensién k, entonces: Sg(S*) # {id zu }, es decir, que
hay alguna sustitucién estructural ademds de la identidad, y @ # Thgx () #
| Fm*|, es decir, hay axiomas ¥ no toda k-férmula es teorema.

También, salvo que se indique lo contrario, S, S1, Sa,..., S*¥ Rf P,
ST, S%, ... denotardn sistemas proposicionales finito-dimensionales.

Ademads, si S* es claro segiin el contexto, se usars Sg en vez de Sp( S*%).

En el caso de sistemas proposicionales 1-dimensionales, se omitira el uso del
superindice “1” en la notacién.

La siguiente proposicién caracterjiza Sg( §*) respecto de las diferentes for-
mas de considerar S¥.

Proposicién 3.0.2. Si S es un sistema proposicional k-dimensional, enton-
ces para todo o € Hom ( &m, Em) las stguientes afirmaciones son equivelentes:

1. O’ESE(Sk)_

VT &€ Thg: 07! [T]€ Th g
VT C|§m| ,o[Th 3u(T)] C Th g4 (o[T])

4. VT U{p} C|Fmt| ,.’l,b € Th g (T) -implica o(v) € Th g+ (o{T])
5. YT U{gp}C|gm* T g implica o[T] Fgn o(ip)
6. Si{ Az (S*), Inf(S*)) es una aziomatizacidn de S*, entonces:




» o[ Az (SF)]C Th g (0)
* VRe Inf(5*) V{(T,a)eRr cola) € Th g (a[T))

Demostracion. = 142:  Por definicién de Se( 85,

»2-3: Seal C|3mh.
Claramente por 2 se tiene o~} [Th 5+ (o[T])] € Th sk v como I' €
oM olF)) ¥ ool C o [ Th si(o[T])], entonces Th s+{I'), la me-
nor teorfa que contiene a I', est4 contenida en e Th s (o[L])], es decir,
o[Th 54(T)] € Th g (o[TY).

= 32: SeaTe Th 4.

Por 3 se tiene que o[ Th gi (04 [T])] C Th o« (ole }[T}]}. Pero
Th s (oo™ [T]]) € Th ¢+ (T) = T. Luego, o[Th s (¢7HT])] C T, es
decir, Th g« (o™ 1[T]) Co~1T], y por lo tanto o7 T} € Th ;-.

= 3—54: Inmediato.
= 43 Inmediato.
» 4435:  Basta recordar que ¥ € Th ¢4 (T) siysélosi I'Fgy 2.

= 46 Como Az (S*}C Th. (2) por definicion, entonces o Az (S%)
C a[Th ¢+ (9)], y por 3 se obtiene o[ Th ¢ (D) C Thse{ofl]) = Th v (0},
es decir, of Az ( S*)] C Th 5+ ().

Por otra parte, por definicién, si R € Inf (SH)y (T, a) € R, entonces
a € Th g« (T), y por 3 se obtiene que ola] € Th g {c[T]).

= 6—=4 Sitp € Th 5. (T), entonces existe una demostracion (B;:i<n),
con 7 ordinal, de ¢ desde I, y por 6 se tiene.que para cada i < 7 se cumple:
¢ obien8; € Az (S8*),yporlotanto (@) € Th s+(8) C Th s (ofT]),
* obien 3, € T, y por lo tanto U(B)‘ € Th s« (o[T]),
* o bien existe ({#;, :j<nyi; < i},8;) el Inf (8%},
pero se tiene que si a[{ﬂij PISnyi;<it] C Thgi(al), entonces

a(8;) € Th g (¢[T']). Luego; inductivamente se obtienequeVi <5 ,a(3,) €
Th Sk (O'[I‘]) .

En particular, como 8, = 1, se obtiene que o(p) € Th 5. {o[T]).

Ejemplo 1.
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I. A toda ldgica proposicional k-dimensional, S = { Fm, Ths ) se le asocia
univocamente el sistema proposicional k-dimensional estructural Sg(S) =
Hom(§wm, Fm), e inversamente, todo sistemna proposicional k-dimensional
estructural { m, Se(, ) Th ¢ ) determina univocamente la légica propo-

sicional { Fm, Th 5. }.

2. Toda extensién de una légica proposicional & con sistema de clausura
de la forma C := {T € Ths : I' C T}, donde para I' C Fm existe ¢ €
Hom(Fm, Fm) con {1 € T, es un sistema proposicional 1-dimensional
no estructurai.

3. Todo k-sistema deductivo S¥ = ( Fm,Th s« ), 1 <k < w, en el sentido
de [4] o de [2] (donde se denominan sistemas deductivos k-dimensionales),
es un sistema proposicional k-dimensional estructural, si
Sg( §*} = Hom(Fm, Fm).

4. Toda extensién de un k-sistema deductivo S * delaforma( := {T < Th s
T C T}, conI' C Fm* tal que existe o € Hom(Fm, Fm) con [T T
©s un sistema proposicional k-dimensional no estructural.

5. Cada Légica Anotada Pr es un sistema proposicional 1-dimensional no
estructural, si Sg(Pr } como en la definicién 4. y es finitario si = es finito.

Ejemplo 2.

La Légica anotada PFOUR , originalmente usada por Blair y Subrahmanian
en (1j, estd dada por el reticulo FOUR:

/\
\/

La negacién est4 definida por °(f) =t =ty =f, ~(T)=T y ~(L) = L.
Entonces utilizando la axiomatizacién y las valuaciones sobre {0,1} dadas
antes, se puede caracterzza.r Sg para PFOUR .

Proposm:on 3.0.3. Pare toda o € Sk ytlodap 6 le(¥m), o actia respecto de
p de uno de los szgmentes modos: :

1. O bien existen {q,r?-s,_w} Cle(gm), y {k,m,n,1} C w, tales que

BN

:T) = oR(gr L)
Cen = sy
p:t) — ="(w:d1}
(p: L) — =lr:1)




17

2. O bien emisten {q,r,s,w} Cle(Fm), {k,m,n, 0} Cw, y {\p} C{f,t} C
FOUR tales que .
p:T) — —Mg:T)
(p:f) — Mg:A)

p:t) — "g:p)
(p:L) v 1),

donde A =y si y sdlo si m+n es tmpar

3. O bien ezisten {q,r,s,w} Cle(Fm) y {k,m,n,l} Cw, tales que

(p:T) v ~*g:T)
(p:f) +— ™g:T)
(p:t) — —"(g:T)
(p:r) — =Hr:l)

Ver demostracién A en apéndice A.

Elsiguiente es el ejemplo més importante de sistema deductivo 2-dimensional,
¥a que para la nocidn de algebrizabilidad es fundamental,

Ejemplo 3.

Sea C%, el sistema proposicional 2-dimensional sobre un lenguaje Fm de-
terminado por la siguiente axiomatizacién:

» Az (CF,) ={(a,a) :a‘ElSm}

{{t@.8),(B,0))} « {08} C §m} € Inf(C%5,)
{{{{e.8).(B, 7)) {as7)) : {0uB,7} CBm} € Inf(CE,)
Para cada conectivo n-ario ¢ de £ se tiene

{({le0.80), -+ (@m0, 8010}, (100, -, @ncs), 1o, o Buc)) )

{C}io,...,Cfnﬁ‘l,‘ﬁo,...ngnmg_} C Sm} e Iﬂf( oo )

A fin de simplificar la notacmn se omiten las llaves “ry “}” si la prime-
ra componente en un elemento de una regia de inferencia consta de sélo un
elemento. :

Cualquier extensién de C%° S sobre {y”m sera lla,mada szstema proposicional
de congruencias sobre Fm. Si Fm es cla,ro seguin el contexto puede escribirse
€ en vez de Cm-

Por supuesto taies extensiones no necesariamente serdn estructurales. A mo-
do de ejemplo, sea S la extensién de C%n» donde Fm es un lenguaje adecuado
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para PFOUR , determirada por las mismas reglas de inferencia de C%¥m ¥ con
conjunto de axiomas

cAz(§) = Az (CF)U{{p: L)i(g: L)) : {p, ) Cle(Fm)}.

En Thgs (@) los tinicos pares de dtomos son los de Az (S ), es decir, am-
bos con anctacion L. Pero si ¢ € Hom(Fm, §m) es tal que ofp : L) =
(p:T)yolg:1l)=(q:T)parapygenle(§m), yo € Se(&), necesa-
riamente Thg(8) C o~'[{ Ths(P)] € Thgs, obteniéndose ((p: T).(g: T)) =
a({(p:L).(g: L)) € Ths(®) . Contradiccién. Luego S no es estructural.

Ejemplo 4. _

Usando sistemas proposicionales finito-dimensionales puede establecerse una
suerte de sincronizacién de sistemas proposicionales finito-dimensionales que
compartan el mismo tipo de lenguaje, lo que establece un método para generar
sistemas proposicionales de cnalquier dimensién finita. A tal método lo denomi-
naremos mezcle de sistemas.

» Paracadai <nsea S f un sistema proposicional de dimensién 1 < k; <
w.

» Sean m = 3. ki, yparacadai < ny a € gm", sea mi(a) =
(Clig;, fae rafn-!-ks—I): donde

sig=0.

o {Z;;; ki sii#£0,
0

Es claro entonces que Vo € gm™ Vi<n ,mwi{e) € Fmhbi
» Paratodo {I';" : i < n} sea
®T,; = {a € Fm™ VYi<n 'n'i(-a) S I‘i}.
i<n .

Nétese que si para alglin i < n I'; = 0, entonces &, <« Ti=0.

= Sea C el conjunto de todos los m-conjuntos de la forma
Qr
i<n

donde para todo i < n, I'; € Th ki
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Veamos algunas propiedades:

» C es sistema de clausura sobre Fm™

r

Demostracidn. Es evidente que Fm™ =@, Fmh Sea{l" €EC 1 jed}#
{. Entonces para cada j € J existe {Al e Th ;« : i<n} tal que
r; —®z<nA Luego
a€( e, Ty ssi Vied a el; ssi VjeJ Vi<n ,mia)c
Al ssi Vi<n Vjied ymile) € Al st Yi<n | mla) €
Njes A7 ssi a€®i<nﬂj€JA;’
Luego, & € Mgy T = MNjey Ricn &) = Ry (Yes Al € C, ya que
MNjes &7 € Th ;. para todo i < n.
Por lo tanto,  es sistema. de clausura sobre Fm™.

O

= Sea @, k* el sistema proposicional m-dimensional sobre Fm con sis-

tema de clausura Cy SE(®2<R Sky =
{o € Hom(Fm, Fm) YT el o ~1I'] € C}. Para abreviar sea S :=

®z’<n ‘S‘f’
¢« Paratodo T C gm™

Ths (T @ Th

i<n
Demostracion. Es claro que I' C Qic,, T §Hi {miT)) € Ths, y por lo
tanto Ths (T) C ®,., Th g {m[T]).

En la otra direccién, si T C T € Thg, existe {A;€Th o, :i<n}
tal que T = @), .. A;. Claramente Vi < n 75T} € A; v por lo tanto
Vi<n ,Th gu (mi[T]) C Ay, es decir, '

®Th NeiyNe ,‘

i<n

obtieniéndose la igualdad.

= La igualdad anterior se escribe m4s sugestivamente como

a€ Ths(T)siyslosiVi<n ,mi{a)e Th o (mi[L]).
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* SE(8) =Nicn Se( SF)

Demostracidn. Usaremos el hecho evidente de que para @ € Fm™, { < n,
yo € Hom(Fm, Fm)

mi{o(a)) = o(m{a)).

SeanT' C §m™, 0 € (., Se( S§), e € o[Ths ()] = o[, Th ou (miT])]
Y8 € Qicn Th,sfi (7;[I]) tal que o = o(B), es decir, Vi < n "'ra(ﬁ)

Th g, (m{TY).

Luego, Vi <n ,mi{c(B)) = a(m:i(B)) € O‘[Th,sf (msT] C Th g . & (ofmI),
lo que implica que Vi< n ,mi(a) € Th sk (mifo[T]]).

Luego, & € @,., Th o (mi[o[T)]} = Ths(o[l]) y por o tanto o €
Sp(S). > _

Entonces se obtiene [, Sg( S5y C S5(S).

En la otra dlreccmn sean ¢ € Sp(S), p < n,y A C FmF. Para cada

X € Fm* seam(X) = {e € gm™ : mpla) € X}. Entonces
Imf o sig F#
m[m(X)] = {X .
sii=p

Pero se tiene o[ Ths (m(A))] C Ths (o[m(A)]), es decir,
(@) Th g (mdm(A)])] € & Th gu: (milofm(A)]).

Luego, ‘7[7’9{®i<n Thg'.‘r’ (Wz[m(A)])]] =T7p [U[®i<n, Th sk (“z[m(A)})]] -
o[ Th s (milo[m(a)])] ¢ Th gxs (mplo[m{A)]) & _
<n
. Th st (a[wp[m(A)]]) = Th g, (o{A]).

Pero claramente m(Th £ (A}) = ®i<n Th (m[m( ), ¥ por lo

tanto
() Th m(A)])} =

t<n

Th g, ‘(?‘fp[m(A)}) = Th gt (a)

Se obtiene finalmente que o] Th ke (A)] g Th g+ (o[A]).
R P p

Luego, Sg(S) C 'ﬂKﬁ S Sf", y por lo tanto se obtiene la igualdad pe-
dida.
[
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Consideremos ahora un caso concreto:

Sean CPC el Célculo Proposicional Cldsico, PFOUR la légica anotada pre-
sentada en el ejemplo 2. e JPC el Célculo Proposicional Intuicionista Clési-
co, todas definidas sobre el lenguaje Fm adecuado a PEQUR | es decir, con
At={(p:p) : peley p€ FOUR}. '

Entonces por lo anterior & := CPC ® PFOUR ® IPC es un sistema
proposicional de dimensién 3, y como CPC e IPC son estructurales, Sg(S) =
Se{ PFOUR).

Es interesante ver una axiomatizacién de &, y cémo ella depende de las
axiomatizaciones de los sistemas que se mezclan en ella.

Sea Ar := Az (CPC)® Ar( PFOUR)® Az (1PC). Es evidente que
Az C Thepe (0) @ Th prour (0) ® Thipc (0).

Los tres sistemas tienen a A P como tnica regla de inferencia, que es estruc-
tural. Para z,y € {0,1} v {ao, a1, 8, 81,7, 1} € 3m scan:

RgY el conjunto de los pares de ia forma

({(aoa Bo.vo) (a1, Bo—=5B.m )}, (g, B, ’Yy))

R{¥ el conjunto de los pares de la forma

({(aﬂ, /BD: HJ"*Cl)a (Ofo -y O, ﬁla 71 )}1(017 ﬁxs 'Yy))

R3Y el conjunto de los pares de la forma

({<a0: 507 "J"O): (O.’i, Bl! 70_)71)}7((1'1:; ;Byy 71))

Sea ademas el conjunto P definido por:

({{ao, Bo, ), (a1, Br, )} {az By, 72)) €P

sl y sdlo si

{aﬂaals.gﬂaﬁla'}b:r}’l} g Em Y xayaz € {07 1}

Sea In == {P}U {R]" : i<nyazye{0,1}}. Es claro entonces que
(T,cx) € | JIn implica € Ths (T). | : '
Para todo I y todo {(e, 8, )} U {(ay, Bi, 7)) : i€ I} C gm® se tiene:

(o, B,v) € Ths ({{, Bi, w) :i€l})siysélosi

a€ Thepe ({as : i€1)), BEThprova ({8 : ie1}), vy
Y€ Thiwec ({v : iel})" ' S

Lo gue interesa es mostrar que { Az, In) es un axiomatizacién de S, y més
aun, que una demostracién usando { Az, In) se puede construir a partir de las
tres demostraciones en cada coordenada, usando un método que se mostrara més
evidente a través de un ejemplo concreto:
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Seand :=((p: L)A=(p: L), (p: Th = ((p: ) = (g: )}, ~(p: L))
}.'
={E:T) (P T)=(g:t), (p: )= {g: fn—(g: f))}

) Es claro que ey € Th CPC (50), €1 € Th provr (51), ¥ €2 €
Thiec (&), ¥ también mo{{5}] = {80}, w1{{0}] = &1}, y ma[{6}] =
{32}, por lo que se tiene € € Thy (8). Comeo estamos interesados
en mezclar demostraciones por coordenadas en una demostracién
de dimensidn 3 usando ( 4z, In) como axiomatizacién, necesitamos
derivaciones explicitas por coordenada, y para ello necesitamos tam-
bién contar con los axiomas de CPC e IPC (ya contamos con la lista
de axiomas de PFFOUR y MP es Ia tinica regla en todas):

Con 4, B y C férmulas cualquiera de m, sean:

Ax1 (A= (B—= 4))

Ax2 (A= (B=C) =3 {(A=B) = (4= )

Ax 3 ("B —=-4)— (A= B)

Ax4 (AAB)— 4
Ax53 (AAB)= B
Ax6 (C = A) = ((C—B)=» (C— (AAB)))

Ax7 A—-(AVB)

Ax8 B—{AV B)
Ax9 (A=C) = ((B=Cy=> ((AVB) =)

Ax10 (AA-4A) =B

Ax11 4-»(Bv-B)

Ax12 A5 (B— B)

Ax13 =4 (A= (BA-B))

Ax14 (A= (BA=B))- -4 «~
Entonces Az ( CPC) = {Az1,...,4z1l}y Az (IPC) = {Az1, Az2,
Azd, .., Az 10, Ar12, Az 13, Az 14}.

Veamos ahora las demostraciones por coordenada, con nombres
para las férmulas y uso de axiomas y reglas:

s Para ¢ E Th_cpc ((50):

(:LA~p:L), ((p:L)A~(p: )>(p:T),  (p:7))
'aozéq - a € Az ( CPC) az: MPagy aq

= Para e € Th proyg (61):

(p:T)=(lp:H>(a:1),  (p:T)={p: f),
bg = &; ble .41‘(PFOUR)
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(T =@ M=)l = (a0 =((p: T)= (g: 1)),
| b€ Az ( PFOUR )

T = H=lg: )= (p: Ty=(g: 1)), (p:T)=(g:2) )
by: MP by y by be: MP by y by

» Para ez € Thipg (53):

(=(p:l), ~(p:l)=((p: L)=(lg: /) A=(g: )
co = s ¢ € Az (IPC )

(p: L)={(g:HA=(g: ) )
cat MP ey y ey

Ahora estdn todos los elementos para “mezclar” esas tres de-

mostraciones en una demostracién (¢, ..., (g ) de € desde § usando
(Az,In):
( (s} <alsblacl): <Q2, bl:‘h); (C&g,b},CQ),
Co=6 €1 € Az xR Gy ¢ Cat R3' Gy ¢,
_(alaan Cl): (agab3502): (02754,02) >

€4 € Az Cs: BY ¢y ¢y Ce: B &y ¢

Luego, usando el método ejemplificado arriba, es ficil ver que
{Az,In) es una axiomatizacién para CPC @ PFOUR ® IPC.

La motivacién de este ejemplo es responder a una inquietud que Janus
Czelakowski plantea en [8] respecto de cémo podria interpretarse un siste-
ma k-deductivo en sentido de [4] para k > 2. Considerando que un sistema
k-deductivo es indistinguible de un sistema, proptsicional k-dimensional estruc-
tural, espero que la mezela de sistemas finito-dimensionales responda en alguna
medida a tal inquietud. ' E ‘
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3.1. Modelos para sistemas proposicionales.

El concepto de modelo para un sistema proposicional k-dimensiona) adecua-
do a los objetivos de esta tesis {establecer una nocién de algebrizabilidad debi-
litando estructuralidad) debe satisfacer varios requerimientos, para que cumpla
un papel andlogo al que cumplen los modelos de 16gicas proposicionales en Légi-
ca Algebraica Abstracta:

» Si el sistema es estructural, entonces los modelos habituales {matrices,
légicas abstractas) deben ser modelos en el sentido propuesto aqui, o al
menos estar estrechamente relacionados con algunos de éstos.

» Todo sistema proposicional k-dimensional debe ser completo respecto de
la clase de todos sus modelos.

» Los modelos deben estar asociados a &lgebras, y las operaciones entre
dlgebras deben, con posibles restricciones, determinar operaciones entre
modelos.

= Los modelos deben reflejar de manera natural la ausencia de estructurali-
dad del sistema

Nota 2. En tal sentido, la nocién de modelo debe ser bisicamente distinta
de la que, por ejemplo, considera Wéjciki en [21], donde atn a una légicano
estructural se le asocian modelos, matrices generalizadas, que no reflejan
en sf mismos la no estructuralidad.

= Las herramientas utilizadas por Légica Algebraica Abstracta deben poder
utilizarse en los modelos agui considerados.

La nocidn de modelo que mejor acomoda a esos requerimientos se estable-
cerd utilizando el siguiente tipo de objetos:

Definicién 5. Sean Fm un lengd&}fe proposictonal y 1 < k < w.
Untriple L=( A, H,C) esuna HR%m—iégica abstracta® si A es un dlgebra
del tipo de §m, ) # H C Hom(Fm, A), yC un sistema de clausura sobre | A%

Si §m es claro segin el contexto, se dird simplemente que L es una HRE*-
légica abstracta. _ - o

En adelante, salvo que se indique lo contrario, L, L’,..., Ly, Loy.oooy M, W...
denotardn HR*-légicas abstractas, para algtin 1 < k < w.

Las k-tuplas de elementos de A, es decir, los elementos de | Al*, se deno-
minan k-elementos, y si k es claro segiin el contexto, se utilizaran “negritas”
para denotar k-elementos de A, es decir, @ es un elemento de A ¥ aesun
k-elemento de A, y en particular, si a es un k-elemento de A, entonces salvo

IHR zm significa “Homomorficarnente Restringida relativa a Fm”.
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que se indique lo contrario, a; con i < k denota la i-ésima coordenada de a. La

misma notacién se usa para conjuntos de k-elementos, es decir, F representa un

conjunto de k-elementos, llamado k-conjunto, si k es claro segln el contexto.
Los k-conjuntos de C se denominan cerrados de L.

En L = (A, H,C), A es el dlgebra asociada (o subyacente) de L y se
denota por A.L, H es el conjunto de morfismos asociados a L, denotado por
H.L, y C es el sistema de cerrados de L, denotado por . L.

Las HR*-l4gicas abstractas son una doble generalizacion de los objetos sobre
los que se establecen modelos en Légica Algebraica Abstracta:

= La adicién de un subconjunto de los homomorfismos desde §m en el ilge-
bra asociada, lo que no se ha usado en algebrizacidn, y que permite reflejar
la carencia de estructuralidad.

» Considerar sistemas de clausura de conjuntos de k-elementos, lo que ex-
tiende ia nocién de logica abstracta, presentada por Brown y Suszko en [5]
y utilizada ampliamente por Font y Jansana en [14] para Ldgica Algebraica
Abstracta, de manera andloga a como en {4] y [2] Blok y Pigozzi extien-
den a k-matrices la nocién de matriz, mediante el uso de k-elementos del
dlgebra.

Se destacan entonces dos componentes “intermedias® de una HR*.1égica
-abstracta L, correspondientes a estructuras tratables de manera general con
independencia del concepto de HR-ldgica abstracta:

» L = (AL, H.L}, que corresporde a un HR-dlgebra relativa o Fm, es
decir, un par formado por un 4lgebra y un conjunto no vacio de homomor-
fismos desde Fm en el slgebra (si Fm es claro segiin el contexto, puede
omitirse su mencién). Estas estructuras, denotadas por A, B, etcétera,
serdn tratadas mds adelante. Para ellas se usardn también las notaciones
A2 para su dlgebra y H. para su conjunto de morfismos.

g

v L= (A.IL,C.L), que corresponde a una k-ldgica obstracta, es decir, un
par formado por un dlgebra y un sistema de clausura de A-subconjuntos de
ella, y seran denotadas por L, M, etcéters. Ellas son una directa genera-
lizacidn de las légicas abstractas al caso finito-dimensional, y por.lo tanto
pueden para-ellas utilizarse tanto las herramientas de légicas abstractas.
como las de k-matrices. Se usardn tambien las notaciones A.L para su
algebra y C.L para su sistema de clausura. ‘

Si Ay Bsondlgebras, | < k< w, y k€ Hom({ A, B), entonces para
a=(ag,...,ap—1) € |A[F, F C fA|k,' y /. C'|BJ* se definen - -

. h(a) = (h(a‘U)s Teey h(ak—l))
= h[F] = {h(a) :ac F}
= hUF]={ac Al : h(a) € F'}
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Definicién 6. Sea S* un sistema proposicional k-dimensional, con1 <k < w.

Entonces un modelo para SF es una HRF-ldgica absiracta (A, H C) tal
que:

4

Yhe H YFeC A ![F]€ Th ..

Si S* es sistema, proposicional k-dimensional, A es un algebra,
h € Hom(Fm, A), y F C | Al*, entonces se dird que h es compatible con F si
se cumpie que h~![F] € Th 4. Se dird también que § # H C Hom(Fm, A) es
compatible con {F; C|Aj* : i€I}, T#0,sitodoh € H es compatible con
F;, paratodo 7 1.

Nétese que como siempre se tiene que Fm* € Th sk, entonces Hom( Fm, A)
es compatible con | A|¥, para todo A 4dlgebra del tipo de §m. En particular,
para cualquier dlgebra A y homomorfismo & € Hom(Fm, A) se cumple que

h es compatible con todo F tal que (h[&m])"c C F C | AJ*, ya que entonces
h=YF] = 2 [(h[Fm])*] = Gmt.

Considerando lo anterlor se dird que un modelo L para un sistema propo-
sicional k- dlmensmnai S* es trivial si para todo h € H.L vtodo F e C.Lse

tiene A71[F] =

Por otra parte, es mmedlato que todo sistema proposicional k-dimensional
S* es modelo de si mismo, y para el caso estructural se tiene que los modelos
para S cuyo conjunto de morfismos asociado es el conjunto de todos los homo-
morfismos desde Fm en el dlgebra agsociada, st k = 1, representan directamente
a los modelos sobre 1égicas abstractas utilizados en [14], ¥ si k # 1, entonces los
cerrados del modelo junto con el algebra asociada son k-matrices.

De acuerdo a lo anterior, las nociones y propledades presentadas en [2] de
congruencia de un algébra compatible con un conjunto de k-elementos del alge-
bra y de congruéncia de Leibnitz dé él son directamente aplicables ya que no
dependen de los morfismos asociados ni de el sistema de cerrados como un todo.

Nota 3. En este tra,bajo se segmran “mutatis mutandls” las 1deas y resultados
que J. M. Font y R. Jansana presentan en [14] y que W Blok y D. Pigozzi
presentan en [4] y en {2]. También se utilizardn las ideas y desarrollos de B.
Herrmann [12}, en particular al no exigir finitud.
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Entonces, con 1 < k < w, se tiene?:

» Una congruencia & del dlgebra A es compatible con F C | Al* si para todos
a,b k-elementos de A se cumple que si a € F y'para todo ¢ < k, si a; 8 b,
entonces b £ F.

Se denota por a#* b si para todo ¢ < k se cumple a; 8 b;.

= {0 A(F) es la mayor congruencia del algebra A compatible con F C | A[F
y siempre existe. 5i % es HR-dlgebra, entonces Oy (F) == Q4 o(F), ysi L
es una HRF-légica abstracta, entonces 0 L(F) =0, L(F).

= Una congruencia # € Con A del élgebra A es compatible con F C | A[F
siystlosi § < Qa(F).

= Si Aesundlgebray {F; C|Al* : i€} esno vaclo, entonces

[} QaE)<a(() F

ief ierf

» Sih e Hom(A, B) es un homomorfismo sobreyectivo entre las 4lgebras
Ay B, entonces para todo F' C | B{* se cumple:

Qa(hF]) = h [0 g (F)L.

Sin embargo, la congruencia de Tarski de una k-16gica abstracta no estd explci-
tamente presentada cuando &k # 1. -

Definicién 7. Dada una k-Idgica, abstmcta L, la congruenc1a de Tarski de L,
denotada por Q (L), es la mayor .congruencie de A. L compatzble con todos los
cerrados de C.L. Si L es una HR*-ldgica abstracta, entonces Q (L) := 0 (]L)

Si la congruencia de Tarski de una k-ldgica abstracta 0 de’'una HR’“ -légica
abstracta es la identidad, se dird que s reducida.

*Ver [4] v [2].
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La siguiente proposicién entrega algunas propiedades de la congruencia de.
Tarski de una HR*-1gica abstracta, y su demostracién es enteramente andloga
a la demostracién de las respectivas propiedades de la congrizencia de Tarski
de una ldgica abstracta (en el sentido de [14]) a partir de las propiedades de
matrices 10gicas, con k-matrices légicas (en sentido de [2]) reemplazando a las
matrices logicas:

Proposicién 3.1.1. Sea 1 < k < w. Entonces:

1. Si L es una HR*-ligica abstracta, entonces

(] QuE)

FeC.L

2. Si Ly L' son HR*-légicas abstractas, h € Hom(A.L, A.L') es sobre-
yectivo, y C.L = {h~'[F] : F e C.L'}, entonces ) (L) = h-1[) (L))

Para cada HRF®-Iogica abstracta L = ( A, H, C) sea C H&:mk el sistema, de
clausura sobre §m* generado por {A~![F] : he HyF ¢ C}. Sean CE‘ «(7)

v k=1 el operador de clausura v la relacmn de consecuencia sobre Fm* respectl-
vamente, asociados a CL k- O1 Fm”® es claro segin el contexto, se puede omitir

el subindice “Fm®”, _
Anélogamente, si L es una clase de HR*-légicas abstractas, sea C o €l

sistema de clausura sobre §m* generado por |J, ., CZX.+. ¥ sean Cim ( -} el

operador de clausura y |=z la relacién de consecuencia asociados a C3 .S
L = {L}, se omiten las llaves, y por lo tanto se usa la notacién del parrafo
anterior.

Lema 3.1.2. 1. Sea S* un sistema proposicional k-dimensional, y sea L =
(A, H,C) una HE*-légica abstracta.

Entonces para todo T U {ex} C Fm* se tiene:
I'ELasiysdlosivhe HL ki) € CL(AT)),
donde C'L es el operador de clausura sobre |A.L|* determinado por C.1L.3

2. Sea S% un sestema proposicional k- dzmenswnal, y sea L una clase de
HR*-Igicas abstractas.

Entonces para todo T' U {ex} g gmF se tiene: '
UlpasiysiosiVLel Yhe HL hla) e CoL(MT).

Demostracidn. Se omitiran en esta demostracién los subindices “Zmbr,

8No confundir CL{-) sobre Fm*, aunque se omita el subindice Fm*, con €'y, sobre |A. L[5,
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1. Como CF estd generado por {h7[F| : h€ H.L y F € C.L}, entonces
I’ € C¥ siy s6lo si existen 7/, {hs € HLL : iel}, y {Fiel.L
i€ I} tales que TV = ; o ;7' [Fil-
Luego, se tiene
Yhe HL h{a)e Co(hT]) &
oVhe HL hioye(|{FeC.L : A[f]CF}
©oVheHL ae|{p7'[F] : FeC.Ly Ch™'[F]}

cac [ [M{p'F] : FeC Lyl Ch'[F]}
heH. L

cac(){r7'[F] :he HLyFeCLyI Ch ' [F]}
cac|{IYeCh : T CT}

HaECL(I‘)

T {:La

2. Como CF esti generado por UleLCHT;m;‘, entonces I' € CY si y sélo
siexisten I, {I; €L : iel}y{T,eC¥ : i€} talesquel’ =
M e T
FEntonces se tiene:

VI.e L Vhe HIL VFeC.L h{a)e€ CL{I]) +

#V¥LeL Tepa
ovVLel ac[){LeCl :TCTyL}

cac][){TueCt : TCTyL}
LeL

HaEﬂ{I"ECL :TQ«T'}
<—>I‘}::La--
O

Definicién 8. Sea §F un sistema proposicional k-dimensional. Entonces Mse
es la clase de todos los modelos de S*.

El siguiente lema se obtiene directamen_te a partir de las definiciones:

Lema 3.1.3. Sea S* un sistema proposicional k-dimensional, y sea L una
clase de HREF-ldgicas abstractas. Entonces las siguientes ofirmaciones son equi-
valentes:

1. LC Mg
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2. CI{;‘mJ" es subsistema de clousura de Th gx.

8. Para todo T U {1} C Fm*
: W& Thg(T) implicay € C%_.(T).

4. Paratodo T U {9} C Fmt

I'bgw o implica T =y, .

Se dird entonces que un sistema proposicional k-dimensional S* es completo
respecto de una clase de modelos L cuando C* Smk = = Th 4, 0 equivalentemente,

cuando Fgr = 4.
Por lema anterior, CMS'" C Th g, ¥ como ya fue notado, S* € Mss, lo

que implica que Th ¢ es parte de los generadores de ¥ 5w -+, obteniéndose que

Cfm = Th g:. Luego, S* es completo respecto de todos sus modelos.
Es evidente que la principal dificultad para manipular modelos es el conjunto
de morfismos asociados, ya que esencialmente es lo 1inico que no tiene herramien-
tas bien desarrolladas?. Particularmente dificil es la presentacién de ejemplos
de modelos, atin sobre dlgebras finitas, dado que Ia especificacién de un modelo
requiere la especificacién del conjunto (infinito) de morfismos asociados. En et
ejemplo de PFOUR dado antes, la especificacién de las sustituciones estructu-
rales se apoya en las imdgenes de los dtomos, que son férmulas de un tipo muy
especifico (hiperliterales), y en que tales imdgenes se relacionan con la axiomati-
zacion de PFOUR . La axiomatizacién de PFOU R puede no ser “transferible”
a sus modelos, como en Légica Algebraica Abstracta {ver por ejemplo la Propo-
sicién 2.1 en [7]}, ya que PFOUR no es estructural, y en particular los axiomas
relativos a hiperliterales no necesariamente tendrén un significado tinico en el
algebra asociada a un modelo, sino que dependerd de la imagen de esos axiomas
por cada homomorfismo asociado, @mo se vers en ejemplos mas adelante.
Una manera de encarar el problema consiste en establecer un cuociente del
conjunto de morfismos asociados a cada modelo, que permita identificar homo-
morfismos * 1ndlst1ngu1bles respecto de su accionar en el dlgebra asociada. Tal
cuociente debe ser uniformemente definido para todos los modelos de un sistema
proposicional k- dlmensmnal para facilitar la presentacién de ejemplos.
Entonces dado un sistema proposicional S* sea D C H om(Fm, Fm) un
monoide respecto de la composmlon, con id g4, € D, denotada simplemente por
id. :
Para cada dlgebra A del tipo de - §m sea D la relacmn binaria sobre -
Hom(Fm, A) dada por: _ ‘
Para todos f,g en Hom({y’m A)sea f=g(D) siysdlosiexisten oy §
en D tales que

‘Rigurosamente hablando no se ha considerado, al menos en ia literatura usada, sistemas
de clausura de k-elementos, pero se acepta que ello no presenta grandes dificultades.
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f=goo ¥
g=fod

Es claro que para todo f € Hom{Fm, A) se cumple que f = foid, es decir,
D es refleja. Ademds su simetria se obtiene por definicién, y si f =g (D) ¥
9 = h (D), entonces existe {1, o3, &1, &} C D tal que

f=goco1 g=fod g=hoos h=gods.

Pero entonces f = ho(gacoy), h = fo(d 0dy), ¥ se tiene Gque o007 ¥
d1 ¢8> estdn en D por ser éste un monoide respecto de la composicidn. Luego,
D es transitiva y por tanto relacién de equivalencia sobre H om{Fm, A).

Sid # H C Hom(Fm, A), entonces la restriccién de D a H es claramente de
equivalencia. Ademds, es evidente que si' D € D, ambos monoides que contienen
a id, entonces D C D’.

Para cada f € H C Horn{Fm, A) sea [f]5 la clase de equivalencia de f en
I respecto de D.

En particular para D C Sg{ §*) se cumple que dados F C |Al¥, f,ge H C
Hom(Fm, A), si f es compatible con F y f = g(D) , entonces g es compatible
con F, ya que f—! F] € Th 5« y como existe ¢ € D tal que g = f oo, se tiene
que g~![F] = ¢~ [f~![F}] € Th g. En particular, f =g (D) implica que f es
compatible con F si y sélo si g 1o es.

Ejemplo 5.

Sea Pr una Légica Anotada. “I-Iay que recordar que le( Fm) tiene cardinalidad
infinita numerable. Sea para cada 7 y cada A 4lgebra del tipo de Pr el conjunto
| A]” de todas las funciones de 7 en | Al:

= Sih € Hom(Fm, A) y p € le(Fm), sea h(p) := (h(p: p): BETY E
| A|™®, y sea Dis(h) := {h(p) € | A|” : p€ lef Em}} Claramente
B # Dis(h) C |A[" y la cardinalidad dé"Dis(h) es menor o igual a la
cardinalidad de [g( ;?}m) Dzs(h} serd llamada la distribucidn de h en A.

» Sea ~y la relacién entre letras de [e{ Fm) dada por p ~p q si y sdlo
si h(p) = h(q) Claramente ‘es dé equivalencia, y por tanto induce una
particién de le( m) en clases [p]., para cada p € le( Fm).

= Es evidente que [g].n = [plos si v sélo si hig) = E'( ). Luego, podemos
definir una aplicacién A entre clases de equwalenma L por ~p en le(Fm) y
funciones de Dis(h) por h([p} ) = h(p) Entonces h est4 bien defnida, v
si h{[pln) = 2 (Ig)s), entonces h(p) = h(q) es decir, [plp = [g]n, ¥ pa-
ratodad e Dis(h) existe por definicidn una letra p € le( Sm) tal que d =
h( ). Luego, h es biyeccién entre le(&m ] g {[p J~n : pEle( {S’m)}
y Dis(h).

5La funcién {ay :p €7) levaa € 7 en ay.
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s Para toda Légica Anotada Pr una sustitucién o € H om(Fm, Fm) tiene
la propiedad v — le si se tiene

Vpele(Im) dgele(Fm) Vper o(pip)={g:p)

Lema 3.1.4. Toda sustiiucidn con la propiedad T — le es estructural.

Demostracign. Claramente las imagenes de los axiomas (—3), (—2),
{=3), (A1), (A2), (A3), (V1), (V2), ¥ (V3) por o son axiomas del tipo res-
pectivo, y para los axiomas (=}, (—|2), ¥ (3}, como su forma se mantiene
al aplicar o, y por ser ésta homomorfismo de Fm en Fm, no lleva férmu-
las complejas en hiperliterales, por lo que también preserva su restriccidn,
y entonces las imagenes de esos axiomas son axiomas del respectivo tipo.

Es claro que ¢ es compatible con la regla MP.

Todo axioma (71) es de la forma (p : L) A (=*(p: p) & =*"1(p: —u)) para
kcw pe le( Fm), y ,u e 7. Entonces su imagen por ¢ es de la forma
(g : J_) (=*g: p)e-F1g: =), que es también un axioma del tipo
(’Tl).

Todo axioma (72) es delaforma (p: p) = (p: ) parap € le(Fm) y A
en 7. Entonces su imagen por o es de la forma (g : 4) -+ (¢ : A), que es un
axioma del mismo tipo.

Laregla (3} esdelaformay = (p:p) € Ths({p—(p:p,) i€ I,
con p € le(Fm), p € Fm, y g = Ujesu; en r. Entonces la imagen
de {o—=(p:uy) : jeTbes{o(@)—(q:p;) : j€ J}, ¥ dado que la
imagen de v {p : p) es o(p) = (g : p), por Io tanto o(w) - (¢ : p) €
Ths({olp)y=(g:p;) : je J}), es decir, o es compatible con la regla

(73).
Luego, si ¢ € Hom(Fm, Fm) tiene la propiedad + — le, entonces ¢ €
Sg. O

» Paratodos h,g € Hom{Fm, A)vd ¢ }AI tales qued € Dis{h) NDis(g),
se tiene que para todos plq € le{Fm) con p € (h)~*[d) ya€ (g d se
cumple que h{p: p} = g(g: u), para todo p € T, ya que h(p)=d= glq).

» Si para h,g € Hom(Fm, A) se tiene Dis(h) C Dis(g), entonces para
cada d € Dis(h} sea kq cualquier funcién de (R)~1d] en (3)"![d} (Nétese
que si (7))~ d] = le(Fm) D (9)~1[d], siempre se puede pedir que ka-seala
identidad sobre (ff)“l[d] Sea ceH om( §m, Fm) determinada por

o(p:u)= ( h{p)(p) ,u) para todo g€y toda p € lef {y’”m

Entonces para todo p€le(Fm)y p €7 se tiene que goo(p : p) =
g(k;;(p) {p) : p), pero como Ko) {p) € (@)~1[h(p)], entonces por el punto
anterior se tiene que g(k‘ap) (p) : ) = h(p: u), es decir, goo{p: p) =
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h(p : p}, para todo p € le{(Zm) y p € 7. Luego, h = goo. v como por
definicién ¢ cumple la propiedad r — le, entonces se tiene que si Dis(h) C
Dis(g) entonces existe ¢ € Sk con la propiedad 7 — le tal que h = goo.
En particular, si g es compatible con F C | A{, entonces h también lo es.

Inversamente, si existe ¢ € § g con la propiedad 7 — le tal que & =
goo, se tiene que para d € Dis(h) existe p € le(Fm) tal que d =
(h(p M) ipE 7') ={goa(p: M) i€ 'r), pero por la propiedad 7 — e se
tiene que existe g € le( Fm) tal que o(p : 1) = (g : p) para todo pu € r.
Luego,d = (g{g: p) 1 p € 7) € Dis(g), es decir, Dis(h} C Dis{g).

Sea Dis la relacién entre homomorfismos de Hom{Fwm, A) dada por
h = g(Dis} siy sélosi Dis(h) = Dis(g). Claramente Dis es de equiva-
lencia, y por tanto induce una particion de Hom(Fm, A). En particular
se tiene que existen o,p € Sg con Ia propiedad 7 — le tales que A = gog
¥ 9 = hop. También se tiene que para todo F' C | Al se cumple que £ es
compatible con F si y sélo si g es compatible con F. Se usard entonces
indistintamente los términos “h es compatible con F C [AL, “Ihlps es
compatible con F C |A|”, y " Dis(h) es compatible con & ClAJP.

Inversamente, si para h,g € H om(Fm, A} existen o,p € Sg con la pro-
piedad T — le tales que h = goo y g = hop, entonces Dis{h) = Dis(g),
es decir, h = g(Dis) .

Si Sg¥ = {0 € 8 : o tiene la propiedad 7 — le}, entonces Dis = Sg'®
(la relacién entre morfismos definida previamente a este ejemplo).

Si @ # D C |A| es de cardinalidad no mayor que la cardinalidad de
le(Fm), entonces existe una particién de le( Fm)} tal que se tiene una
hiyeccidn b entre las clases de ta] particion y los elementos de D. Luego,
basta definir & € Hom(Fm, A) por

h(p:p) =d(p) paratodos p € 7 y pE ﬁg(?m) tal que la imagen por b de
laclasedepesde D.

Claramente entonces Dis(h)'= D, y por lo tanto se tiene que para todo

"B # D C)A|" de cardinalidad no mayor que la cardinalidad de le( Fm)

existe A € Hom(Fm, A) tal que Dis(h) = D.

Finalmente, existe una biyeccién D15 que va de Hom(Fm, A)/Dis :=

{[hlpis : h € Hom(Fm, A)} sobre el conjunto
|A", = {DCIA]" : 0##D < #le(Fm)},
definida por m([h]gis) = Dis(h), donde #D es la cardinalidad de Dy

es biyeccidn ya que claramente est4 bien definida ¥ es inyectiva, vy por el
punto anterior se tiene que es sobreyectiva.
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= Ndtese que como Dis{h) C Dis(g) si v s6lo si existe o € Sg con la propie-
dad r—le tal que & = g o o, entonces para todo F C | A, si g es compatible
con F, también lo es h. Luego, llamando a una distribucion ménima cuan-
do es de la forma {d}, para d € | A", y para todo h € Hom(Zm, A)
'si Disy(h) := {{d} :de Dis(h)} es el conjunto de las distribuciones
minimas asociadas a h, entonces para todo F C | A|, si h € Hom{Fm, A)
es compatible con €l, también Disy,(h) lo es. Adem4s, se tiene que si
0 # H C Hom{Fm, A) es compatible con F C | A|, entonces también
lo es | c g Disim(h). Por simplicidad, se omitirdn las llaves en una dis-
tricbucién minimal, identificando entonces d € | A|” con la distribucién
minima que determina. Nétese que la clase de equivalencia de homomor-
fismos asociada a cada d € | A", (]’SE)“I[d], tiene un sdlo elemento, es
decir, sélo hay un homomorfismo cuya distribucién es exactamente d.

» Para todo L modelo para Pr se cumple que

CLC(MHFCIAL : |J Dism(h) es compatible con F'}
heH. 1L

Lo anterior permite la presentacién de HR-logicas abstractas v modelos
para Logicas Anotadas mediante referencia a las distribuciones, consideradas
clases de equivalencia de homomorfismos. En particular, para 7 finito, {e( Fm)
infinito numerable, y un 4lgebra finita A, el conjunto PA|7,, es finito, y por lo
tanto A7, = {D G |A|" : §#D}.

Ejemplo 6.
En PFOUR , consideremos el dlgebra A del tipo de Fm dada por:

b

I\
N\

donde B = {0, u, v,1} con A, Vv, y - forma un 4lgebra de Boole, con Ty =
-z Vy para z,y € B, y con las habituales lineas continnas representando el
orden. Las operaciones para {b,t} son

ABTE) [VIere] [ QhlE] -]

b 1] u hif1l1 b l1]u bl b
R TR 7} t 1] u t 1|1 Tt

yeon bAb=1y t At =a, se define paratodoz € Bey € {b, t}:

" TAy=yAz=xzA(yAy)
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rzVy=yvz=zV(yAy

sry=z—(yAy)

s ysz=(yAy) —=z

Es decir, las lineas horizontales de la forma ~n -«- ~ representan el hecho
de que respecto de B, by ¢ no se diferencian de 1 ¥ u respectivamente.

En este caso se tiene que | A[FOVR = 1296, y por lo tanto se tienen 1296
distribuciones minimas, e identificindolas con el dnico homomorfsmo que tiene
esa distribucién, se pueden clasificar respecto de su recorrido, de si son o no
triviales, es decir, si el menor F C | A| con el que son compatibles es igual a su
recorrido. Una preclasificacién se presenta en la siguiente tabla: -

L # [ ;Trivial? | ;Sobreyectiva? |

280 Si Si
992 Si No
22 No Si

2 No No

Las 280 distribuciones triviales y sobreyectivas no se incluirdn en las des-
cripciones siguientes. Una descripcién més detallada por grupos de las demds,
incluyendo el recorrido, y con un diagrama adjunto, se da en el siguiente listado,
donde se adoptan las siguientes ¢onvenciones:

Grupo 1:

No se har4 diferencia entre la distribucién minima {d}, la funcién d €
| A[FOVE, y el homomorfismo (tinico) b tat que dis(h) = {d}.

El recorrido, cuando la distribucién no-es sobreyectiva, se denotard en el

diagrama por una linea continua.

L

Los ' C | A} contenidos propiamente en el recorrido son incluidos pero
denotados por lineas punteadas. Nétese que por cada uno de tales éerrados
y cada subconjunto de | A| disjunto del recorrido, si no es sobreyectiva, hay
un cerrado con el que la distribucién es compatible, pero no se incluyen
en el diagrama. ' '

La distribucién d(L) = b, d(f) = ¢, d(t) = t, y d(T) = ¢, sobreyectiva v
no trivial: Cerrados: {{b, 1} {b, 1, v} {b, 1, t, u} | A[}
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Su diagrama es

Grupo 2: 8 distribuciones sobreyectivas y no triviales:

Ld(L) [ d(F) [ d@) [a(Ty ]
b 1 u t
b 1 0 t
b u 1 t i
T = = . Cerrados:  {b, 1, v} v | A|
b 0 ! 1 t
b o v t
b v u t
b v 0 %
Su diagrama es s
Lob 1.
o h
' \ N _/
0
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Grupo 3: 13 distribuciones sobreyectivas v no triviales:

| 4() Td(F) [ di6) [ 4Ty |
[Tb b | b t
e b t b
b b t t
b £ b b
b t b ¢
b t t b
t b b b
t b b t
t b t b
t b t t
t t b b
t t b t
|t t t b

Grupo 4:  La distribucién d( L) =

trivial:

Cerrados:  {b, ¢, u, 1} y VA

Su diagrama, es

a(f) =d{t) = d(T) = b, no sobreyectiva ni
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Grupo 5:  La distribucién d(L) = d(f) = d(t) = d{T) = ¢ no sobrevectiva ni
trivial:

Grupo 6: 16 distribuciones no sobreyectivas y triviales:

g

Grupo 7: 64 distribuciones no sobreyectivas y triviales:
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Grupe 8: 304 distribuciones no sobreyectivas y triviales:

Grupo 9: 240 distribuciones no sobreyectivas v triviales:

WA
NN
N,
)

Grupo 10: 368 distribuciones no sobreyectivas y triviales:

Una revisién de los cerrados que aparecen en cada grupo arroja 24 cerrados
de entre los 64 subconjuntos de | Al, sin contar a | A|. Para cada uno de ellos
se pueden detallar los grupos de distribuciones que son compatibles con ellos,
formando 10 grupos denotados por Fj, i € {1,...,10}:
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K Cerrados | Distribuciones compatibles |
I {b. 1} 1,4 ]
{6, 1, 0} {6, 1,0, v}
2| {100} {51,0¢ 4, 6,7
’ {6.,1, 0.2, u} {b.1,0¢ v}
3 6, 1,0, u 0] 16,7, 8,9
{b, 1, ¢} {b, 1, u}
4 {6, 1, t, v} {b 1,u,v} 4
{b, 1,1, u, v}
5 {b, 1, v} 1,24
3 T, L, 1. u) 1,34
{1, 0} {1, 0, v}
7 {1,0,t} {1,0,¢ v} 6
{1,0,u} {1,0,¢ u}
8 {1, % u) | 5
9 1,0, u, v} 6,9
10 {1, 0, t, u, v} 3,6,9,10

Respecto de los homomorfismos h € Hom( Fm, A) cuya distribucién no es
minima y los subconjuntos F de | Aj con los que son compatibles, ya se sabe
que si & es compatible con F, entonces todo d & Dis(h) lo es. La idea entonces
es probar el reciproco, es decir, que si todo d € Dis(h} es compatible con F,
entonces h lo es.

Entonces se tiene lo siguiente:

» 5i Fes de tipo F}, coni € {4, 7, 8}, sélo hay una distribucién minima que
es compatible con él, por lo que h es compatible con alguno de ellos si y
s¢lo si Dis(h} es igual a tal distribucién minima.

» Si F es del tipo F}, con i '6“{2, 3, 9, 10}, entonces se tiene que F es
subdlgebra de | A|, contiene a los recorridos de todas las distribuciones
minimas que son compatibles con €l, y uno de tales recorridos es F, lo
que, como el repofrido de h es la"subé.lgebfa de | A| generada por los
recorridos de todos los d € Dis(h), implica que el recorrido de h estd a su
vez contenido en F', es decir, A" [F| = Fm. o

= Sea F del tipo F}, coni € {1, 5, 6}. Se necesita probar que si todo d _E.
Dis(h) es compatible con F, entonces A lo es.
Para probar que A7'[F] € Thg, sea ¥ € Ths(h™'[F}). Entonces existe
una demostracién de % a partir de h~1{F}, (8, :i < 7 ), con ) ordinal, de
modo que: 8, =1,y tal que para cada i < 7 se cumple:
s Obien §; € Az (S).
e O bien g; € A71[F].
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» O bien existe j < i tal que ({83, By = B:},B:) € MP, con MP la tni-
ca regla de inferencia de PFOUR (FOUR es finito}, correspondiente
a (—4) en la axiomatizacién presentada para Pr .

Entonces basta probar que Ax {(8) C A YF]'y que h™HF] es cerrado
bajo MP, pero para esto 1ltimo nétese que para tales F se cumple que
paratodosay ben | Al si{a, a—b} C F, entonces b € F (es decir, F' es
cerrado por MP), lo que implica que &1[F] es cerrado por MP en Fm,
ya que si {a, o« — 8} C h![F], eatonces {h{a), hle) = h(B)} C F, y por
lo tanto A(8) € F, es decir, 8 € hLUE.

Solo resta probar que Az (8) ¢ hTF], v para ello, hay que observar
que para todos z,y € | A} se cumple:

{zAy, zVy,z—y} CR

TAY=(zAz)A(yAY),
TVy=(zAz}V(yAy),

r=y=(zAz)—>(yAy).

Ademss, 1 € F, ¥a que para cualquier d € Dis,,(h), identificando d con
(Fis)‘ﬂd], se tiene que Ths(0) C d7'[F} € Ths, y por lo tanto, si
a=(p: L)A(p: L), se tiene que h{a) € B, y como B es un lgebra de
Boole, necesariamente A(-q A @) = 1. Pero ademds ~a Aa € Thg (B,
asique 1€ F. '

Entonces para los axiomas (—1), (=2}, {-23), (A1), (Aa), (As), (V1),
(V2), (Va),(=1), (m2), ¥ (—3), basta con mostrar un caso, digamos (- 5),
¥ para los demés el argumento es andlogo:

Sean @, 8 € Fm. Por brevedad, en A escribiremos z2 por £ A . Enton-
ces a = (foa) e Az (S), y por las observaciones previas se tiene que
Ma—=(8-sa)) =

ha) = (h(8) = h{a)) = h(a)? = (h(8)2 = h{a)®) = 1, con la wltima
igualdad dada porque 22 € B, y porque h(@)® — (M(8)* = h{a)?) es una

instancia, en el dlgebra de Boole B, de una tautologia del Célculo Propo-

‘sicional Clésico, lo que implica que su valor es 1.

Para los axiomas (r), (1), Y (1)t (FOUR es finito), como los dtomos
involucrados comparten la misma letra de te(Fm), basta con el argumento
siguiente: : ,

Sea « en alguno de los axiomas nombrados, y sea p la letra que los 4tomos
de e contienen. Sea f = (Dis) " [{[p]~s}] el homomorfismo cuya distri-
bucién corresponde a la clase.de p en le(Fm) respecto de h. Entonces
sabemos que existe una sustitucién ‘o € Sg con la propiedad 7 — [e tal
que f = heo, y que ella puede ser la identidad sobre [pl~s. Entonces,
como por hipétesis f es compatible con F, se tiene que f(a) € F, es decir,
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Ma) = h(o(a)) € F. Luego, @ € A'[F], ¥ por lo tanto se obtiene que
Az (S) CRF] :
Luego, se concluye que A7![F] € Thg, lo que prueba que £ es compatible
.con F siy sélo si todo d € Dis(h) 1o es.

SiIC{l1,...,5}, sea

[} ={h € Hom{Fm, A): Vd e Dis(h)
d pertenece al Grupo i, con i € I}

Entonces los modelos no triviales para PFOU R sobre A de la forma (A, HC)
son tales que:

(A} H C[{l, 4}]) v C es subsistema de clausura de {{6, 1}, {b, 1, £, u}, {b, 1, v}, | A|}.
(BY H C[{1, 2, 4}] y C es subsistema de clausura de {{b, 1, v}, | A]}.

(C) H C{1, 3, 4}] y C es subsistema de clausura de {{b, 1, ¢, u}, | A]).

(D) H C [{5}] ¥ C es subsistema de clausura de {{1, ¢, u}, | A|}.

(E) H C[{#}]y C es subsistema de clausura del sistema de clausura formado

por:

[A| {6,1,0,¢,u} {b,1,0.t, v} {b,1,0, u,v)

{0, 1, t,u, v} {4,1,0,t} {6, 1,0, u} {6, 1,0, v}
{6, 1, ¢, u} {b, 1, u, v} 1, 1, ¢, v} {b, 1, 0}
{b, 1, t} i1, u} {6, 1, v} {6, 1}

con la cond1c1on de que {b, 1, 0} # NC, ya que en este caso el modelo
serfa trivial.
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Firalmente, los tnicos F C | A| cuya congruencia de Leibnitz no es la iden-
tidad son: :

{6, 1, u} {b, 1, v} {b, 1, t, u}
{61, ¢, u}  {b,1,0,u, v} {1, t, u}
11,0, u, v} {1,0,t, u, v}

Por lo tanto, sélo los modelos {A) y (E) pueden ser reducidos, v sélo (A) tiene
modelos reducidos con algtin morfismo sebreyectivo.

Ademds, comparando los modelos (A) con los (D), por ejemplo, se ve que
la interpretacién de los axiomas de la forma (p : 1) es diferente en ambos, por
lo que claramente no puede hacerse una “transferencia® de axiomas ¥ reglas
de inferencia del sistema proposicional en un modelo, como ocurre en el caso
estructural.

El ejemplo anterior muestra que atin para un dlgebra finita con pocos ele-
mentos se tiene una gran diversidad de modelos no triviales, diferentes no sélo
por los morfismos involucrados {es claro que dado un modelo se puede obtener
otro modelo tomando un subconjunto cualquiera de su conjuato de morfismos
asociados), sino también por los sistemas de clausura. Pero el ejemplo da una
muestra de que hay formas claras de delimitar los modelos a considerar.

La primera restriccién a los modelos de un sistema proposicional finito-
dimensional consiste en considerar modelos reducidos, lo que es un procedi-
miento estindar en Légica Algebraica Abstracta, al asignar significado al dlge-
bra. Por ejemplo, las &lgebras de Boole para el Caleulo Proposicional Clasico,
dlgebras de Heyting para la Légica Intuicionista, etcétera.

Entonces se necesita la siguiente definicién, considerando tal restriccién a los
modelos:

Definicién 9. Si I es una clase de HR*-légicas abstractes, 1 < k < w, entonces
L* denota la clase de HR*-ldgicas abstractas reducidas de L.

e

Er particular, M 5+ denota la clase de modelos reducidos para el sistema
proposicional k-dimensional S*.

Pero ademds, el ejemplo muestra que hay modelos no triviales tales que todos
sus morfismos asociados tienen por recorrido una misma subdlgebra del dlgebra
asociada, por lo que los elementos del dlgebra que estdn fuera de tal subdlgebra
no intervienen en la propiedad de ser modelo. En Légica Algebraica Abstracta,
los modelos considerados tienen al conjunto de todos los homomorfismos del
dlgebra de férmulas en su slgebra como conjunto-de morfismos asociados, lo
que permite que todos los elementos del dlgebra intervengan en la propiedad de
ser modelo. Por supuesto, a menos que el dlgebra considerada sea de menor o
igual cardinalidad que el algebra de férmulas, no se espera que haya un homo-
morfismo sobreyectivo, es decir, que involucre a la totalidad del ilgebra. Pero
tales modelos cumplen con que todo subconjunto del dlgebra de cardinalidad
no mayor que la cardinalidad del conjunto de 4tomos que genera al algebra de
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férmulas pertenece al recorrido de algin morfismo asociado {por ser el dlgebra
de férmulas totalmente libre). En particular, si el tipo del dlgebra de férmulas
consta de un conjunto de conectivos de menor cardinalidad que la del conjun-
to de dtomos (habitualmente hay sélo una cantidad finita de conectivos, y se
asume aquf que todos ellos son finitarios), entonces para todo subconjunto del
digebra de un modelo de cardinalidad no mayor que la cardinalidad del dlgebra
de férmulas existe un morfismo que contiene a tal subconjunto en su recorrido.

Entonces se necesita la siguiente definicién, considerando esta restriccidn
sobre los modelos:

Definicién 10. Un HR-dlgebra A relativa ¢ Fm es localmente cubierta si para
todo B C |AR| de cardinalided no mayor que lo cardinalided de At eziste
hoe HAA tal que B C b Fm].

Para todo k tal que 1 < k < w, se dird que unae HR-ldgica abstracta L es
localmente cubierta si y sélo si L o es.

Si L es una clase de HR-dlgebras o de HR* -ldgicas abstractas, 1 < k < w,
entonces “CL denota la clase de HR-dlgebros (respeciivamente de HR*-ldgicas
abstractas) localmente cubiertas de L.

En particular, ““A/ ¢+ denota la clase de modelos localmente cubiertos para
SE1<k<w

Ademis, se tiene que para toda 2 HR-dlgebra localmente cubierta relativa a
$m,y 1<k <w,siF C A" es de cardinalidad no mayor que la cardinalidad
de At entonces considerando F..= {ae (A :3IbeP i<k a= bi}, es
claro que F es de cardinalidad no mayor que la cardinalidad de At (se asume
infinito), por lo que existe h € H.2 tal que F' C A{Fm], lo que implica que
F C A[|gm*|], es decir, el concepto de localmente cubierto se extiende a k-
subconjuntos de |A.91].

Por otra parte, es habitual en Légica Algebraica Abstracta, aiin bajo enfoque
matricial, el considerar para un dlgebra particular el sistema de clausura de todos
los subconjuntos tales que su preimagen por cada homomorfismo desde el algebra,
de férmulas en el dlgebra es una teoria, llamado el sistema de S -filtros (para
una légica proposicional S). En particular, en el enfoque basado en 16gicas
abstractas desarrollado por Font y Jansana en [14], los modelos importantes

son aquellos cuyo reducto tiene por sistema de clausura al sistema de todos los -
& -filtros, llamados modelos llenos, asi es que los modelos llenos reducidos son

exactamente aquellos modelos reducidos cityo sistema de clausura es el sistema
de todos los & -filtros. Ademds, en términcs de este trabajo; el conjunto de
morfismos asociados es maximal, en ‘el sentido de que no hay mas morfismos que
por preimagen lleven a todos los §-filtros en teorias; de hecho, los morfismos
asociados son todos los homomorfismios desde el algebra de férmulas en el 4lgebra
del modelo. ' '

Respecto de los sistemas proposicionales k-dimensionales, si S$* es uno de

ellos, con 1 < k& < w, es claro que en tanto modelo de s mismo cumple con
que todo homomorfismo de Fm en su dlgebra asociada (¥m) compatible con
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su sistema de clausura asociado (Th s+) pertenece a su conjunto de morfis-
mos asociado {Sg( S*)); por otra parte, todo subconjunto I' de Fm® tal que
el conjunte de morfismos asociado es compatible con él pertenece a su sistema
de clausura, ya que en pa,rtlcular la identidad pertenece al conjunto de morfis-
mos asociado. Entonces $*, como modelo de si mismo, no puede extenderse
a otros modelos sobre la misma dlgebra asociada por extensién de su conjunto
de morfismos asociado o por extensién de su sistema de clausura asociado. Ello
es andlogo al comportamiento de los modelos llenos reducidos comentado en
el pdrrafo anterior. Més aun, el ejemplo precedeate muestra que hay modelos
no triviales que representan a los demds en el sentido de que los representados
se obtienen restringiendo el conjunto de morfismos o el sistemna de clausura, es
decir, los que representan 2 los demds son los (A), (B), (C), (D}, v (E), pero
cuyos morfismos y sistemas de clausura sor los ahi mostrados, no subconjuntos
o subsistemas de clausura. Aquellos que representan a otros cumplen también
que no pueden extenderse sobre la misma dlgebra por extensién del conjunto de
morfismos ¢ por extensién del sistema de clausura.

Entonces es necesaria una nueva definicién para esta restriccién sobre los

modelos:

Definicién 11. 5i L € Mg, se dird gue L es un modelo maximal-algebraico
51 se cumplen las dos condiciones siguientes:

» Paora todo h € Hom(Fm, A L), si h es compatible con C.1, entonces
he HIL.

= Para todo ¥ C |{A.LI*, si H.L es compatible con F, entonces F € C. L.

S5i L C Mg, entonces L denota la clase de los modelos pora Sk de L que
son mazimal-clgebraicos.

En particular, ,, M s+ denota la elase de todos los modelos para S * maximal-
algebraicos.

De acuerdo a lo antenor es claro que los modelos para un sistema proposicio-
nal k-dimensional S* de importancia aqui seran aquellos localmente cnblertos
y maximal-algebraicos, que seran llamados modelos principales para S*, es de-
cir, la clase LCM s+ Para abreviar, tal clase se denotard por PM s+, v la clase
de los modelo prln(:lpa,les reducidos se denotard entonces por PMY,

Como se verd luego, la clase de los modelos prmmpa,les reduc1dos para un'
sistema proposicional finito-dimensional cumplen aquf un rol andlogo al de 1a
clase de los modelos llenos reducidos en el trabajo de Font y Jansana {14].
Ademds, en un capitulo posterior se definir4n operaciones que generan modelos
a partir de otros modelos, y al aplicarlas sobre modelos principales preservan
varias propiedades de interés.




Capitulo 4

HR-algebrizabilidad.

4.1.  Equivalencia de sistemas proposicionales.

Sean S*y R' dos sistemas proposicionales finito-dimensionales de dimen-
siones 1 < k < wy 1 <[ < w respectivamente, ambos sobre el mismo lenguaje
Fm. Sea zyp, ..., Tr_; una secuencia de simbolos que Se asumen no pertenecien-
tes a Fm y sea T(Zo,...,74-1) el dlgebra de términos (totalmente libre} del
tipo de #m generada por ellos.

Una (%, [)-traduccién consta de dos componentes:

1. Un subconjunto no vacio v de |T(xq, . . . Zr—1)! tal que para cada & € v
y cada j < [ todos los simbolos zq, ..., 251 aparecen en §;.
2. El conjunto de todos los hbﬁxomorﬁsmos de T(zg,...,z5—1) en Fm.

Acada a € FmF, la {k,1)-traduccién le asigna el I-conjunto via) := flv]
donde f estd determinado por f(z;) = a; para todo i < k.

8iT' C gm*, entonces [T := Uaer 7). -

Notese que la definicién implica que si v = {(ég, e, 5%_1) : j € J} para
J # B, entonces dado {ag, . .. Q) € Fm*, se tiene que:

v({ao, .- ax-1)) = {(F(&),.... F& )y : e J}
" ypara &(zo,.:.,zx_1) con j € J y d < (recordando la condicién sobre v), se
tiene f(&(zo,...,zp-1)) = Jé(qz:é_,'. .., a5_1), donde esta dltima frmula de Fm
estd construida a partir de las formulas ay, ..., ax_, mediante ‘conectivos exac-
tamente del mismo modo en qué_éft lo esta a partir de los simbolos zp,.:., Tz,
El uso del dlgebra de términos generada por talés simbolos permite manipular de
manera estrictamente algebraica la nocién de teemplazo de férmulas por dtomos
en una férmula dada (ademds de conisiderar las dimensiones & y 1} sin utilizar
sustituciones de Fm, que podrian no ser estructurales. Fn general, salvo que se
indique lo contrario, para referirse a una (k, [}-traduccién se usard la notacion:
“...una (k,I)-traduccién v...”, sin necesidad de explicitar T(zg,...,zg_1), ni
el hecho de que v C {T(zy,... ,Zx—1)|', ni los homomorfismos usados.

47
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Por otra parte, tal definicién permite realizar {k,1)-traducciones en cualquier
dlgebra, y més adn, establecer una suerte de conmutatividad con los homomor-
fismos de Fm en el dlgebra:

Sean A vy B &lgebras del tipo de Fm, v una (k,I)-traduccidn,
h € Hom (A, B). Entonces se tiene:

* Sia€|Al*, entonces v(a) := g[v], donde
9 € Hom(T(zo,...,zt_1), A) estd determinado por glz;) =
a; para todo ¢ < k.

» Sia€|A* entonces hiv(a)] = v(h[a]), ya que si
fe Hom(T(zo,...,24_1), Ayyge Hom(T(zo,...,z4-1), B)
son respectivamente determinados por f(z;) = a; y glz;) =
h(a;) para todo i < k, entonces es claro que g = ho f (coinci-
den en los generadores de T(zg,...,z5_1)). Luego, hlp(a}] =
B = glt] = v(hfa)).

= 5i F C [ AJ¥, entonces también se define 1[F] := Uacr ¥(a).

= Es claro entonces que F € | A|* implica hv[F]] = v[r[F]).

* Ademas se tiene que si G € | BJ*, entonces v (G]} C M [G]],
ya que h[u[A~*[G]]] = »[A[A~}[G]]] C ¥[G].

Ejemplo 7.
Sea Fm un lenguaje apropiado para PFOUR . Entonces 1

V= {:E[)(—)S!,‘]_, "'IE()H‘“?.T]_}

es una (2, 1)-traduccién. Consideremos una 2-férmula, particular, digamos («, 8)
cona=(p:fl=-(g: YA D))y 8= (p: f)V(r:T). Entonces se tiene
que con f tal que f(xg) = ay f(x1) = 3 se obtiene el conjunto de 1-férmulas:
v(((p: )2 g YA ) (p: HV(r:T)) = flu] =

= {f{@o 21}, f(-w0 > ~zy)}

= {f(=o) & f(z1), ~flzo) & = f{z1)}

=P H=CUg: DA ) (p: FHv(r: T

(p:N=Cllg: A e-(p: HV(r: T}

Nota 4. La idea de definir traducciones usando un dlgebra de términos ge-
nerada por simbolos que no necesariamente pertenecen a Fm pretende evitar
el uso de sustituciones no estructurales. Por ejemplo en PFOUR no hay sus-
tituciones estructurales que lleven dtomos en férmuilas arbitrarias, por lo que

obligatoriamente una traduccién definida dentro de Fm necesita sustituciones
no estructurales para abarcar a todas las férmulas, Con el uso del dlgebra de

términos externa, y homomorfismos desde ‘ella, se evitan confusiones y se pre-

serva la idea de término asociada habitualmente a traditcciones.
Por supuesto, si el sistema proposicional es estructural, no hay dificultad en
utilizar dtomos de Fm para definir traducciones.

'Recordando que g 4+ 21 abrevia a (zo->rz1) A (z1 = 26).
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Claramente el concepto de (k, I)-traduccién es meramente algebraico, y sélo
establece una relacién sintdctica entre sistemas proposicionales finito-dimensionales.
La siguiente definicién enlaza ademés los respectivos aparatos deductivos:

Definicién 12. ‘Sean S* y R! sistemas proposicionales finito-dimensionales
con dimensiones 1 <k <w y 1 < I < w respectivamente.

L Una (k,D)-traduccidn v es una interpretacién deductiva de S* en R s
para todo T U {ax} C Fm* se tiene:

a € Thg(T) siysdlo si v(a) C Th i {v[E]).

Usaremos simplemente interpretacién en vez de interpretacién deductiva.

2. Sty R! son deductivamente equivalentes {(equivalentes para abreviar)
st existen una interpretacidn v de S* en R! ¥ wna interpretacidn p de
R en S* tales que

Para tode € gm*:  Th . {@) = Th s (plv(a)]),

para toda B € m': Th i (B) = Th = (v[p(3)]).

En ese caso v y p son interpretaciones mutuamente inversas. Diremos
simplemente que S*® y R son equivalentes en vez de decir gue son de-
ductivamente equivalentes.

Simplificando notacién, al aplicar consecutivamente una (k,I)-traduccién v y
una (I, k)-traduccién p se omitiran los paréntesis cuadrados, es decir, si e € Fm*,
entonces pr(er) abrevia a pjv(a)].

Nétese que S* vy R! son equivalentes si existen dos interpretaciones v ¥
P que satisfacen las cuatro condiciones siguientes para todos T U {a} ¢ gm* v

AU{8}C Fmh

@ € Th s (T) st ¥ s6lo si u@) C Th g1 (v[T]) (4.1)

B € Thp{A) s y-s6lo si p(8) C Th;qk (plA]) _. (4.2) .
Thor(@) = Thse(pp(e) 3)
Th ni(8) = Th:(vp(8)) (4.4)

La siguiente proposicién permite establecer que para que tales sistemas sean
equivalentes es suficiente con las condiciones 4.1 ¥ 4.4, y por simetria también
basta con las condiciones 4.2 y 4.3:
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Proposicién 4.1.1. Sean S* Y R sistemas proposicionales finito-dimensionales
con dimensiones 1 < k <w y 1 <1 < w respectivamente. Entonces S* y R'
son equivalentes s1 y sdlo si existe una interpretacion v de S* en R' ¥ eriste
una (I, k)-traduccion p tales que para tode 8 € Fm' se cumple

Thri(B) = Thr(ve(8)).

Demostracién. Para probar que p es una interpretacién de R' en S* basta
con lo siguiente:

Sea AU{B} C Fm'. Entonces por hipétesis se tiene que Th ri1(B) =
Thg:(vp(B)) ¥ por lo tanto también se tiene que Thr:(A} =
Thri(vp(A)).

Luegosetiene 8 € Th i (A) siysélosivp(8) C Th g {vo(A))
si y sélo si p(B) C Th g» (p(A)), con la iltima equivalencia dada
porque v es interpretacién por hipdtesis. Eso prueba que p es inter-
pretacion.

Para probar 4.3 basta con observar que para toda a € Fm* se tiene que
Thgu(a) = Thg:(pr(a)) siy sélo si Th g (v(e)) = Thg:(vpr(a)),y
esta igualdad es vélida por hipdtesis.

O

Bajo las condiciones de la proposicién anterior se dirs que p es una inverse
por derecha de v.

Ejemplo 8.

Consideremos la variedad de las dlgebras de Boale, BA, con 1 el simbolo que
representa en cada dlgebra de Boole al mayor elemento del dlgebra, denotado
asuvezpor 1a,st A€ BA Sea EQ(BA)2 el sistema proposicional de con-
gruencias definido sobre el lenguaje Fm de tipo {=*, =, A, V}, por los axiomas
{{a,8} : a=~f esun axioma pars BA}, ademds de los considerados para el
sistema C%, . De-ello es facil concluir que para todo {(a,B8)} U {{di ;)

i € I'} se cumple (@, 8) € ThEQ{éA)z'({(qﬁi,q/;,;) ciel})siysélosiax fes
una identidad de-BA cuando {¢; = ; : i€ I} es un conjunto de identidades
de BA. ;

Es sabido también que en BA se cumple que para todos o ¥y 4 en Fm
a—a =~ 1 es una’identidad de BA, y ademds & ~ B es una identidad de
BA siy sélo si aerf =~ 1 lo es, donde como es habitual a4+ 7 abrevia-a
(a—=BYA(B—a). S :

5i CPC es el sistema proposicional (1-dimensional y estructural) del Calculo
Proposicional Clésico, ejemplo paradigmatico de algebrizacién, es sabido que
@ € Thopo(T) siy sélo si @ ~ 1 es una identidad de BA cuando {y=~1
yel } es un conjunto de identidades de BA. _ _

Sean entonces & la (1, 2)-traduccion {{z0, 20 = z0 )}, ¥ pla (2, 1)-traduccién
{zo+>z1}.Pero si T U {a} C Fm, entonces por lo comentado antes via) C
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Thpqear (VT]) s v sélo si a ~ (¢ —a) es una identidad de BA cuando
{ﬂ/ m(y—=7) :ve I‘} €s un conjunto de identidades de B4, lo que a su vez
equivale a que o & 1 es una identidad de BA cuando {n,f ~1 :~ve¢ F} es un
conjunto de identidades de B4, 1o que finalmente equivaleaque o € Thepeo (F)
Luego, v es una interpretacién de C'PC en EQ(BA).

Si ahora (¢, 5) € Fm®, entonces es claro que a &~ # es un identidad de
BA siy sdlo g (@4 3) ~ 1 es una identidad de BA siy sélo si (a8 =
(oo 8) (@ ¢ B)) es una identidad de BA Luego, por lo comentado antes se
obtiene que Thpgpay((e,8)) = Thygpay (vpl{a, B )))- De ello se concluye
que g es una inversa por derecha de v, lo que finalmente implica que CPC y
EQ(BA)? son equivalentes.

Dados &% vy R para denotar que son equivalentes usaremos la notacién:
v, p
St Rt

Consideremos ahora algunas propiedades de la equivalencia entre sistemas
proposicionales finito-dimensionales:

Proposicidén 4.1.2. & §* 2f RY, entonces Se(S*) = Se( RY).

Demostracién. Sean o SeStyru {a} C Fmb.

Ste e Thy, (T), por ser p una interpretacién, se obtiene que p{e) C
Th ge (pIT]}, ¥ por lo tanto o{pla)) C Th s (7 [p[T]]). Pero como p conmuta
con homomorfismos, en particular se obtiene que p(a{a)) G Th g» (p[olT]]), v
nuevamente por ser p una interpretacién, se obtiene que o(a) € Th g, (U[I‘]).

Luego, Sp( S*) < Se(RY, v por simetria se obtiene que Sp( §*) =
Sg(RY.

O

Para la siguiente proposicién se utiliza la notacidn:

SiI'UA C Fm*, entonces (FA) = {(r,5) . de A}

. .. ) v,p R ,
Proposicién 4.1.3. §; s* = Rl y S*es aziomatizado por

(Az (S, Inf(S*)), entoncels’(u[ Az (8#)], o[ Inf{SMNUUY es ung

ariomatizecidn de R, donde
VIR (SO = {HviThvt@)) : (T,a)) e inf(sH)) y
U={{(v0(8),8) : e '} , ({8}, wpa)) :Begm].

Demostracion. Claramente cada o € A (S*) cumple con via) € Thy:(0),
ysi{T,a) e U Inf( S*), entonces via) € Th =+ (¥[T]). Sélo falta probar
que si 3 € Th 5, (A), entonces existe una demostracién de 3 desde A usando
([ Az (S*)], o] Inf(S*)).



32 CAPITULO 4. HR-ALGEBRIZABILIDAD.

Perode 3 € Th »1(A) se obtiene por interpretacién que p(B) € Thsx(plA]).
Sean a0 € p(B) ¥y (v,:i<n) una demostracién de « desde plA] mediante
{ Az (S*), Inf ( S*)). Es claro entonces que de (v{%):i<7) se obtiene
una demostracién de v{a) desde vp[A], pero entonces se tiene que toda I-
formula de vp(8) tiene una demostracién desde vplA]. Entonces usando las
reglas de inferencia de U se pueden demostrar todas las I-férmulas de vp[A)
desde A, y también se puede demostrar £ desde vp{3). Luego, B tiene una

demostracién desde vp{A] usando (v] Az ( S*)], v] Inf ( S*)JUU).
d

Respecto de modelos para sistemas proposicionales finito-dimensionales equi-
valentes, se tiene una estrecha relacién, como se ve a continuacion:

Definicién 13. Si p es una (I, k)-traduccidn y L es una HR*-ldgica abstracta,
sean:

» p(F) ={ae AL} : pla)C F} para cada F € C. L,
[c.1] == {3(F) :Fec.L},y
?[L] :=(AL HL plC.L]).

T W

|
Nétese que bajo las hipétesis de la definicién p°?[L] es una HR'-logica
abstracta y L = por[L] .

Lema 4.1.4. Searn S* y R! sistemas proposicionales de dimensiones 1 < k <
w Yy 1 <1 < w respectivamente. Entonces:

1. Sip es una interpretacicn de R' en S* yLeMge:

a) p"”[iL:l EMp, »
b} Para todos F € C.L y h € H.LL se cumple

P(RE]) = A (E)L

c) Para tedos I y {Fi €C.L : e} se cumple

i€ Cier
d) L es localmente cubierta si y salo si p”P[IL] lo es.

3 v,p
2. S §F 2 Rl, entonces

a) Paratodo L€ ““Mgi se cumplen VFeC.L. F= p(p(F}) v
oL = 1.
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b)  Para todo M€ ““My. se cumplen VG € C.M @ = 5(D(G)) y
Pl (1] = M
3 S St I:“:p,’/’%i, entonces:
pop[Sk] =Ry
v?P[ R = Sk
i Si §* uﬁp 723, entonces:
a) Paratodo L € LMy se eumple
Le PM.S;.- sty sdlo si p°P (L] € PM .
b) Para todo PMy: se cumple

M€ PMy: siysdlo si v°P[M] € PM g

9. 51 p es una interpretacion de S* en R"’, entonces:
Para todo L € M x, todo F € C. L, ytoda # ¢ Con A. L se cumple que

8 < QuL(F) implica 6 < Qperi1)(B(F))

. v.p
6. 5 §F =2 RE, entonces

a) Paratodo L € LCM ek ytodo F € C.L se cumple Q1(F) = Qpoo 1y (B(F))

b) Para todo M € 0N, y todo G € C.M se cumple Oum(G) =
anp[M] (3 (G))

- Ly
7. S §* K R!, entonces

it

a) Paratodo L € LOM s 5g-tiene Q (IL} xﬁ (p°F[L])
b) Para todo M € “CM 7 se tiene () (M) =0 (v°r[M]) 7

Demostracidn. 1. o) Sean G ¢ C.p[L] y h € Hp?[L] = H L. Enton-
ces existe F' € C. L tal que G = B(F). Sea 8 ¢ THi(h™1 p(E)]). .
Entonces por interpretacion se tiene que P(B) C Thsie(p[h ' (M),
pero p[h™ [B(F)]} € A [p[B(F)]] C h-1[F] € Th gs.

Luego, p(B) C Th s*(A7YF]) = h1[F], Io que implica. p[h(B)] =
hlp(8)] C F. Entonces se tiepe que h(B) € p(F), y por lo tanto
B € AL [B(F)]. - |

Luego, h7*[B(F)] € Th ., v se obtiene entonces que p°P[L] e
My,
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b) B € p(h7YF]) ssi P{/B) C h1F] ssi p(R(8)) = h{p(B)] C F ssi
h(B) € B(F) ssi B € A~ p(F)].
¢) Esclaro que pP[|A. L{*] = | 4.
Entonces:

[L|” Sean I#0y {F; : iel}.

Beb( ] Fi)ssipBc [ Fs
per iel
siysdlosiViel p(A)CF;
siyslosiViel Bep(F;)
siysélosi B¢ ﬂ p(F;)
ier
Luego, (1 ;¢ 1 Fi) = ¢ 1 B{F).
d) Como poP[L] =T, es claro que L es localmente cubierta si y sélo
si p”P[L],

a) Sean L € Mo yF e C.L. Siacld Li*, existen h € H.L y
a € Fm” tales que h{a) = a.

Entoncesa € F si y sélo si h(er) € F siy sélo si @ € h™1[F] € Th g«
siy sélo si pr(a) C h7'[F} siy sélo si pr(a) = hlpr(a)) CFsiy
solo si (a) C p(F) siy solo si a € U(p(F))

Luego, F = o(p(F)) para todo F € C. L.

Por otra parte, F € C.vo?[p°P[L]] = p[p[C.L]] si y sblo si existe
G € C.p?[L] = p[C.L] tal que F = 5(G) si y solosi existe F' € C. L
tal que F = D(p(F")) = F'siy sélosi F € C. L.

Luego, se concluye que C.uP[p° [1]] = C.L, y por lo tanto 1°?[p°?[1] ]=

L.

) La demostracién es simétrica a la anterior.
Como S* ¢ PMgw y Rl'e PMpi, y ademds Sk =R! , entonges:
= Para todo ' € Th s se tiene que Sg( R') es compatible con p(T),
y por lo tanto A(T) € Th .. Luego, P(Th ) CTh Ri-
= Andlogamente se tiene #(Th #t) © Th ge.

» Para todo I" & Th s# se cumple T = 5(p(T)), ¥ cbmo'ﬁ(l‘) €
Th ., se obtlene > que- T € B(Th %), y por lo tanto 7(Thg:) =
Th ox.

= Andlogamente se obtiene que p(Th 5+) = Thgl.

Eso prueba la afirmacién.
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4.

i
w

a) 1) Si L € PMge, entonces pP[L] € My, v ademés T =

p"P[]L} .

Entonces:

a” Si H.p[L] es compatible con G C |4.p°P[L]]', sea M
tal que M = p?[L] ¥y C.M es el sistema de clausura
generado por C.p°P[L] U {G}. Entonces M & My, v
por lo tanto v?[M] € LCM gu. Pero la definicidn de M
y L € PMs. implican que vP(M] = L, y por lo tan-
to M = p?[1or[M]] = pIL], lo que a su vez implica
Gel .p"p[JL.] .

b Sih e Hom(Fm, A.p°P [1L]) es compatible con C.p°?[L], sea
M tal que M = poP[L] y HM = H.p°P[L] U {h}. Entonces
M € *“My., v por lo tanto v?[M] € Mg, Pero la
definicién de My L € PM g+ implican que v?P[M] = L, y
por lo tanto M = pop e (M = p°?[L], lo que a su vez
implica h € H.p°% [L],

Luego, poP[]L] € LC.M’Rr.

2) 8ip°P[L]| € PMy: entonces L = p°P[L] . Luego:

' Si H.L es compatible con F C |4.L|*, sea M tal que M ==
L yC.M es el sistema de clausura generado por €. LU {F}.
Entonces M € XM+, v por lo tanto pP[M] € LoM ..
Pero la definicién de M y p?P[L] € PMy: implican que
pP[M] = p°P[L], y por lo tanto M = voP[por [M]] =
v? [p°?[L]], Io que a su vez implica F ¢ C. L.

¥ Si h € Hom(Fm, A. L) es compatible con C.L, sea M tal
que M = L y HM = H.I,JU {h}. Entonces M ¢ Leas g,
¥ por lo tanto pop{M] S LQ,MR,_ Pero la definicién de M
y p°P[L] € PM 4 implican que p?[M] = p°?[L], y por
lo tanto M = v°P[per[M] | = por [p°P[L]], 1o que a su vez
implica A € H.1L.- .

Luego, L € “CMrgcr.

b) La demostracién es simétrica de la anterior.

Supongamos 8 < 1 (F),y sean ¢ y d en |A.L{ talesquecd'dyc e p(F}.
Entonces p(c) C F, y para probar que @ es compatible con p(F) basta
probar que d € p(F), es decir, basta probar que p(d) C F.

Seand € py f.ge Hom (T({zo,..., 2 1}), A. L) tales que f(p) = p(c)
¥ 9{p) = p(d). Entonces g(8) & p(d) y f{d8) € p(c) C F. Pero para todo
i < I se cumple que g(z;) = d;fc; = f(zs), yva que c#' d, v por induccién
sobre los conectivos del tipo de §m se obtiene, recordando que p lleva
I-elementos en k-conjuntos, que para todo j < k g(d);6 £(8);. Por lo tanto
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se tiene que g(d) 6% £(48), y como f(6) e Fy § < 2L(F), ello implica que
9(9) € F. Luego, p{d) C F, es decir, d € p(F). :

Por Io tanto, se concluye que § < Qpori)(B(F)).
6. @) Ya sabemos que si L ¢ Mg yF € C.L se cumple Qr(F) <
Qper()(P{F)}, pero como ademds pP[L] € oM, yp(F) e C.po (L],

entonces Qoon( 1) (B(F)) < Qo fpor(py (B (P(F))) = Qu(F). Eso prue-
ba la afirmacidn.

b) El argumento es simétrico del anterior.

=1

) QL) =MoL Qu(F) = Npee.p Qper 1y (B(F)) = Naec.porii Roor(n) (G)
=0 (p°?[L]).
b) La demostracién es simétrica de la anterior.,

Entonces la siguiente proposicién no reqiiere demostracion:

s e . v.p
Proposicién 4.1.5. §; §% =2 R!, entonces:

1. p°P . LcMsk — LCM‘Rz es una biyeccicn y 1°° es su inversa.
2. p%: PMge — PMy. es una biyeccion y v°F es su inversa.
3. p°r: PMy, — FPM?Z, . es una biyeccidn y v°P es su inversa.

Son necesarias algunas definiciones extra para caracterizar de manera mis
completa la relacién entre modelos principales de sistemas equivalentes, vy el
comportamiento de las traducciones:

Definicién 14. n 5i L oes ung. @k-lo’gica abstracta, con 1 < k < w, el
reducto HR-algebraico de L e Lo, ysiL es una clase de HR*-I6gicas
abstractas, entonces I = { L : Le L} es su clase de reductos HR-

algebraicos. En tanto operador (sin argumento) serd denotado por ().

» Si S§* es un sistema proposicional k-dimensional, con 1 S k < w, enton-
ces para tode HR-dlgebra A sean ‘

.Fsk(gl') ={F¢C fAQLIk : H2 es compatible con F}, ¥y
.’ng[ﬁl} ={AR, HA, Fgu(N)).

3% L es una HR*-16gica abstmcta,. entonces Fgu(lL) := fsk_(_ﬁ:) Y
3l = 7oL (L), - -
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Lema 4.1.6. S5 $* es un sistema proposicional k-dimensional, con 1 < k < w,

entonces -
Forll : PMge — PMg« es una biyeccidn y (-} es su inversa, y

Foul] - PM%, — PM?%, es una biyeccidn y () "es su inversa.

Demaostracion. Sea A FPMgs . Entonces existe L < PMg: tal que A = L .
Pero como H.9l = H. 1L, se tiene por definicién que C.L C Fse(A), y como L
s maximal-algebraico y H.L es compatible con £ s+ (2}, entonces Fgx(2U) C
C.L. Luego, C.L = Fsr(A), y por Io tanto F5el¥] = L € PMge, lo que
prueba que F%.[A] € PM ¢+ para toda % € PMgn .

Por otra parte, si para %, 8 ¢ PA7 sk setiene FG [/ = F7 (W], entonces
Flaramente A= TFe. M@ = F%u[B] = B, por lo que el operador Fowl] es
inyectivo,

Finalmente, como para todo L € PM s+ se tiene que FY,[L] = L, el
operador es sobreyectivo, es decir, es una biyeccidn.

Respecto de (-) , es claro por definicién que FLeld] = 2, asique () v
F [ son biyecciones inversas una de la otra.

La afirmacién respecto de PM 5 €8 entonces evidente. (]

Definicién 15. 1. Sean A, B, y C dlgebras, G U {g} C Hom (A, B}, y
HU{R} C Hom(B, C). Entonces se definen los siguientes conjuntes:

hoG = {hog : ge @G}
Hog={hog : he H}
HoG = {hoyg cheH ygeG}.
2. Para toda HR-dlgebra A seq
End():= {g € Hom (A%, A2] : goHAC Ha,

Si L_es una HR*-Iggica absiracte, 1 < k< w, entonces End(L) =
End(LL ). Los elementos de End(2) (0 de End(L}) se denominan endo-
morfismos de 9. '

Lema 4.1.7. Sean S* sistema ﬁroposicional k-dimensional y L € PMge.
Entonces: : '

1. Bnd(L)o HL=H.L=H.LoSp( 5%
2 End(L)={ge Hom(A.L,AL) :vFeC.L g-iFcc.L).

3. End(S*)=S8g(85%
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Demostracién. 1. Por definicién se tiene que End{Ljo H L C H.L. ¥ como

claramente ida 1, € End(L), se obtiene Ia primera igualdad.

Para la segunda igualdad, basta con observar que idzm € Sp( S*), y por
o tanto H.I, C H.Lo Sp( §%), v que para todos o € Se(SH, Fec.L,
y h € H.L se cumple que (hoo)~}[F] = ¢~ [ ![F]] € Th 4+, es decir,
(hoc) es compatible con C.1L, y por lo tanto pertenece a H. L.

Sean g € End(L) y F € C.L. Entonces para todo i € H.1, se tiene que
R g F]] = (9o h)"'[F] € Th gx, ya que go H € H.L. Luego, H.L es
compatible con {g7![F] : F € C.L}, y por lo tanto {g7'[F] : F}cc. L
Eso implica que

End(L) C{g€ Hom(A.L,A.L) : VFeC(C.L g 'FleC.L}.

En la otra direccidn, se tiene que si
9€{g€ Hom(A L AL) :VFel. L g 'F|e C.L},

entonces para todos b € H.L y F € C.L se tiene que (geh)[F] =
h~t[g7'[F]] € Th s, por definicién. Pero entonces goh es compatible
con C.L, y por lo tanto goh € H.L, es decir, g € End(L). Eso prueba la
igualdad afirmada.

Es evidente por el {tem anterior.
i

Definicién 18. Si §* es un sistema proposicional k-dimensional, entonces
para todos L€ PMg., F€C.L, y g€ End(L) sea

giL(F) := Cr,(g[F)).
E

Lema 4.1.8. Sean S* y R! dos sistemas proposicionales finito-dimensionales
5t o

de dimensiones 1 <k <wyl<l<w respectivamnente, toles que S* = Rt

Entonces

1.

2.

3.

PJ."/I:;_,c xPM;a, g.PMsk =PMRF

Para toda A € PM g se tiene que p(-) es un isomorfismo de reticulos
de Fse(R) en Frp(N), yP(-) es su inversa

Para todos L € PM g, F € C.L, y todo g € End( L) se cumplen
9 BF) =5(¢7'F)) y
BlgL(F)) = gporiy (B(F)).

Se dird en este caso que p conmuta por imagen y preimagen con endo-
morfismos,
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4. Parag todos M ¢ PMpi, GEC.M, y todo g € End(M) se cumplen
97 B (G) =P(s7MG]) v
’ D(9u(G)) = guer(ng (P(G)).

Se dird en este caso gue D conmuta por imagen y preimagen con endo-
morfismos.

Demeostrecidn. 1. Basta observar que para todo sistema proposicicnal finito-
dimensional Q, PMg* C PM. @, ¥ que por definicién tanto 2°f como p°?
no modifican el reducto HR-algebraico.

2. Sdlo es necesario probar que p°” va de Fsx(2) sobre Fp (), ya que lo
demds es consecuencia directa del lema 4.1.4.
Como p”P[f:’Sk[QI]] = Feul] =%y p?[ 7%, [2])] € PMy:, entonces
p"p[ & [91]] = F%.:[4], lo que por lema 4.1.4 basta para probar que p°P
es isomorfismo de reticulos de Fgx (%) sobre F = (), ¥y que v es su
inversa.

3. Para la primera afirmacién, con a ¢ [4. LI, se tiene:

a€ g '[p(F)] siy sélo si g(a) € B(F) siy sélo si
9(p(a) = p(g(a)) C F siy sélo si p(a) € g7*[F]
si y sélo si a € p{g~'[F})

Para la segunda afirmacidn, sea a € glp(F)]. Entonces existe b € p(F) tal
que @ = g(b). Pero p(a) = p(g(b)) = g(p(d)) C g[F] C gr(F). Lue-
g0, 9(B(F)] € P(gL(F)) € C.p°P[L], y por definicién se obtiene que
Joor(L)(P(F)) C B(gr(F)). -

En la otra direccién, sea G € C .p?[1] tal que g[p(F)] C G. Entonces
P(F) C ¢7![G], y por lo tanto F = v(p(F)) ¢ 2(g*[G]). Pero co-
mo P(g~YG]) = g ![F(G)], necesariamente g[F] € »(G} € L. Luego, .
gu(F) C D(G), y por lo tanto plgL(F)) C p(B(G ) = G, lo que fi-
nalmente implica que 5(gr(F)) C Coeri1)(9(B(F)]) = gpor[1)(B(F)). Se
obtiene entonces la igualdad pedida. ‘ :

4. Simétrica a la anterior.
O

Proposicién 4.1.9. Sean S* Y R dos sistemas proposicionales de dimen-
siones l <k<wyl<l<w respectivamente, toles que S* Rt

Entonces para toda A € PMge =PMy: se cumple que P es un isomorfis-
mo de reticulos de Fgi () sobre Fp . (), & es su inversa, y ambos conmutan
por imagen y preimagen con endomorfismos.
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4.2.  Sistemas de congruencias.

Los sistemas proposicionales de congruencias son de la mayor importancia en
este trabajo, por las caracteristicas que se detallan en la proposicién siguiente.
5i se consideran estructurales, tales sistemas son llamados “algebraicos” en [2],
y tanto en ese trabajo como aquf la nocién de algebrizabilidad de un sistems
proposicional finito-dimensional depende de si es o no equivalente a un sistema
proposicional de congruencias.

Proposicién 4.2.1. Sea § un sistema proposicional de congruencias, y sean
Me PMg y G € C.M. Entonces:
1. G es una congruencia sobre A. M
2. Qu(G)=G
Demostracion. 1. Como M es localmente cubierta, entonces:
Paratodoa € [A. M| existen h € H.M y o € Fm tales que a = hl{a). Pero
{a,a) € Thg (B) C A G], por lo que {a,a)} € G. Luego, como relacién
en |4. M|, G es simétrica.
Si{a,b) € G, entoncescon h € HMy{a,B)¢c Fm? tales que h{a,8)) =
(a,b), de (B,a) € Thg ({a,)) C h~1G] se obtiene {b,a) € G. Luego,
G es refleja.
Si g(a,b), (b,e}} € G, entonces con h € H.M vy {{a, ), (B8,7)} C
Fm” tales que h({a,B)) = {a,b) y h({B,7)) = (b,c), de (a,v) €
Thg ((e,8), {8,7)) € h~Y[G] se obticne {a,c) € G. Luego, G es tran-
sitiva.
Sit € L es un conectivo n-ario, ¥ {ao,- @01, bg, ... by} G |A. M|
son tales que {{ao,40),...,{@n_1,b,_1 )} C G, entonces con h ¢ H.M y
{ao, . s an_1, Bose ey Brea} C Fm tales que paratodoi < n h({ay, B;)) =
(a,—, bi ), de

r®

(#ao,...,an1),t(Bo, ..., Buu1) ) € The ((o0,80)s- s {0n1, Br-1))
Y Thg{{@0,B0}:-+..{ @1, Bz M) C hG] se obtiene
(t(ﬂo,---,an-lj;f(bo, cesbnog)) = h((f(aoa---,an—l),f(ﬁo,---,ﬁn—i)))
, que esta en'G. Luego, G es congruencia de _A.M

2. Probaremos primero que G, como congruencia, es compatible con G,- éomo
2-conjunto. Si {a,b) € Gy {a,b) G*{c,d), entonces {(a,b),(a,c),{b,d)}
C G, y usando transitividad dos veces 'y simetria, se obtiene (¢,d) € G.
Luego, G es compatible consigo misma, es decir, G < Nu(G).
En la otra direccién, si {a,b} € Qu(G), como (a,b) N (G)* (.a,a) y

(a,a) € G, entonces {a,b) € G. Luego, Om{G) = G.
0O
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Consecuencia directa de ello es quesi M € PM¢, entonces C. M es subreticy-
lIo completo de Con A. M, y ademds s1 M ¢ PAM;, entonces € 2(0) = id s w4

. v, p .
Consideremos ahara lo que ocurre cuando S* 2 G, con S* sistema
proposicional k-dimensional v G sistema proposicional de congruencias:

Por la proposicién 4.1.9 sabemos que para toda 2 € PMg, |
P es un isomorfismo de los reticulos Fou(2) y Fo (D), v que o
€8 su inversa, y ademds por el lema 4.1.4 ¥ la proposicién anterior,
para todo F € C.L se cumple Q1 (F) = Qpor(1)(B(F}) = B(F), ya
que p"?’[ IL] € PMg, y por lo tanto 0+, ¥ P coinciden sobre C. L.
Luego, dado que para cada F € C.L A(F) = {{a,b) e|A.1?
p((a,b)) CF}, la congruencia de Leibnitz de F € C.L es definible
sintécticamente en 4. L por la interpretacién p v F.

Por otra parte, si L € P s entonces poP[L] e PM} y por o
tanto C{0) = P(ida L) = {ae|4.1)F . v(a) <ida.p}. Luego,
el menor cerrado de C.L es definible en A. L sintdcticamente por v,

Esas propiedades, v las que se mostraran a continmacién, nos autorizan a
establecer la siguiente definicién:

Definicién 17. Sea S* un sistema proposicional k-dimensional, 1 < k < o).

S* es HR-algebrizable si es equivalente a un sistema proposicional
de congruencias.

Como ya se vio en el ejemplo 8, CPC es HR-algebrizable, ya que es equivalen-
te a EQ(BA)® mediante la (2, 1)-interpretacién {z0 © 71} yla (1, 2)-interpretacién
{{Zo, 79— ¢ )}. Més aiin, es claro que un sistema proposicional k-dimensional
estructural, al considerarlo como sistema k-dediictivo en el sentido de [4], es
algebrizable si y sélo si es HR-algebrizable, ya que el sistema proposicional de
congruencias a que serfa equivalente en el lltimo caso es también estructural, y
por lo tanto indistinguible de un sistema de congruencias en el sentido de [4].

La siguiente proposicién permite establecer de manera mas manejable e in- -
tuitiva la propiedad de ser HR-algebrizable: ‘ o

Proposicién 4.2.2. Un sistema proposicional k-dimensional S§* con 1<k«

w es HR-algebrizable i Yy sélo si ezisten ung (k,2)-traduccién v y una {2, k)-
traduccion p tales que : '

1 p({a,a)yC Th s+ (0} pare tode o € Fm,
& ple,8)) € Th su(p({8,a))) para todos o, § € Fm,

% Pl7) € Thsn(p({a, ), (8,7))) para todos @, f,7 € §m
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4' p((t(aﬁn-‘waﬂ—l):t(,ﬁﬂr"algﬂ—l)))g
Th g ({p((ao,ﬁg)),...,p((_an*l,,Bnﬁi)})) para todo conectivo n-ario t
Y todo {Ot(), RIS £.0 gy 190; s :,ﬁn—l} _C_ gm

9. 'Thge(a) = Th gu(pr(e)) pare toda o € Fm.

Demostracidn. (=) S8i S*es HR-algebrizable el sistema proposicional de con-

gruencias § equivalente con S* contiene en su axiomatizacidn a aquella dada a

C°P, y como pes (2, 1)-traduccién, por la equivalencia 4.2 dada a continuacidn de

la definicién de sistemas equivalentes se obtienen las primeras cuatro condiciones

del enunciado. La iltima de elias se obtiene por definicién de equivalencia.
(<) Sea G el sistema 2-dimensional sobre &m definido por

(a,8) € Thg (A) siysélosi p({c, 3}) C Th st (plA])

paratodo AU {{e,3)} € Fm’.

Es facil verificar que § es un sistema 2-dimensional, y trivialmente se cumple
que p es una interpretaciénde ¢ en S¥y ello, junto a la quinta condicién del
enunciado y la proposicién 4.1.1, implican que S* y ¢ son equivalentes. Pero
por las cuatro primeras condiciones del enunciado se obtiene que G esur sistema

proposicional de congruencias, y por lo tanto S* es HR-algebrizable.
' O

Los comentarios previos a la definicién de HR-algebrizable permiten esta-
blecer algunas propiedades del operador de Leibnitz sobre los cerrados de un
modelo prineipal que son enteramente anilogas a las que ocurren en Ldgica
Algebraica Abstracta cuando una 16gica proposicional es algebrizable:

Proposicién 4.2.3. $i S* es un sistema proposicional k-dimensional HR-
algebrizable, con 1 < k < w, entonces para todo 1. € PM 5., Oy, es isomorfismo
de reticulos de C. L. en un subreticulo de Con A.L que conmute por imagen y

preimagen con endomorfismos. En particular, Q (L) = Qp(CL(®).
Veamos ahora un ejemplo, que es el que motiva esta tesis:

Ejemplo 9. . ,

Las Légicas Anotadas fueron tratadas desde el punto de vista de algebrizabi-
lidad (no HR-algebrizabilidad) por Lewin, Mikenberg, y Schwarze en [19], me-
diante la creacién de una versién estructural de ellas SPr para cada Pr. El tipo
del lenguaje de SPr ¢ontiene propiamente al de Pr , y hay una doble transferen-
cia entre consecuencia légica entre uno y el otro. De acuerdo a ese trabajo, SPr.
es algebrizable (o pi-algebrizable segin B. Herrmann [12]) con interpretaciones
similares a las que se dan -a continuacién: '

Teorema 1. Toda légica anotada Pr es HR-algebrizable con la (1, 2)-interpretacion
“ve={({zo Az, zo 20 )}
Yy la (2, 1)-interpretacidn '

pi={-Fro -tz ke w}
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~ La demostracién explicita se encuentra en el apéndice A, en los lemas A.0.6
v A.0.7, y la proposicién A.0.8, y se basa en la proposicidn 4.2.2.
Nétese que para todo @ € §m la segunda coordenada de v{rx) es un teorema,
v que la primera.coordenada es siempre compleja. Mds adn, para toda o € gm
se cumple que o « (@A) € The, {B), como en CPC, pero ello no implica que
~a+ (e Aa) € Thp (B).
Mas detalladamente:

Lema 4.2.4. 57 Pr es une ldgice anotada y o € Fm, enfonces

—a+r—{aAa)e Thp, (@) sty s6lo st o es compleja.

Demosiracion. (<) Sia es compleja, también lo es (@ A @), ¥ por lema A.0.6
se tiene que Thp, (~a+r—~{ana)) C The, (e (@ra)) C Thp: (6)
(=) Si a no es compleja, entonces & = —*(p : y) para k € w, p € ley
HeET.
Pero si I : lg — 7 es tal que I{p) = T, entonces vi{a) = vy(~a} =1y
vr(—a & (o A )} =0, lo que implica que —a < =(a A a) € The, (B).
0

Eso implica que la (1, 2)-traduccién {{zq,zo — 2o )} no es interpretacién de
Pr en su sistema proposicional de congruencias equivalente.
La interpretacidn p permite capturar respecto de congruencias la negacién
"de 7, sin importar la estructura de éste o el comportamiento de su negacidn.

Por les comentarios previos a la definicidén 17 se puede enunciar sin demos-
tracién la siguiente proposicidn:

Proposicién 4.2.5. Si S* es un sistema proposicional k-dimensional HR-

. v, g
algebrizable con §* = G, entonces

w Pora todos Le PMge, yFel. L

g

QL(F) = {{a,b) € |A.LI* : p((a,b)) CF},
» para todo L € PMY,

Cu®) ={ac|AL" :v(a) Cidai}=o(idar).

4.3. Sistemas algebraicamente univocos.

Una caracteristica destacable del proceso de algebrizacién, en todas sus ver-
siones, es que desde la clase de dlgebras asociadas a una légica algebrizable se
puede formar la clase de sus modelos reducidos, es decir, se puede revertir el
paso desde un modelo reducido hacia su reducto algebraico. En [12], Herrmann
lo establece diciendo que la funcién “E” que lleva férmulas en ecuaciones “de-
fine verdad” en la clase de modelos {matriciales) reducidos; en rigor, E define
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verdad en la clase de dlgebras asociadas, lo que establece 1a reversibilidad citada.

En el lema 4.1.6 se establece que para todo sistema proposicional finito-
dimensional se puede revertir el paso desde un modelo principal reducido a su
reducto HR-algebraico, aunque no sea HR-algebrizable. Sin embargo, suponien-
do més condiciones para un sistema proposicional finito-dimensional, se puede
establecer la reversibilidad del paso desde modelos principales reducidos a ias
dlgebras asociadas a ellos.

Se dird que un sistema proposicional k-dimensional S* tiene
reglas de inferencia estructurales si para todo o € Hom(Fm, Fm)
vtoda {T,a) € Inf(S*)

{o[T},0{a)} C U Inf(S*).

Por simplicidad, las reglas de inferencia estructuralesserdn de la
forma R = {{o[[],o(a)) : o € Hom{Fm, Fm)}, con (I, a} lla-
mado generador de R, Si ademds A es un Algebra del tipo de Fm,
paracadaR € Inf{S*)seaRa := {{A],hle)) : h € Hom(Fm, A)},
con {I', ) el generador de R.
Finalmente, si § de dimensidén 1 < k < w tiene reglas de inferen-
cia estructurales y A es un dlgebra, se dird que F C | A|* es cerrado
bajo Inf( S*) si para todos R € Inf(Sk) y (G,a) € Ra,
G C F implica a € F.

Lema 4.3.1. 1. S5i% es localmente cubieria, entonces para todo
h € Hom(Fwm, AA) eristen g € HA y ¢ € Hom(Fm, Fm) tales que
h=geoo.

2. Si S* es un sistema proposicional k-dimensional con reglas de inferencia
estructurales y L € Mg, entonces todo F € C.I. es cerrado bajo
Inf(S*). :

8 Si S*esun sz’sﬁéma proposicional k-dimensionel con reglas estructurales,
A es un dlgebrd del tipo de Fm, F C|Al* y h € Hom(Fm, A) son tales
que Th s+ (8) ' C h7Y[F] y F es cerrado bajo Inf( 8*), entonces h es
compatible con F. ) S

Demostracion. 1. Claramente la cardinalidad de h[A#] es menor o igual a la
cardinaidad de At, y como 2 es localmente cubierta, existe ¢ € H.L tal
que f[At] C g[| §m|], es decir, para'cada g € At existe vz € |Fm| tal que
h(B) = g(vs)- R - '

Sea v € Hom(Fm, Fm) determinado por o(3) = 3 para todo 8 € At
Luego h = goo, ya que i y goo coinciden sobre At.
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2. SiRe Inf(S*) estd generadapor (T, a), v (G,a) € Ra,1 es tal que
G CF, con F ¢ C.L, entonces por definicién existe h € H om( Fuor, 4. L)
tal que (G, a) = (A[T), h{a) ).

Por item anterior se obtiene (aplicado a L ) ‘que existen g € L
o € Hom(Fm, Fm) tales que i = goa, y entonces o[ C g~ AIT]
g7'[F] € Th 4+. Luego, por ser R estructural y por tanto (o[T], o{ex))
R, se obtlene o{a) € g7![F], es decir, a = h{a) = goola) € F. F es
entonces kcerrado por £, lo que prueba que todo F € C.LL es cerrado bajo
Inf(S8*).

MmN«

3. Sta € Th g (h™![F]), existe una demostracién {8, : i < 7} de «x desde
h}[F]. Pero Th g+ (@) C h™'[F] implica que para todo i < 7 o bien
B; € h™1{F], o bier existen J; no vacio v { {,Bij (Viedr i;<i},Bi)e
Re Inf(S8%).

Luego, en A, para todo i < 5o bien h(8,) € F, o bien existen J; no vacio

Y
({r(B;,) :Viedr i;<i},h(B)) € Ra, R€ Inf(S*). Pero F es
cerrado bajo Inf ( Sk), y por lo tanto, por induceién, Vi <n A(B,) €
F, es decir, & = 8, € h™![F]. Ello implica h~1[F] € Th ..

' il

Proposicién 4.3.2. Si $* es un sistema proposicional k-dimensional HR-
algebrizable con reglas de inferencia estructurales, entonces

pare todos L, I € PMy. AL=AL implice L = L.

Demgstracion. Sean L y L/ en PM s« tales que AL = A.L'. Probaremos
primero que H.L' es compatible con C. L.

Sihe HL y F e C.L, como Cp.(f) = pida.1) = CL(®) C F, sc tiene
Th g (8) CRTHCL(B)] C A1[F], ya que R Cw (9)] € Th 5x. Ademss, como
S* tiene reglas estructurales y L es modelo principal, F € C. L. es cerrado bajo
Inf{ S*). Entonces h~'[F] € Th g+, lo que implica que H.L! es compatible
con C. L. g :

Como L y L' son modelos principales de & k es claro que HL C HL y
por un argumento simétrico se obtiene H.L = H.I., lo que finalmente implica
L=1'. '

D .

Claramente todo sistema proposicional finito-dimensional estructural tiene
reglas de inferencia estructurales. Por su parte, las Ligicas Anotadas con reticulo
finito tienen como tinica regla de inferencia a Modus Ponens, que es estructural.

Esto tiene algunas consecuencias que son mejor presentadas usando algo de
notacién extra:
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Definicién 18. Para todo sistema proposicional S*, 1 <k < w, sean
« "Alg S* =PMEL, '

= Alg Sk = {42 %A #dlg Sk}_
a2

*

Ya se sabe que siempre existe una biyeccién entre "®Alg §* y PM%,, pero

la proposicién 4.3.2 implica que bajo el supuesto de que el sistema S* sea HR-
algebrizable y tenga reglas de inferencia estructurales, se obtiene también una
biyeccién entre "dlg S* v Alg $*.

En términos generales, S ks algebraicamente univoco siparatodos L, I/ €
PM%, AL= AL implica L = L'. Equivalentemente, es algebraicamente

univoco si existe una biyeccién entre Alg S* y PM Y
La siguiente proposicidn no requiere demostracién:

Proposicién 4.3.3. Si S* es HR-algebrizable y tiene reglas de inferencia es-
tructurales, entonces es algebraicamente univoco.

Teorema 2. 5i S* es un sistema proposicionel k-dimensional, estructural, y
HR-algebrizable, entonces todos sus modelos principales reducidos L satisfocen
HL=Hom(Fm, A L).

En particular con k = 1, {i : L€ PM%.} coincide con la clase de los
modelos llenos reducidos que Font y Jansana asocian a EE en [14].

Demostracién. Si S* es estructural, en particular sus reglas de inferencia son
: . v, p
estructurales, y como es HR-algebrizable, supongamos S* = §.

Sea L. € PMY,. De acuerdo al lema 4.3.1, es el tinico modelo principal
reducido sobre A.L y todo F & C.L es cerrado bajo Inf(S*). Ademis,
CL(®) = o(ida.L)- bt

Sea h € Hom({Fm, A L). El objetivo es probar que h € H.L, ¥ para, eflo
basta con probar que k es comipatible con todo F € C.L. De acuerdo al le-
ma 4.3.1, basta con probar que Th (@) C h=1[CL(B)]. Perosix € Th g4 (8),
como existen g € H'L y 0 € Hom(Fm, Fm) tales que h = goa, se tiene

ola) € Th s+ (0) C g~ [CL(B)} € Th g, o
ya que S¥ esf;ruc_tur&l implica que of Az ( $*)] € Th 54 (0), y por lo tanto
ha) =goo(a).€ CL{B), esdecir, a € hl"l[GL{Q}].

Luego, h=[CL(B)] E‘Thisk, es decir, h es compatiBle con C.L. Como L es
modelo principal, ello implica que H.L = Hom{Fm, A.L}.

La 0ltima afirmacién es entonces evidente.
O
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Con este Teorema se puede establecer claramente que para todo sistema
proposicional finito-dimensional estructural S* : '
= SFoeg HR-algebrizable si y sélo si S$* es “algebrizable” en un sentido
que extiende al dado en [4] pero sin exigir finitud.

En [2] se considera que extender el proceso de algebrizacién
de sistemas deductivos de dimensién finita de manera andloga a
como en cimensién 1 pi-algebrizacién extiende a algebrizacion,
es decir, que los conjuntos de férmulas que realizan las interpre-
taciones no necesariamente sean finitos, ni la légica sea finitaria,
no debe presentar dificultades. Tal extensién es aqui consecuen-
cia de HR-algebrizacién,

x Si SF es HR-algebrizable, entonces la clase de dlgebras aqui ascciada,
Alg S* coincide con la asociada en Légica Algebraica Abstracta, en los
casos considerandos en [4].

4.4. Congruencia de Leibnitz y modelos princi-
pales.

En la proposicién 4.2.3 se establecié que para sistemas proposicionales finito-
dimensionales HR-algebrizables, si L es modelo principal, entonces la imagen
por ¢l operador de Leibnitz de C.L es un subreticulo de Con A.L. El puntc
ahora es determinar de qué subreticulo se trata.

En Logica Algebraica Abstracta (incluido el caso multidimensional) la ima-
gen por Leibnitz de un &-filtro sobre un modelo reducido M, para un sistema
deductivo S, es una AlgS -congruencia, es decir, el cuociente entre el slgebra
de M y la congruencia de Leibnitz del S -filtro pertenece a Alg S, que es la
clase de los reductos algebraicos de modelos reddcidos.

Es necesario contar con algunas herramientas antes de avanzar al respecto:

Definicién 19. Seq S* HR-algeb.rizable. ‘
» Pare toda dlgebra A del tipo; de Fm sea
PMsi[Al:={LLe PMg: : A L= A}l
» Pare toda dlgebra A del tipé_ de Fm sea
Conppg s+ A 1= {e;e'c'o;; A : Ajfe AlgS*).
= SilLe PMgr yFcC.L, sean 7 1= ma.(r) ¥ L, F) e triple

{(A.L/Qu(F), H.Q(L, F), C.Q(L, F)), donde
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C.Q(L, F) :={G C|4.0L(F)|* : woH.L es compatible con GG},

y HQ(L, F) := {h € Hom(Fm, 4. Q(L, F)) :
h es compatible con C.Q(L, F)}

1

Lema 4.4.1. §i 8% es HR-algebrizable y L € PM g, entonces para todo
FeCL QL F)ePMy,.

Demostracion. Sea 7 := mq. (). La demostracién se divide en varias afirmacio-
fnes:

» Q(L, F) es HR*-l4gica abstracta.

Demostracion. Es claro que @ # woH.L C H.Q(L, F). Por otra par-
te, [A.Q(L, F)F € C.O(L, F), ysi {G:€C.9(L, F) : iel} # 0,
entonces para tcdo h e H. L

(moh)7' () Gi)= [] (moh)"7[Gi] € Th sx,
iel el

vaquenoh € HQ(L F)yViel (aoh)'[G;] € Thg.

« QL F) € PMgu

Demostracign. Como wo H.L C H.Q(L, F), es claro que Q(L, F} es lo-
calmente cubierto, y por definicién H. (L, F) contiene a todos los mor-
fismos compatibles con C.Q(L, F) y ademds Q(L, F} € Mg«.
Por otra parte, si H.Q(L, F} es compatible con G C |4.Q(L, F)|¥, en
particular o H.L es compatible con G y la definicién de C.Q(L, F)
implica G € C. (L, F}. Luego, ((L. F) es maximal algebraico, y por lo
tanto Q(1L, F} € PMg.. ' '

0

» Qqr,py([F]) = ida o1 7

Demostracion. Basta notar que un dlgebra y un k-conjunto en ella de-
terminan la respectiva congruencia de Leibnitz, asi que podemos usar el
resultado andlogo para k-matrices de [4] pdgina 15.

O

» C.O(L F) = {«[F] :FCF eC.L}
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Demostracion. Si G € C.Q[L, F), sea
F' = 77YG] = {{ag,...,ap.1) : (m(ap), ..., w(ar—1)} € G}.

Luego, para tedo h € H.I. A YF'] = (roh) }{G] € Th 4+, y como
L. € PMgx, entonces F' € C. 1. Como ademds 7 es sobre A. Q(L, F),
T[F] = G.

Finalmente por definicién 23 (F) es compatible con F’, y por lo tanto
QLF) < QL(F'), y como S* es HR-algebrizable, entonces F C F’.

Eso prueba que C.Q(L, F) C {#]F] : FCF' ¢ C.L}

En la otra direccién, si F' es tal que F C F/ € C. L, entonces para todo

hel
(o) [r[F) = a [ (= [F]],
pero §21,(F) es compatible con F', y por lo tanto # = [7[F']] = F’, es decir,
(moh)~!x[F']] = A~ [F'] ¢ Th 4.
Luego, 7[F'] € C. (L, F). Eso prueba la igualdad. O

» O(L, F) € PM3,

Demostracién. Como n[F] € C.Q(L, F) y Qqu, 7 (n[F]) = id o1, 7).
claramente
Q (YL, F)) =idg, p.

O

[l

Proposicién 4.4.2. §i 8% es HR-algebrizable™y A es un dlgebra del tipo de
§m, entonces para todo L € PM g.[A)

{Qu(F) :Fec. L} determina un stbreticulo de Con Alg s+ A.

Demostracién. Por proposicién 4.2.3, basta probar que paratodos L, ¢ PM s¥[A]
yFeCl.L, QuL(F) € Con 4y, 5+ A.
Pero por lema previo se tiene que (L, F) € PM%,, y AQ(L, F} =
A L/QL(F) = A/Q(F), es decir, Qu(F) € Con gy, s+ A
. _ 0

Proposicién 4.4.3. §i 8% es HER-clgebrizable, entonces pare todo A del tipo
de Fm y todo 6 € Conpig g+ A, existen L € PMg:[A] y F € C.L tales gque
0 =QL(F). :

Mds Q’LETL, ConAlg Sk A= U]LEPMS,&[A] Q[C.]L]
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Demostracisn. 516 € Conyy, s+ A, entonces A/f € Alg S*¥ ., es decir, existe
1\/IIEF’J'L/I‘"§,e tal que A =AM :

Sea L talque 4.0/ = A, H L' = {ge Hom(Fm, A) : mog€ HM},y
C.IL/,= {mp™[F] ] : Fel.M}

Entonces:

L] L’eﬁ/[‘sk

Demostracion. Claramente |Al¥ = mp 3 |JAM*] € C.L, ysi T # 0y
{mp=i[F;] : ielvF;eC. M}, entonces

ﬂ Trg—l[Fi] = ﬂ'gAl[ ﬂ FlecC.L,

ict ie !

vaque [}, ., F; € C.M Luego, C.L’ es sistema de clausura sobre | A[*.
Por Axioma de Eleccion y dado que w5 : A — A.M es sobreyectiva,
H.L' # 0. L es entonces HRF-1égica abstracta.

Sige HLU ym H[F]eC.L/, con F € C. M, entonces
97 s FY] = (mp 0 g) ! [F] € Th g+,

vaque FeC.My (mpog) € H. M Luego, I € PMg«.

* Todo g € Hom{§m, A) compatible con C.L/ pertenece a H.L'.

Demostracién. Si g € Hom(Fm, A) es compatible con C.L', entonces
para todo F € C. M (mgog)~tF] = g7 xs~1[F]] =€ Th g+, es decir,
(mg o g) es compatible con C. M € PM%., y por lo tanto (mg0g) € H. M,
lo que implica g & H.L'.

T

c

. QL'(M"I[CM(@)]) =

Demostracidn, Por lema 5.4 pagina 15 de [4], ¥ considerando que 7y :
A A Mes sobreyectlva se obtiene que

Qu_,:(ﬂ'g—, {CM}(@)]) = 71’9_1[!2 M(Cm{(@))] = ‘.’Tg.-_l[idA.M] =f
[

Sea L = F5.[L/]. Claramente L EPMsk AL= A [Cu(W] €C.L,
y 6= Qg (mg™ 1[C'M(@)D

Luego, para 6 € Con a3, 5+ A existen L € PM ¢x[A] vy F € C.L tales que
#=0.(F).
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Considerando la proposicién anterior, se obtiene

CODA]g Sk A= U Q[C. L]
f LEP.EMS;CEA] .

C

Proposicién 4.4.4. §i S* es estructural y HE-aigebrizable, enionces para
cualquier digebra A del tipo de Fm se cumple:

» Ewiste un dinico L € PM g« [Al, y cumple

H.IL = Hom({Fm, A).

= Congyg s+ A=0[C.1], para L € PM ..

Demostracion. = Sean L € PMgi[A] y 7 = 7q (c-t@y)- Considerando
M := Q(L, CL{®)), se tiene que A. M = n[ A] y €. M = {r[F] : FecC.L},
y como S* es estructural, H. M = Hom(Fm, A. M} por Teorema 2.
Sea g € Hom(Fm, A). Si F € C.L, como (rog)e HMy Qr(CL(D)) es
obviamente compatible con F, entonces g~[F] = (7 o g) Hn[F]] € Th g«.
Luego, Hom(Fm, A) es compatible con C.L, ycomoe L€ PMgx, se ob-
tiene H.L = Hom(Fm, A). En particular, si I/ € PM g [ Al lo anterior
implica H. L = H.1!, es decir, L = /.

= Por item anterior PM sx[ A] = { L}, y considerando Ia proposicién previa,

se obtiene Con »), 5+ = Q[C. L.
|



Apéndice A
Demostraciones anexas.

Consideremos las siguientes funciones sobre hiperliterales de Fm definidas
por:

an(=*(p:p))=p y le-*p:p) =p.

Entonces se tiene:

Lema A.0.5. En Propg se cumple:

1. Fura todos | € w, p € le(§m), y u € FOUR, se tiene que
“Hp:p)€ Ths(D) siysolosip=1.

2. Pora todos {p,q} C le(3m) y {u,\} C FOUR, si (p: )& (g : A) €
Ths(B), entonces o bien p= XA =1, o bien p=A#1lyp=aq.

3. Sio € Sg, entonces para todo dtomo anotado (p: p) se tiene que o(p :
1) es hiperliteral. Luego, ninguna sustitucidn lleva dtomos anotados en
férmulas complejas, y por ser homomorfismos, tampoco llevan férmulas
complejas en hiperliterales. e

4. Sice Sg, entonces pard todo hiperliteral o tal que an{e) = L se cumple
que an(o(a)) = L. T :

Demostracion. 1. Si ~'(p: p) € Ths(D), entonces se obtiene de inmediato
que (p : ='p) € Ths(B). Si suponemos p # L, en particular se tiene
que ~'u # 1, y tomando una interpretacién tal que -I(p) = 1, como
L € =y, entonces vi{p : —p) = 0 . Contradiccién. Luego p= 1. Enla
otra direccién es por la axiomatizacién dada.. ‘

2. Si(p:p)e(g:A) € Ths(®) y suponemos que u = 1, entonces necesa-
riamente (g : A) € Ths(8), lo que ocurresiy sélosi A = L. Andlogamente
se tiene que suponer A = L implica & = L. Eso da cuenta del primer caso.

Si ahora suponemos que i # I, por lo anterior se tiene que A # L,y
viceversa. Pero si p # ¢, entorces consideremos la interpretacién I tal que

73
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Ip) = py I{g) = 1. Luego, se tiene que vi{(p : p)e{g: A)) =0.
Contradiccién. Luego p = gq.
51 ahora suponemos lo anterior més p # A, entonces si g C ), basta tomar
I tal que I{p) = p para ver que vr{{p:p) e (p: A)) =0

. Contradiccién. Andlogamente no puede ocurrir que A T g. Finalmente
si {p, A} = {f,t} (es decir, no relacionados por < er FOUR), tomando I
tal que I{p) = u se obtiene vy {(p : ) ¢ {p: A)} = 0 . Contradiccién. Es
decir, necesariamente p = A. Eso termina la prueba.

3. Sea ¢ ¢ Sg. y supongamos que o(p : ) = v es compleja. Entonces se
tiene que para toda interpretacion { : le{ §m) v FOUR se debe cumplir

que

vr(~ &) = vr(— A) = 0.

Sipe {L,T}, se tiene que —a,u = i, y considerando que entonces —(p :
p)er(pip) € Ths{B) Co [ Ths (B)] € Thg, se obtiene que ~w < ¥ €
Thg (@), ¥ por lo tanto para toda interpretacidn I se tendria que vy {—p < ) =
1 . Contradiccién

Luego, p € {f,t} C FOUR.

Stp=f,entoncesde {(p: T)=(p: f,(p: T)=(p:t),(p:t}=~(p:
1} € Ths () se obtiene como antes que {o(p : T) =1, 0(p: T) = -4} C
Thg (ﬂ), yporlotanto o{p: T) = (- Av) € Ths (@)

Pero ya sabemos que o{p : T) es hiperliteral, y por lo tanto toda inter-
pretacién 1 tal que I{le(o{p: T))) = T cumple que vs{c(p: T)) =1, y
necesariamente vz {—%) A ) = 0 . Contradiccién. Luego, u # §.

De manera andloga, 1 # t. . Contradiccién.

Luego, la imagen por todo ¢ € Sk de un 4tomo es un hiperliteral, y por
lo tanto la imagen de un hiperliteral es a su vez un hiperliteral.

4. Como an(a) = Ly o) es hiperliteral, se tiene que a € Ths(0) C
¢ [Ths (#)] € Ths implica que o{a) € Ths (B), y por lo tanto anf{o(a)) =
: . 5

Proposicién 8.0.3. 1_: Sea 0 € Sg cualquier sustitucién estructural. Sea p €
le(§m) una letra cualquiera. Veremos primero que necesariamente o se
debe comportar respecto de los dtomos relativos a p a lo mas de alguno
de los tres modos enunciados:

» Sabemos que s;empre deben existir una letra 7 v [ € w tales que
alpil)=- (r:l).

s Sio(p: T) € Thg;,'[@), entonces de {(p: T)=(p: f), (p: T)=(p
t)} C Ths(B) € o7 Ths {(#)] € Thg se obtiene que {o(p
- f),o{p: 1)} C Thg(B).
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Luego. en este caso Vi € FOUR an(o(p : p)) = L, lo que corres-
ponde al modo 1 del enunciado.

» Suponrgamos ahora que ¢ no actda del modo l respecto de p, es decir,
a(p:T) ¢ Ths (D).

e Sian(o(p : T)} # T, y consideramos que o{p : T) = —*(qg :
p), es decir, € {f,t} C FOUR, como de —={p : T)+ (p :
T) € Ths (8) se obtiene —l'”“l(p /.L)H"k(p pu) € Ths (D),
entonces {¢ : "1 u) & (g : =) € Ths (8). Pero ello implica
que =1y = =¥y y se tenfa que p € {f,t} . Contradiccién.
Luego, an{o(p: T} =T

® Sico(p: f) € Ths(B), entonces de ~(p: f) ¢+ (p: t) € Ths{0)
se obtiene que ~o(p : f)+ro(p:¢) € Ths(8). Pero o(p : f) €
Ths () implica que an(o(p : f)) = L, y por lo tanto —a(p
F) € Ths {B), es decir, o(p: 1) € Thg (D).

Pero ademds, de (p: f)A(p:1) = (p: T) € Ths (9) se obtendria
que o{p: T) € Ths (B) . Contradiccion.
Andlogamente, o(p : t) € Ths (0).

* Sile(o(p:T)) # le(o(p: f)), entonces de (p: T)—(p: f) €
Ths () sc obtiene que o(p : T)=o(p: f) € Ths (0), pero
comoo(p: f} & Thg (@), entonces tomando una valuacién [ tal
que I(le(o(p : T)Y) = Ty I{le(e(p : f))) = L se obtiene que
vi{o{p: T} = o(p: f)) =0 . Contradiccién.

Luego, le(o(p: T)) = le(o(p: f)), y por un argumento simétrico
se obtiene que le(o(p: T)) = le(a(p: t)).
Por lo tanto, necesariamente le(a(p : T)) = le(a(p : f)) =
le(a(p: t)).
e Sean g € le(Fm), {k,m,n} Cw, v {A n} C FOUR tales que
o(p: T) = ~*(g: T)
oo )= "(g: )
o(p:ty=-"{g:p).
Entonces de =(p  f)«(p : t) € Ths(B) se obtendria que
Tt g M)+ 2" (g: p) € The (). Pero entonces (g : =™+ X} ¢+ (g :
-"u} € Ths (@) y por lo tanto =™} = ="y,
Luego, A = T siy sélo si p = T, y por lo tanto, en tal €aso, se
tendria que ¢ actia del modo 3 respecto de p.
51 ahora suponemos qie A € {f,t} C FOUR, y por lo tanto y €
{ f, t}, entonces si m+n es par, se obtiene que ~A = ~"-M+L) =
="y ==, es decir, A # poen {f,t}. i en cambio suponemos
que m + n es impar, entonces de manera andloga se obtiene que
A= p
Entonces si {A, u} = {f, t}, se obtiene que ¢ actiia del modo 2
respecto de p



APENDICE A. DEMOSTRACIONES ANEXAS.

» Luego se tiene que ¢ € Sg actia a lo més de alguno de los tres modos
del enunciado respecto de cada p € le{ §m). Falta determinar que esos
tres modos efectivamente entregan sustituciones estructurales, para
lo que basta una simple verificacién.

|

Lema A.0.6. Sea Pr una ldgica anctade, y sean x, y, 2, w € | Fm|. Entonces

1.

[y
=

11,

© ® m m™ m o S e

z4rz € The, (0)

Ay € The, {y,z)

{z,y} C The, (zAy)

zoy € Ther (yor z)

t—+z € The (z—y,y—2)

zer2€ Ther (20 y,y6 2)

tAzoyAwe The, (o y,z0w)

zVzoryVwe The (zory,z0w)

zrzoy—w e Thp (zoy,z0w)

Six, y son complejas, entonces ~z ++—y € Thp; (T y)

Siz,y son complejas, entonces Vk € w  (“Fz =y} e Thpe, (z¢y).

Demostracion. 1. Sea z:= (p: L). Entonces se tiene que

Ax (p: L)A(SMp:py e 41 (p i) € Ther (0)
Ax ((p YA R p ) o p: -1#))) —{p: L)€ Thp, (@)
MP z=(p: i} € Thp, (D)

Ax z» (x> z) € Thp (B)

MP & —z € Thp, (#)

Ax x5 (z —>;c)_ € Thp, ()

Ax (x> 2) = ((z > (z— 1)) = (= 1)) € Thp, ()
MP (z— (z =)}~ (¢ =) € The, (0)

MP z—gz € Thp, ()

Ax (= 0) = (F=2) > (3o 2) € The, (0)

MP (z—z) = (x4 1) € The, (8)

MP z ¢z € The, (B)



Ax yAz—y € Thp, ()

MP y € Thp. (y/\:z:)

Ax yAz—z € The, (8)

MP z ¢ Thp, (y/\a:)

Ax 2= (y— (zAy)) € Thp ()
MP y—(zAy) € Thp: (yAz)
MP zAy€ The (yAz)

Ax (zAy)-»>z € Thp, (B)
MP z € Thp, (z Ay)
Ax (zAy)~y € Thp, (B}
MP y € Thpe, (z/\y)
Ay} C© Ther (zAy)
(z=2y)A(y—a) € The ((y—z)A(z—y))

Ax (y—=2) = (z— (y— 2)) € Thp, {B)

MP 2= (y—2z)€ The: (z2y,y—2z)

Ax (z=y) > ({z= (> 2) = (= 2)) € Thp, (§)
MP (z—(y—2))~(z—=2) € Thp, (z—y,y—z)
MP z—z€ Thp, (z—y,y—2)

=y € Thp, (zry,y¢ 2)
y—z2€ Thp (zory,yerz)
wx—32€ Thp (x—>y,y—2) C Thp, (zry,y e 2)
2=y € Thp (xery,y e z) -
y—=z € Thp, (zﬁy,ym) ,
. z—x€ Thp, (z—}_y,y‘}—?m_)_ C Thp.,- (:c(—}y,y(—)z)
Ax (:c—}z)—é((z——)n:)ﬁ(g;(—)z)-)e The, (8)
Tz € Thp, (sc<—>y,y<—>z) '
Ax (zAz)—z € Thp, (@) .
gy € Thp (z6y)
S {xAz)=y € Thp, (m(—}y)
Ax (zAz)—=z€ The, (B)
z—w € Thp, (z¢rw)
Az Az)owe Thp, (20 w)
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Ax y—=(w— (yAw)) € Thp, (D)
Az nz) = (w— (yAw)) € Thp, (z e y)

Ax ((zAz)=sw) =2 {{(zAz) s (wa{yAw))) =z Az)=(yAaw) e
The- () o

Az nz) = (yrw) € Ther (o y,z60w)
. Por simetria (y Aw) = (A 2) € The, (z oy, 24 w)

SEaz)e(yAw) € Thp (zoy,z00w)

Ax {y=(yvuw)w—(yVw)} C The (9)
{g—y,z2—>w} C Thp, (zy,2 ¢ w)
Az yvuwlz= g Vw)} C The, (zey,20w)
Ax (= yVu)) = ((z=(yvw) = ((z V)= (yvw)) € The (§)
L {aVa) = (yVw) € The: (z oy, z 0 w)
. Porsimetria (zV z) & (y Vw) € Thp, (z&y, 20 w)

9. SeanT := Thp, (m(—}y,zﬁw,x%z),yf’ = Thp, (zHy,z(—)w,y—)w)

y—xeT
r—zel
Ly—=zeT
z=wel
Ly—rweT
" (x—=z) = (yow) € The, (z oy, z6w)
r—yed
y—oweT
Lrawel
w—rzed’
LrxzeT :
(g w) = (z—2) € Thp, (zey, 20 w)
g (a:—>z)_(¥>(y—~>w) € Thp, (z6ry, 20 w)

1. Sean =z, y conip_léjas. Entonces:

Ax =y — (¢ -~} € The, (9)
LTy € Thp,’,f('_}y) .
Ty E Thp; (:.,"Hy)
Ayl (g =)} C The, ((zoy),—w) .
Ax (z—y)~>{{z—+—y) = -z) € The, (6)
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=z € The. ((z0y), )
Y=oz € The, (zoy)
. Por simetria 2 ¢~y € Thp, (z e y)

11, Induccién sobre k: Si k = 1, ya ests probado. Supongamos que para k se
tiene (=*a & =*y) € Thp, (z+y). Entonces como —*z y —*y también
son complejas, (—=*z + ~=*y) € Thp, (=*z 3 -*y) C Thp, (z4+y),lo

que termina la prueba,
]

Lema A.0.7. Sea p = {ﬂ’*ngﬁkml N Ew}. Entonces p satisface las
cuatre primeras condiciones de lo proposicion 4.2.2.

Demostracién. 1. Paratodaa < | | y todo k € w se tiene que (—*a +» ~Fa) €
Ther (0}, y por lo tanto p({c,a)) C Thp, (8).

2. Para todos o, f € |Fm| y todo k € w se.tiene que (-*F & -Fa) €
The, (-*a¢-F8) C The: (p({e,8))), v por lo tanto p({§,&)) C
The: (p((e, 8)))-

3. Paratodoso,f,y € |Fm|ytodok € w, (~Fa &~y € Thp, (-Fae—F8,=F 5o k) C
Ther (p((e, 8))Up({B,7))), y porlotanto p({e, 7)) C Ther (p({eB))U
p({8,7))).

4. Si0e{A,V =}, a,8,7,0 € | Fm|, entonces (aOB) > (vO8) € Thp, (o 2y, B 48),
y como a{f y vO4§ son complejas, entonces para todo k € w se tiene
~Ha0p) ¢+ *(708) € The, ((20f) ¢ (v06)). Luego p({ (a08), (104))) C
The, {(a ¢+ 7,86 6), y como _
The (a¢+7,8++6) C The, (p({a,7))Up(({5,6))), se obtiene que p({ (a08), (06))) C

Ther (p({c, 7)) U p({8,6))).

5. 8i a,f € |Fm|, entonces claramente pl(—a),(=8))} € pl{a,B8)) C
Thp, (P((aaﬁ)))

Luego, p satisface las condiciones pedidas.
- al

Proposicién A.0.8. Pr es HR-algebrizable mediante p y v = {{zo Azo,z0 = 20)}.

Demostracidn. Sélo resta verificar la quinta condicién de la proposicidn 4.2.2.
Seaa € Fm. Claramente (aAa) & (a = a) € pr{a), y entonces (a —ra) — (@A
a) € Thp, (pr{a)). Luego, como (o~ a) € Thp, (B), se tiene, por MP, que
(aAa) e The, (pr(e)), y por lo tanto a.& Thp, (aAea) C The: {pr{a)).
Por otra parte, « Ao € Thp, (), y por lo tanto (o= a) - (o A a) €
Thpr (@) por MP y axioma (—3). Ademds, por el mismo axioma, MP, y
(a—a) € The- (B), se obtiene que (@ha)= (e—=a) € Thp, (a). Luego,
(ahNa)&r(e—a) € Thp, (@). Pero como (o A @) ¥ a— o son complejas,
entonces p{{(x A a), (@ =) )) C The, ((aAa) ¢ (a—a)) C The, (cr).
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Luego, como pr(a) = p(({aAa),(x—a))), se obtiene que Thp, (a) =
ThpT (pv(a)). ' .
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