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Capitulo 1

Conceptos basicos

Esta primera parte del manuscrito consta de definiciones generales, presentaremos los
objetos a estudiar y las hipétesis basicas sobre ellos. Tal como lo dice el nombre de esta
tesis, estamos estudiando billares. A continuacién definimos lo que es un billar, su clase de
regularidad y también el sistema dindmico que nos interesa estudiar a partir de este objeto
geométrico (ver [8], cap. 1).

Consideremos un abierto conexo acotado Dy C R? y D = Dy su clausura. En este contexto
D es nuestro billar. Las hipdtesis sobre las que trabajaremos son las siguientes:

1. La frontera de D, 0D, que llamaremos pared del billar es una unién finita de curvas
compactas I';, i = 1, ...,7 de clase C! para cierto [ > 3. Es decir,

oD =T1U..UTl,.

Més precisamente, T; es el grafico de una funcién f; : [a;,b;] — R? de clase C! que es
inyectiva en [a;, b;) y que tiene derivadas laterales hasta orden [ en a; y b;. Llamamos
a I'; una componente de 0D y denotamos por { fi(a;), fi(a;)} = oT';.

2. Distintas componentes solo se intersectan en sus puntos extremos
NIy Ccor;Nory, cuando @ # j.

Definimos 'y = 9T, U...UdT, y I = D \ I'x. Un punto x € T, se dice una esquina de
D y un punto x € I' se dice un punto reqular.

3. Siguiendo la notacién de 1. f no se anula o bien es identicamente cero. En otras pal-
abras I'; no tiene puntos de inflexién o bien es un segmento.

Podemos asumir que ||f/||> = 1 (mediante alguna reparametrizacién si fuera necesario),
luego derivando esta ecuacién observamos que f/ L f/’ cuando f/ # 0. Dependiendo de
cuando f!’ apunta al interior o al exterior del billar podemos distinguir los siguientes tipos
de componentes:

» Componente plana: Cuando f;' = 0.
» Componente que concentra (o enfoca): Cuando f/” # 0 apunta al interior de D.

» Componente que disipa (o dispersa): Cuando f! # 0 apunta al exterior de D.

5



6 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Definicién. Consideremos ¢q € T, donde ¢ € I'; para cierto i € {1,...,7}. Se define como la
normal en ¢, al vector n(q) perpendicular a la tangente a I'; en ¢ que apunta al interior de D.
Denotaremos por (-, -) al producto interno usual de R2. Para una curva rectificable A C R?
(con la métrica usual), se define |A| a su longitud. Si O C R? es un abierto, denotamos por
|O] a su area (o medida de Lebesgue).

Con toda esta notacién estamos en condiciones de definir la dindmica que nos intere-
sard estudiar. Escojamos un punto ¢ € int D y un vector unitario v, el movimiento al que
restringiremos ¢ es avanzar con velocidad constante en la direccién de v mientras no haya
colisién con 9D, en otras palabras ¢ = v, v = 0, siempre que estemos en int D.

Cuando la particula ¢ choca con parte regular del borde, i.e. ¢ € I, la velocidad es
reflejada por la normal al borde en ese punto, de manera mas precisa

vy =v- —2(v,n(q))n(q),

donde v_ y v, representan las velocidades antes y después del choque.

Figura 1.1: Ejemplo de un choque eléstico

La segunda posibilidad es que g choque con una de las esquinas, i.e. ¢ € I'x. En este caso
el movimiento se detiene. Posteriormente veremos que en ciertos casos es posible continuar
el movimiento de modo de no perder la continuidad, aunque no podamos asegurar la difer-
enciabilidad del flujo.

Es importante tener presente que la velocidad del movimiento esta normalizada en todo
tiempo, i.e. |[v¢|| = 1, donde v; es el vector direccién al tiempo ¢. Un calculo directo muetra

que [[v|] = [Jo-]].

Observe que nuestro billar esta determinado por las curvas I'; y su disposicién en el plano.
La forma de nuestras curvas frontera I'; evidentemente tendrd un rol que cumplir en el estu-
dio de la dindmica que acabamos de definir. La funciéon que nos da informacion respecto a la
forma de curvas es la curvatura.

Definicion. La curvatura es una funcién de 9D. Si ¢ € I'; y f;(t) = ¢ se define



0 si I'; es plana,
K(q) =< —||fI'(¢t)]] siT; concentra (o enfoca),
|| f(t)]]  siT; dispersa (o disipa).
Donde las funciones f; son las definidas anteriormente (recordar que las suponemos arco-
parametrizadas).

Vamos a agrupar las componentes dependiendo de su curvatura, usaremos la notacion:

To=Jn,. T-=Jm, 1. =

K=0 K<0 K>0

Observe que la curvatura involucra dos derivadas se tiene que K € C'=2. A partir de la
tercera hipotesis sobre el billar, se tiene que la curvatura siempre se mantiene lejos del cero
y del infinito para billares sin componentes planas.

Otra propiedad geométrica del billar que serd importante para el estudio de esta dindmica
es el angulo que se forma entre las componentes que se intersectan.

Definicion. Un punto ¢ = I'; N T'; para ciertos 4,5 € {1,...,r} se dice una cispide si las
pendientes de las rectas tangentes en ¢ a I'; y I'; (definidas por limites laterales) son iguales,
i.e. el &ngulo de incidencia es cero.

Ejemplos.
(a) Consideremos D el disco unitario, i.e.
D={zcR?:|z|]| =1}.

Tomemos nuestro billar D = D. Con nuestra definicién de curvatura, tenemos un billar
donde K < 0 en todos los puntos, de hecho K = —1.

(b) Sea
D j(r) = {z € R*: [|z = (i, /)]| <r}.

Consideremos el billar
D =1[0,1]*\ U D; j(1/2).
1,5€{0,1}
En este billar tenemos 4 componentes I'; y todas tienen curvatura constante K = +1.
También observar que en este caso tenemos 4 cuspides. Mas tarde veremos que en billares
donde K > 0 tenemos hiperbolicidad.

Definicion. Sea ¢ € D y v un vector unitario. Consideremos qg el primer punto donde el
flujo a partir de esa condicién inicial colisiona con &D. La colisién se dice regular si qo € T
y si la velocidad de incidencia es distinta a la tangente en el punto de choque, i.e. v_ # v.
Cuando v_ = vy la colision se dice tangencial.

Mas adelante veremos que los distintos tipos de colisiones tienen intima relacién con con-
tinuidad y diferenciabilidad del flujo del billar.



8 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Interior del
billar

Figura 1.2: La primera (resp. segunda) figura corresponde al ejemplo (a) (resp. (b)).

Comentario. Se puede demostrar facilmente que las colisiones tangenciales solo ocurren en
componentes que dispersan. También es evidente que luego de una colisién regular hay un
intervalo de tiempo que la particula se mantiene en int D.

Nuestra primera proposicién es evidente a partir de la segunda parte del Comentario.
Recordemos que un flujo se dice completo si para cualquier punto del espacio se puede definir
su evolucién para cualquier tiempo real.

Proposicién 1.1. Sea (q(t),v(t)) el flujo dado por la condicion inicial g(0) = q,v(0) = v.
Las unicas obstrucciones para que el flujo anterior sea completo son

1. La particula q(t) choque con una esquina en cierto tiempo t € R.

2. Los tiempos de colision {t,} se acumulen.

Figura 1.3: Ejemplo de choques acumulandose

Para nuestro estudio serd importante poder descartar la segunda posibilidad de incom-
pletitud del billar, claramente puede ser més patolgica y dinamicamente cadtica (una sin-
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gularidad en tiempo finito). Si los tiempos de colisién son {t,} con t, — to € R claramente
q(tn) = goo € OD. Hay dos casos a considerar dependiendo de donde se encuentra gso.

1. goo € T..

2. ¢oo el.

Tratemos el primer caso. Vamos a suponer que ¢ €s una esquina. Como bien sabemos
hay varias posibilidades respecto a las componentes que forman la esquina. Hay dos casos
que podemos descartar por métodos elementales. El primero es cuando el angulo que se for-
ma en la esquina es positivo, aqui se puede estimar la cantidad maxima de choques posibles
antes de que la particula en movimiento empiece a alejarse de la esquina. El segundo caso es
cuando el angulo es cero (una cispide), pero ambos lados dispersan o bien uno dispersa y el
otro es plano, la posibilidad de que los choques se acumulen también puede descartarse de
una manera bastante simple. El tinico caso que quedaria por tratar es cuando tenemos una
cispide formada por una componente que enfoca y otra que dispersa (hay una trayectoria en
que los tiempos de colisién se acumulan). Hasta el momento no hay conocimiento de ejemplo
de este tipo [8]. Por ahora obviaremos la posible existencia de algo asi.

Supuesto: Los billares que consideraremos no tienen cuspides formadas por una compo-
nente que dispersa y otra que enfoca.

Supongamos ahora que nos encontramos en el segundo caso, i.e. ¢ €s un punto regular
del borde del billar. Se puede probar con facilidad que en el caso de que la componente en
cuestién disperse o sea plana esto no es posible.

Teorema 1.2. (Halpern) El sequndo tipo de singularidad no es posible cuando nos encon-
tramos en una componente que enfoca con tercera derivada acotada y sin puntos de inflexion.

Este teorema se aplica directamente en nuestro caso ya que al borde le pedimos regular-
idad C',1 > 3. Con esto se descarta por completo el segundo tipo de indefinicién del flujo.
Ahora sabemos que el inico problema posible para definir el flujo del billar en todo tiempo,
es la colision con una esquina.

1.1. Flujo del billar

De manera ingenua podriamos pensar que el flujo que estudiamos es sobre el dominio D,
esta confusién es entendible si asociamos el movimiento como algo que ocurre sobre el billar
que vemos en el plano. Para nosotros un flujo es una ley que define el movimiento de puntos
en un espacio abstracto X. Para ser més preciso tenemos una familia ®¢ : X — X de trans-
formaciones con cierta regularidad (continuas, diferenciables, etc) tales que ®! o 5 = dt+s
(son transformaciones parametrizadas por R). La érbita del punto x es el conjunto O(z) =
{®%(z) : t € A,} (donde A, son los t para los que estd definido ®¢(z)). Claramente si tomo
un ¢ € D no puedo definir el movimiento, me falta conocer la direccién.

Definicion. Sea 2 := D x S'. Esta es una variedad con borde donde 99 =T x S1.
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Queremos definir el flujo del billar en 2. Como ya vimos anteriormente no es posible
hacer esto para todos los puntos del billar, no es claro que se pueda extender el flujo luego
de una colisién con una esquina. Discutiremos mas adelante (brevemente) cuando es posible
hacer tal cosa, por ahora nos limitaremos a trabajar en el conjunto donde el flujo sea completo.

Definicion. Sea QcQel conjunto de puntos donde el flujo ®* dado por el billar est4 definido
para todo tiempo, la dindmica que nos interesa es la dada por la familia de aplicaciones

PO — Q.

Nuestro sistema dindmico es conservativo, en efecto, la medida de lebesgue natural en (2
es invariante para el flujo del billar. Demostraremos por un método clasico que esto efectiva-
mente sucede.

Consideremos las coordenadas (z,y,w) € € para nuestro espacio de fase del flujo, donde
q = (z,y) € D,w € S'. Asumiremos la notacién ®!(z~,y~,w™) = (z*,y*,w") para distin-
guir entre los puntos de origen y término luego de la accion a tiempo ¢ del flujo. Consideremos
los dos posibles casos dependiendo de si hay colisién o no.

(1) Sino hay colisién entre los puntos de origen y término, entonces

vt =27 4 tcos(w),yt =y~ + tsin(w),wt =w".

(2) Supongamos que hay exactamente una colisién entre el tiempo 0 y ¢ del flujo a partir de
(z7,y~,w™). Sea P = (a,b) € 'y el punto de colisién, V es el vector de tangencia en P,
~ el angulo entre el eje x y V', denotaremos por s~ el tiempo en que ocurre la colisién y
st =t — 5. Sea 1 el d4ngulo entre v y V.

Sea r el arcoparametro en I' y « : [p, ] — R? es una parametrizacién de la componente
donde estd P. Observar que r : [p,q] — [0,L], donde L es el largo de la componente.
Si a(t) = (z(t),y(t)) y & : [0,L] — R? la curva arcoparametrizada entonces se tiene la
relaciéon o = & o r. Derivando esta ecuacién obtenemos

2'(t) = 2 (r(t)r' (1),
y'(t) =7 (r(t)r'(t).

Como Z'(r) = cos(v), ¥y (r) = sin(y) (por ser arcoparametro y v el dngulo tangente), se
sigue que

da = cos(v)dr,
db = sin(~y)dr.

Considerando la ecuacién z'(r) = cos(y),y'(r) = sin(y), derivando y manipulando se

llega a ' = (2'y" — 2"y )r’ = —Kr’ (usando una formula conocida para la curvatura).

Finalmente

dy = —Kdr.
Las variables que hemos definido anteriormente estan sujetas a las ecuaciones
xT =a—s cos(w” ),y =b—s sin(w ), w =75 —1,
2T =a+ st cos(wh),yt =b+sTsin(wh),w" =~ +1.
Sacando diferenciales de estas ecuaciones obtenemos

dzt = cosydr + coswTdsT — st sinwTdw™, (1.1)
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dyt = sinydr +sinwtds™ + sT sinwtdw™, (1.2)
dw™ = —Kdr + dip, (1.3)
dx~ = cos~vydr —cosw™ds™ + s sinw dw, (1.4)
dy~ =sinydr —sinw™ds™ — s sinw dw™, (1.5)

(1.6)

dw™ = =Kdr — di.
Haciendo producto cufia entre estas ecuaciones obtenemos
drx_ ANdy— N\ dw_ = —sin(¢)dr A ds_ N\ di,

dry Ndyy N dwy = sin(¢)dr A dsy A di.

Observemos que s_ + s = t, siendo ¢t una constante que hemos fijado previamente, en
otras palabras ds_ + dsy = 0. Se sigue que

dry Ndyy Ndwy =dr_ ANdy— N dw_.

Puede verificarse directamente que en el caso (1) la 3-forma dxAdyAdw se preserva, finalmente
concluimos que

Figura 1.4: Explicacién caso (2)

Teorema 1.3. Mediante el flujo del billar la 3-forma dx A dy A dw es preservada, siendo
(x,y,w) las coordenadas usuales de Q2. La medida de Lebesgue normalizada en

duq = (2n|D|) " tdxdydw,

es una medida de probabilidad invariante para ®°.

Comentario. En los calculos hechos para demostrar el Teorema 1.3 hemos intercambiado
derivadas por 1-formas sin explicacién aparente. Observar que todas las funciones involu-
cradas son reales, en general si f : [s,s'] — R es diferenciable, la 1-forma df toma un vector
v € Ty[s,s'] y lo manda a f'(z)v € T,[s,s’] = R, en particular ecuaciones que involucren
las derivadas también son ecuaciones para las 1-formas asociadas a los diferenciales de estas
funciones.
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1.2. Flujo de suspension

Una técnica clasica para estudiar la dindmica de un flujo es buscar secciones transver-
sales a un flujo y definir la funcién de primer retorno, esta idea fué introducida en primera
instancia por Poincaré cuando intentaba reducir el trabajo que requeria entender la dindmica
de los 3 cuerpos restrictos. Generalmente consideramos un flujo Wt : S — S donde S es una
variedad cualquiera y L una subvariedad de codimensién 1. Asumiremos que para cada x € S
se tiene que O(x) N L # (). Podemos inducir el mapa H : L — L, donde H(z) = W®) (z)
con t(z) = inf{t' > 0: W¥ (z) € L}, el valor t(z) es llamado el tiempo de primer retorno de z.

Una manera de modelar este tipo de flujos con secciones transversales es por medio de
flujos de suspensién. Consideremos una funcién 7' : X — X con X compactoy f: X — R
continua. Sea X’ = X x Rxq, se define

P X — X/
(z,8) — (z,s+1).

Consideremos X = X’/ ~ donde (z, f(x) +s) ~ (T'(z),s), con s € R>p y € X. El flujo
1! se puede definir en el cuociente X , obteniendo el flujo de suspensién con base 1"y funcién
techo f (referencias para aspectos generales de flujos de suspension son [1],[9],[12]) . En este
contexto el rol de la seccién de primer retorno lo cumple X x {0} C X. Como pedimos que
f sea continua todos los tiempos de primer retorno son finitos.

Sabemos que hay una correspondencia entre las medidas invariantes por el flujo de sus-
pensién y las medidas de la base. De manera maés precisa, sabemos que las medidas de proba-
bilidad invariantes por el flujo de suspensién son de la forma Cdu x dA donde C = ([ fdu)™*
para cierta medida de probabilidad p en X invariante por T'y dA es la medida de Lebesgue
(usaremos esta notacién para el resto del manuscrito).

En este momento es conveniente considerar la posibilidad de que nuestro billar esté en
el toro. Con esto aceptamos la posibilidad de que haya una disposicién periodica en R? de
nuestras curvas I';.

Comentario. En general en el toro hay dos fenomenos posibles, un punto choca infinitas
veces con dD o nunca lo hace. Si una particula en el toro desde cierto momento ya no presenta
choque con 9D, su vector direccién no puede ser irracional (ya que su 6rbita seria densa y
no es dificil convencerse de que en este caso toda curva en el toro es atravesada por el flujo),
solo queda la posibilidad de que la pendiente sea racional, pero esto quiere decir que la érbita
es periodica, o sea que nunca hubo choque siquiera.

Recordar que nuestro billar D estd dado por una familia finita de componentes I'; con
regularidad de orden [, en otras palabras tenemos curvas f; : [a;,b;] — R de clase C! arco-
parametrizadas. Se define M = UM; siendo M; = [a;, b;] x [-7/2,7/2], donde el indice i
hace referencia a la componente I'; que es grafico de la curva f : [a;, b;] — D de clase C! y con
derivadas laterales hasta ese orden en los extremos (cuando I'; es una curva cerrada suave,
entonces M, es un cilindro). La componente angular en el punto (r,¢) € M; hace relacién
a la direccién del vector que estd parado en f;(r) apuntando en dngulo ¢ desde la normal
en f;(r) a T';. Nuestra funcién de primer retorno estd definida en M, (sacando las esquinas,
i.e. los puntos de la forma {a;, b;} x [—7/2,7/2]) como el primer choque desde el punto f;(r)
en direccién ¢ desde la normal a I';, evidentemente aceptamos el hecho de que esta colision
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esté en un cierto M; con i # j. Mas concretamente,

Definicion. Sea (r,¢) € M;, q:= fi(r) y v el vector unitario que esta a angulo ¢ de n(q).
Asumimos que 7 ¢ {a;,b;}. Sea ¢' = f;(r') el primer punto de incidencia con 9D del flujo a
partir de (g,v) (en este caso ¢’ € T'j) y ¢’ el angulo que se forma con n(q’). Por convencién
en Jf) identificamos los vectores de incidencia y de salida de una colisién, o sea podemos
considerar ¢’ € [—7/2,7/2]. Se define

]:(T’, 90) = (T,790/)'

De esta forma tenemos un mapa F : M — M que no estd definido en los puntos
S' = NHai,bi} x [-m/2,7/2],
i

donde esta unién corre sobre los i € {1, ..., 7} tal que la componente I'; no sea cerrada y suave
en sus extremos, i.e. en f;(a;) = fi(b;) pero no hay igualdad en las derivadas laterales hasta
orden [ o bien f;(a;) # fi(b;).

Definicion. Se define como el conjunto de singularidades de F : M — M al conjunto

Sop =M = U([ai,bi] x {—m/2,7/2}) U S

Mediante calculos similares a los hechos para probar que la forma de volumen dx Ady A dw
es invariante bajo el flujo en €2 podemos calcular la derivada del mapa de primer retorno F.
Para ver los calculos explicitos puede revisarse [8].

Definicion. Sea x € M, denotamos por 7(z) al tiempo de primer retorno a partir de z, i.e.
el menor tiempo positivo que tiene que recorrer x en el flujo del billar para volver a chocar

con M.

Teorema 1.4. Consideremos un punto x = (r,¢) € int(M) con F(x) = (r1, 1) € int(M).
Sea KK y K1 la curvatura en x y F(x) respectivamente. La derivada de F en x estd dada por

D.F— -1 TK + cos ¢ T
T cosp \ TKK1 + Keospr +Kicosp 7K1 +cospy )

Como corolario de este teorema se tiene que

Ccos

det D, F = .
oS (1

Por teorema de cambio de variable

// cosgpldrldgm://coscpdrdgo,
F(A) A

en otras palabras la medida cosy dr dy es invariante por F. Observar que

w/2
// cosgodrdgo—/ cosgpdga/dr—?\l“\,
M —7/2 r
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de esta forma obtenemos que
dp = (2|T)~t cospddr,

es una medida de probabilidad invariante por F. Como hemos mencionado anteriormente
podemos levantar esta medida a €2 haciendo un producto con Lebesgue.
A partir de lo discutido anteriormente de los flujos de suspension sabemos que la medida
dpy = 7 Ydp x ds = (2|T|) 1771 cospdpdrds,
es invariante donde
T= / T(z)dp(z).
M
Llamaremos a T el tiempo promedio de trayectoria libre. Ahora recordando que
dx A\ dy A\ dw = sin()dr A ds A dip = cos(p)dr A ds A de,
(ya que sin(v)) = cos(p)), nos quedamos con la igualdad
dupy = 2|T|) Y7 L dedydw,
como el volumen que genera la medida dzdydw es 27| D| se sigue que
27|D| = 2|T|7.

Lo que nos da una férmula para el tiempo promedio de trayectoria libre de un p-punto genéri-
co de M.

1.3. Exponentes de Lyapunov de F

Los exponentes de Lyapunov son una herramienta fundamental para entender sistemas
dindmicos diferenciables, tengan o no singularidades (en nuestro caso si hay singularidades,
lo que hace técnicamente més complicado su estudio). El teorema de Oseledets nos da un
criterio para probar la existencia de tales exponentes.

Supongamos que tenemos F : M — M de clase C" y sea M = N2 F"(M) el conjunto

n=—oo
donde la dindmica esta definida. Asumir que F' preserva una medida de probabilidad u y que

w(M) = 1.

Teorema 1.5. (Oseledets [17],[25]) Supongamos que
[ o8t D2 Flldn(e) < oo, [ 1og" [D.F ! duo) < o,
M M

donde log™ (z) = méx{log(x),0}. Entonces existe un conjunto F invariante H C M tal que
w(H) =1 de modo que para todo x € H hay una descomposicion DF -invariante de su espacio
tangente

.M =EV & .. ¢EM™,
para algin m = m(x) tal que todo vector v € E;Sf) satisface

o1 ol — ()

donde A\ > .. > ™.
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Los valores )\(xi) son los exponentes de Lyapunov del mapa F'y k; = dim Eg(f) sus multipli-
cidades. Es claro que estos exponentes y las dimensiones de los subespacios respectivos son
invariantes. Cuando la medida que preserva F' es ergddica los exponentes y las dimesiones

respectivas son constantes en un conjunto de medida total.

Consideremos un punto x € M donde los exponentes de Lyapunov existen, puedo consid-
erar la descomposicién
T.M=E'®E)e ES,

_ (&) _ () 0 _ () :
donde EY = ®A§Z)>0E$ , By = @/\gf)<0E‘” y E) = @A;")zoEI . Los vectores en EY se dicen
inestables, los de E? se dicen estables. Es claro que un vector inestable al aplicar el diferen-
cial aumenta su largo de manera exponencial, al contrario los vectores estables disminuyen
su largo exponencialmente. Si v € E? entonces su largo puede aumentar o decrecer pero a

una velocidad menor que exponencial.

Definicion. Un punto x € M se dice hiperbdlico si tiene exponentes de Lyapunov y ninguno
es nulo. Dada un funciéon ' : M — M, una medida en M se dice hiperbdlica si p-casi todo
punto de M es hiperbdlico.

Toda esta discusién abstracta de exponentes de Lyapunov para un mapa cualquiera care-
ceria de sentido si el sistema dindmico que estudiamos no tuviera tal propiedad. En efecto,
la funcién de primer retorno F : M — M cumple la hipétesis del teorema de Oseledets para
la medida p, por tanto existen exponentes para casi todo punto. Solo necesitamos verificar
que log*|| D, F|| y log*||D,F || son funciones integrables en M.

Usando la formula que tenemos para el diferencial de F llegamos a que

C
1D Fl| < :
COS 1

para cierta constante C' > 0 ya que K es acotada en 9D (evidentemente para cada norma
puede haber variaciones en la constante C' que aparece). Ahora

/ logt|| D, Fl|du < / llog C' —log cos p1|du < |log C|+ (2|F|)1/ llog cos p|cos pdpdr,
M M M

donde en el 1ltimo paso reemplazamos cos @1 por cos ¢ usando la invarianza de la medida.
Por ultimo ver que

w/2

/ llog cos p|cos pdpdr = |T| llog cos p|cos pdp = |T'|(2 — log4),
M 2

_71-/

y se tiene la finitud pedida (andlogamente se pueden hacer cuentas para la integrabilidad de
log™ || Dz F~]).

Teorema 1.6. El mapa de primer retorno F : M — M tiene exponentes de Lyapunov para
w-casi todo punto.

Notar que esta funcién en principio ni siquiera estd definida en todo M, esto no es tan per-
judicial teniendo presente que el conjunto S’ claramente tiene medida 0 respecto a Lebesgue
y por tanto también respecto a u. Para nosotros los conjuntos de medida cero son irrelevantes.
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Definicion. Sea n € N. Se definen los conjuntos de singularidades

n

Sn=J FHS0), Son = Lnj FH(S),

k=0 k=0
Soo=J S Seoo =] Sn
n>0 n>0

Es evidente que S, es el conjunto de singularidades de la funcién F", donde entende-
mos por singularidades a aquellos puntos donde la funcién F™ deja de ser continua. Hemos
presentado una férmula para la derivada de F cuando tenemos que z, F(z) € M \ Sy, mas
precisamente tenemos que F : M\ S; — M\ S_; es un difeomorfismo de clase C'~!. Con un
razonamiento inductivo se tiene que F" : M\ S, = M\ S_, es un difeomorfismo de clase
C'~1. Definamos .

M =M\ (Scc US_).

Observe que F : M — M es una funcién que est4 bien definida. Notar que w(F(So)) = 1(So)
para k € Z por la invarianza de p. Como p es absolutamente continua respecto a Lebesgue
es concluye que p(Sp) = 0 y por tanto u(F¥(Sp)) = 0, para todo k € Z. Concluimos que
u(./T/l\) = 1 y este es el conjunto dinamicamente definido donde se mantiene la diferenciabil-
idad en todos los iterados de F. Por tanto, se verifican las hip6tesis del teorema de Oseledets.

Sin mucho esfuerzo podemos conseguir una relacion importante entre los 2 exponentes de
F (recordar que M tiene dimensién 2). Consideremos x € M donde existen exponentes de
Lyapunov )\,(vl), )\9(62). Por el teorema de Oseledets sabemos que la eleccién de tal x se puede

hacer en un conjunto de medida total. Se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.7. )\9(51) + )\;(3) = 0 para p-casi todo punto de M.

Demostracion. Consideremos un punto x € M que tenga exponentes de Lyapunov. Sea v; €
EY i {1,2} con ||v;|| = a;. Definimos agn) = ||F"(v;)|| ¥ yn como el dngulo entre F"(vy)

i b
y F™(vg). Observar que |Det D, F"| = Sin(yn) an —*. Por la definicién de los exponentes de

sin(y) a b

Lyapunov sabemos que

a;

1 a(n) .
Elog — | = A para i e {1,2}.

Por otro lado usando la féormula que tenemos para D, F sabemos que

IDet D, F"| = 2%

cos ¢’

donde ¢ y ¢, son las coordenadas angulares de los puntos x y F"(x). Ahora observar que

log cos ¢ es una funcién integrable (de hecho calculamos el valor de su integral cuando

verificamos que F satisface las hipétesis del teorema de Osedelets). El teorema ergédico de
1

Birkhoff nos dice que — Z:‘L:_ol g(F™(x)) converge para casi todo punto z € M cuando g
n

es integrable, en particular el término general de la suma debe converger a cero. Aplicando
1

este ultimo hecho a la funcién g(r,p) =cos ¢ tenemos que —log cos ¢, — 0 y por tanto
n

sin(yn) an by,

sin(y) a b

1 1
—log |[Det D, F"| — 0. Finalmente aplicando —log (-) en |Det D, F"| =
n n

tomando n — oo se tiene lo pedido.
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Evidentemente la proposicién que acabamos de probar nos permite separar el analisis
en dos casos. El primer caso es que ambos exponentes sean cero, el segundo es que haya
uno negativo y otro positivo. Por razones técnicas es mucho més conveniente y provechoso
dindmicamente el segundo caso, tendriamos un sistema hiperbdlico (cuando todos los puntos
de M se encuentran en el segundo caso) y estos son sistemas relativamente bien entendidos.
Maés adelante probaremos que para billares donde las componentes tienen curvatura positiva
se tiene hiperbolicidad, también probaremos que existen billares donde el sistema dindmico
es uniformemente hiperbdlico.

1.4. Accion del flujo en T2

El objetivo de esta seccién es presentar una descomposicién del tangente de 2 que nos
permita identificar las direccién de mayor y menor expansién para la derivada del flujo {®}.
Recordemos que hemos definido € © = D x S! como el conjunto donde el flujo del billar
estd definido para todo tiempo. Seguiremos la notacién de [8], generalmente nombraremos
por dx (resp. dX) a un vector de T, M (resp. Tx(2), no confundirse pensando que es un
elemento del cotangente. Consideramos entonces el flujo

<I)t:§~2—>5~2,t€R.

Fijemos X = (z,y,w) € Q y un vector tangente (dz,dy,dw) € TxQ. Sea X; = ®!(X)
con Xy = (x4, yp,wy) v (day, dys, dwy) = Dx®(dx,dy,dw). En la proposicién que sigue de-
mostramos hay una seccién del tangente invariante por el flujo, el campo generador por el
flujo del billar, y que la derivada en esa seccién es una isometria.

Proposicién 1.8. Usando la notacion anterior si X = (x,y,w), definimos
T9Q = {(dz, dy, dw) € TxQ : sinwdz = cos wdy, dw = 0}.

FEstos subespacios son Dx®t-invariante para todo t € R. La derivada en los vectores de T)O(Q
preserva largo, i.e. siv € TYQ entonces ||[Dx®v|| = ||v]|.

Demostracién. Elflujo a partir de (z,y, w) € DxS! a tiempo t antes de una colisién est4 dado
por (z,y,w) — (x + tcosw,y + tsinw,w). La derivada de esta transformacion es la matriz

1 0 —tsinw

Dx®' = 0 1 tcosw |. (1.7)
0 0 1
La invarianza se sigue de
dx dx
Dx® | dy | =1 dy |. (1.8)
0 0

Para analizar que sucede cuando hay una colisién recurramos a las ecuaciones que derivamos
en (1.1-1.6). En este caso se tiene que

dr=dy=0yds = —c.
Recordando que ds™ = —ds™ entonces ds* = c. Finalmente

dzt = ccosw™,dy" = csinw™, dw™ =0,
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de donde se concluye que la direccion luego de la colision sigue siendo la paralela al flujo.

Ademas como se preserva la constante ¢ > 0 tenemos que el largo de los vectores se mantiene.
O

Otra consecuencia que podemos sacar de las formulas obtenidas en (1.1-1.6) es que
cosw dx~ +sinw dy~ = cospdr —ds™,

coswhdr™ + sinwdy™ = cospdr + ds™,
en otras palabras
coswtde™ +sinwtdyt = cosw dx” +sinw dy”.

De la formula obtenida para la derivada en los tiempos donde no hay colisién se sigue que
cos wdx + sin wdy se preserva durante ese periodo. Finalmente tenemos que para todo ¢t € R

cos wydx; + sin wydy; = cos wdz + sin wdy.
Definamos
T%Q = {(dz, dy, dw) € TxQ : coswdz + sinwdy = 0}.

Observar que este subespacio es de dimensién 2 y T)%Q 1T %Q. De nuestras ultimas conclu-
siones y la proposicién anterior se concluye la siguiente proposicion.

Proposicion 1.9. Se tiene la descomposicion ortogonal Tx§) = T;J(Q &) T)%Q, donde ambos
subespacios son invariantes por Dx®', para todo t € R. Supongamos que existe v € Tx$) tal
que

1
lim ~ log || Dx®'v|| = A,
t—oo t
con A # 0. Entonces v € Tx(.

Demostracion. Solo falta probar que el subespacio T)%Q contiene las posibles direcciones
(4)

donde el crecimiento o decrecimiento son exponencial. Supongamos que Ay’ > 0. Sea v un
vector en Eg?, escribamos v = vy 4+ v1 con vy € T%Q, v € T)%Q. Notamos que
—t —t —t —t
IDx @™ || = [|Dx® "o + Dx @ 01| = |[Dx @™ vol| = [[voll,

por el teorema de Pitagoras y la invarianza de los largos de los vectores en T%Q. Cuando t —
oo, por hipétesis se tiene que ||[Dx®'v|| — 0 exponencialmente. Concluimos que v € T5).

El razonamiento es andlogo cuando )\g? < 0 (tomando tiempos positivos). O
Definicion. El cambio de coordenadas de Jacobi en T'x{2 es el dado por

TXg — Txg,
((z,y,w), (dz, dy, dw)) — ((z,y,w), (dn, d§, dw)),

donde dn = coswdz + sinwdy y d§ = — sinwdx + cos wdy.
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Estas nuevas coordenadas serdn muy utiles. Una de las ventajas de hacer esta elecciéon en
vez de las coordenadas clasicas, es que ahora la descripcién de T )%Q es mucho mas simple.

Consideremos el vector tangente dX = (dn, d, dw) y su evolucién a tiempo ¢, el vector
dX; = (dng,d&, dwy). De lo discutido anteriormente, sabemos que dn, = dn, para todo t € R.

Observemos que sucede con las otras coordenadas en periodos sin colisiéon. Por (1.7)
tenemos

dxy = dxr — tsinw,

dy; = dy + t cosw.
Esto nos permite derivar la férmula

d& = — sinwedxy + cos wedyy

— sinwdxy + cos wdy;
= d§ + tdw,

dw; = dw.

De esto se sigue que el la derivada del flujo en estas coordenadas para los tiempos t en que
no hay colisién entre X y ®'X es

100
Dx® =(0 1 t |. (1.9)
001

Observar que T = {dn = 0}, y que si consideramos Dy ®" : T§Q — Tg:, 2 (lo cual es
posible por la invarianza de la descomposicién del tangente), se tiene la siguiente férmula
para la derivada

Up :== D3 ®! = Lt : (1.10)
0 1
donde hemos supuesto que entre X y ®'X no habia colisién con 9.

A partir de (1.1-1.6) se tienen las férmulas

d§™ = 4 cospdr — s dw™,dw” = —Kdr + dy,
dét = —cos pdr + sTdwt, dwt = —Kdr — de.
Para ver que sucede en el instante de la colisién basta tomar s~ = 0 = s* y nos queda
det = —de (1.11)
2K

dwt = —Rd¢™ —dw™, donde R =

. 1.12
cos ¢ ( )

Luego la accién de la colision del flujo estd dado por la matriz

1 0
(10

Estos dos tipos de matrices son los ingredientes para saber como se comporta de manera
general la derivada del flujo. Consideremos un punto X € € y ¢t > 0. Sea t; el tiempo de
la i-esima colisién en el intervalo (0,t) y P; € 9D el punto donde esto sucede. Definimos
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2K;
R; = * . donde K; es la curvatura en P; y ¢; el 4ngulo respecto a la normal en el punto
COS ©;

P; instantaneamente después del choque. Supongamos que hay solo n choques en el periodo
de tiempo (0,%). Con esta notacién se tiene que

1 0 O
DX (I)t = 0 ap ag 5
0 a3 a4

donde

ar a
< P > = (=1)"Us—t, LR, Ut,,—t,, - LR, Uty -

Y por las mismas razones que se tenian anteriormente

Dx®' = (—1)"Us_y, Lr, Up,—t,, LR, Uty - (1.13)

1.5. Exponentes de Lyapunov del flujo

Los exponentes de Lyapunov para un flujo se definen de manera similar a como se hace
para una aplicacién. En nuestro caso estamos considerando el flujo ® : Q — €, usaremos
esta notacion para explicar que entendemos por los exponentes en este caso.

Supongamos que existe un conjunto Z C Q que es ®! invariante tal que para cada punto
X € Z se tiene una descomposicion

TxQ=EY e ..o B

que es Dx ®!-invariante (donde m depende de X ). Supongamos ademés que esta descomposi-

cioén satisface que si v € E( ), entonces

. 71— @
Jim o log{[Dx @ vf| = Ay

siendo /\g?) > > )\E?L) los exponentes de Lyapunov en tal punto. La multiplicidad m; de
cada exponente estd dado por m; = dim Eg?. Evidentemente las funciones )\g? y m; son ®!
invariantes. Si el flujo fuera ergédico (para una cierta medida de probabilidad invariante),

entonces estas funciones seran constantes casi en todas partes.

La principal diferencia con la definicién previa para exponentes de Lyapunov de una apli-
cacién, es el hecho de que los limites (que dan el crecimiento-decrecimiento exponencial de
los largos de los vectores), se toman con tiempos reales que van en aumento en vez de solo
sobre los naturales.

Ya tenemos informacion valiosa sobre los exponentes de la funciéon F. Sabemos que si los
exponentes de un punto son )\g;l) y )\9(02) entonces )\gcl) —i—)\g?) = 0, probaremos lo mismo en el caso
del flujo del billar. Observar que €2 tiene dimensién 3, por tanto deben haber 3 exponentes sin
contar multiplicidad. Recordar la descomposicién del tangente Tx§2 = T)O(Q <) T)%Q. Usando
la ultima afirmacion de Proposicién 1.8 se tiene que si v € T)O(Q, i.e. v apunta en la direccién
del flujo, entonces

1
lim = log || Dx®'v|| = 0.
t—oo t
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La Proposiciéon 1.9 nos dice que los subespacios asociados a los exponentes distintos de cero
estan en T)%Q, de existir.

Definiciéon. Dado X € () se define

. t{ colisiones de la trayectoria de X en tiempos [0, 7]}
mx = lim

T—o0 T ’

cuando ese limite existe.

El teorema Ergédico de Birkhoff nos da la existencia de este limite para p—casi todo
punto de €.

Definicion. Sea X = (q,v) € 2, se define

tT(X) = min{t > 0: ®"(X) € M},
t7(X) = —méx{t < 0: ®'(X) € M}.

Podemos definir las proyecciones sobre M a tiempos negativos y positivas como

Consideremos la derivada
DPT(X): TxQ — T, M,

donde z = PT(X). Afirmamos que T%Q C ker DPT(X). Si X = (z,y,w), consideraremos
v = (cosw,sinw, 0) € T)O(Q el vector que genera ese subespacio. Definamos

v (=€) =,
t— (z+tcosw,y + tsinw,w),

para e > 0 suficientemente pequeiio de modo que v C intQ. Observar que 7/(0) = v y que su
composiciéon P (y(+)) es constante, se sigue que DPT(X)(v) = 0. Por otro lado es evidente
que DPT(X) es sobreyectiva, luego ker DPT(X) = T%) y es posible definir el isomorfismo

DPT(X): TxQ — T.M. (1.14)

Nuestro objetivo es probar el siguiente teorema.

Teorema 1.10. Sea un punto X € € donde hay exponentes de Lyapunov. El subespacio
T%Q C TxS) corresponde a exponente cero. Los otros dos erponentes son proporcionales

a los dados por la aplicacion de primer retorno F. Mds precisamente st AW )\g?) son los

X
eacponentes, entonces
z

A = A0 e {1,2},

donde z = PY(X) y AQ son los exponentes de z para F. Hay un conjunto de medida total
que tiene exponentes de Lyapunov para el flujo ®.
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Demostracién. Consideremos un X € 2 tal que z = PT(X) € M tiene exponentes de Lya-
punov \. Sea dz = (dr,dy) € T.M el vector tangente asociado a A. Sea dX = (dz, dy, dw) €
T)%Q la preimagen de dz por (1.13). Observar que

1dX || = V/(dz)? + (dy)? + (dw)? = /(d€)? + (dw)?,
ya que d§ = —sinwdx 4 coswdy y 0 = dn = coswdz + sin wdy. Usando (1.1-1.6)
d€ = cos pdr — sdw , dw = —Kdr + dy,

donde s es la distancia de X a PT(X), en otras palabras s = ¢t7(X). Obtenemos

gr — LT sdw (1.15)
cos ¢
dp = Kdé + (le—|—cos<p)dw' (1.16)
cos ¢
Recordando que ||dz|| = v/(dr)? + (d¢)? y usando las férmulas de arriba
1
||dz|| = ———/(d€)2(1 + K2) + (dw)2(s2 + (sK + cos ¢)2) + (d€)(dw)(2s + 2K (sK + cos ¢)).

| cos |

Siguiendo la notacién de [8], sea tx = max{tT(X), 1}

ldz]] < \/(d€)2(1 +K2) + (dw)?(1 + (1 + K)2)(Ex)? + 2(d8) (dw) (Ex) (K2 + K + 1)).

| cos |
Usando que tx > 1 es inmediato

tx[ldX]|

||dz]| < C ,
| cos ¢

con C > 0 una constante que solo depende de D. De igual manera podemos probar que
1dX|| < Chy|ldz]!,
para cierta constante C = C (D). Concluimos que
log ||dX || = log ||dz|| + O(log cos ¢) + O(log tx). (1.17)
Consideremos el flujo ®!(X) cuando ¢ € [0, 7] y llamemos
n(T) = {4 colisiones de la trayectoria de X en tiempos [0,T]}.

En el punto ®7(X), consideremos el vector Dx®7 (dX). Es claro que

PH@" (X)) = FOH(z),
DPH(®T(X))(Dx®T(dX)) = D, F* D+ (dz).

Luego de la ecuacién (1.16) se tiene que
log || Dx @™ (dX)|| = log || D.F" " (dz)|| + O(log cos n(r)41) + Olog fgr ),

donde como es usual ¢, es la coordenada angular de F™(z). Finalmente observemos que

1 T)+1 1
lim = log [0, 7" (d2)|| = 1im L+
T—oo T’

log || D, F "D+ (dz2)|| = mx A
e ES L e
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Observar que la funcién ¢t es integrable, recordar que [ M Tdp < 0oy que la medida pg se
recupera como la normalizacién de p x A\. Como el espacio es de probabilidad es facil probar
también que X ~ £y también es integrable. Por otro lado ya sabiamos que (7, ) — log cos ¢
es una integrable. Usando Birkhoff (la versién discreta y para flujos) tenemos que para casi
todos los puntos z € My X € Q

3 n(T) +1 1
lim
n—00 T n(T) +1

log cos y,(ry41 = 7mx -0 =0,

1

Finalmente obtenemos el limite
lim — log || Dx®7 (dX)|| = 7xA
—lo = .
ngo T I1&x X

Concluimos el teorema recordando que p-casi todo punto z € M tiene 2 exponentes de
Lyapunov. Los puntos X € £ que cumplen los 2 limites anteriores y donde P*(X) tiene dos

exponentes, forman un conjunto de medida total y se concluye el teorema.
O

Ejemplo. Consideremos como nuestro billar a la regién encerrada por un poligono. En este

1 ¢
0 1 > Claramente

el crecimiento de los largos de vectores no es exponencial en ninguna direccién, los exponentes

caso K = 0 y por tanto la férmula para la derivada es Dy ®! = (—1)" (

de Lyapunov son cero en este caso.

1.6. Curvatura y frentes de onda

El objetivo de esta seccién es estudiar como va cambiando la forma de una curva dada,
al hacerla evolucionar por el flujo del billar. Nos serd de particular interés ver que sucede con
la curvatura a lo largo del flujo.

Definicion. Consideremos una curva suave 7 : (—¢, €) — D equipada con una familia difer-
enciable de vectores normales, i.e. a cada punto x € « le asignamos un vector unitario v,,
normal a la curva. El frente de onda generado por + es la curva

v (—e€€) = Q,
t— (’Y(t)av'y(t))'

Proposicién 1.11. Denotemos Ty )7y al espacio tangente en 5(t) a la curva 7. Se tiene que
T54)7 C T;*t)Q. Ademds si 7'(0) = (0,d&, dw) entonces la curvatura en v(0) a respecto de
es dw/d§.

Demostracion. Como el resultado que nos interesa probar no dependen de la parametrizacién
de v podemos suponerla arcoparametrizada. Sea w(t) € S! la funcién continua determinada
por

7' (t) = (cosw(t),sinw(t)),

esto siempre puede hacerse en una vecindad de 0. Se sigue que curvatura de v en ~y(t)
estd dada por w’. En otras palabras w'(t) es la curvatura (con signo) en «(t) a v. Podemos
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suponer que el marco de vectores normales esta a rotando en 7/2 en sentido horario. Tenemos
Us(p) = w(t) — /2. Observar que ¥'(t) = ('y’(t),vfy(t)) = (cosw(t),sinw(t),w’(t)), de donde
dn = cos vy dr + sin v, dy
= cos(w(t) — m/2) cos(w(t)) + sin(w(t) — m/2) sin(w(t))
=0,

lo que prueba la primera afirmacién. Por otro lado

d§ = —sinv,ydz + cos vy dy
= —sin(w(t) — 7/2) cos(w(t)) + cos(w(t) — 7/2) sin(w(t))
=1,

de donde se concluye que dw/d§ = w', i.e. dw/d es la curvatura pedida.
O

Como mencionamos anteriormente nos interesa ver que sucede con una curva v C D
cuando la hacemos evolucionar por el flujo del billar, més especificamente cuando la evolu-
cion es respecto a un marco de vectores normales. Es interesante ver que sucede con la forma
de nuestra curva cuando empiezan a haber colisiones con las paredes del billar, una manera
candnica de hacerlo es ver que como varia la curvatura.

Definicion. Dado un frente de onda se define como B = dw/d€ a su curvatura.

Hay distintas interpretaciones dependiendo del signo de B. Consideremos una curva -y
y un frente de onda donde los vectores normales aparecen a mano derecha de los vectores
tangentes (como hemos supuesto en la demostracién anterior). Observar que la curvatura de
frente de onda depende de como es la variacién de los vectores tangentes, B = w'.

(a) Si B =0 entonces la curva es plana.

(b) Si B > 0 entonces los vectores normales aumentan su argumento mientras recorro la
curva, es un frente de onda divergente (la curva parece expandirse).

(c) Si B < 0 entonces los vectores normales disminuyen su argumento, es un frente de onda
que convergente (la curva parece encogerse).

(d) Si B = oo entonces hay un frente de onda degenerado.

Como mencionamos anteriormente queremos ver como es la evolucién de los frentes de
onda. Vamos a hacer este andlisis en los tangentes por medio de los diferenciales (después de
todo la curvatura estd dada como la pendiente de una recta en T'x ().

Consideremos una recta L C Tx€ de pendiente B y definamos L; = Dx®!(L) C TxQ
junto con su pendiente B;. Recordar que si entre X y ®!(X) no hay colisiones entonces
d&; = d€ + tdw y dwy = dw. Se concluye que

duy _ __dw 5 (1.18)

B = A&, dé+tdw  1+1tB°
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Proposicién 1.12. Supongamos que X a tiempo t colisiona con 05, i.e. ®'(X) € M. Sea
B~ y BT las pendientes de L pre y post colision respectivamente. Se tiene la ecuacion

BT =B +R, (1.19)
2K _ , o . .y
donde R = ——, siendo K y ¢ la curvatura y dngulo de incidencia en el punto de colision.
cos

Demostracion. Recordar (1.10,1.11)

dw™ _ dw” +RdE™ R4 dw*.
e = e

O]

Comentario. Las ecuaciones (1.17,1.18) nos dan férmulas abstractas para saber como varian
las pendientes de las rectas por medio del diferencial del flujo. Como vimos en la Proposicién
1.11 a cada una de estas rectas le corresponde un frente de onda. Hay una curva v C D con
un marco de vectores normales donde su curvatura es precisamente B. Entender la funcién
t — B; nos dice como varia la curvatura de ~ al hacerla evolucionar por las direcciones nor-
males (y muchas veces pasar por colisiones, que en principio no deja claro que forma tendra la
nueva curva). En resumen B; tiene un significado geométrico muy preciso.

Consideremos z € M, Z~ € Q, ZT € Q tal que P~ (Z%) =2y PT(Z~) = z. Recordemos
que DP*(Z) es un isomorfismo entre TZL]FQ y T, M. Dado v € T, M, sabemos que existe w™ y
w tal que wF € T2 Qy Dyx PH(w¥) = 2. Se define B, como la pendiente de D - ®(w™)
en los tiempos t € [0,t7(Z7)], de igual forma B, es la pendiente de D+ ®(w™) en los
tiempos ¢t € [0, (Z7)].

Definicion. Usando la notacién anterior, se define

Bt= lim B,
t At (2+)

B~ = lim Bt.
t/tH(Z7)

Recordando las ecuaciones (1.14,1.15) observamos que mientras nos acercamos al tiempo
de choque por medio del flujo a partir de Z~ la variable s 0. En el limite se tiene que

de _ Kd§ + cos pdw

o i =K+ cospB™.
: : dp :
Si definimos V = o obtenemos la igualdad
T
V=K +cospB™ = —K + cospB™. (1.20)

Comentario. Es importante recalcar que a cada vector z € T’M le corresponde una pendi-
ente V, a esta direccién le corresponden las pendientes limites B~ y BT dadas por la ecuacién
(1.19). Estas pendientes seran de mucha utilidad para el estudio de las propiedades dindmicas
de F y para luego vincular nuestros resultados en F con propiedades del flujo ®!.
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Consideremos la pseudo-métrica || - ||, en M dada por ||(dr,dy)||, = cos ¢|dr|. Llamare-
mos a esta pseudo-métrica la p—métrica. Si ¢ = (r,¢) € M, la matriz asociada al producto

1 . L

00 ) Evidentemente esta métrica no
es Riemanniana pero nos servira como referencia para ver el crecimiento de los vectores por
medio de Dy F™.

interno que genera la p—métrica es G, = cos ¢ <

Proposiciéon 1.13. Sea x € M y dx € T, M, entonces se tiene la formula

|| Do F (d)[,

= |1+ 7B%|,
||dzp

donde T es el tiempo de primer retorno de x a M y BT es la pendientes asociada al vector
dr € T, M.

Demostracion. En T)%Q consideremos la pseudo-métrica |d¢|. Con esto estamos diciendo que
el vector v = (0,d¢, dw) € T tendrd largo |dé|. Sea X € Q tal que P~(X) = z. Veamos
que por medio de DP~(X) : Tng — T M podemos inducir una métrica en T, M. Si v =
(dr,dy) € T, M entonces definimos el largo de v como el largo de DP~(X)~}(v) = (d¢, dw)
con la métrica recién definida. Recordando que

(d€, dw) = (cos pdr — sdw, —Kdr + dy),

obtenemos que la métrica que inducimos en 7, M al tomar s 0 es la p—métrica (que resulta
de tomar X cada vez més cercano a z). Recordar que

€, = dé + tdw = d(1 + tB),
|dé|

durante los tiempos que no hay colision. Luego w = |1+¢B|. En nuestro contexto, pensamos
que el flujo estd partiendo desde x con la direccién dada por la pendiente BT, el tiempo que
nos demoramos en llegar a F(x) es 7 y se sigue la férmula pedida.

O
En general se tiene que
-1
1D (d)llp,
W = [ 11 +78/, (1.21)
p i=0

donde 7; es el tiempo que transcurre entre la j y (j 4+ 1)—ésima colision, B;-“ es la pendiente
post colisién en el choque j—ésimo.

1.7. Continuidad del flujo

Dentro de las cosas que se discutieron en la introduccién de este capitulo estéan los tipos
de eventos que podrian hacer que el flujo no esté definido. Llegamos a la conclusién de que
la Unica posibilidad de que esto suceda es que haya colision con una esquina. Saltan a la
vista dos pregunta, la primera es que tipo de regularidad tiene nuestro flujo en los puntos
donde estd definido, la segunda es si existe forma alguna de poder definir el flujo luego de
una colisién sin perder, al menos, la continuidad.
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Fijemos t € R. Las ecuaciones (1.1-1,6) son equivalentes a las férmulas para la derivada
de ®! obtenidas en la seccién 1.4 (pasando por las coordenadas de Jacobi). La regularidad del
flujo va a estar dada por la regularidad de esta férmula para la derivada. Supongamos que
x € € es un punto que solo presenta colisiones regulares hasta tiempo ¢. Podemos encontrar
una vecindad U de z donde la funcién 7%|U sea diferenciable (tan diferenciable como es la
curvatura de las paredes del billar, de clase C'=2) para k € {1,2,...,m + 1} donde m es
la cantidad de colisiones que sufre x hasta tiempo t. Los demads terminos que aparecen en
D®!(x) dependen de la curvatura, de 7 y del coseno de los éngulos de incidencia con M.
Observemos que cos(py) = cos(m, o F"(z)) donde 7, : M — [—7/2,7/2] es la proyeccién a
la coordenada angular. Por Teorema 1.4 sabemos que, para colisiones regulares, F es de clase
C'=2, por lo tanto = — cos(y,) es de clase C'~2. Finalmente todos los términos involucrados
en la derivada D®*(z) son de clase C'~2, se concluye el siguiente resultado.

Proposicién 1.14. La funcién ® : Q — Q es de clase C'=2 en puntos que solo presentan
colistones requlares hasta tiempo t.

Consideremos un punto z € int(2) tal que ®!(z) € int(2) que presenta colisién tangencial
para un tnico tiempo s € (0,¢). Como x y ®!(z) estdn en int(Q), existe § > 0 tal que
d~h(z) y ®"(z) estdn en int(Q) para todo h € [0, 5] (por razones técnicas asumiremos que
min{s/2, (t — s)/2} > §). Sea y := ®!(z) y p el punto en I'; donde = colisiona a tiempo s.
Consideremos f : [—¢, €] — I'; una arcoparametrizacion de I'; en una pequena vecindad de p
(asumimos que f(0) = p). Se define

Y [—€ € x [-5,8] = Q=D x S,
por la féormula

Y(zh) = (f(2) + (h+ (t = 8))['(2), w(2))
= (z1(2) + (b + (t = 8))21(2), 22(2) + (h + (t — 5))25(2), w(2)),

donde w(z) es el angulo de la derivada de f en z y f(z) = (z1(2),z2(2)). Observar que
/ /
1 1
Dy(z,h) = | a5(2) + (h+ (t —5))z3(2) 25(2) |,
y por lo tanto

/ t—s)) 1 = —s)) (2 (2)25(2) — 2} (2)2h (2
det ;(z)—i—(h—i—(t—s)) //(Z) x/;(z) _(h+(t ))( 1()2() 1()2( ))

Esta tltima expresién no puede ser cero porque x4 (z)xh(z) — 2 (2)25(2) es la curvatura en
f(2) respecto a la curva I';. En particular, para z = h = 0 tenemos que existe una vecindad
U C YP([—e, €] x [0,0]) de y que es una superficie suave en int(€2). Por razones andlogas
podemos suponer que U’ := ®7H(U) C int(Q) es una superficie suave que contiene a x. Con-
sideremos una vecindad U}, (resp. Up) de x (resp. y) tales que U’ (resp. U) separa U|, (resp. Up)
en dos componentes conexas abiertas. La continuidad en « ahora sigue de usar la Proposicion
1.14 en las componentes conexas recien definidas con el difeomorfismo entre U y U’. La fun-
cién de primer retorno deja de ser continua, no es dificil convencerse de que el flujo a pesar
de ser continuo no es diferenciable.
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Proposicion 1.15. El flujo del billar es continuo pero no diferenciable en los puntos de €}
que presentan colision tangencial con OD.

Por dltimo, para dar respuesta a la pregunta que planteamos antes acerca de cuando es
posible extender el flujo de manera continua a pesar de haber colisién con una esquina vamos
a enunciar el siguiente teorema. Dejo como referencia para este ultimo teorema el capitulo 2
de [8].

Teorema 1.16. Sea z € Q2 un punto que por el flujo del billar colisiona en una esquina. Se
puede definir la direccion post colision de x de manera de no perder la continuidad si y solo

. . . ., ™ .
st, el dngulo que se forma en la esquina de la colision es 0 o de la forma — para cierto n € N.
n



Capitulo 2

Billares dispersores

Este capitulo esta enfocado en el estudio de billares dispersores, i.e. > 0. En este y los
siguientes capitulos siempre asumiremos que la curvatura del billar es positiva.

Cuando nos refiramos a este tipo de billares estamos aceptando que el billar puede ser en
R? o bien en el toro (cuando tenemos una disposicién periédica de las curvas T';).

Definicion. Un billar se dice de horizonte acotado si la funcién de primer retorno 7 : M — R
es acotada superiormente, en caso contrario el billar se dice de horizonte no acotado.

Hay varios tipos de billares dispersores, vamos a clasificarlos dependiendo de la existencia
de esquinas o de cuspides junto con de horizonte acotado o no.

1. Tipo A: Horizonte acotado, sin esquina.

2. Tipo B: Horizonte no acotado, sin esquina.

3. Tipo C: Horizonte acotado, con esquina pero sin cuspides.

4. Tipo D: Horizonte no acotado, con esquina pero sin cuspides.

5. Tipo E: Horizonte acotado, con ctspides.

6. Tipo F: Horizonte no acotado, con cuispides.

Ejemplo. Cuando consideramos el ejemplo (b) anterior (capitulo 1), obtenemos un billar
de horizonte acotado y con cuspides, en otras palabras un billar de tipo E. Modifiquemos
ligeramente el ejemplo anterior. Fijemos € tal que 0 < e < % Consideremos

D' =[0,1°\ |J Dujy/2+e).
4,7€{0,1}

Este billar es de horizonte finito pero ya no tiene cuspides, es de tipo C. Un tltimo ejemplo,
que serd particularmente importante para lo que podamos decir mas adelante es el billar

D' =100,1*\ |J Dgy(1/2-e).
1,j€{0,1}

Evidentemente D” es un billar de tipo B.

29
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Proposicion 2.1. En los billares de tipo A y B, la funcion 7 : M — R es acotada inferior-
mente.

Demostracion. En el caso de los billares que no tienen esquinas tenemos que cada componente
I'; es una curva cerrada suave. Como pedimos que K > 0, las regiones que encierran son
convexas (las regiones que aparecen como complemento de D en R? o en el toro). La segunda
condicién impuesta en nuestra mesa de billar (ver la primera pagina del manuscrito) nos dice
que estas curvas I'; no se tocan entre si. Estos conjuntos convexos son compactos disjuntos y
es evidente que en R? para un par de compactos disjuntos K y K’ se tiene que d(K, K') > 0.
Como son finitas componentes se concluye que 7 es acotada inferiormente.

O]

Comentario. Por el Teorema 1.16 sabemos que para los billares de tipo A y B, el flujo
{®!},cr esta bien definido en todos los puntos de €2 y es continuo.

Nuestro primer gran objetivo es probar que los billares dispersores son hiperbdlicos.
Para nosotros un cono C de R? es un subconjunto tal que siv € C y A > 0 entonces \v € C. El
siguiente teorema nos dice que si es que podemos encontrar una familia de conos que satisface
una cierta invarianza, entonces hay hiperbolicidad.

Teorema 2.2. (/26/[27]) A cada © € M le asignamos un par de conos C3 y C¥, que llamare-
mos estable e inestable respectivamente. Si los conos son estrictamente invariantes, i.e.

D, F(CY) C int C%, U {0},
D, F~HC%) C int C%_,, U{0},

entonces se tiene que el sistema dindmico es hiperbdlico respecto a la medida .

Proposicién 2.3. Para cada x € M\ S’ se define

dp coSyp
Y ={(dr,d .M K< —< — 1,
€ = {(dr.dg) € .M : K < G < hc+ 20F)
cosp _ dyp
S ={(dr,d T.M:—-K — < = < K},

donde K es la curvatura en el punto de 9D asociado a x y 7—1 la funcidn de primer retorno
a tiempos negativos. Estos conos son estrictamente invariantes.

Demostracion. Tenemos una férmula explicita en terminos de la curvatura para la derivada
de F. Como D,F es lineal solo basta verificar que las imagenes de los bordes de los conos
estan dentro del cono asociado a F(z). Observe que

D.F ry_ -1 27K + cos ¢
v K ) cospp \ 2KKi7+ 2K cospr + Kicose )
Solo nos intersa la pendiente de este vector, en este caso

2KC cos 1

=K1+ —.
a Lt 27K + cos ¢
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Repitiendo el procedimiento para la otra direccién limite

1 1 2TIC~I—cosg0+TCOS(p
D, F COs = T—1
‘ K+ 1 COs 1 2K + 2K cos 1 + K1 cosp + 7K cose + cose Cos 1
- -1 Tl
Lo que nos da la pendiente imagen
9 cos oy + COS ( COS Y1
T_1
az =K1+
27K + cos ¢ + Pl
T-1
Finalmente observe que
2K cos 2K cos g1 + s cos
Ki<al <ay<Kg<—0< Ll < 1 £1

Cos p T

27K +cosp 27K +cosp + 1
T-1
lo cual es evidente del hecho de que cos ¢, cosp; > 0 ya que z y F(z) estdn en intM (todos
los términos involucrados en las desigualdades son positivos).

O]

La conclusién evidente es que los billares dispersores, i.e. los billares con curvatura positiva
son hiperbdlicos. Posteriormente probaremos que los billares de tipo A y B son uniformemente
hiperbdlicos.

Definicion. Una curva W se dice inestable si todos sus vectores tangentes estan en el cono
inestable respectivo. Una curva se dice estable si todos sus vectores tangentes estdn en el
cono estable respectivo.

Llamaremos Kunm v Kmax al minimo y maximo de la curvatura en 9D. Observe que

2K
COS

R =

> R = 2K min > 0.

Sea v € T tal que su pendiente B > 0. Observar D®% (v) estd dado por la composi-
cién de matrices mostrada en la ecuacién (1.12). En este caso todas las matrices tienen sus
coordenadas positivas, ademas el signo no afecta cuando lo que nos interesa es la pendiente
del vector imagen. Se sigue que la pendiente de D®% (v) sigue siendo positiva, i.e. Los frentes
de onda divergentes siguen siendo divergentes para todo tiempo en que el flujo esté definido.

Supongamos que By > 0, observemos que la funcién ¢ — B; es una funcién discontinua
definida a trozos. Sean 7; el tiempo en ir de la i a la ¢ + 1—esima colisién y Zf:o Ti = Dk

Observar que en los intervalos [pk, pr+1) la funcién es de la forma ¢ +— y en los puntos

1+tB
p; el grafico tiene una discontinuidad, recordar la ecuacién Bj =B +K>B;.

Otra propiedad que podemos sacar sin mucho esfuerzo es que si v = (d¢, dw) € T)%Q tiene

pendiente positiva, si D®% (v) = (d&;, dw;) entonces las funciones |d&;| y |dw,| son crecientes
Wt

dé

Pji+1 Pji+1 1 |d§ .+1|
Bdt:/ dtzlog< J ,
/p ! b, t+1/B; |dg;|

J

en t > 0. Evidentemente B; = > 0 y ademds se observa que
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de donde fg Bydt = log(|d&:|/|d€]). En los puntos de continuidad de By, o sea para cualquier
tiempo t # p; se tiene que

d

% 10g(]d§t]) =B > 0. (21)
En los puntos donde hay discontinuidad sabemos que |d(T| = [d€~|. Se concluye que ¢ >
|d€;| es estrictamente creciente. Recordando que dw; = dw cuando no hay colisiones y que
dwt = —Rd¢{™ — dw™ se tiene que |dwy| es no decreciente.

Supongamos que estamos en un billar de tipo A, C o E, en otras palabras donde la funcién
T es acotada superiormente. Se define

1
Bml’n =

Tmax T

1
2Ile’n
Consideremos un punto z € M y un vector inestable v € T, M con pendiente V. Por definicién
de C¥ se tiene que cos cpoBO+ — K=V >K, luego Bar > 2KC. Observar que B; > By + iKym =
2Cpmin, para todo i € Ny. Consideremos un tiempo ¢ € [p;, pi+1), entonces

1 1
Bt = > 1 = Bml’m

1
t—p; — 4
( pz) + Bz Tméx T 2,Cm1’n

d
ahora usando que la funcién pn log(|d&:|) > By > B para t > 0 se sigue que

’dé.t’ > ethfn.

|dg| —
Concluimos que los vectores inestables aumentan su largo exponencialmente con la métrica

|d¢].

Teorema 2.4. En billares de tipo A y B, la dindmica asociada a F : M — M es uniforme-
mente hiperbdlica.

Demostracion. Por la Proposicion 2.1 sabemos que 7 es una funcién acotada inferiormente.
Usado la Proposicién (1.13) y que para vectores inestables tenemos la desigualdad BT >
2}Cmin = Rum
|| D2 F* (d) ||
|| Dy F (d)|lp

donde evidentemente A > 1. Se sigue que

|| Do F" (dix) |
|ldz|lp

=1+ TnB;l_ > 14 TminRmin =: Av

> A"

A pesar de que esta desigualdad se asemeja mucho a lo que queremos, debemos asegurarnos
de poder cambiar la p-métrica por la métrica euclidiana. Observar que

l|dz|| = v/ (dr)? + (dp)? = |dr|vV1+ V2 = “i?(k)\/l + (Bt cosp — K)2, (2.2)

|
¢

y por tanto tenemos la igualdad

Do F(dr)| _ | DaF™(da)lp cos 9o /T + V2 (2.3)

ldell —— ldall,  cosen \/T+VE
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Como dx es un vector inestable, todas sus imagenes son inestables, en otras palabras V,, €
Cen (@) En los billares de tipo A y B se tiene que las pendientes inestables satisfacen

0< le’n = ]Crm'n <V < Vméx = ’Cméx + 1/7—m1'n < 0.

V1+V2
V1+V3

Concluimos que > C para una cierta constante C' = C(D) > 0. Observe que

B > R/ €08 ¢n,

y por tanto
|| Do F (da)| |

[ldz||p

Usando las desigualdades recientemente descritas concluimos que

Romi c
zl—i-Bg_ToZTmm e

cospy  CoSpg

[1DeF"(d2)| - o [[DaF" (d2)llp || DaF (d2)[lp cOS 90 sy
dzll = |[DeF(do)ll,  |ldall,  cosen — ’

donde C' = % > 0.

2.1. Estructura de las Singularidades

Ya hemos definido los conjuntos de singularidad para la aplicacién de primer retorno
F : M — M, los conjuntos S, y S_,, para n > 0. Nos gustaria poder decir algo de como
estan constituidos estos conjuntos de singularidades en relacién a M y los conos estables e
inestables.

Teorema 2.5. Consideremosn < 0, el conjunto S,,\ So estd constituido de curvas inestables
de clase C1.

Demostracion. Supongamos que n = —1. Una curva S C S_1\ Sy estd dada por puntos en M
que vienen de una esquina o bien de una colision tangencial, en ambos casos es evidente que
al colisionar estos puntos (que vienen de Sy) con 9D se forma un frente de onda dispersor.
En cualquiera de los dos casos, la preimagen de este frente de onda dispersor se enfoca en la
colisién previa. Esto es evidente en el caso de una esquina, pero no lo es tanto cuando tenemos
que el frente viene de una colisién tangencial. Consideremos dos puntos ¢ y ¢ = ¢+ dq en la
pared donde se tiene la colisién tangencial. Los vectores direccién de q y ¢’ son claramente los
tangentes a 9D, vy v' = v+dv respectivamente. Ya vimos anteriormente que dy = Kdr siendo
r el arcoparametro de la componente y v la funcién que a cada punto de esa componente
le asigna la pendiente de su tangente, se sigue entonces que ||dv|| ~ K||dg|| (ver péagina
9). Ahora notar que la proyeccién ortogonal desde ¢ a la recta ¢’ + tv’;t € R es del orden
de 3K||dg||? + o(||dg||*) (ver en figura 3.1) y se puede calcular ¢/(0) = 3, ademés de que
sin(y(0) — v(¢)) ~ v(0) — ~v(t) ~ ~/(0) ~ K||dg]||). Si ||dg||. es la distancia entre las rectas
q+tvy ¢ +tv', entonces ||dg||L = O(||dq||?). Finalmente

||dv]|
11m =
lldal|—0 ||dql| L

Se sigue ahora que B_(z) = para x € S_1 \ Sp. Por la ecuacién (1.19)

1
T_1(ﬂ?)
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v+dv

g+dq

Figura 2.1: En el caso en que la curva singular provenga de un frente de tangentes.

V=K 4 @), (2.4)

T—1

de donde S es una curva inestable. Para los n < —1 se sigue del hecho de que las curvas
inestables son preservadas por la funcién de F~!. Observemos que de (2.4) tenemos V > 0y
por tanto la curva inestable puede escribirse como el grafico de una funcién en la variable r,
en otras palabras ¢ = ¢(r) que es solucién de

9oy = o) 4 oser)
ar? ") = RO+ oy

La regularidad de la curva singular estd dada por la regularidad que tenga la solucién ¢ a
esa ecuacién. Las funciones involucradas en el lado derecho de (2.5) son continuas, la funcién
es de clase C!.

(2.5)

O]

Comentario. Anélogamente tenemos que S, \ Sy esté constituido por curvas suaves estables
para n > 0, cuando invertimos el sentido del tiempo los roles que cumplen las direcciones
estables e inestables se intercambian.

Cuando estamos en un billar de horizonte finito, i.e. 7 < oo, los conjuntos S; \ Sp (re-
sp. S—1 \ Sp) estan constituidos por una cantidad finita de curvas estables (resp. inestables)
compactas suaves. El hecho de que las curvas sean estables (resp. inestables) es por el Teore-
ma 2.5. La finitud de las componentes suaves viene de una interpretacién geométrica global.
Supongamos que estamos interesados en entender como estéd constituido el conjunto S_; \ Sp.
Hay dos posibilidades para las curvas que componen S_1 \ Sp, ya sea como las colisiones de un
haz de direcciones a partir de una esquina o bien como resultad de tomar cada componente
I'; v considerar donde van a chocar las direcciones tangentes a la componente. Observar que
las curvas que van apareciendo pierden suavidad o incluso continuidad cuando nuestro haz
de direcciones pasa de chocar en una componente a otra. En ambos casos estamos generando
una cantidad finita de curvas (ya que 7 < oo). Como la cantidad de esquinas y de compo-
nentes son finitas se sigue que la cantidad total de curvas suaves son finitas. El razonamiento
es andlogo para S; \ Sp. Cuando el tiempo de primer retorno es no acotado superiormente
se puede razonar similarmente, en este caso permitimos que la cantidad de curvas suaves
compactas que aparecen son numerables.
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2.2. Variedades inestables y estables

La existencia de variedades estables e inestables es esencial en toda la teoria de sistemas
dindmico diferenciable. En este caso también lo es aunque el hecho de tener singularidades nos
dard muchos impedimentos técnicos, en particular la particién por variedades inestables no
es una foliacién propiamente tal, solo es una particién mesurable. La existencia de variedades
estables e inestables (locales) es un hecho conocido para sistemas donde hay hiperbolicidad,
a pesar de que es de las herramientas mas usadas en dindmicas diferenciables, pocas veces
se tienen maneras de hallarlas concretamente. En nuestro caso encontraremos las variedades
estables e inestables por medio de nuestro conjunto de singularidades.

Definicion. Seax € M\S, paran € Z. Sea por Q,(x) la componente conexa de x en M\S,,.

Observemos que como S_,, \ Sy solo contiene curvas inestables suaves a trozo, necesari-
amente 0Q_, () estd compuesto por dos curvas 0°Q_,(z) y 0%Q_,(z) ambas monétonas
crecientes. Basta considerar un punto cualquiera de 9Q_,,(z) y tratar de avanzar con pen-
diente positiva a lo largo de esa curva, debemos llegar a un punto de mayor altura. Cuando
seguimos avanzando en la frontera empezaremos a bajar y hemos encontrado la segunda
componente.

Obviamente Q_(,11y(7) C Q-n(z) para n > 1y su definimos Wg'(x) := NiZ;Q ()
obtenemos un conjunto no vacio. Por la forma de los conjuntos Q_,(z) es facil convencerse
que W' (x) es una curva continua. Denotamos por W"(z) a la curva Wj'(x) luego de sacar
sus extremos.

Proposicién 2.6. Se tiene la inclusion W*(x) C Np>19Q—_pn ().

Demostracion. Supongamos que existe un z € W% (x) N 9Q_,(x) para cierto n > 1. Ob-
servemos que una vecindad de z en W*(x) estd siendo aproximado por rectas S_,, para m
arbitrariamente grande. Usando el Teorema 2.6 en una vecindad de z es clara la contradic-
cién ya que la pendiente de las curvas singulares son las fronteras de los conos inestables (ver

demostracién del Teorema 2.5).
O

Se puede probar que las curvas W*(z) son méas que solo continuas, son de clase C'=2 (ver
capitulo 2 de [8]). A nosotros nos interesa que al menos sean C! para calcular su largo. Como
F " es suave en M\ S_o y W¥(x) € M\ S_w, las curvas F~"(W"(x)) son suaves. De la
hiperbolicidad uniforme de F tenemos

|F" (W4 (z))| < C"IA™ WY (z)],n > 1, (2.6)

donde C” y A son constantes que definimos en la demostracién del Teorema 2.4. Se tiene una
desigualdad andloga en el caso de las componentes conexas de M \ Ss. Usaremos la notacién
W#(z) para estas componentes.

|Fr(We(x))| < CPAT W ()|, n > 1 (2.7)

Las variedades W¥(x) y W#(x) se dicen las variedades inestables y estables de x respec-
tivamente. Como Sy, tiene medida de Lebesgue cero por ser unién numerable de curva
compactas (y por tanto medida cero respecto a u), las variedades deben ser no degenerada
para pu—casi todo punto de M.
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Comentario. En general a una variedad inestable le pedimos que sea una variedad suave
W C M tal que F~"(W) es suave para todo n > 0y que se tenga el limite

|F~"(W)| — 0, cuando n — oo

En el caso del billar, de existir las variedades inestables, por el tema de la diferenciabilidad de
F~(W) sabiamos que debe estar en una componente conexa de M \ S_. Lo que estamos
diciendo con todo esto es que las componentes conexas que no son puntos, son precisamente
las variedades inestables. Sucede lo mismo para el caso de las variedades estables (referencias
generales de la estructura de variedades estables e inestables son [11], [12])

Por dltimo enunciamos un teorema que relaciona las pendientes inestables con las pendi-
entes de los conjuntos de singularides a tiempos positivos. Es un resultado de continuidad.

Teorema 2.7. ([8]) Sea D un billar de tipo A, B, C o D. Existe una sucesion de nimeros
{Bn}n>1 convergiendo a cero tal que para cualquier curva S C S—y \ S_(n41) Yy y € S, emiste
una vecindad Uy C M tal que la pendientes Vy(S) de y en S satisface que SUP,ey, Ve —
Vy(S)| < Bn donde V' es la pendiente de la direccion inestable (y el supremo se toma sobre
los puntos donde hay direccion inestable).

2.3. Dinamica en las curvas singulares

Asumiremos que nos encontramos en un billar de tipo A o B (donde no hay esquinas).
En este tipo de billares el conjunto de singularidades &1 aparece tomando una componente
I'; junto con su familia continua de vectores tangentes a esta componente. Consideramos las
imagenes de esta curva en M al aplicar F y luego invertimos el signo del angulo de la colisién.
La curva que obtenemos (posiblemente disconexa) es localmente suave mientras no cambie
de componente y evidentemente aplicando F terminamos en Sy.

Consideremos una curva suave S C S; \ Sp, i.e. F(S) C Sp. De lo comentado anterior-
mente podemos asumir que las imagenes de S por F son tangentes a una de las componentes,
digamos I'; y que S C M; (o sea que los puntos base de S estan en I';). Por el comentario
al Teorema 2.5 sabemos que las pendientes de S son negativas, podemos parametrizar S
mediante r — (7, p(r)) para cierta funcién . Consideremos un punto z € S y una vecindad
V C M de z suficientemente pequeiia de modo que S determine dos regiones V™ y V'~ de
V. Podemos asumir que V' (V_) es la regién superior (inferior) de V. Tomemos un punto
z € VT, por la definicién de V' si z = (r,p) entonces p(r) < ¢ (como nos interesan vecin-
dades pequenas de x asumimos que la variacién ¢ — ¢(r) es pequena), recordando que la
parametrizacion de I'; estd hecha para que los vectores normales (apuntando al interior de
D) aparescan a mano derecha de los tangentes a I';, es facil ver que la imagen de z queda
en una vecindad de F(z) € S (estamos aumentando el angulo a la derecha, quedamos en la
misma componente M; de F(z) y cerca con la métrica respectiva). Por el contrario cuando
disminuimos el dngulo de los vectores que inciden tangencialmente vamos a pasar de largo de
la componente I';, la incidencia se produce en otra componente I'y, con k # j (si fuese nece-
sario acortamos S para que esto pase en una sola componente I'y,). Ver que F2(S) C F(So)
va a parar a la componente I';,, de hecho un punto p € F(V 1) va a ir a parar cerca de F2(z).
Se concluye que hay una vecindad W de F?(x) € F2(S) tal que es dividida en dos partes
por la curva F2(S) C S_1 \ Sy, la superior W y la inferior W~ (recordar que S_; \ Sp
estd compuesto por curvas inestables, curvas de pendiente positiva). Podemos asumir que
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Wt cF2(V*H)y que W= C F(V7).

Tomemos un punto z = (r,) € SNV que tenga variedad inestable Y := V*%(z) y
llamemos YT =Y NVT Y~ =Y NV~.Sea~v_:(r—er)— V"~ la parametrizacién de una
parte de Y~ que es de la forma s — (s, ¢(s)) donde es importante que

lim v_(t) = z, (2.8)

t—r—

y que v— NSy = (). Nos interesa ver que sucede con la pendiente del vector

lm (F o~_)(¢). (2.9)

t—r—

Observe que

, -1 TK + cos ¢ T
Dy F(r=(8) = cospr \ TKK1 + Kcosp1 + Kicosg 7Ky + cos iy o'(r) )’

(2.10)
y por tanto la pendiente estd dada por la expresién
(TKK1 + K cos o1 + Ky cosp) + (7K1 + cos 1)¢’ (2.11)
(TK + cos ) + ()¢’ ) '
De lo mencionado en el parrafo anterior sabemos que
Iim (F ov_)(t) = F%(2). (2.12)
t—rt
Por la ecuacién (2.5) tenemos que la pendiente de F2(S) en F2(2) = (r*, ¢*) es
*
Py =K + C(;S*‘P , (2.13)
-1

donde K*,cos¢*, 7", son las funciones que hemos usado siempre y que en este caso estan
asociadas a F2(z). De (2.8) y (2.12) se que tomando limite ¢ — r~ tengo que K3 — K*,
cos 1 — cos p*, T — T, y por tanto el limite de la ecuacién (2.9) vale

_ (T KK* + K cos p* + K* cos @) + (75, K* + cos ¢*) ¢’
B (71K + cos ) + (7)) ¢! |

donde ¢’ es la pendiente de la direccién inestable en el punto z. Observemos que

K* cosp
Kb+ 1 + P! COS @ cos *
P = - N — — (2.14)
K4 C:f‘P o T (75K + cosp+ 7, ¢)
-1

Tomando una vecindad ain méas pequeiia de F2(z) de ser necesario (permaneciendo lejos de
Sp) tenemos control uniforme del segundo termino de (2.14). Se concluye que las variedades
inestables en la vecindad de F2(z) que hemos descrito se prolongan cortando a F2(S) de
manera transversal.

Hagamos un andlisis similar en Y. Sea v4 : (r,7 + ¢) — VT la parametrizacién de una
parte de Y™ que es de la forma s — (s,¢(s)) donde es importante que

lim v, (t) = 2, (2.15)

t—srt
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y que v+ NS; = (). En este caso nos interesa ver que sucede con la pendiente del vector

lim (F2 o v4)(t).

t—rt
Evidentemente la curva F oy es una curva inestable donde lim,_,,.+ F oy (t) = F(z) € Sp.
Para nuestros célculos es conveniente definir § := F o y. La ecuacién (2.15) se convierte en

lim 8(t) = F(z) (2.16)

t—rt

v nos interesa el valor de la pendiente de

lim (F 0 §)'(t) (2.17)
t—rt
Podemos asumir (reparametrizando si fuera necesario) que 6(r) = (r,1(r)) para una cierta
funcién suave 1. Tenemos la misma expresién que en (2.11) para la pendiente de (F o §)'(t)
salvo que los puntos donde se evalian las funciones involucradas son los del grafico de § y
su imagen. En este caso ¢; — m/2 cuando ¢ — rT, finalmente la pendiente limite es la dada
por la expresién

(TKK1 + K cos 1) + (7K1 + cos 1)’ _ 7K +cospr K+ M} (2.18)
K +71¢’ T T

que es precisamente la pendiente de la recta tangente a F2(S) en F2(z). De esto concluimos
que las variedades inestables que la vecindad de F2(z) que consideramos terminan de manera
tangente a F2(S).

Con estos resultados tenemos una descripcién de como son las variedades inestables en
vecindades de los puntos de S_1\Sy. Invirtiendo el tiempo pasa algo andlogo con las variedades
estables en vecindades de los puntos de curvas en S; \ Sp. Esta descripcién geométrica es
suficiente para lo que necesitaremos mas adelante en la demostracion de la segunda versién
de ergodicidad local (Capitulo 5).



Capitulo 3

Nuevo espacio de colisiones

Este capitulo del manuscrito esté orientado a presentar definiciones necesarias para hacer
sentido a lo que llamaremos Teorema fundamental de Billares dispersores. Este teorema nos
permitird tener un control local del largo de las variedades estables e inestables, que técni-
camente es una de las grandes dificultades al tener un sistema con singularidades. Dentro de
otras cosas presentaremos una particién del espacio M que se presta para tener control de
distorcién sobre ciertas cantidades.

Por el momento vamos a asumir un teorema que es fundamental para todo lo que sigue,
en un proximo capitulo se presentaran ciertas condiciones sobre el sistema dindmico que nos
permitirfa asegurar un resultado como este.

Definicion. Dada una variedad curva inestable W C M y un punto x € W se define

|| Dz (dz)]|
ldzf|

donde dzx es el vector tangente a W en x. Llamaremos a este valor el Jacobiano inestable.

JwF"(x) =

Observemos que en p—casi todo punto de M hay una direccién inestable junto con una
variedad inestable local. Por E*%(x) denotamos el subespacio inestable de z. El nombre Ja-
cobiano inestable tiene sentido ya que Jyw F(z) es precisamente el ‘jacobiano’ de la transfor-
macién Dy F : E%(z) — E*(F(x)).

Teorema 3.1. ([8]) Sea x € M un punto que tiene variedad inestable local W"(z). La
medida p condicional a lo largo de la variedad inestable W"(x) es absolutamente continua
con respecto a Lebesque de W¥(x). Sea pw su densidad, esta funcién es de clase C=2 y
satisface
pw(y) _ oy IWF (W)
pw(z)  nmoo JwF"(2)’
para cada par de puntosy, z € W.

(3.1)

La medida de probabilidad en W con densidad p dada por el limite del teorema anterior
se llama la medida u-SRB (o u-Gibbs segiin veremos en el préximo capitulo).

Nuestro sistema dindmico tiene singularidades, recordemos que F : M — M es una
dindmica que no tiene continuidad en S; y es difeomorfismo en el complemento a ese con-

junto. La nocién de medida SRB (clésica) se aplica para sistemas suaves, evidentemente los

39
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resultados sobre este tipo de medidas no se transportan inmediatamente a nuestro sistema
singular. A pesar de esto es conveniente que discutamos brevemente que entendemos por
medidas SRB y como su extensién al caso singular nos ayudara en el capitulo que sigue (una
referencia general es [28]).

Hagamos un poco de historia acerca de las medidas SRB. Es importante tener una nociéon
de cuales son las ideas que han dado frutos significativos en sistemas dindmicos suaves (o con
singularidades). Un problema central en sistemas dindmicos es la eleccién de medidas signi-
ficativas para un sistema, medidas que entreguen mucha informacién de nuestra dinamica.
Posterior a eso se estudian propiedades, se caracterizan, etc. Siendo més precisos, la eleccién
de medidas invariantes relevantes para la dindmica es todo un tema. Voy a presentar una serie
de resultados que definen lo que llamaremos medidas SRB (en honor a Sinai, Ruelle y Bowen).

Historicamente los sistemas clasicos donde hay (por definicién) hiperbolicidad son sis-
temas Anosov y Axioma A. Definiremos lo que es un sistema Anosov (caso particular de los
atractores Axioma A) para presentar las propiedades que queremos para nuestras medidas
SRB.

Definicion. Un difeomorfismo f : M — M es Anosov (donde M es una variedad riemanni-
ana compacta) si para cada punto x € M hay una descomposicién del espacio tangente

T,M = E"(z) & E*(z),

que es D f—invariante. Ademds pedimos que E“(x) (E*(z)) sea uniformemente expansivo
(contractivo), en otras palabras que existan constantes A, > 0 tal que

IDFIE ()] > A > 1> p> |[DfIE*(z)|],

para todo z € M.

Teorema 3.2. ([5]/21][22][24]) Sea f : M — M un difeomorfismo Anosov de clase C?. Ex-
iste una unica medida p boreliana de probabilidad que es f—invariante tal que cumple las
siguientes (equivalentes) condiciones:

(a) Cuando se restrinje p a cada variedad inestable, obtenemos medidas absolutamente con-
tinuas respecto a la medida de Lebesgue de cada variedad inestable (Lebesgue inducido por la
métrica g de M ).

(b)

() = [ 1 det(DF|E" @)ldu)
M
donde h,(f) es la entropia métrica de f.

(¢) Existe un conjunto V-.C M de medida Lebesgue total tal que para cada funcion continua
p: M — R, tenemos que

para cada x € V.

La medida @ obtenida por el teorema es la que llamamos medida SRB. Evidentemente
ésta no es una deficién general, solo estamos presentando las propiedades que nos gustaria
extender. Nos quedaremos con la siguiente definicion.
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Definicién. Sea f : M — M un difeomorfismo de clase C? en una variedad riemanniana
compacta M. Una medida p que es f—invariante se dice SRB si el sistema dindmico tiene
exponentes de Lyapunov positivos en u—casi todo punto y las medidas condicionadas a u a lo
largo de las variedades inestables son medidas absolutamente continuas respecto a Lebesgue
en las repectivas variedades.

Un resultado conocido para una amplia gama de sistemas hiperbdlicos es que la densidad
que aparece en las variedades inestables luego de condicionar la medida p satisface la ecuacion
(3.1). Por ultimo enunciaremos un par de teoremas que se aplican a las medidas SRB y que
vamos a usar en el caso de nuestro sistema (F,u), asumiendo que la medida referencia es
algo asi como una extension de las medidas SRB clésicas.

Teorema 3.3. ([18]) En presencia de exponentes de Lyapunov positivos, una medida invari-
ante equivalente a Lebesque de M es una medida SRB.

Teorema 3.4. ([16/[18]) Sea u una medida SRB sin exponentes de Lyapunov cero. Se tiene
M Y
que
(i) pu tiene a los mds numerables componentes ergddicas.
i) Sea U una componente ergodica, entonces existe una particion U = UF_ A, tal que
q =1
f(Aj) C Ajiq donde Agyy := Ay. Ademds f* : Aj — A; es mizing para cada j € {1,..,k}.

Hasta ahora solo hemos mencionado propiedades que se heredan de sistemas suaves a
nuestro caso particular (singular). Es importante poder controlar la distorsién de ciertas can-
tidades, nos gustaria tener control por ejemplo de la densidad que aparece en el Teorema 3.1,
tener control de como varia el Jacobiano inestable, el Jacobiano de la funcién de holonomia,
etc. En general no hay buen control de manera global. Es conocido que en el caso de un
sistema Anosov se satisface la desigualdad

L rog o) < €,

—CW| < pw () < CIW|

~owly) T
En el caso del billar esta desigualdad no tiene sentido, la densidad no tiene porque estar

acotada. Observemos que si alguno de los puntos extremos de F~" (W) vive en Sy para n > 0
entonces por el limite en (3.1) es cero, lo cual claramente imposibilita una cota global como
en el caso de los sistemas Anosov. Para tratar este tipo de dificultades con el control de
distorsién de ciertas cantidades vamos a refinar nuestro espacio M (ver [5], [12] para més
informacién de flujos Anosov).

donde C' es una constante para (M, f). En particular se tiene que e

Definicion. Sea ky > 1 un entero. Para cada k > kg se define

T 1 T 1
Hk:{(rv<ﬂ)f§—ﬁ<¢<§—m},

T 1 T 1
H,k:{(T,@)—§+W<¢<—§+E}

La seccién central estda dada por

us 1 s 1
Ho={(r,¢): ——+ 5 <p<=-— =5}
2 k2 2 k3
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Las lineas que no estamos considerando en esta particién son las dadas por
. T 1
51 = {(r: )+ o =signo(t) (5 = 5 ).
para |k| > ko. Finalmente se define

S = Uiz Sk

Comentario. La eleccién de kg sera hecha mas adelante, por ahora no es importante tener
precision en eso.

Definicion. Una variedad estable o inestable W C M se dice débilmente homogénea si W
pertenece a algun Hy. Una variedad inestable W C M se dice homogénea si F~"(W) es
débilmente homogénea para cada n > 0. Una variedad estable W C M se dice homogénea
si F(W) es débilmente homogénea para cada n > 0. Una variedad homogénea se dice una
H-variedad

Observemos que dada una varidad inestable W C M, podemos considerar las com-
ponentes conexas de W \ U,>0F"(S). Es facil convencerse que estas componentes son H-
variedades. Lo mismo sucede con las componentes de W \ Up>oF ~"(S) para una variedad
estable W. Una definicién mas débil que H-variedad es ser H-componente.

Definiciéon. Dada una variedad inestable W C M y n > 0 se define una H-componente de
F(W) como una subcurva suave maximal W’ de F*(W) que satisface F~*(W’') es debil-
mente homogénea para i € {0, ...,n}.

Definicion. Cada componente M; C M tenemos una cantidad numerable de franjas ho-
mogéneas H; , = M; NHj. Se define My como la unién de los conjuntos Hj ;. Este conjunto
My seré llamado el nuevo espacio de colisiones.

Observemos que My no es compacto y que My = S. A diferencia de M, ya no consider-

amos el conjunto Sy como parte de espacio. La funcién de primer retorno actiia naturalmente
sobre My, i.e. usando F puede definirse Fy : My — My.
Es facil convercerse de que Fy pierde suavidad en los puntos de S; US U F~1(S). Andloga-
mente Fy ! pierde suavidad en S; US U F(S). Inmediato de esto tenemos que Fi pierde
suavidad en S = S, U (U%_oF™(S)), lo mismo sucede con Fy" en el conjunto S¥, =
S_n U (U _oF™(S)). Los conjuntos SE = U,>0SE vy ST = U,>0SE, son los nuevos con-
juntos de singularidades, son los conjuntos de singularidades para JFy.

Tomemos un punto z € Sy el vector v = (dr,0) € T, M. Usando el Teorema 1.4 vemos

b
que Dz]:< Z > = ( Og ) si, y solo si, TKa + cospa + bt = 0, luego — = —K — 2% Se
a

i
CoS ¢

. : d .
sigue que la pendiente del vector D, F~! Or es justamente —K — , €S un vector en

el cono estable de F~!(z). Tenemos que F~1(S;) es una curva estable, por lo mismo F~1(S)
es una uniéon numerable de curvas estables.

Ademads como las curvas Si se acercan a Sp cuando |k| crece se tiene que las rectas que
conforman F~1(S;) van aproximando a S \ Sp.
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Tal cual habiamos definido las variedades inestables en M como las componentes conexas
de M\ S_, obtenemos las variedades inestables en My como las componentes conexas de
H; x \ SE . Como sabemos que p—casi todo punto de M tiene variedades inestables locales
bien definidas, es inmediato que lo mismo sucede con las variedades inestables para Mpy. Si
x € My, su variedad inestable local en el nuevo conjunto de colisiones se denota por Wii(x).
Lo mismo sucede para las variedades locales estables, en este caso la anotamos como Wi (x).

3.1. Control de distorsién

Comentamos que una de las motivaciones para definir nuestro nuevo espacio de colisiones
My era el hecho de que hay cantidades que no podemos controlar (razonablemente) en el
espacio total. Si nos restringimos a pedazos pequenos si hay control, necesitamos pasar por
las componentes débilmente homogéneas de las variedades inestables.

Consideremos una variedad inestable W tal que W,, = F~"(W) es debilmente homogénea
para cada n € {0,..., N — 1}. Asumiremos que las curvas W,, son de clase C'~! con derivadas
uniformemente acotadas hasta orden ! — 1. Denotaremos por =, = F"(z) y W,, = F"(W).

Teorema 3.5. Paray,z € W y cada 1 <n < N se tiene que

— _ F"(y) 1/3
-1 < o o IwF ) e 3.2

donde C' y Cy son constantes para la mesa de billar.

Demostracion. Observar que por la regla de la cadena se tiene Jy F~ " (z) = HZ;S Jw, F ).
Por desigualdad triangular se tiene

n—1
|log Jw F~"(y) —log TwF " (2)] <Y |log Fw,, F ' (y) —log Fw,, F (k). (3.3)
k=0
Por el teorema del valor medio
_ _ , . d _
|log Tw,, F " (yk) — log Tw, F ' (z1)| < [Wi] max |5 log Jw,. /- Ya)]. (3.4)
zeWy

Usando la Proposicién 1.13 y la ecuacion (2.3) tenemos

/ 2
1 COS ©n, L+Vin

Iw FHg) =
n 1+ TnHB:[H cosSPni1 /1 + V2
/ 2
B coS L+ Vi
2 n 1 Tns1 + €08 pna1(1+ T By y) /1412
2K
ya que B:Lr 1B = ﬁmﬂ. Tomando logaritmo y derivando en x,, se tiene que
n
d C
—log Jw, F *(zn) = n(@n) (3.5)

dz,
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donde la funcién C, es uniformemente acotada ya que las funciones involucradas en la
ecuacién que tenemos para Jyy, F~!(x,) para los billares de tipo A son todas uniformemente
acotadas excepto cos ;. De las ecuaciones (3.3) y (3.5) tenemos la desigualdad

. W,
log iy F"(y) — o Ju " '<PZ$$R (3.9

siendo P = P(D) una constante.

Observemos que una curva inestable homogénea Z C Hj satisface que todas las pendientes
de las rectas tangentes son > IC, se obtiene facilmente que |W| es menor que el largo de una
recta L de pendiente K, que atraviesa Hy. Sean (a, 7 —1/k?) y (b,7—1/(k+1)?) los puntos
de corte de L con OHy, y r := (b — a). Como la pendiente de la recta es Ky, tendremos que

1 1
k2 (k+1)2
% = ,le'nv
—a
1 2k+1 1
y por tanto r = K kQ(ki 2 < COW con Cjy una constante. El largo de la recta L

1
que queda atrapada en Hj es precisamente r4/1 + lCrzmn < ({——— de donde

(k+1)3
W] < Oy
= k1)
Cy = Cy(D) tante. Ob iste ¢ > 0 tal L os(Toly
ara Cy = una constante. Observar que existe ¢ al que c-——— < cos(= — —
pata b1 =1 vard PR T2 = "
para todo k € N (recordar que sin(z)/z — 1 cuando  — 0 y hacer el cambio y = 7/2—x). Se
1 1
sigue inmediatamente de esto que si (r, ¢) € Hj entonces cm < cos(g - ﬁ) < cos .
Finalmente existe una constante Cy > 0 tal que
1
W|<C1r——n < C 32, 3.7
W1 < Cr s < Caleos ) (3.7
Aplicando la desigualdad (3.7) en (3.6) obtenemos
n—1
|log T F " (y) — log TwF "(2)| < P> [Wi['/?, (3.8)

k=0

finalmente usando la hiperbolicidad uniforme de F tenemos que |W,,| < A™"|W| y por tanto
existe una constante C3 = C3(D) tal

n—1
Z |Wk|1/3 < |W|1/3ZA k/3 _ = O |W|1/3
k=0 k>0

JwF™(y)
JwF " (z)

sigualdad (3.7) es claro que los largos de las curvas homogéneas son uniformemente acotados,
podemos pasar a la constante Cy.

Hemos llegado a la desigualdad |log | < C3|W|Y/3, lo que buscabamos. De la de-

O]
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Como corolario tenemos que paraxz € W ycadal <n < N

JwF " (z)

on 1
C W/ IW]

<y (3.9)

Anteriormente comentamos que en el caso de un sistema Anosov, hay una cota uniforme

d .
para d—log pw (x), comentamos que esto no sucede globalmente para nuestras variedades
T

inestables. Con nuestro nuevo espacio de colisién podemos recuperar control sobre esta can-
tidad.

Teorema 3.6. Para cada H-variedad inestable W C M tenemos

C

d
|%logpw(:v)| < W’ (3.10)
donde C' = C(D) es una constante.
Demostracion. Sea y € W. Por el Teorema 3.1 y la regla de la cadena
log pw () = log pw (y) + Y _ (log Tw, F " (wx) — log Tw;, F " (i) (3.11)
k=0

Usando las desigualdades (3.4), (3,5) y (3.7) tenemos que
|log Jw, F () — log T, F " (yw)| < PATF/3,

de donde la serie en (3.11) converge uniformemente. Observar que de (3.5) y la regla de la
cadena

— d Cn(@n)
kZ::O - log Jw, F ! Z TwF" (3.12)

cos On
La cota uniforme para las funciones C), y las ecuaciones (3.7), (3.9) nos dan la existencia de

una constante Cy = Cy(D) tal que
Wl /IW| A/

Cn(zn)
< < .
cosgn | = i < G

|TJw F " (z) (3.13)

Finalmente la serie en (3.12) converge uniformemente (Test M de Weierstrass), concluimos
que

o0 d B
— kzo - log Jw, F~ ),

y usando (3.13)

d AT C
oo (@) Z: WER < WER: (3.14)

Corolario: Dados x,y € W, existe una constante C' = C(D) tal que

C’Jl < e—C\W\l/3 < 'OL(:E) < eC|W|1/3 <y, (3.15)
pw (y)

para cualquier H-variedad W C M.






Capitulo 4

Teorema fundamental de Billares
dispersivos

La matemadtica que presentaremos a continuacion estd enfocada primordialmente para
presentar la prueba completa del siguiente teorema que (siguiendo a [8]) llamaremos Teore-
ma fundamental de billares dispersores, a modo de abreviatura en lo que sigue del manuscrito
serd nombrado por TFBD. Para esta seccién asumiremos que nuestro billar es de tipo A
excepto que se mencione lo contrario.

Definicion. Sea Y es una curva de clase C' con extremos a, b. Consideremos z € Y, denota-
mos por 7y (x) a la minima distancia de z a los extremos de Y, i.e. ry (z) = min{dy (z,a),dy (z,b)}
donde dy es la distancia inducida por la métrica usual de R? al restringirse a la curva Y.
Denotaremos por my a la medida de Lebesgue sobre la curva Y, mas formalmente a la me-
dida de Hausdorff 1 en Y.

Teorema 4.1. (TFBD)

Sea x € M\ S i.e. un punto tal que F™(x) ¢ S, para todo n > 0. Se tiene que para cualquier
1>¢q¢>0yA>0 existe una vecindad Uy} C M de x tal que cualquier variedad inestable
W C U} satisface

mw(z € W :rg(z) > Amy (W)) > (1 — ¢)mpy (W)

Sea v € M\ S®_ i.e. un punto tal que F~"(x) ¢ S, para todo n > 0. Se tiene que para
cualquier 1 > g > 0 y A > 0 existe una vecindad U; C M de z tal que cualquier variedad
estable W C U satisface

mw(z € W :rg(z) > Amy (W)) > (1 — ¢@)mpy (W)

Este teorema nos permitira posteriormente probar la ergodicidad de la funciéon de primer
retorno F : M — M para billares de tipo A. La interpretacién del teorema es bastante
directa. En los puntos de M \ SX | i.e. en los puntos donde hay variedades estables, hay una
vecindad tal que a partir de una variedad inestable los largos de las variedades estables son
en su mayoria tan largos como queramos en relacion al largo de la curva inestable de partida.
La segunda parte de teorema nos dice lo mismo en el caso de los puntos que tienen variedades
locales inestables.

47
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4.1. Lemas de crecimiento

Nuestro primer objetivo es probar dos lemas de crecimiento que describen como se com-
porta el largo de las componentes conexas de las imagenes a iterados positivos de las var-
iedades inestables.

Definiciéon. Dado un punto x € Myp. Consideremos una curva inestable W débilmente
homogénea que contiene a x. Para n > 0 se define por W, (z) a la H-componente (ver
definicién en Capitulo 2) de F™(W) que contiene a F"(zx). Sea

(@) = rw, @) (F (7).

Usando la notacion anterior procedemos a enunciar el primer y segundo lema de crec-
imiento.

Teorema 4.2. (Primer lema de crecimiento)
Eziste una constante A > 1, 61 € (0,1) y c1,c2 > 0 tales que para todon >0 y e > 0 se tiene

mw (ra(z) < €) < 1 (01N) myw (ro(z) < €/A") 4 caemyy (W)

Teorema 4.3. (Segundo lema de crecimiento)
Eziste una constante T > 0 y c3 > 0 tal que para n > 7|log(mw (W))| y € > 0 se tiene

mw (rn(z) <€) < csempy (W).

Consideremos una variedad local inestable W C M. Como ya vimos anteriormente
W C M\ S_, i.e. W se mantiene en el conjunto de diferenciabilidad de la funcién de primer
retorno F por iteraciones negativas, observar que el largo de W decrece exponencialmente
mediante estas iteraciones (al menos en los billares donde se tiene un sistema dindmico uni-
formemente hiperbélico). Por el contrario es evidente que al considerar F™ (W) para n grande
debemos perder continuidad (porque nuestro espacio es de didmetro finito y como sabemos
W crece uniformemente por iteraciones positivas). Lo que tendremos al considerar F"(W)
para n grande es una gran cantidad de variedades inestables desconectadas, que por la ex-
pansién uniforme de la derivada sabemos que en conjunto tiene un gran largo. A pesar de que
F™(W) como conjunto es muy grande, puede que cada una de nuestras componentes en el
paso n-ésimo sean pequenas, lo cual es posible en este tipo de dinamicas con singularidades.
Este problema aumenta notablemente cuando consideramos las singularidades generadas al
particionar M con nuestros Hy, evidentemente las H-componentes son atin mas pequenas que
las componentes conexas descritas anteriormente. En el caso de los billares de tipo A y B no
se da este caso, las H-componentes no son tan pequenas. Es todo un logro que en este tipo de
dindmicas con conjuntos de singularidades denso las H-componentes no sean tan pequenas. A
partir de los dos lemas de crecimiento podemos dar una interpretacién del comportamiento
de los largos de las H-componentes. Observemos que para las primeras ~ | log |IW|| iteraciones
tenemos que las H-componentes de F"(W) crecen mondtonamente y exponencialmente en
n hasta alcanzar un tamano de orden 1 (primer lema de crecimiento). Posterior a esto las
H-componentes de F™(WW) se mantienen largas durante las siguientes iteraciones (segundo
lema de crecimiento).

Procederemos a demostrar ambos lemas de crecimiento.
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Sea z = (r,¢) € M y consideremos un vector dz tangente a M en z con coordendas
(dr,dy). Se define la métrica || - ||« mediante

K+ |V
Vit?

donde K es la curvatura en el punto que parametriza r y V es la pendiente dp/dr. Si dr =0

||dz||. = ||dz]|

por continuidad definimos ||dz||« = ||dz||. Observar que si el vector dx se rota desde el eje r
en sentido antihorario en 7 grados (hasta dejarlo en el eje ), la métrica interpola los valores
K||dx|| con ||dx||. Afirmamos que las métricas || - || v || - ||« son uniformemente equivalentes.
Basta observar que si |V| > 1 entonces se tiene

1 V| K+ 1|V

- < < < (Kinaz +1

2 S Vit iy - et
ysi|V| <1

Krmi /C +1|V
min | ‘ (]Cma:v + 1)

V2 T \/1+V2 -

La eleccién de las constantes Cp, Cy > 0 tales que C1||dz|| < ||dz||« < Cs||dz|| puede hacerse
con Cy = mln{ "”"} y Co = Kinaz + 1.

Sea dx = (dro,dypo) € C¥ y DF,(dx) = (dry,dy1) , recordemos la férmula

||DF.(dz)|| —(1+ TOB+)COS(<,00) 1+ V12
||dz]| 07 cos(p1) \/1+ VZ

y por lo tanto (las pendientes de vectores inestables satisfacen Vi,V > 0)

||DFe(d)]]«
||dzz]].

cos(po) K1+ W1

0By .
= L+ )cos(gol) Ko + Vo

(4.1)

Vamos a probar los lemas de crecimientos con esta métrica adaptada y usando la libertad en
las constantes ¢, co volveremos a la métrica euclidiana.

En primer lugar, verifiquemos que se tiene la desigualdad

|| Do F (de)| ]«

> A%,
|lde]]«
+
para una cierta constante A* > 1. Veamos que B; = 70+, en otras palabras
1+ T()BO
2K,
— + By
Bf By B cos ¢o
Usando la ecuacién (4.1) tenemos que
|| Dy F (dx)||« _ Ki+W1 14 2K,
||| |« By cos i By cospy’
K K 1 V Vs
Observar que —— ! = L es acotado inferiormente porque 1 <
Bicospy WVi—-Ki Vi 1 Ki ™ Kum
K1
. 2K .
Se sigue que 1 + ————— > A, > 1 para una cierta constante A,.

1 CoOSp1
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Usaremos la notacion
|| Dy F" (d)]|

||daz]

para denotar el jacobiano inestable en esta nueva métrica. Podemos replicar la demostracion
del Teorema 3.5 para nuestra métrica adaptada, lo tinico verdaderamente esencial de nuestra
métrica ||-||« es que es uniformemente equivalente a la euclidiana. Siendo més precisos tenemos
el siguiente resultado.

T F"(x) ==

Teorema 4.4. Sea W una variedad inestable tal que F~*(W) es débilmente homogénea para
cada k € {0,..N}. Para y,z € W y cada 1 <n < N se tiene que

. o _ T F " (y) wirrr11/3 .
(C2) I<e el < j‘i/‘/ri—n(z) < eIl < (g, (4.2)
w
donde C* = C*(D) y C; = C;j(D) son constantes positivas.

Demostracion. Identica a la demostracion de Teorema 3.5.
Vamos a asumir el siguiente resultado.

Proposicién 4.5. (/8/) Dada una variedad inestable W C M denotamos por W; a las H-
componentes de F(W') y definamos
A(W;) = méx Jiy, F ().
(Wi) = méx Ty, 7~ (v)
Se tiene la desigualdad
liminf sup A(W;) < 1,
=0 wiwl.<s

donde por |W |, nos referimos al largo de W bagjo la métrica || - ||«.

Usando la notacién de la Proposicién 4.5 y el Teorema 4.4

TwF () < O/
T FHz) ~ '
para cualquier par de puntos y, z € W;. Tomemos y el punto donde se alcanza el maximo de
Jw v z donde se alcanza el minimo. Nos queda la desigualdad
AW;) < & Wil min 7 F4 (@),
zeW; *

de donde "
AW Wil < O W2 71w, (4.3)

Comentario. En la demostracion de esta proposicién se hace la eleccion de la constante kg
que usamos para definir nuestro nuevo espacio de colisién. Esta proposicion se sigue cumplien-
do para los billares de tipo B.

Definicion. Sea Y una curva suave en M. El largo de Y con la métrica inducida || - ||«
es |Y]«. Denotamos por ry (x) a la funcién que nos da la menor distancia de € Y a los
extremos de Y con la métrica inducida. Imitando la notaciéon que usamos para la métrica
euclidianda definimos

() = Ty, (@) (F (2))-
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Demostracion. (Primer lema de crecimiento)
Usando la proposicion anterior sabemos que existe un dg > 0 tal que

vs1/3
(o= eC % mzix{Agl, sup Z)\(Wz)} <1,

donde C* es la constante que aparece en el Teorema 4.4. Sea

Co :=max{A;!, sup Z A(W5)}
Wi W <o

Comencemos asumiendo que |W|, < . Sean W; las H-componentes de F(W). Para cada ¢
se tiene que W;NF({z € W : rj(x) < €}) es la unién de dos intervalos en W; (se sobrelapan
si |[Wil. < 2¢). Se sigue que el conjunto F~L(W;) N {x € W : ri(z) < €} es la unién de dos
subintervalos en F~1(W;) de largo a lo mas A\(W;)e. Se sigue que

miy(x € W :ri(x) <€) <> 2eA(W;) < 2.

Es evidente que
myy (z € W rj(z) < §) = min{25, my, (W)}.

Si min{2e/A,, mj, (W)} = 2¢/A, de las desigualdades anteriores
miy(z € W:ri(z) <e) < QAamgy(z € W irj(x) < /A,
Si min{2e/A,, mj, (W)} = miy, (W), recordando que A.(y > 1 obtenemos
miy(z € Wiri(x) <e) <|Wl < oAimiy(z e W ri(z) < €/Ay).

Si |[Wl. > d¢ entonces si W; son las H-componentes de W, dividimos cada W; en k; +
1 curvas de largo a lo méds dp, donde k; = [|[W;|«/dp]. La unién de las preimagen de las
vecindades de largo € de los puntos de la particién nos da que el término que estamos tratando
de acotar es menor o igual a

26 S kA(W;) < 2605 ST IWiLAW;) < 26690 557 ST [F L W)L = 2669% 55 W,

Definiendo ag = 2606(1)/356 ! nos queda la desigualdad
myy(x € Weri(z) <e) < oAimiy(x € W :rg(z) < €¢/As) + agemyy (W).
Ahora probemos por induccién que
mip(x € W (@) <€) < (A "miy (@ € W () < e/ AD)+as (14Cit ) emiy (W),

1/3 .
donde o = e“%" . El caso n = 1 se sigue de ag < aq, (o < (1.

Consideremos un segmento W’ C F"(W) de H-componente de largo a los méas dp, tenemos
la desigualdad

miy(z € Wiri(z) <€) < Aimiy (z € Wi rl(z) < ¢/Ay) + ape| Wl
La preimagen W/ = F~"(W') C W satisface

myy(z € Werh q(z) <e) < GAmy (x € W) (z) < €/Ay) + are]lW)..
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Ya que la distorcién de F~" se controla con las constantes a1 y (1 en vez de g y (. Sumando
sobre todas las curvas W’ se tiene

my(x € Werg 1 (z) <e) < GAmy (x € W) (x) < €/Ay) + are]lW)..
Usando la hipétesis de induccién tenemos

GAmy (€ W irk(z) < e/As) + arel W),
< (GA) ™ iy (@ € Wi (@) < /A7) + ar(1+ G+ oo+ P+ CPemiy (W),
y se concluye lo pedido. Tenemos nuestro primer lema de crecimiento en términos de la

métrica adaptada || - ||«. Para obtener el mismo resultado en la métrica euclidiana usamos
que ambas métricas son uniformemente equivalentes.

O]

Demostracion. (Segundo lema de crecimiento)
Usaremos la notaciéon que usamos para estipular el primer lema de crecimiento para probar el
segundo lema de crecimiento. Consideremos 7 = 1/ min{|log 01|, |log A|}. Es evidente que si

n > 7|log [W]| se tiene que ]A]n > |W|=ty [W]| > 07 Recordando que myy (z € W : ro(z) <

€/ ]A|n) < 2/ |A|n Se sigue directamente del primer lema de crecimiento que
mw(z € W :ry(x) <e€) <2c107e + coempy (W) < (2¢1 + c2)empy (W).
U

Enunciaremos sin demostracion un teorema que es fundamental para la demostracion del
TFBD (la demostracién puede encontrarse en [8]).

Teorema 4.6. ([8]) Para cada variedad estable W C M, las H-variedades Wii(z) tienen
largo positivo para myy— cast todo punto x € W. Mds aiun

mw{zr € W:rg(x) < e} < Ce,

para algin C = C(D) > 0 y todo € > 0. Para cada variedad inestable W C M, las H-
variedades Wi(zx) tienen largo positivo para my —casi todo punto x € W. Mds ain

mw{z € W:rg(z) < e} <C,

para algin C = C(D) > 0 y todo € > 0.

4.2. Demostracion TFBD

Ahora estamos en condiciones de probar lo que presentamos a principio del capitulo como
TFBD.

Demostracion. Sea g > 0, definamos p = C_lC(;lq donde C > 0 es la constante que aparece
en el Teorema 4.5 y Cy la constante que aparece en el Teorema 3.5. Dado A > 0 arbitrario
podemos escoger n € N suficientemente grande tal que A < pC2A?" donde C’ y A son las
constantes que aparecen en la demostracion del Teorema 2.4.
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Sea Q% (z) la componente conexa de M \ SE que contiene a z. Consideremos una vecindad
de U* de z totalmente contenida en Q% (z) tal que

dist(U®, 0Q2 (z) > A diam UY, (4.4)

donde ese diametro es tomado con la distancia inestable. Tomamos la mayor distancia entre
puntos del conjunto que pueden ser conectados con una variedad inestable. Consideremos
una variedad inestable W C U¥ y denotemos por W,, a F*(W). Como W C Q¥ (z) sabemos
que la curva W,, es suave (no toca al conjunto de singularidades de Fyj), es una H-variedad.
Podemos aplicar el Teorema 4.5 a la curva W,

mw, {rir(z) < p|[Wal} < Cp|Wi|. (4.5)

Consideremos ahora un punto x € W, tal que rfj(z) > p|W,|. Hay dos posibles casos, la
variedad estable local de x toca a Q% () o no. Si esto sucede entonces

i (F"z) > dist (W, 005 (x)).

En caso contrario sea z el punto de W tal que ds(z, F ") = rf(F ") (ds es la distan-
cia euclidiana calculada sobre la variedad estable), la hiperbolicidad uniforme nos dice que
ds(z, F"x) > C"A"ds(F"(2),x) > C'A"ri(x) > C'A"p|W,|, se sigue que

i (F"2) > min{dist (W, 9Q%(x)), pC’ AW, |}.
Usando que |[W,,| > C'A"|W| y que dist(W, 09 (z)) > A|W| (por la ecuacién 4.2)
P (F ) > min{dist(W, 005 (x)), pCAZ |} = ATV,

ya que pC?A?" < A. La desigualdad recién obtenida nos dice que si z € W es tal que
ri(2) < A|W/|, entonces r§j(F"(2)) < p|Wy|, en otras palabras que

A={zeW rfx) <pW|} C F "z e Wy : {ri(z) < p|Wy|}),
usando el Teorema 3.5 y la desigualdad (4.3) nos queda
mw (z € W:rg(z) < A|W|} < CyCp|W| = ¢q|W/|,

de donde se concluye la primera parte de TFBD. La segunda parte es andloga a esta, podemos
invertir el tiempo y el rol que cumplian las variedades estables pasan a ser el de las inestables
(y viceversa). O






Capitulo 5

Propiedades dinamicas

Este capitulo esta enfocado en probar propiedades dinamicas de la aplicacién de primer
retorno en los billares de tipo A. Posteriormente podremos extender propiedades al flujo
del billar. En general probar que una medida es ergddica para una dinamica en particular
es dificil, vamos a presentar un argumento que se puede usar cuando tenemos un compor-
tamiento razonable de la particién medible en variedades inestables y estables. Me refiero
al argumento de Hopf [13][14]. La demostracién que presentamos es mérito de Sinai en un
paper fundacional del area [23].

La idea general del argumento es que las variedades inestables y estables estan mod 0 en
una dnica componente ergddica. Recordar que por M denotamos a la seccion transversal al
flujo del billar y por F la aplicacién de primer retorno. La medida invariante que nos interesa
es la dada por la densidad L cos(y)drdp siendo dy la coordenada del dngulo respecto a la
normal y dr el arcoparametro (L es una constante de normalizaciéon para hacerla de prob-
abilidad). Usamos la convencién de que al ir recorriendo la curva con el arcoparametro la
normal estd a mano izquierda del tangente, apuntando al interior del dominio D. Denotamos
por u a la medida mencionada anteriormente, el objetivo es probar que p ergédica.

Vamos a partir la discusion de este capitulo presentando un trabajo que generaliza los
resultados que han sido mencionados acerca de las medidas SRB. Pesin [21] da condiciones
que aseguran la existencia de medidas que asemejan las propiedades de las medidas SRB
en el caso de dindmicas con singularidades. Introduciremos brevemente el tipo de dindmicas
donde se cumple la descomposicién de Pesin. Seguiremos la notacién usada en [19].

Sea (M,g) una variedad riemanniana con métrica inducida d, K C M un abierto de
clausura compacta y N C K un cerrado. Consideremos la funcién f : K \ N — K que es
difeomorfismo de clase C? con su imagen. Asumiremos que existen constantes C; > 0, a; > 0
para i € {1,2} tales que

|d?fo]| < Crd(z, NT)™*,z € K\ N,
|d?f; || < Cad(x, N7)™*2,z € f(K \ N).
Sea Nt = QK UN el conjunto de singularidades de f y N~ el conjunto de singularidades
de f~! (son todos los limites de {f(z,)} donde {2,} es una sucesién que converge a NT).

Sea
Kt={zreK: f"(z)¢ N",n>0},

y consideremos los conjuntos
D=()f(K"),A=D.

n>0

55
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Toda la discusién que viene esté centrada en entender la dindmica en este conjunto A (bajo
las hipétesis que introduce Pesin).

Definicion. Decimos que A es un atractor hiperbdlico generalizado si existe C > 0, A €
(0,1), una funcién a : K \ Nt — R" y dos familias de planos P%(z), P*(z) de dimensiones
complementarias en T, M, 2 € K\ N tal que los conos C¥%(z) := C(z,a(z), P%(z)) y C*(2) :=
C(z,a(z), P°(2)) (los puntos que estdn a angulo menor que «(z) a algin punto del plano
asociado), cumplen las siguientes condiciones:

1. El 4ngulo entre C%(z), C%(2) estd uniformemente acotada para z € K \ N7.
2. df(C"(2)) C C*(f(2)),2z € K\ Nty df 1(C*(2)) C C*(f1(2)),2 € f(K\ NY).

3. Siz € Kt ve C¥%z) entonces ||df™(v)|| > CAX™"||v]].
Size ff(KT),ve C%(z) entonces ||df "v|| > CA™"||v]|.

Sean

ES(z) = () df "C*(f"(2)),
n>0
E*(z) = () df*"C“(f "(2)).

n>0

Se puede probar que para cada z € D se tiene que T, M = E*(z) @ E"(z) es una descomposi-
cién df —invariante, i.e. df (E*(z)) = E*(f(2)) y df (E"(2)) = E*(f(2)). De las propiedades
impuestas sobre los conos inestables y estables es evidente que el dngulo entre estos sube-
spacios estd uniformemente acotado y que se sigue cumpliendo la propiedad 2. de la expan-
sién-contraccion exponencial de vectores. Observar que la eleccién de los planos C"(z) tiene
cierto margen de error, lo que es intrinseco de nuestra definicién son los subespacios invari-
antes EY(z),w € {s,u}.

La idea de presentar a groso modo una parte del paper de Pesin donde se extienden
propiedades conocidas para las medidas SRB a lo que prontamente llamaremos medidas u-
Gibbs, es entrar en la discusién de como un trabajo bastante general refleja propiedades que
para el tipo de billares que estudiamos han aparecido naturalmente. Situemos la teoria de
billares dispersores en este lenguaje.

En el caso de la aplicacién F : M — M, tenemos que F en el complemento de &7 es de
clase C'~1,1 > 3 y es difeomorfo con su imagen, en este caso con M\S_;. Ya hemos presentado
los conos que dan la estructura de atractor hiperbdlico generalizado a A. Notemos que para
el caso de billares hiperbdlicos de tipo A y B, donde nuestras componentes M; solo tienen
discontinuidades en ¢ = 7%, se sigue que Nt = S; y usando notacién anterior K™ = M\ Sx.
Directo de la definicién se tiene A = (o0 F(KT) = M\ (Sx U S_o). El cono inestable

estd dado por

u dey cos ¢
= : < —< _—
Cy ={(dr,dp) e T,M : K < g = K+ T,l(m)}’

siendo 7(z) el tiempo de primer retorno de x a M por medio del flujo del billar, ¢ la
coordenada angular de z € M y K la curvatura de I'; en x € M;. Usando la misma notacién,
el cono estable de x € M estd dado por

cosp _ dp

< - <K}

5= T.M:—K—
Cy = {(dr,dp) € T;, K o) Sar S




o7

Se verificé anteriormente usando la férmula para la derivada de F que se tiene las inclusiones

DLF(CY) C nt(Cyy) U {0}, DaF(CE) C int(Cyy) U {0}

Ahora que ya tenemos estas definiciones basicas bien entendidas en el caso de billares, discu-
tamos la estructura de las variedades estables e inestables, la herramienta fundamental para
el estudio de dindmicas suaves (con singularidades en este caso).

Un rol particularmente importante lo cumplen los siguientes conjuntos
Df = {2 €At p(f*(2), N*) > I"'e™" > 0},

Dy ={z€X:p(f™2),N")>1" e " n>0},

paral € Ny e > 0. Estos conjuntos representan los de puntos que se acercan a una velocidad
a lo més exponencial al conjunto de discontinuidades. Sea D} = (J;2; Djl y D =U2, D,

En este contexto también se puede hablar de variedades estables e inestables, asumiremos
lo que mencionaremos a continuacién [18]. Existe un € > 0 para el cual los puntos z € D;l
tienen una variedad inestable local asociada, i.e. existe V%(2) de clase C! que es tangente a
E¥(z) tal que f~1(V¥%(z)) C V¥(f~1(2)) y existe la aproximacién exponencial de los puntos
x,y € V¥%z) por medio de f~". El enunciado existencial de las variedades locales estables
es andlogo para puntos z € D:l. Es importante recalcar que solo asumimos la existencia de
estas variedades en puntos de D:l para e suficiemente pequeno y [ € N arbitrario. El hecho
de restringirnos a conjuntos donde la velocidad de aproximacién a las singularidades es a
lo mas exponencial nos permite tener un control sobre los largos de las variedades locales
inestables (estables), nos da una cierta uniformidad de su largo. Parte de los problemas técni-
cos para extender los resultados de sistemas suaves a los con singularidades es precisamente
ese, debemos encontrar una manera de controlar los largos de la variedades, la particién por
variedades inestables (estables) ya no es continua ni forma una foliacién, es tan solo medible.

Proposicién 5.1. ([18],/19]) Existen valores r1(I) > ra(l) > r3(l) > 0 tal que se cumplen
las siguientes propiedades. Sea

W(z) = exp.{u € E“(2) : |[ul[ < r1(1)}.

Entonces para cada y € B(z,r3(l)) N D_; la interseccion V*(y) N W (z) consiste en un tnico
punto que denotamos por [y, z]. Ademds

B(ly, z],m2(1)) € V*¥(y).

La constante ¢ > 0 es la mencionada arriba que nos asegura la existencia de las variedades
locales inestables (estables) y B*(x,r) es la bola de radio r centrada en z, donde la distancia
es la dada por la restriccion de la métrica de la variedad a la variedad inestable en x € D_,.
Esta proposicién nos proporciona un control uniforme de los largos de las variedades inesta-
bles en D;l.

Recordemos la manera que probamos la existencia de las variedades inestables y estables
en el caso de los billares. En este tipo de dindmicas (como siempre, billares de tipo A y B),
las variedades inestables aparecen como las componentes conexas (no degeneradas en puntos)
de M\ S_ (como componentes conexas de M \ S en el caso de las estables). Se probé de
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manera directa que estas componentes en caso de no ser el mismo punto, entonces son curvas
suave. Anteriormente discutimos el hecho de que las curvas que aparecen tienen por pen-
diente las direcciones inestables en sus respectivos puntos. Se justifico que al aumentar n,
la pendiente de las curvas de S_,, \ S_(,_1) se van acercando continuamente a la direccién
inestable del punto que estamos encajonando. De este hecho se sigue que lo que construimos
por medio del conjunto de singularidades, efectivamente son las variedades inestables (hay
contraccién exponencial al iterar negativamente por la hiperbolicidad uniforme). Es evidente
que St es medible y tiene medida cero (S4, tiene medida cero Lebesgue para cada n € Ny
y evidentemente también para p). Casi todos los puntos tienen una variedad inestable no
degenerada conteniendolos.

Volviendo al contexto general, queremos definir una cierta clases de medidas que tienen
propiedades dindmicas buenas (més adelante quedaréd claro esta afirmacién), afortunada-
mente nuestra medida de referencia y en M es de este tipo.

Sea J"(z) el jacobiano del diferencial df, restricto a E*(z). Dado [ > 0, tomemos z € D_,
y w € V¥(2). Se define
7 J (7 ()

w( f—j ’

L7 w))
donde claramente para que esta definicién tenga sentido hay que probar la convergencia de
ese limite. No haremos el calculo explicito, al igual como se menciona en la Proposicién 4 [19],
basta usar el hecho de que la funcién s — E¥(s) es Lipschitz y la aproximacién exponencial
de z,w por medio de f~". Para esto ultimo también recordar que ), y(a; — 1) converge
absolutamente si, y solo si, [ ;o ai converge absolutamente (con a; > 0).

k(z,w) =

Usando la notacién de la Proposicién 5.1, consideremos r < r3(l) y definamos
H(Z,’I“) = U Bu([ya Z]’TQ(Z))v
yEB(z,r)ﬂD;l

un conjunto que llamaremos rectangulo de radio r centrado en z. Sea p una medida boreliana
de probabilidad en A. Tomemos un rectangulo II(z,7) con u(II) > 0. Sea n : II(z,r) — W(z)
la funcién w — [w, z] y X = n(Il(z,7)) su imagen. Dado x € X, denotamos p, a la medida
condicional de p en 71 (x).

Definicion. Decimos que p es una medida u-Gibbs si para todo [ > 0 y cualquier rectan-
gulo II(z,7) (teniendo presente que en la eleccién de las dimensiones de este rectangulo es
importante haber fijado previamente 1), se tiene que

dpz(w) = r(z)k(z, w)dv*(w),

donde w € n~!(x). La constante 7(x) es de normalizacién (para que la medida condicional
iz sea de probabilidad). La medida v* es Lebesgue sobre la variedad 7! (z).

Vamos a suponer que existe un z € D y constantes C' > 0,¢ > 0,7 > 0 tal que para
cada s con 0 < s <~ yn >0 setenga que

vI(Vi(z) N MU (s, NT)) < O,

siendo U(s, N*) := {& € K\ N : d(z, N*) < s}. Este supuesto es particularmente impor-
tante, siguiendo la notacién de [19] lo llamaremos (H4).
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Los dos teoremas que nos interesan son el de existencia y de descomposicién ergddica.

Teorema 5.2. ([19]) Asumiendo que se da (H4), entonces existe una medida de probabilidad
u concentrada en D que es u-Gibbs y f-invariante. Ademds u(D?) = 1.

Teorema 5.3. ([18/,[19]) Sea p una medida f—invariante de probabilidad u-Gibbs tal que
w(D?) = 1. Existen conjuntos A; C A, i > 0 tales que

(1) A =UA; con AN A; =0 parai # .

(2) u(Ao) =0, u(A;) >0 para i > 0.

(8) Para i > 0 se tiene f(A;) C A; y f|A; es ergodica.

(4) Para cada A; existe una particion {A¥})_| donde f(AF) C ARy Af"H = Aq1. Ademds
fli: Af — Af es mixing, K-mizing y Bernoulli.

5.1. El argumento de Hopf

Consideremos una funcién f: M — R continua. Definamos

Mf = {x eEM: f+(x) = f,(ﬂj)},

donde . .
Frle) = tim 3" fF) y Fo(e) = lim 3" f(F7i )
=0 1=0

Como consecuencia del Teorema ergédico de Birkhoff esos limites existen y coinciden para
casi todo x € M, en otras palabras pu(My) = 1. Se define f(x) := fi(x) = f_(x) en M.

Proposicién 5.4. Sea W una variedad inestable (o estable), la funcion f es constante en

WﬁMf.

Demostracion. Sea x,y € W N My. Supongamos que W es estable. Sabemos que F"(x)
y F"™(y) se acercan exponencialmente, en particular |f(F™(z)) — f(F"(y))| — 0 (por la
continuidad de f), de hecho esa diferencia es uniforme donde W es compacta (ya hemos
discutido que en este tipo de dinamicas las variedades estables e inestables no pueden ser
muy largas). Se sigue facilmente que f(z) = fi(z) = f+(y) = f(y). Se procede andlogamente
usando F~" en el caso de tener una variedad inestable.

O

Definicion. Decimos que una curva W C M es My—completa si my (W \ My) = 0. Se
define Gy C My como los puntos z € My donde W#(z) y W*(z) son curvas My—completas.
La nocién de ser G y—completa es andloga.

Proposicion 5.5. Sea V una curva en M que es transversal a variedades estables. Sea
Vi = {x € V : W5(x) existe} entonces para B C V, se tiene my(B) > 0 si y solo si
1(UzesW*(x)) > 0.

Demostracion. Usando que p es la medida u-Gibbs de nuestro sistema, sabemos que la medida
w1 localmente se descompone como Lebesgue de la curva V' por las medidas condicionales en
las secciones estables. Lo pedido es directo de Fubini.

O
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Proposicién 5.6. Si una curva estable o inestable es My—completa, entonces es G y—completa.

Demostracion. Tomemos W C M inestable. Para myy-casi todo punto de W existe una
variedad estable W?*. Es claro que el conjunto de variedades estables que no son M ¢-completas
forman un conjunto de medida cero en M (basta hacer el argumento localmente, en un
abierto donde podamos escribir g como producto de Lebesgue en una seccién transversal y
u condicionado a variedades estables). Usando la Proposicién 5.5 se concluye que los puntos

que no tienen una variedad estable M y-completa son un conjunto de medida cero en W.
O

Como estas proposiciones estamos en condiciones de describir el argumento que nos per-
mitird probar que F : M — M es una funcién ergédica. Vamos a construir lo que llamare-
mos una cadena de Hopf. Tomemos un punto xg € Gy. Se define Hy(xg) = W"(x) NGy y
Hy(z0) = Uyen, (20)W*(y) N Gy. Este procedimiento se sigue iterando. En general tenemos
que

Hona(zo) = ) W"(@)nGy,
x€Han(z0)

H2n+2(:z0) = U Ws(l‘) M Gf.

z€H2n+41(x0)

Una cadena de Hopf asociada a xg es el conjunto

Hyo(x0) = ) Hn(z0).

n>0

De la misma forma como partimos con la variedad inestable de xy podemos hacerlo con
la variedad estable y seguir alternando como lo hicimos en el primer caso, esto induce una
segunda cadena de Hopf asociada a xg. Es directo de la proposicién 5.4 que para cualquier
funcién continua f se tiene que f es constante en las cadenas de Hopf. De la Proposicién 5.6
se tiene que pu(Hz) > 0 y con mayor razén pu(Hx) > 0.

El método de Hopf consiste en probar que casi todo punto tiene una vecindad U donde
su cadena de Hopf asociada H, satisface que pu(U \ U N Hy) = 0. Posterior a eso vamos a
probar que casi todos los puntos pueden ser conectados con cadenas de Hopf concluyendo
que la inica componente ergdédica es todo M.

Este método fue usado originalmente por Hopf en [13],[14] para probar que el flujo
geodésico en variedades de curvatura negativa es ergddico (en [2] se demuestra que este
tipo de flujos son Anosov). Sinai, en un paper fundacional [23] de la teoria de billares disper-
sivos aplica este método para probar el teorema que estamos discutiendo, la ergodicidad de
la funcién de primer retorno.

5.2. FErgodicidad

Esta seccién del capitulo estda centrada en probar la ergodicidad de F por medio del
método de Hopf. Primero probaremos un resultado de ergodicidad local.

Teorema 5.7. Sea z € M\ (SE USE). Eziste una vecindad U, de x tal que pertenece a una
unica componente ergodica de F.
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Demostracion. Tomemos una vecindad U, C U, NU; donde U}’ y U; son las vecindades de z
dadas por TFBD para A muy grande y ¢ pequeno. Manteniendo la notacién que hemos usado
a lo largo del manuscrito, por VY (V;) denotamos a la pendiente del subespacio inestable
(estable) de . Las funciones V¥ y V3 son continuas en los puntos donde estdn definidas
(ver Teorema 3.7) y por tanto podemos asumir que U, es algo tan parecido como queramos
a un rombo (para controlar los largos de los pseudo-paralelégramos que se forman con las
variedades estables e inestables es importante que ¢ sea pequeno). Podemos asumir que U,
tiene como bordes variedades estables e inestables. Sean W/, W7 los bordes de U, para
i € {1,2}. Fijemos una funcién continua f : M — R. Consideremos = € U, NG y definamos
Wi = Wi (x) NU,. Por definicién de Gy sabemos que existe 1 € Wi N Gy con variedad
estable Wy := Wjj(x1) v a partir de la eleccién de U, (por TFBD) tenemos |Wa| > A|W;|
o bien Wo N W N W # (). En el segundo caso paramos el proceso, si Wo N W N WY =

seguimos interando, en otras palabras consideramos un xs € W NG con variedad inestable
W3 y por tanto |[Ws| > A[Wa| o bien Wy N W7 N W3 # 0. Como A > 1 y todas nuestras
variedades son casi paralelas este proceso tiene que terminar, debe existir un n impar tal
que W, N W7 N W5 # 0 (si el proceso termina para un n par podemos volver a iterar).
Consideremos otro y € U, NGy y repitamos este proceso. Si las variedades que aparecen son
W{,Wj, ... podemos asumir que hay un m impar tal que W}, N W N Ws5 # (. Finalmente
podemos conectar W,, y W, por una variedad estable ya que hay muchas variedes estables
con largo grande que mayor a A|W,| naciendo partiendo desde W,, y como U, es casi un
rombo forzosamente cortan a W),. Con esto se prueba que Gy NU, C Huo(z) y como ya
vimos que H(x) pertenece a una tinica componente ergédica lo mismo ocurre con U,. [

Vamos a desarrollar un argumento parecido para probar ergodicidad local en puntos que
pertenecen a un uUnico conjunto de singularidades.

Teorema 5.8. Sea z € M un punto que vive en exactamente una curva singular suave de
SH USHE . Eziste una vecindad U, de z que pertenece a una tnica componente ergddica de F.

Demostracion. Nuestra hipdtesis nos dice que existe un tinico n € Z tal que z € F"(Sp US).
Observar que la eleccién del nuevo espacio de colisiones no tiene nada de particular, si
z € F™(S)\ F*(Sp) podemos trasladar levemente las curvas de S para evitar este caso, se
puede aplicar el Teorema 5.7. Vamos a asumir que z € F"(Sp). Cualquier vecindad V de z
puede llevarse difeomorficamente a una vecindad F~™~1 (V) de F~(»~1(z). Si probamos el
teorema para n = —1 queda demostrado para todos los n < —1 (si probamos el teorema para
n = 1 queda demostrado para los n > 1). Vamos a asumir que n = —1, i.e. z € F1(Sy) = Sy
(el caso positivo se sigue por analogia luego de invertir el tiempo). Por hipdtesis tenemos que
ze M\ SHE.

Sea S C 81\ Sy un trozo de curva singular suave que contiene a z. Recordando los
resultados obtenidos en la seccién 2.3 (y usando la misma notacién) sabemos que la curva S
separa una vecindad V de z en dos vecindades V™ y V ~, ademds sabemos que la curva F2(S)
separa una vecindad W de 2’ := F2(z) en W+ y W~, donde se satisface que W+ c F2(V+)
y W= C F(V7). Observar que como 2’ € M \ S% podemos aplicar TFBD a una vecindad
Uy de 2', para las constantes ¢ > 0 y A > 0. Sabemos que para cualquier variedad inestable
W C U una gran proporcién de los puntos de esa curva cumplen que la distancia del punto
a cualquiera de los extremos de su variedad estable, tiene largo a lo menos A[W|. Es fécil
convencerse que la eleccién de las constantes ¢, A puede hacerse de modo que se cumple lo
siguiente (localmente hay control de distorsién).

Lema 5.9. Para q > 0 y A > 0 ezxiste una vecindad V' de z tal que para cualquier variedad
inestable Wy C V' existe un subconjunto Wi C Wy con my,(Wo \ W1) < ¢|Wy| donde se
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Figura 5.1: Trapecio formado por variedades inestables paralelas y estables transversales

satisface que para todo h € Wi hay una variedad estable Wii(h) con largo al menos A|Wy|
desde h a cada uno de los extremos o bien Wig(h) termina en S.

En la seccién 2.5 verificamos dos cosas, en primer lugar que las variedades estables de
la componente V' terminan de manera tangente en S, en segundo lugar que las variedades
estables en V'~ terminan de manera transversal en S casi paralelamente (es posible ver
por la ecuacién (2.14) que el dngulo que se forma es casi constante en una vecindad de
z). Por la continuidad de las pendientes de las variedades inestables en puntos donde estéan
definidas podemos asumir que en una vecindad de z las variedades inestables son casi paralelas
(recordar que z € M\ S™_ ). En resumen podemos encontrar una vecindad U’ de z donde las
variedades inestables son todas casi paralelas, las variedades estables en VT NI’ son todas
casi paralelas a S y las variedades estables en V'~ NI’ son todas casi paralelas entre si, por
tanto cortan con angulos casi constante a las variedades inestables. Consideremos un rombo
ABCD donde AB tiene la misma pendiente que la de la variedad inestable Wig(z) v BC

tiene la pendiente de S en z. Escojamos los puntos P € ﬁ \AB, Q € D?\W tal que DC
tenga pendiente la de la variedad estable que se aproxima a z por la regién V'~ (Ver figura
6.1). Consideremos A = 2méx{1,C} donde

C = méx{AP/PQ, PQ/AP, PQ/QD,QD/PQ}.

Sea ¢ suficientemente pequeno, usando TFBD junto con el Lema 5.9 podemos encontrar
una vecindad U C U’ de z donde se cumplen las desigualdades asociadas a ¢ y A que nos
entregan estas proposiciones. Como ¢ es pequeno podemos asumir que U esta limitado por
dos variedades inestables casi paralelas, una variedad estable casi paralela a S y otra que
corta de manera transversal a ambas variedades inestables, por todo lo dicho anteriormente
podemos aproximar tan bien como queramos a nuestra regiéon U con la figura APQD (bajo
una cierta escala). Vamos a aplicar el método de Hopf en esta vecindad de z.

Tomemos un punto z € U N G y.Vamos a hacer la misma construcciéon que en el Teorema
5.7, excepto por que tendremos cuidado de mantenernos lejos de la curva singular S. Con-
sideremos su variedad inestable W; := Wi(x) y tomemos su extremo mads distante respecto
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a S. Si el extremo es p podemos escoger x; € Wy tal que d“(z1,p) < 2¢q|W| que satisfaga
Lema 5.9. Como las pendientes son todas casi constantes, pudimos haber tomando ¢ suficien-
temente pequeno de modo de mantenernos al menos a la misma distancia de S que estaba
x. Ahora consideramos la variedad inestable estable Wy := W(21), tomamos el extremo
que esté mas lejos de Sy escogemos xo cercano. Repitiendo el argumento anterior podemos
asumir que dist{zs, S} > dist{z1, S}. Se sigue iterando este procedimiento hasta llegar a una
variedad inestable W,, (con n impar) tal que toque ambas variedades estables que limitan a
U. Tomemos otro punto y € Gy NU y repitamos este procedimiento. Si llamamos W), a las
variedades que aparecen de esta cadena a partir de y, podemos escoger m impar tal que W),
es una variedad inestable que toca ambas variedades estables que limitan U. Sabemos que
hay una gran cantidad de variedades estables que parten de nuestra variedad inestable W,
e intersectan a la variedad W), (por nuestra eleccién de la constante A). Hemos conectado
mediante cadenas de Hopf los puntos = e y que son arbitrarios en & N Gy, concluimos que U

pertenece a una unica componente ergédica de F.
O

Los Teoremas 5.7 y 5.8 nos dicen que para puntos que estan en a lo més una curva singular
hay vecindades que pertenecen a un tnica componente ergddica. Resta ver que sucede con los
puntos que pertenecen a mas de una posible curva singular, en otras palabras con los puntos
x € M tales que existen enteros m,n distintos para los cuales 2z € F"(SU Sy) N F™(SU Sp).
Por el Teorema 2.5 sabemos que F*(Sy) estd constituido por curvas inestables (resp. estables)
para k > 0 (resp. k£ < 0), también sabemos por los comentarios posteriores a la definicién del
nuevo espacio de colisiones que F*(S) es una familia de curvas inestable (resp. estables) para
k > 0 (resp. k < 0). Concluimos que si n-m < 0 entonces F™*(SUSy)NF™(SUSy) contiene a lo
maés una cantidad numerables de puntos (estamos intersectando numerables curvas inestables
con numerables curvas inestables). Supongamos ahora que n-m > 0, sin perdida de general-
idad podemos asumir que n > m > 0. Observar que F~"* mapea F"(SUSy) N F™(SUSp) a
Fr=m™(SUS)) N(SUSy)) a biyectivamente y que F*~"(SUS)) N (SUSy)) es interseccién de
curvas inestables con rectas de pendiente cero, es un conjunto numerable. Hemos probado lo
siguiente

Proposicién 5.10. La cantidad de puntos que pertenecen a mds de una curva singular es
numerable.

Sea E el conjunto numerable de puntos dado por la Proposicién 5.10. Sea M; una de las
componentes conexas de nuestro espacio de colisiones M. Tomemos dos puntos z,y € M;\ E
y v : [0,7] — M,; una curva continua que no tome puntos de E tal que y(0) = = y
~v(T') = y. Observemos que cada punto a € ¥([0,7]) tiene una vecindad U, que pertenece a
una tnica componente ergédica de F. La familia de abiertos {Us}qe~([o,77) forma un cubrim-
iento abierto de ([0, T]). Por compacidad de v([0,7]) C R? nos quedamos con una familia
finita {a;}Y, C 7([0,7]) numerada de tal modo que existen reales {t;}}¥, C [0,7] con
to=0<t; <..<ty=Ty~(t) = a;. Es un hecho general que para este tipo de dindmicas
donde las componentes ergddicas tienen medida positiva respecto a Lebesgue si tengo dos
conjuntos A y B que pertenecen a ciertas componentes ergédicas y A N B tiene medida pos-
itiva respecto a Lebesgue entonces A y B estan en la misma componente ergddica, para esto
basta usar la propiedad de que un conjunto A estd en una Unica componente ergddica si y solo
si para toda funcién continua f : M — R se tiene que f es constante para Lebesgue casi todo
punto. Por un argumento de cadena podemos ir pasando por los abiertos del cubrimiento
(por medio de sus intersecciones usando lo comentado anteriormente) desde el que cubre x
hasta el que cubre y y concluir que todos viven en una misma componente ergédica. De esta
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manera demostramos que M; estd en una tnica componente ergddica. Tomemos un punto
x € M;\ (81 USp) y una vecindad U de z tal que U N (S; U Sy) = . Observar que U es
difeomorfo con su imagen y como el soporte de cualquier medida invariante es un conjunto
invariante, si i pertenece a una componente ergdédica, también lo hace F(U). Se sigue que si
F(z) € Mj, entonces M; y M; pertenecen a una misma componente ergédica. De la finitud
de las componentes es mas bien evidente que podemos conectar todas las componentes de
billar tal cual lo hicimos con M; y M;.

Teorema 5.11. La funcion F : M — M es ergodica.

Recordemos que el flujo {®!},cr se obtiene de levantar la aplicacién F : M — M por
medio de la funciéon 7 : M — R que nos da el tiempo de primer retorno a M, de manera
més formal el flujo {®!},cgr se obtiene como un flujo de suspensién con la aplicacién F en la
base M y funcién techo 7. Supongamos que hay un conjunto A C ) que es invariante por
el flujo, en particular las érbitas de todo punto x € A deben permanecer en A. Usando las
coordenadas que nos da la suspension, si x = (y,s) paray € My 0 < s < 7(y), entonces
d5(y,s) = (y,0) € Ay &W=3(y.5) = (F(y),0) € A. Sea 7 : Q — M la proyeccién
a la coordenada en M que manda (y,s) — y cuando 0 < s < 7(y). Por lo comentado
anteriormente B := 7(A) es invariante y por tanto de medida total en M (por ergodicidad
de F). De la invarianza de A tenemos que 7~1(B) = A y por tanto A tiene medida total con
la medida que se levanta a partir de p, que como ya vimos es la medida dxdydw normalizada.
Finalmente sacamos como Corolario al Teorema 5.11

Corolario 5.12. EL flujo ®' : Q — Q es ergddico para la medida (27|D|)~'dzdydw.

Con un poco mas de esfuerzo puede probarse que g es de hecho mixing, K-mixing y
Bernoulli. La propiedad de ser mixing también puede llevarse al flujo del billar mediante un
argumento parecido a las cadenas de Hopfs. Enunciaremos estos resultados sin una prueba
(la demostracién puede verse en [8], Capitulo 6).

Teorema 5.13. Para billares de tipo A, la medida p es mixing, K-mizing y Bernoulli, ademds
el flujo {®'}ier es mizing.

5.3. Particiones de Markov

Para terminar este capitulo quiero hacer un pequeno link entre la dindmica de F y un
tipo relativamente bien entendido de sistemas dindamicos, los shifts en un espacio simbdlico.
Para ciertos billares es posible encontrar particiones de Markov subordinadas a la funcién F.
Este hecho es de particular interés cuando se quiere llevar el problema a un espacio simbdlico,
donde podemos usar resultados de formalismo termodindmico para obtener informacion de
la entropia o presién para cierto potencial de interés. Referencias para este tipo de trabajos
son [6] y [7] (donde este ultimo es un trabajo de Sinai con Bunimovich que sigue la misma
linea de este manuscrito).

Definicion. Un conjunto D € M de medida positiva se dice un paraleldgramo si para cada
par de puntos z,y € D se tiene que V*%(x) N V*(y) consiste en un tnico punto, ademads este
punto esta en D.
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Dado A C M, usaremos la notaciéon Vj(z) para representar V*(z) N A, andlogamente
Vi(z) = V*(2) N A. Consideremos una coleccién n = {D1, Dy, ...} finita o infinita numerable
de paralelégramos tal que se cumple D; N D; = ) para i # j y p(M \ U;D;) = 0.

Definicion. 7 se dice una particiéon de Markov si para cada x € D;,T'x € Dj, T 'z € Dy, se
cumple que
F(VB,(x)) C Vp (Fla) y FH(Vh, (2) C VB, (F H(x)).

Teorema 5.14. ([6]) Es posible construir particiones de Markov numerables para billares de
tipo A.

El estudio del formalismo termodindmico de este tipo de sistemas (un shift en un espacio
simbdlico con alfabeto numerable) ha tenido grandes avances en los tltimos 15 afios, de hecho
se pueden decir muchas cosas respecto al flujo de suspension dado por la funcién 7. Ver por
ejemplo [3], [15].
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