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1. Introduccion

El titulo presentado muestra en una frase el comienzo y el fin de este trabajo, representaciones de
grupos, teoria de caracteres y algebra de grupos son tres temas muy relacionados entre si y practi-
camente equivalentes en cuanto a resultados. Si bien existen libros completamente dedicados a cada
una de estas tres dreas (que son muy bien estudiables de forma casi aislada) estas constantemente
se mezclan y, al poco avanzar en cualquiera de ellas, uno se da cuenta de que son practicamente lo
mismo. Los mismos teoremas tienen sus versiones en estas tres lineas pero, dependiendo del interés
de estudio, se verda mas adecuada una perspectiva que otra. El calculo de idempotentes por lo gen-
eral se aborda desde la teoria de caracteres, siendo una herramienta muy ttil pero también poco
eficiente. El objetivo de este trabajo es mostrar una visién general sobre las formas de abordar el
problema de calculo de idempotentes primitivos de QG y luego finalizar con una visién mas reciente.

Las primeras péginas, que comienzan en la seccién 2, presentan estos tres temas, inicialmente
de forma aislada, para luego relacionarlas. Escribi pocas demostraciones de teoremas,solo aquel-
las que fueran realmente ilustrativas de lo que estd ocurriendo, ya que existe una vasta literatura
en la cual se pueden encontrar estos resultados. En resumidas cuentas, comienzo describiendo lo
que son las representaciones de grupos; luego se presentan algunos resultados ttiles sobre dlgebras
simples y semi simples, para luego concluir con teoria de caracteres, funciones que nos entregan el
puntapié inicial para hablar sobre idempotentes, presentados en esta parte como proyectores. Estas
primeras paginas resumen lo que a mi parecer deberia contener un primer curso sobre representa-
ciones de grupos.

La seccién 3 esta completamente basada en “The Schur index in the theory of Group represen-
tation” escrito por Irving Reiner en 1960, seccién en la cual, si bien se presentan tres teoremas
importantes y una defincién, su importancia esta en el problema mostrado al comienzo que plantea
la situaciéon de cambiar el cuerpo en el cual estd definida una representacién. Este problema se
aborda en las secciones posteriores haciendo uso de estos tres teoremas.

La seccién 4 presenta la situacion especifica a estudiar en el resto del trabajo, después de haber
revisado lo que son las algebras semi simples y como estas se descomponen en algebras simples, el
interés estd en poder descomponer de forma efectiva el algebra QG, que es un algebra semi simple
para luego, a partir de esto, cada algebra simple descomponerla en lo que corresponderdn a las
Q-representaciones irreducibles asociadas. Esto se hard desde el punto de vista de idempotentes y
se mostrard la primera forma de realizar esta descomposicién presentada por [CRO6].

Las secciones 5 en adelante, que bien podrian clasificarse como la parte central, presentan el enfoque
reciente sobre el problema de encontrar idempotentes centrales y primitivos racionales presentado en
la seccién anterior. Es una recopilacién bibliografica de los resultados de una serie de trabajos pub-
licados en los cuales, de forma muy ingeniosa y novedosa, se resuelve el problema de idempotentes
primitivos ortogonales racionales para grupos nilpotentes. Si bien no son resultados tan generales
como los mostrados en [CRO6], que resuelve el problema para cualquier grupo finito, si tiene una
gran ventaja, que es la de prescindir del uso de la tabla de caracteres de un grupo y basarse solo
en su estructura de subgrupos. Como ultimas lineas se presenta el teorema publicado en [JOdR12]
que presenta una forma de encontrar un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales
para el algebra QG cuando G es un grupo nilpotente y en las paginas previas se ablanda un poco



el terreno y se presenta la demostracién de una forma maés sencilla de leer.

La ultima seccién muestra ejemplos de p—grupos y un grupo nilpotente en los cuales se calcula
un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales, esto se realizé utilizando [STYY] y
el paquete [CKOT09] de GAP, la importancia de esta seccién es que es posible ver explicitamente
la aplicacién que tienen los métodos mostrados en este trabajo.



2. Preliminares

2.1. Representaciones de grupos

Definiciéon 2.1. Sea GG un grupo finito y V un K —espacio vectorial de dimensién finita. Una
K —representacién del grupo G sobre V es un par (V, p) donde p es un homomorfismo de grupos

p:G — GL(V)
g = pg: V-V

donde GL(V) ={T :V — V : T es K — lineal e invertible}

En términos practicos, y de notacién, llamaremos a las representaciones p, V o (V,p) cuando
el o los elementos que estén ausentes no generen ambigiiedad.

Si la funcidén p es inyectiva, se dice que la representacién es fiel y, en este caso, tenemos un isomor-
fismo entre el grupo y la imagen de p.

Definicién 2.2. Dadas (Vi, pl), (Va, p?) dos K —representaciones de un mismo grupo G, un homo-
morfismo entre ellas serd una fucién

T:Vi—V,

tal que para todo g € G se cumple T o p; = pg o T, de forma equivalente, el siguiente diagrama
conmuta para todo g € G

Py
Vi—W

AT

Vo ——=>V2
Pg
y, si T es un isomorfismo de espacios vectoriales, el homomorfismo de representaciones se llamara un
isomorfismo de representaciones y las representaciones (Vi,pl) y (Va, p?) se diréan isomorfas. En
este Ultimo caso, si fijamos una base y a cada p;(g) le asociamos una matriz [g];, diremos que las
representaciones son isomorfas si y solo si existe una matriz P invertible tal que para todo g € G
se tiene

l9]1 = Plgl.P~"

Definicién 2.3. Si V,p) es una representacién de G y W es un subespacio vectorial de V' que es
pg—invariante para todo g € G entonces considerando las restricciones py a W tenemos que (W, p)
es una representacion de G. En ese caso diremos que (W, p) es una subrepresentacién de (V) p).
Viendo una representacién como una accién lineal del grupo G sobre el espacio V', diremos que W
es un subespacio G—invariante de V.

Definicién 2.4. Si (V,p) es una representacién de G que no tiene subespacios G—invariantes di-
remos que la representacién es irreducible.



Si H es un subgrupo de G y (W, p) una K—representacién de H se puede considerar el espa-
cio vectorial V' = @[G: H] W y a partir de esto hacer actuar G sobre V de la siguiente forma: cada
elemento de V' se descompone en v = vy + ... +v|g. ) donde cada v; pertenece a un espacio isomorfo
a W por lo tanto de cierta forma ya sabemos como actia H internamente en cada W que conforma
la suma directa, por otro lado también podemos hacer actuar un conjunto de representante de clases
laterales de G'/H sobre V' permutando los indices en la descomposicién v = vy + ... + v|g. ], con
estas dos herramientas podemos construir una nueva representacion.

Explicitamente tenemos lo siguiente:

Sean G un grupo finito, H < G un subgrupo cualquiera de indice h, (W, p) una representacién
de H sobre el cuerpo Ky G/H = {x1H,zpH,...,xp H} el conjunto de las clases laterales, es decir,
{z1,...,xp} un conjunto de representantes de dichas clases. Supongamos x; € H.
Definamos el espacio vectorial V = @?:1 ;W , la suma directa de h espacios todos isomorfos a W,
de tal forma que si v € V v se escribe de forma unica v = x1v1 + ... + £pvp. Definimos la accién de
G en V de la siguiente forma:

g xivi = Tjpn, (vi)
donde j y h; se definen de tal forma que gz; = x;h;. Notemos que hemos definido la accién sobre
el elemento z;v; € ;W y g - z;v; € x;W, la accién queda bien definida sobre todo elemento v € V/
por linealidad.

Definicién 2.5. A la representacién definida anteriormente la llamamos representacion inducida
de H a Gy la denotamos Ind%(p) o p©.

Es claro que si tenemos una representacién de G y H es un subgrupo de G podemos restringir
la acciéon de G unicamente a elementos de H y de esta forma tendremos una representacion de
H. Este proceso es, en cierta forma, lo contrario de inducir una representaciéon y la llamaremos
la restriccion de p a H y la denotaremos por Res%(p), adoptaremos la misma definicién para los
caracteres. La relacion entre restringir e inducir se apreciara directamente en el teorema 2.24

Definicién 2.6. Sean (V7,p1), (Va, p2) dos representaciones, podemos construir dos representa-
ciones asociadas a ellas

» (Vi@ Vy, (p' 4 p?)) donde (p' + p?)g(v1,v2) = pj(v1) + p2(v2)
» (Vi@ Va,p! @ p?) donde (p! @ p?)4(v1 @ v2) = py(v1) ® pj(v2)

En términos matriciales tenemos que si p}] corresponde a la matriz My y pg es la matriz Ms (en
alguna base fija) entonces la matriz de (p' + p?), es la matriz por bloques:

M, 0

0 M,
Definiciéon 2.7. Sea K un cuerpo y G un grupo finito, si consideramos el espacio vectorial
KG = {a : G — K} cuya dimensién es |G| definiendo el producto de convolucién en KG por
(axB)(t) =, a(r)B(s) obtenemos un algebra llamada dlgebra de grupo. Esta &lgebra ten-

drad una importancia fundamental en las secciones siguientes en las cuales profundizaremos mas.
A los elementos del subespacio C = {a € KG : Vt € G,Vg € G : a(t™1gt) = a(g)} los llamamos



funciones de clase.

Una forma estandar de denotar a los elementos de K G es escribirlos de la forma

a="Y"alg)yg

geG

Definicién 2.8. Sea p una K —representacién de G. A la funcién x € C dada por x(g) = Tr(py),
donde T'r(T) es la traza de la transformacién lineal T', la llamaremos caracter de p. El caracter x
se dird irreducible si p es una representacion irreducible.

Si (V,p) es una representacion de G con caracter x, podemos extender tanto p como x al dlge-
bra K G linealmente. De esta forma obtenemos:

p : KG— End(V)
x : KG—K
La funcién y es claramente sobreyectiva, no asi necesariamente p, en secciones posteriores veremos
) 9

condiciones necesarias y suficientes para que p sea sobreyectiva. Como primera condicién necesaria
podemos mencionar que (V] p) debe ser irreducible.



2.2. Algebras Simples y Semi Simples

En toda esta seccién, cuando hablemos de K —algebras nos referiremos a algebras finito dimen-
sionales sobre el cuerpo K y los anillos serdn anillos unitarios artinianos, es decir, que no existe
una sucesién infinita de ideales izquierdos contenidos unos en otros formando un orden total.

Definicién 2.9. Sea A un anillo, A se dird simple si no contiene ideales bilaterales y A se dird semi
simple si para todo ideal izquierdo I existe un ideal izquierdo I’ tal que A =1& I'.

Fijando un anillo A, nos concentraremos en caracterizar cierta clase de A—médulos. Un A—mdédulo
M se dird completamente reducible si para cualquier sub A—mddulo N de M se tiene que existe
un sub A—mdédulo N’ tal que M = N & N'.

Para A un anillo, llamaremos 4 A al A—médulo regular, es decir, A considerado como modulo
sobre si mismo con la accién de multiplicacién por la izquierda.

Teorema 2.10. [CR66][Teo. 25.2] Sea A un anillo Artiniano, entonces A es semi simple si y solo
si AA es completamente reducible como A—mddulo (izquierdo).

Corolario 2.11. A, un anillo Artiniano, es semi simple si y solo si A= Ny & ... ® N, donde los
N!s son ideales izquierdos minimales.

Proposicion 2.12. Si M es un A—mddulo irreducible, entonces

a) Eziste un ideal izquierdo (mazximal) Ny tal que A/Ny = M

b) Si A es semisimple entonces existe un ideal izquierdo (minimal) N de A tal que M =4 N
Demostracion:

a) Sea 0 #m € M, como M es irreducible, A-m = M. Consideremos el homomorfismo de
A—mddulos ¢(14) = m, por la observacion anterior, ¢ es sobreyectiva y por lo tanto existe
Ny tal que A/Ny =M.

b) Considerando el mismo homomorfismo de la parte a), tenemos que, dado que A es semisimple,
existe N tal que N @ Ny = A y por lo tanto, el mismo homomorfismo ¢ de la parte anterior
nos sirve para concluir que M =4 N. R

Usualmente cuando se introduce el concepto de A—mddulos, se les suele presentar como espa-
ctos vectoriales donde en vez de tomar un cuerpo se toma un anillo. Esta vision parece oportuna
en un primer acercamiento a la idea intuitiva de lo que es un A—mddulo y nos lleva a construir
A—médulos de la forma A x A x ... x A, al igual que en espacios vectoriales. La proposicién anterior
nos indica que si queremos buscar A—mdulos irreducibles, no debemos buscar “agrandar” nuestro
anillo, sino que todo lo contrario, debemos buscar “dentro” del anillo los A—mddulos irreducibles.

Hasta ahora tenemos una descomposicién de los anillos semisimples en suma directa de ideales
izquierdos minimales entre los cuales se encuentran todos los posibles A—mddulos irreducibles. Sin
embargo podemos caracterizar més precisamente esa descomposicién agrupando los ideales que
representen A—médulos irreducibles A—isomorfos.



Proposicion 2.13. Sea A un anillo unitario, N un ideal izquierdo minimal entonces, para a € A,
tenemos que Na = {na : n € N} es un ideal izquierdo minimal, Na =4 N, todo ideal izquierdo
minimal A—isomorfo a N es de esta forma y la suma de todos los ideales izquierdos minimales
A—isomorfos entre si es un ideal bilateral minimal de A.

Corolario 2.14. Todo anillo semisimple A se descompone como suma directa de la forma A =
L®..®I,. donde los I!s son anillos simples, cada uno de los cuales se descompone de la forma I; =
N}!@... &N donde los Nij son ideales izquierdos minimales de A (y de I; ), todos ellos A—isomorfos
entre si. Si 1 # j entonces Nik % N; para cualquier par k,l. Todo A—mddulo irreducible es de la
forma N} para algin i.

Dada la descomposicién anterior podemos restringirnos al estudio de anillos simples.

Teorema 2.15 (Teorema de descomposiciéon de Artin-Wedderburn). Si A es un anillo simple
Artiniano, entonces A = Endp(I) donde I es un espacio vectorial derecho finito dimensional sobre
un anillo de division D. I es isomorfo a un (cualquier) ideal izquierdo minimal de A y D es isomorfo
a Enda(I).

Lema 2.16. Sea M = I - e con € = e un ideal izquierdo en el anillo I y sea D = End;(M).
Entonces D = ele.

2.3. Algebra KG

En las dos secciones anteriores introdujimos el concepto de representaciones de grupos finitos y
anillos simples y semisimples, en esta seccion unificaremos estos dos contenidos a través del algebra
KG@G.

Consideremos una K —representacion p de G sobre V', es claro que tanto K como G actian lin-
ealmente sobre V' luego podemos extender, también linealmente, estas acciones y hacer actuar el
algebra de grupo K G sobre V. Reciprocamente, supongamos que tenemos un grupo abeliano V so-
bre el cual actiia KG, en particular tenemos que K actta sobre V' lo que lo convierte en un espacio
vectorial asi como también G actia sobre V' linealmente por lo tanto tenemos una representacion.
Esta importante observacién relaciona los KG—méddulos V' con K —representaciones de G sobre V.

Proposicion 2.17. Eziste una relacion biunivoca entre K —representaciones del grupo G y KG—mddu-
los. Esta relacion pone en correspondencia KG—mddulos irreducibles con

K —representaciones irreducibles y a la representacion reqular de G le corresponde el KG—mddulo
reqular ko KG



La proposicién anterior no justificaria completamente nuestro estudio particular de los anillos
simples si estamos interesados en las representaciones de grupos. Sin embargo, el teorema que se
presenta a continuacién, demostrado por Maschke en 1899, nos permite utilizar las herramientas
para anillos simples en el estudio de representaciones sobre cuerpos de caracteristica cero.

Teorema 2.18. [SS77][Teo. 1] Si Char(K) 1 |G| entonces KG es semisimple. En particular, esta
afirmacion es vdlida en cuerpos de caracteristica cero, que son los cuerpos que nos interesan.

Corolario 2.19. CG es semisimple, si p es una C—representacion de G entonces existen p1, ..., px
C—representaciones irreducibles tales que p = p1 + ...+ pr.. En particular, si p, es la representacion
reqular de G, esta se descompone en suma de representaciones irreducibles. Toda C—representacion
irreducible es una subrepresentacion de la C—representacion regular de G.

Demostracion La primera afirmacion se obtiene de forma recursiva dado que KG tiene di-
mensién finita sobre K y la segunda del teorema del hecho que cada KG—mddulo irreducible es un
KG—submddulo de KG.

2.4. Caracteres

En las secciones anteriores vimos que, dada una K —representacion de G esta tiene asociado un
caracter . Hasta ahora sabemos que una representacién determina univocamente un caracter. En
esta seccién veremos que no solo si dos representaciones irreducibles tienen el mismo caracter son
isomorfas, sino que practicamente todo la informacion que se puede obtener de una representacién
se puede obtener solo conociendo su caracter.

Teorema 2.20. (Lema de Schur) Si (V1,p') y (Va, p?) son dos K —representaciones irreducibles
de G y f un homomorfismo entre ellas entonces si f # 0 se tiene que (Vi, pt) =2 (Va, p?). Ademds,
si (Va,pt) = (Va, p?) entonces

{f:(Vi,pt) — (Vi,p') : f es un homomorfismo} es un anillo de divisién. En particular, si K es
algebraicamente cerrado f = Ald

Observacién La primera parte del Lema de Schur afirma que no existen homomorfismos no
triviales entre representaciones irreducibles mientras la segunda indica que el conjunto de endomor-
fismos de un KG—mddulo irreducible es un anillo de division.

El lema de Schur tiene los siguientes corolarios que muestran la importancia de este lema que
se obtienen de la siguiente observacion:

Sea T : Vi — Va cualquiera, entonces T0 = |—Cl;‘ >iec(pi) 1T (pt) cumple que Vt € G, Top; = piTo

luego, si las representaciones no son isomorfas, 7° = 0.

Corolario 2.21 (1). p' y p? son dos representaciones no isomorfas donde p*(t) = (r;, ;. (t)) y
p%(t) = (ri, j»(t)) son las correspondientes matrices en alguna base fija, entonces:

1 _
@ Zri%h (t 1)7'1'17]'1 (t) =0

teG



Corolario 2.22 (2). Sea C el conjunto de las funciones de clase de G y definamos en C el producto
<->CxC — K

(X1:X2) — \G|ZX1 Dxa(t)
teG

entonces, si p1,p2 son dos K—representaciones irreducibles no isomorfas, con caracteres X1, X2
respectivamente, < X1, x2 >= 0.

Corolario 2.23. 5i K = C y x es un caracter de G entonces x es irreducible si y solo si < x,x >=
1.

El corolario 2 indica que los caracteres irreducibles forman un conjunto ortogonal en el espa-
cio de las funciones de clase y el corolario 3 indica que este conjunto es ortonormal si el cuerpo es C.

En la definicién 2.5 se presentaron representaciones inducidas y restringidas. De igual forma, pode-
mos considerar caracteres inducidos y restringidos siguiendo la misma notacién. El siguiente teorema
muestra la relaciéon que existe entre caracteres inducidos y restringidos presentando las acciones de
restringir e inducir como operadores en cierto sentido adjuntos uno del otro:

Teorema 2.24. (Reciprocidad de Frobenius) Si x es el caracter de una representacion de H < G
y ¥ es un caracter de una representacion de G entonces:

< x, ResG(¥) >p=< Ind%(x), ¥ >¢

Proposicion 2.25. La cantidad de C—representaciones irreducibles de un grupo G es la cantidad
de clases de conjugacion del grupo.

Esta tdltima proposicion, junto con el tltimo corolario 2.22; nos muestran que los caracteres
irreducibles de un grupo son una base ortonormal de las funciones de clase.

En lo que sigue de esta seccién nuestro cuerpo serd siempre C, en las secciones siguientes par-
tiremos desde C para enontrar K —representaciones irreducibles donde K es un subcuerpo de C.

Teorema 2.26. Sea x un C—caracter de G y {x1,..., Xx } €l conjunto (ortonormal) de C—caracteres
irreducibles de G entonces la cantidad de veces que aparece x; en x esn; =< X, xi >. En particular
st X = Xr €S la representacion regular tenemos que n; es igual al grado del caracter x;.

La dultima afirmacién se obtiene dado que se conoce explicitamente el caracter de la repre-

sentacioén regular, x, = (|G|, 0,0, ...,0).

Observaciéon Este hecho ya era conocido de las secciones anteriores de la descomposiciéon de
Artin-Wedderburn.

El siguiente teorema termina por establecer la correspondencia biunivoca entre caracteres y rep-
resentaciones. La demostracién de este y del Teorema 2.25 se pueden encontrar en [SS77][Cap.
2.]

Teorema 2.27. Sea V' una C—representacion de G con caracter x. Sabemos que V' se descompone
en representaciones irreducibles, agrupemos todas aquellas que sean isomorfas entre si para escribir

10



V=Vi®..®V (es decir, V; =W}l o ..o W/ donde Wf =~ Wk para todo 4,5,k y WZJ 2 Wk para
i # 1y los WF son irreducibles), entonces la proyeccion p; de V sobre V; estd dada por

bi = |G| ZXZ Pt

teG

donde x; es el caracter de WZJ y n; el grado de esta representacion (= x;(1)).

En términos de CG—mddulos, tenemos que si V' es un CG—mddulo, entonces V' se descompone
como suma directa de CG—moédulos irreducibles, en este caso el elemento p; = ¢; = \%I Zte G xi(t~hHt
es un idempotente central (en CG) primitivo, el adjetivo primitivo indica que no es posible encon-
trar, dentro de V;, otro idempotente central que genere un sub K G—modulo. Usualmente utilizare-
mos el nombre idempotente central al idempotente central primitivo asociado a la descomposicién
agrupada en CG—modulos isomorfos de la representacion regular, es decir, de la misma algebra CG.

Con esta misma notacién tenemos V = Vi & ... ® V},, ahora estamos interesados en encontrar
la proyeccién de p! de V sobre W/

Teorema 2.28. La proyeccion p{ de V' sobre WZJ estd dada por

pi |G| Zptjjpt

teG

de la misma forma, el idempotente primitivo que general el dlgebra simple asociada a la repre-
sentacion irreducible W es
l] = Pt
P

7
teG

11



3. Cambiando el Cuerpo

Sean K, L dos cuerpos tales que Q < K < L < Cy p una K—representacién de G de grado
n. Sabemos que p mapea los elementos de G en K —matrices de n x n invertibles, estas matrices
se pueden considerar como L—matrices invertibles y ver esto como una L—representaciéon de G
también de grado n, la cual denotaremos por p. Si inicialmente consideramos V un K —espacio
vectorial, sobre el cual actia G, ahora estamos considerando V ® K que ahora es un L—espacio
vectorial sobre el cual actiia G. De forma inversa, si tenemos un LG—méddulo M, este es un espacio
vectorial sobre K (de dimensién dimg (V) = |K : L|-dimp(V)) sobre el cual actiia G, por lo tanto
tenemos un KG—médulo. Este nuevo KG—moddulo lo denotaremos My y si a M le correspondia
la representacién p entonces a My le corresponderd la representacién que denotaremos px-.

Notemos que si p es una K —representacién reducible, entonces p” también sers reducible, sin
embargo si p es irreducible no necesariamente p” es irreducible.

Definicién 3.1. Sea p una L—representacién de G y K un cuerpo tal que Q < K < L. Diremos
que p es realizable sobre K si existe una K —representacién 7 tal que 77 = p.

Proposicion 3.2. Sea p una L representacion de G, entonces existe una extension finita K de Q
tal que p es realizable sobre K.

Para una L—representacién de G con caracter x, consideremos el cuerpo que se obtiene al
adjuntar a Q todos los elementos {x(g) : ¢ € G}. A tal cuerpo lo llamaremos cuerpo de trazas y lo
denotaremos por Q(x). Es claro que el cuerpo L de la proposicién anterior es una extensién (finita)

de Q(x)-

Definicién 3.3. Sea p una C—representacién irreducible de G, definimos el indice de Schur de p

m(p) = min(L : Q(x))

donde el minimo lo tomamos sobre todas las extensiones L de Q(x) sobre las cuales p es realizable.

A partir de las definiciones anteriores, existe una forma natural de construir nuevas representa-
ciones a partir de alguna dada. Consideremos p una L—representacién de G y o € Gal(L/K),
fijando una base e identificando la representaciéon con un conjunto de matrices con coeficientes en
L podemos aplicar p a cada una de las entradas de estas matrices para formar una nueva rep-
resentacién, que podemos denotar p°. Esta nueva representacién puede ser similar (por ejemplo
si trivialmente tomamos ¢ = 1, aunque no es el tnico caso) a p como podrd no serlo. Si y es el
caracter correspondiente a p y tomaramos por ejemplo o € Gal(L/Q(x)) tenemos que el caracter
x7 asociado a p? es igual a x por lo tanto, por el Teorema 2.24, tenemos p = p?. El poder hacer
actuar el grupo de Galois de L sobre el conjunto de representaciones definidas en L nos entrega
maés herramientas para estudiar las representaciones mismas.

En términos de moédulos, es claro que si V' es el espacio vectorial sobre el cual actua Gy tomamos
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V7 entonces V' =5 V7 sin embargo no es necesariamente cierto que V =4 V7 lo cual depen-
derd justamente de la representacién asociada a este L—mddulo y su correspondiente caracter.

Irving Reiner, en 1960 [Rei61], reescribié y formalizé con lenguaje mds moderno los siguientes
tres teoremas que representan las bases del estudio de representaciones en las cuales se cambia el
cuerpo y formalizan las ideas antes expuestas.

Teorema 3.4. 1. Sea p una C—representacion irreducible de G con caracter x, para cualquier
extension finita L de Q donde p es realizable, tenemos que m(p)|(L : Q(x)). m(p) es el menor
valor tal que m - p es realizable sobre Q(x)

2. Toda Q—representacion irreducible p de G se descompone completamente sobre C en repre-
sentaciones irreducibles {p1, ..., pr} con caracteres {x1,..., Xx} respectivamente, cada una de
las cuales ocurre con igual multiplicidad m = m(p;) donde k = (Q(x;) : Q). Mds atun, {p;}i
forman una clase completa Galois conjugada, es decir, los cuerpos Q(x;) son todos iguales y

it = (XT Yoeca@on) /o)
3. Sip es una Q—representacion irreducible de G y extendemos p a una Q—representacion de QG
entonces, A = {p(x) : x € QG} es un dlgebra simple sobre Q isomorfa a un anillo completo de

matrices sobre A donde A es un anillo de division. Si P es el centro de A entonces P = Q(x;)
y la dimensién de A sobre P es m(p)?.
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4. Objetivo Principal - Idempotentes

Si K es un cuerpo, de caracteristica cero, y G un grupo finito, entonces el algebra KG es semi
simple, por lo tanto se descompone como suma directa en dlgebras simples las cuales son, a su vez,
isomorfas a dlgebras de matrices sobre anillos de divisién.

KG=L&..®l

el elemento 1 € KG se descompone como 1 = e + ... + e, y tenemos que I; es un dlgebra simple
con unidad (y KG—generador) e;.

Cada e; es un elemento idempotente central de KG, el cual ademds es un (KG—)generador del
lgebra simple I;, ademds los e/s cumplen que e; - e; = 0 para ¢ # j. Matricialmente, segtn el
teorema de Artin-Wedderburn, estos elementos son las matrices identidad en cada componente.

Recordemos el Teorema 2.27 que serd sobre el cual basaremos esta seccion.

Teorema 4.1 (2.27). Con la notacion usada anteriormente, una forma explicita de escribir los e;

es
U _
- DI
teG

donde x; es el caracter correspondiente a la representacion irreducible asociada al KG—maodulo I;
y n; es el grado de esa representacion (n; = x(1)).

Teorema 4.2. [Yam7{/[Prop. 1.1] Con la misma notacidn del teorema anterior, sea ef@ el idem-
potente central asociado a la representacion pg, entonces

. n;: _
eQ = ﬁ ZTTQ(Xi):Q(Xi(t )t
teG
Si p es una C—representacién irreducible con caracter y, tiene asociado un CG—mddulo irre-
ducible V' con indice de Schur m(p) = m. Por definicién de indice de Schur, existe una extensién
(finita) L de K = Q(x) de grado m tal que p es definible en L.

Si comenzamos desde @, tenemos que cualquier Q—representacién irreducible 7 se descompone
completamente en pq, ..., pr L—representaciones irreducibles cada una de las cuales ocurre con mul-
tiplicidad m las cuales forman una clase completa Galois conjugada. Notemos que, por definicién
de m, los m - p; son definibles en Q(x;) y que todos los Q(x;) = K son iguales. Sea o € Gal(L/K)
entonces o(p;) es una L—representacion irreducible con caracter o(x;) = x; ¥y, por lo tanto, isomorfa
a p;. Con esto podemos construir el siguiente diagramas:

L P1s -5 Pk



En términos de médulos, tenemos V un CG—moddulo, con cuerpo de definicién L, U = mV cuyo
cuerpo de definicién es K = Q(x) y W = EB¢,€Gal(Q(X)/Q)U¢ con cuerpo de definicién Q. Si e es
el idempotente central que genera el dlgebra simple V' y denotamos ey y ew los idempotentes
que generan las correspondientes algebras simples U y W respectivamente, tenemos que e = ey y

ew = 2 pecal(@(x)/Q) ?(€)

Expresiones explicitas cldsicas para estos idempotentes son [Yam74][Prop. 1.1]:

dim(V) Z N

Gl =
ew = TS oGt
Gl =

Estos idempotentes generan las LG— y QG —4élgebras simples respectivamente, es decir, tenemos lo
siguiente

LG-e =V
KG-e = U
QG'@W = W

considerando V,U y W como dlgebras, estas son simples (sobre sus respectivos cuerpos) por lo
tanto tienen una descomposicién en ideales izquierdos minimales, que corresponden a los LG—,
KG—- y QG—modulos irreducibles asociados a las L, K y Q—representaciones irreducibles. Esto
descompone los idempotentes centrales primitivos en idempotentes (no centrales) primitivos

e = li+..+1,€ LG
= ki+..+kz € KG
ew = fit..+f2eQG

Existen expresiones explicitas para encontrar tanto I}s como los ks y los f/s.

Proposicion 4.3. Con la notacion anterior, tenemos la siguiente expresion
dim(V) 1
lj= Wzrjj(t )t
teG

donde r;;(t™1) son los coeficientes j—ésimos de la diagonal de la matriz de la representacion
racional asociada del elemento t—1 en alguna base.

[CRO6] describen un procedimiento para escribir explicitamente los elementos ks y f/s que
consiste en lo siguiente:

a) Considerar los idempotentes (complejos) primitivos /)s.

b) Tomar los espacios vectoriales J} = LG -I; y definir J* = 73,(J}) donde {r;}!" = Gal(L/K)
y encontrar bases B para J".
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¢) Definir B = U, 5, B", notar que B es una base para LG - e.

)
d) Escribir e en la base B y encontrar los componentes u” de e en .J"
e) Para cada s en {1,...,n/m}, definir ks = 3° ccur/x) 7(ul).
f) Para cada s en {1,...,n/m}, definir fs =3, ccur/0) o(ul)

Observacién Asi como los l;-s no son tnicos, tampoco lo son la eleccién de las bases B” para

J! y por lo tanto las expresiones para los kis y los fls tampoco no son tnicas. Sin embargo los
idempotentes centrales si son tnicos.

Esta informacion la traducimos en la siguiente matriz con entradas en LG

T1 T2 L Tm
Uy Uy Uy
u;l u72-2 . . . u;m
T1 T2 . . . Tm

en la cual se cumple

u

T, 1 1—h -+ —
o ) oulr sil=hit=s
s "W =

0  en otro caso

ademds, e =), ul, los k!s se forman sumando los elementos de la i—ésima fila y u? € JP.

Tanto la construccién de los idempotentes centrales, como de los idempotentes primitivos en cada

uno de los cuerpos, requieren el cémputo de caracteres de los elementos del grupo. Estos métodos
se han optimizando en una serie de trabajos que presentaremos en las secciones siguientes.
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5. Idempotentes centrales - Enfoque Reciente

El cdlculo de idempotentes primitivos (centrales y no centrales) explicito en las secciones ante-
riores, tiene la desventaja de utilizar la tabla de caracteres (complejos) de un grupo G. Este pro-
cedimiento es poco éptimo para grupos de ordenes superiores. [JLP03] presentaron en el 2002 un
método para encontrar los idempotentes centrales de grupos nilpotentes. Posteriormente, en 2004,
[OdRS04] generalizaron este procedimiento para idempotentes centrales para una clase especial de
grupos, llamados monomiales y en 2010, [JOdR12] muestran expresiones para los idempotentes
centrales de cualquier grupo e idempotentes ortogonales primitivos (no centrales) de grupos nilpo-
tentes. En esta seccién comenzaremos introduciendo la notacién utilizada y mostrando los resultados
correspondientes a los idempotentes centrales. Para caracteres correspondientes a representaciones
inducidas, segiin la definicién 2.5 se utilizard la notacién x© para el caracter correspondiente a
la representacién inducida de H con caracter xy cuando H esté implicito. También utilizaremos la
notaciéon H9 := gHg™ 1.

Para H un grupo finito y K < H, denotaremos por Lin(H, K) al conjunto de caracteres lineales de
H cuyo ker es K.

Definicién 5.1. Sea p una C—representacién de G con caracter x. Diremos que x es un caracter
monomial si existen subgrupos H, K de G tales que x = ¢ para algtin ¢ € Lin(H, K). Un grupo
se dird monomial si todos sus caracteres irreducibles son monomiales.

Definicién 5.2. Un par de subgrupos (H, K) de G se dice un par Shoda si existe ¢ € Lin(H, K)
tal que ¢C es irreducible.

Teorema 5.3. (Shoda) Sea ¢ un caracter lineal de H < G, entonces ¢© es irreducible si y solo si,
para todo g € G — H existe h € H N HY tal que ¢(ghg™1) # ¢(h).

Corolario 5.4. (H, K) es un par Shoda si y solo si K<H, H/K es ciclicoy sig € G y[H,g|nH C
K entonces g € H.

La definicion de par Shoda esté claramente ligada a la teoria caracteres y, por lo tanto, la verifi-
cacion si un par de subgrupos es un par Shoda pasaria necesariamente por el computo de caracteres
irreducibles de G. El teorema de Shoda, sin embargo, nos da las herramientas para caracterizar
los pares que determinaran caracteres irreducibles y, a partir de esto, las herramientas para poder
identificar tales pares sin el calculo de caracteres.

Sea G un grupo finito, x un caracter irreducible (complejo) de G con e el idempotente central
que genera el dlgebra simple V' asociada a x y eqg el idempotente central primitivo asociado a pg.
Recordemos que las expresiones para estos dos idempotentes estdn dadas por:

= dmV) 5y (1)
Gl =
o = VS Tyt )
Gl
(2) la podemos reescribir como:
€eQ = Z g-e

oceGal(Q(x)/Q)
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El principal acierto demostrado en [OdRS04] consiste en mostrar que, en el caso que y es
monomial, el célculo del idempotente eg solo depende de los subgrupos (H, K) donde x = ¢C y
¢ € Lin(H, K). La demostracién tedrica que se presenta en [OdRS04] utilizara la tabla de carac-
teres del grupo para llegar a (2) pero en la préictica, la principal ventaja es que al encontrar eg se
presciende de la utilizacién de caracteres.

Comenzaremos fijando la notacion utilizada.

» Si H < G entonces H = IT%II > hem h- Notamos que H esun idempotente y es central si y solo
si H <(@.

» Para N <G, definimos (G, N) por:

N siN=G
e(G,N) = A 3
( ) { HM/NeM(G/N)(N*M) siN+#G
Si N = {1} denotamos €(G,1) = ¢(G).
donde M(G) = {H <G : H es minimal, no trivial}

s Sean H, K dos subgrupos de G, K < H y T un conjunto de representantes de las clases
laterales (derechas) de G/Ceng(e(H, K)) denotamos e(G, H, K) al elemento en QG:

e(G,H,K)=> eH K)'

Con esta notaciéon, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 5.5. Sea G un grupo finito, H un subgrupo de G, x un caracter lineal de H con kernel
K. 8ix%, el caracter inducido de x en G, es irreducible, entonces el idempotente central primitivo
de QG asociado a x© es:

[Ceng(e(H,K)) : H|
[Q(x) : Q(x“)]

Demostracién Ver [OdRS04][Teo. 2.1]

G = (G, H,K)

eq(x

El teorema anterior, nos dice que si y es monomial, entonces existe o € Q tal que eqg = a-e(G, H, K)

Es claro que si para ¢ € G — Ng(H),e(H, K)e(H,K)9 = 0 entonces e(G, H, K) es un idempo-
tente y v = 1.

Definicién 5.6. Un par (H, K) de subgrupos de G se dice que es un par Shoda fuerte si cumplen
i K <H<Ng(K)
ii H/K es ciclico y abeliano maximal en Ng(K)/K

ili para todo g € G — Ng(H),e(H,K)e(H,K)9 =0
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Proposicién 5.7. El par (H,K) es un par Shoda fuerte si y solo si (H,K) es un par Shoda, los
G—conjugados de e(H, K) son ortogonales y H < Ng(K)

Demostracién Ver [OdRS04][Prop. 3.3] Notemos que, en tal caso, ademés e(G, H, K) es un idem-
potente central primitivo.

Corolario 5.8. Sea (H, K) un par de subgrupos de G que satisfacen las condiciones
a) KISHAG
b) H/K es ciclico y subgrupo abeliano maximal de Ng(K)/K.

Entonces, (H, K) es un par Shoda fuerte.

ObservaciénUn par Shoda fuerte no necesariemente cumple las condiciones a) y b)

Si G es un grupo finito y E el conjunto de idempotentes centrales primitivos de QG, consider-
emos

E, = {a-e(G,H,K)€ E: (H,K)es un par Shoda}

E, = {e(G,H,K)e E:(H,K)es un par Shoda}

Es = {e(G,H,K) € E: (H,K)es un par Shoda Fuerte}

E, = {a-e(G,H/K)c E: (H,K) Satisfacen las condiciones del corolario 5.7}

entonces, £y C E3 C Ey C Ey. Todas estas inclusiones son estrictas y en [OdRS04][Ej. 5.2-5.5] se
muestran contraejemplos para cada una de ellas.

Hasta ahora, tenemos una forma explicita de calcular los caracteres monomiales de un grupo
finito G, esto puede parecer a primera vista limitado, sin embargo esta idea se puede extender
a cualquier grupo finito haciendo combinaciones lineales racionales de elementos e(G, H, K) para
pares Shoda (H, K).

Definicién 5.9. Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G, diremos que H es un subgrupo
elemental de G si es producto directo de un subgrupo ciclico y un p—grupo para algin primo p.

Teorema 5.10. (Brauer) Si x es un C—caracter irreducible de G, existen enteros {a;} tales que
X=>, ainG donde los x}s son caracteres lineales de subgrupos elementales de G.

Utilizando el teorema de Brauer, podremos calcular directamente los idempotentes centrales de
cualquier grupo, no solo de grupos monomiales. Antes de continuar con esto, podemos entregar
un poco més de informacién sobre qué tipo de grupos son monomiales fuertes, es decir, todos sus
idempotentes centrales son de la forma e(H, K) para (H, K) un par Shoda fuerte.

Recordemos que un grupo G se dice soluble si existe una cadena de subgrupos de la forma

{1} = Go <Gy <... <Gy, = G tales que G;/Gj41 es abeliano. Si estos cuocientes son ademds
ciclicos y cada G; < G, el grupo se dird supersoluble.
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Definiciéon 5.11. Un grupo G se dice abeliano por supersoluble si tiene un subgrupo normal H
abeliano tal que G/H es supersoluble.

Directamente de la definicién, tenemos que los grupos elementales son abelianos por supersolubles.

Teorema 5.12. [OdRS04][Teo. 4.4] Si G es abeliano por supersoluble (A<G : G/A es supersoluble)
entonces los idempotentes centrales primitivos de QG son de la forma e(G, H, K) para cierto par
Shoda fuerte (H, K).

Teorema 5.13. [JOdR12][Prop. 3.2] Sea G un grupo finito de ordenn y x un caracter irreducible de
G con idempotente central asociado e. El idempotente central que genera el QG—mddulo irreducible
asociado a x es de la forma

_ x(1) a; W) Ve e
€Q = [Q(wn) : Q} Z [G : Ci] [Q( n) . Q(¢z)] (G, H“KZ)

i

donde x =), aigbiG es la descomposicion del teorema de Brauer con enteros a;, subgrupos elemen-

tales H; y tal que ¢; € Lin(H;, K;).
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6. Producto Cruzado y Algebra de Cuaternios

El objetivo que viene es descomponer los idempotentes centrales en idempotentes primitivos or-
togonales, para esto serd necesario introducir dos estructuras algebraicas: el Algebra de Cuaternios
y el Producto Cruzado.

Si K es un cuerpo y G un grupo finito, hemos definido KG como los elementos de la forma

D 9

geG

donde para g € G, a4 € K.

En esta seccién, construiremos un &algebra llamada producto cruzado que, en cierto sentido, es
una generalizacién del algebra de grupo.

Para G un grupo finito, K un cuerpo, sea U = {u, : ¢ € G} un conjunto de simbolos indexa-
do por los elementos de G. Consideremos el espacio vectorial con base los elementos de U

KxG = Zagug:agéK
geG

con la accién natural de K por la izquierda es un espacio vectorial de dimensién |G|, igual que
el dlgebra de grupo. Si a : G — Aut(K) y 7 : G x G — K* son funciones, podemos considerar
la accién de K por la derecha en K * G dada por g - k = «o4(k)g y extenderla linealmente a todo
K x G, ademés podemos definir un producto en K « G dado por ug - up = 7(g, h)ugn y extenderlo
distributivamente sobre K x G. Con estas operaciones tenemos que si el dlgebra definida con este
producto es asociativa, la llamaremos producto cruzado y se denotard K % G

Observaciénes
» Si7(g,h) =1y a=id tenemos el dlgebra de grupo definido en las secciones anteriores.

» Existen definiciones més generales sobre producto cruzado, por ejemplo, al considerar K como
un anillo unitario.

= Si « es inyectiva, podemos identificar G con Gal(K/F) para algin cuerpo fijo F', en este caso
al producto cruzado K+ G lo denotamos (K/F,7) y lo llamaremos producto cruzado cldsico

Los dos lemas que se presentan a continuacién, nos servirdn posteriormente para caracterizar las
algebras simples de cierto tipo de grupos.

Lema 6.1. Si K es un cuerpo de caracteristica cero, el producto cruzado cldsico con torsion trivial
(K/F,1) es isomorfo al dlgebra de matrices M,,(F') donde n = [K : F], por lo tanto un conjunto
completo de idempotentes primtivos ortogonales de (K/F,1) tiene n elementos.
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Lema 6.2. [JOdR12][Lema 4.1] Si A = (K/F,1) es el producto cruzado con torsion trivial con
K wun cuerpo de caracteristica cero, entonces un conjunto completo de idempotentes primitivos
ortogonales de A se obtiene al conjugar e = deGal(K/F) g por elementos x1,...,x, € K tales que

TTK/F(:vixjfl) =0.

Definicién 6.3. Si K es un cuerpo, denotaremos por H(K) a la K —4lgebra formada a partir del
K —espacio vectorial con base {1,i,j,k} donde i? = j2 = k? = —1 y ij = —k, ji = k.

Definicién 6.4. Diremos que el dlgebra de cuaternios H(F') se descompone si H(F) = My (F)

Observacién En general, si F' es un cuerpo, el dlgebra de cuaternios H(F') o es un élgebra de
division o se descompone.

Lema 6.5 ([JOdR12]). [Lema 4.4] Sea K un cuerpo de caracteristica cero. El dlgebra de cuaternios
H(F) se descompone si y solo si existen x,y € K tales que 2> +y? = —1. En tal caso, 1(1+zi+yj)
Y %(1 — xi — yj) forman un conjunto completo de idempotentes primitivos de H(F). Mds ain, si
denotamos w, como una raiz n—ésima primitiva de la unidad y consideramos K = Q(wy,, wan +
w;nl), se tiene que H(K) se descompone si y solo si m # 1 y bien n > 3 o el orden multiplicativo
de 2 mddulo m es par.
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7. Idempotentes primitivos ortogonales

Hasta ahora se han entregado expresiones explicitas de los idempotentes centrales primitivos
racionales asociados a cualquier caracter monomial. El paso siguiente consiste en caracterizar las
algebra simples que generan estos idempotences centrales lo que nos llevara, ademas, a expresiones
para los idempotentes que generan los QG—méddulos irreducibles. En esta seccién mostraremos los
resultados que existen para grupos nilpotentes.

Sea G un grupo nilpotente, en particular G es abeliano por supersoluble, por lo tanto por el
teorema 5.9 tenemos que los idempotentes centrales de QG son de la forma e = ¢(G, H, K). En esta
seccién nos ocuparemos de descomponer el algebra simple QG - ¢ en QG—mddulos irreducibles, lo
que se hard mediante la descomposicién de e en idempotentes primitivos ortogonales. Para mostrar
esto, comenzaremos con un caso particular para luego mostrar como se extiende a cualquier grupo
nilpotente.

Proposicién 7.1. Sea (H, K) un par Shoda fuerte y sean h = [H : K|, N = Ng(K), n =[G : N],
aK un generador de H/K. Entonces se tienen los siguientes isomorfismos:

QGe = Endoc(QGe) = M, (Endgc(QGe)) = M, (eQGe) = M,,(QNe) = M, (Q(wia:x)) *7 N/H)
donde la accion o y torsion T estdn dadas por

JnH(w[H:K]) = (“J{H;K]a s (aK)nH = (U’K)j

T(niH,noH) = w{H:K] sinina K = hin; K
para algin conjunto fijo {n;}; de representantes de clases laterales de N/H.

Los primeros dos isomorfismos provienen del teorema de Artin-Wedderburn (Teorema 2.13), el
tercer isomorfismo del lema 2.14, la igualdad que aparece a continuacidn es debido a que si g ¢ N
entonces €-g-€ = gg~'-ege = g-€%¢ = 0 ya que (H, K) es un par Shoda fuerte, finalmente el iltimo
isomorfismo se obtiene considerando la funcion

p:QN-¢ — Qw)*? N/H=QH - -ex? N/H

an-€¢ — w(Hn)

y extendiéndola linealmente sobre todo QN - €. En este caso, dado que H es normal en N, repre-
sentamos los elementos de N como an donde n es un elemento de un conjunto de representantes
de las clases laterales de N/H.
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Observaciones

= El dltimo isomorfismo estd definido para an - € y luego se extiende linealmente donde n
pertenece a un conjunto de representantes (fijo) de clases laterales de N/H. Fijemos {n;}; un
conjunto de representantes de N/H, entonces ¢(n; - nj) = ¢(h° - ny) = h¢p(n) = w® - Hny
para ciertos s y ¢, en particular si H tiene complemento en N tendremos n; - n; = n; y la
torsién sera trivial.

» La accién de N/H es fiel sobre Q(wy) luego Q(wp) *2 N/H = (Q(wp)/F,7) donde F es el
centro del dlgebra.

Corolario Sea G un grupo tal que (H, 1) es par Shoda fuerte y H es subgrupo (ciclico) abeliano-
maximal de G, entonces QG -e = Q(wp) *2 G/H = (Q(wp)/F, ) donde F es el cuerpo fijo por G/H
¥y, por lo tanto [Q(wp) : F] =[G : H]

Lema 7.2. Sea F un subcuerpo de Q(w,) tal que w, € F yw!, ¢ F coni=1,...,p" —1yws € F
si p =2 entonces Tro,)/r(w)) = 0.

El primer acercamiento hacia los grupos nilpotentes se hara a partir de los p—grupos para los
cuales (H,1) es un par Shoda fuerte. Con esto, el primer paso consiste en caracterizar los grupos
con tales caracteristicas. La demostraciéon directa de la construccién de idempotentes primitivos
ortogonales para grupos nilpotentes se encuentra en [JOdR12][Teo. 4.5], acd se desarrollard més la
demostracién separandola directamente por casos e intentando dar mas detalles de su construccién.

Lema 7.3. [JOdR12][Lema 4.3] Sea G un p—grupo que tiene un subgrupo H =< a > <G abeliano
mazimal en G, si denotamos vy(x) como la mayor potencia de p en la descomposicion prima de
T € Z, para p € Z primo, entonces G es isomorfo a alguno de los tres grupos siguientes.

» P =<a,b:a”" = = 1,b-lab=a" >
convp(r—1)=n—kop=2yr#1 (modd).

» Pp=<a,b,c:a® = p2' = A bc=chb,b tab=a",clac=a"1 >
conr =1 (mod4).

» Py=<a,b,c:a® = p2" = 1,¢2 = a2"71,bc =chblab=a",clac=a"' >
conr =1 (modd).

Observaciones
= El tnico caso impar corresponde a P; con v,(r —1) =n — k.
s Los grupos P y P, corresponden a los casos en que H tiene un complemento en G.

Utilizando lo anterior, mostraremos los idempotentes primitivos para estas clases de grupos.

Sea G un p—grupo y < a >= H < G un subgrupo de G tal que (H,1) es un par Shoda fuerte.
Notemos que por ser (H,1) un par Shoda fuerte, H es un subgrupo ciclico y abeliano maximal
en GG por lo tanto cumple las condiciones del teorema 7.2 lo que significa que es del tipo Py, Py
o P3. En este caso tenemos que e = e(G, H, K) definido en las secciones anteriores se reduce a
e = ¢(H,K) = ¢(H,1) = e¢(H), por lo tanto estamos buscando idempotentes primitivos en el
dlgebra simple QG - € =2 Q(w) x> G/H.
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1. Supongamos que G es del tipo P; o Ps, es decir H =< a > tiene un complemento M =< b >,
es decir, [ HNM|=1yG=HM = MH.
En este caso tenemos que 7 es trivial, por lo tanto si denotamos w a una rafz |H|—ésima
primitiva de la unidad tenemos que QH - ¢ = Q(w) vy, usando la proposicién 7.1 y el lema 6.1,
tenemos

QG- e =2 Q(w)+{ G/H =M, (F)
donde F' es un cuerpo isomorfo al centro de QG- e y de esta forma, por la caracterizacién de los
idempotentes primitivos ortogonales de Q(w) x¢ G/H tenemos que M - € es un idempotente
primitivo de QG - € y para completar el conjunto de idempotentes primitivos ortogonales
debemos encontrar elementos {x1, ....,z,} C Q(w) tales que TrQ(w)/F(mixj_l) =0 (sii# j)
donde F es el centro de Q(w) *§ G/H. Por lo tanto, nuestra primera tarea serd encontrar el
centro de Q(w) ¢ G/H. Como la torsién es trivial, el centro F' serd un subcuerpo de Q(w)
fijo por G/H, por lo tanto tenemos [Q(w) : F] =[G : H| y, como en este caso G/H = M el
centro de QG - € debemos adjuntar a Q los elementos de H fijos por la conjugaciéon de M.
Dado el isomorfismo anterior, identificaremos w con a y llamaremos Q(a) a la preimagen de

Q(w) en QG - e.

1.1 Supongamos el primer caso de G = P4, es decir, v,(r — 1) = n — k. En este caso notemos
que b~1a?'b = a®") = " (yaque r —1 = p" % .5 con (s,p) = 1). Ademss, [Q(a) :
(@(apk)] =[G : H] = p* y tenemos el cuerpo que querfamos més atin si p = 2 entonces
b 1a?" Ch = a7 y, dado que r = 1 (mod 4), tenemos que wy € F. Con esto tenemos
las condiciones del lema 7.2 y nuestro conjunto conjugador puede ser {1,a,a?, ..., apkfl}

1.2 Supongamos que G = Py perop =2y r Z 1 (méd 4) (wg = a2’ ¢ F) y, por lo tanto,
F(a®"") es la tinica subextensién de Q(a)/Q(w,) de indice [G : H]/2 = 2+=1.

2n7k

Q

k—1 k—1
Tomamos entonces T = {1,a,a?,....,a> ~1YU{wy,wsa,wsa?,...,wsa® ~'}. Notamos
b b) b) b) b) A b) ) 74
ue si z,y € T entonces x -y~ es de la forma wi', o/ o wi'at’ para algtin j y, dado
9 4 4 y7

que F es real, Tro/r(a’) = Troa) r(ws) = Tro)r(a’ws) =0

Por lo tanto, el conjunto T es el conjunto buscado del Lema 6.2

1.3 Supongamos que G = P, entonces tomando el mismo argumento anterior de las trazas,
ok | ok . . . .
dado que F' = Q(a® +a~?") es real, podemos considerar el siguiente conjunto conjugador
k n—2 n—2 n—2 n—2 k
{1,a,a?,...,a%> 71 a? a? “a,a? a2, ...,a*" a1}

)
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En resumen, este primer caso lo podemos sintetizar en la siguiente proposicién:

Proposicién 7.4. Si G es del tipo Py o Py y (H, 1) es un par Shoda fuerte de G, con dlgebra
simple asociada QG - € entonces, con la misma notacion utilizada hasta ahora:
® QG - e =M, (F) donde F es el centro de QG - €
F =Q(a*) en el caso que G=P; yvp(r—1)=n—k
e SiG=P,p=2yr#£1 (mod4) o G=Ps, entonces wy ¢ F.

o Me es un idempotente primitivo de QG - €

e Un conjunto completo de idempotentes primitivos tendrd p* elementos en el caso de que
G = P, y 281 elementos cuando G =2 Ps.

e Un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales de QG - € consiste en con-
Jjugar Me por
o {1,a,d?, ..., apkfl} stvp(r—1)=n—k
2 2k71_1 on—2 on—2 2 on—2 2k'71_1 on—2 .
o {l,a,a?,...,a tu{l-a ,a-a ,a’ - a ) -a tsip=2y
r#1 (mod 4).

k n—2 n—2 n—2 k n—2 . N
o {l,a,a? ....a®> 1}U{l-a®>" ",a-a® ,a%-a*" ,..,a*> '-a® "} siG =P

2 Si G es isomorfo a P3 entonces el centro de QG - e es Q(agk + a_Qk). En este caso no podemos
utilizar el lema 6.2 ya que la torsién no es trivial. Analizamos la estructura de (dA))QG(dA)).
Primero notamos que eb es un idempotente (en cierto sentido més pequerio que €, ya que gen-
era una sub QG - e—dlgebra), por lo tanto, por el lema 2.16, Endga(QG - el;) o~ (GB)QG(eI;) =
bQ <a,c>eb=F+F-a2 "+ Fc+ F(a® "¢) 2 H(F) que, como F es real, es un 4lgebra
de divisién y por lo tanto QG - eb es irreducible y eb es un idempotente primitivo.

Proposicién 7.5. Si G es del tipo P3 y (H,1) es un par Shoda fuerte de G, con dlgebra
simple asociada QG - € entonces, con la misma notacion utilizada hasta ahora:

e QG - €~ My (H(F)) donde F = Q(a®" + a~2")

o be es un idempotente primitivo de QG - €.

e Un conjunto completo de idempotentes primitivos de QG - € consiste en conjugar be por
{1,a,ad?, ..., a2k_1}

La caracterizacién anterior muestra las bases de cémo encontrar idempotentes primitivos en p—grupos
en los cuales (H, 1) es un par Shoda fuerte. Esta aplicacién directa quedard més clara con el siguiente
lema:
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Lema 7.6. Sea (H,K) un par Shoda fuerte de N entonces QNK =~ Q(N/K)

Demostracion

Consideremos el homomorfismo natural

wr : QN — Q(N/K)

y tenemos que ker(wy) = QN (1 — K) y, por lo tanto, QNK = QN/(1 — K) = Q(N/K).

A partir de todo esto, el cdlculo de los idempotentes primitivos de un grupo p—grupo se reduce
a los siguientes pasos

i)

ii)

iii)

iv)

v)

vi)

Encontrar los pares Shoda (H;, K;), cada uno de estos pares Shoda generard un idempotente
central que se decompondrd en los siguientes pasos. Fijando 4, trabajaremos con (H, K) un
par Shoda fuerte.

Identificar N = Ng(K) y T un conjunto de representantes de las clases laterales de G/Ng(K).
Recordemos que, por la definicién de par Shoda fuerte, H < N.

En estos momentos, e(N,H,K) = ¢(H,K) es un idempotente central de QN. Definimos
G' = N/K y H = H/K y ahora tenemos que e¢(H’,1) es idempotente central de G’, que
también es un p—grupo.

Encontramos la descomposicién de e(H’,1) = ¢(H’) en idempotentes primitivos ortogonales
{f!}i segin lo descrito en el Teorema 7.3.

Via el isomorfismo QN K 22 Q(N/K), encontramos la pre imagen f; de cada f}.

Un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales para el par Shoda fuerte (H, K)

de G serd {>,cp fl}i-

Consideremos ahora el caso nilpotente general en el cual los pares Shoda fuertes son de la forma
(H,1) para subgrupos ciclicos abelianos maximales H.Ademds de esta condicién, en lo que sigue de
esta seccién, G es un grupo nilpotente y G = Go X G, X ... x G, = G2 X G serd la descomposicién
de G, primero en p—grupos, y luego en un 2—grupo maximal y su complemento.

Lema 7.7. Si G es un grupo nilpotente con (H,1) un par Shoda y H; la proyeccion de H en G,
entonces

e(H) =] e(H)

i

Corolario 7.8. Con la misma notacion del lema anterior,

QGe(H) = (R) QGe(H;)
Q

Lema 7.9. Si G es un grupo nilpotente, (H, 1) es un par Shoda fuerte de G si y solo si (H;, 1) es
un par Shoda fuerte de G; donde H; denota la proyeccion de H en G;.
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Si G es un grupo nilpotente, de orden impar y (H, 1) es un par Shoda fuerte, entonces G = G, x
...X G, donde (2,p;) =1y tenemos (Hy,1), ..., (H,, 1) pares Shoda fuertes en G,,, respectivamente.

Ademés, cada G, es un P—grupo del tipo 1.1 (que es el tnico caso impar) por lo tanto, cada
[G:H,] .,
QGe(H;) = Mg,.m,(Q(a? " )) donde a; es el generador de H; segin la presentacion del grupo

isomorfo a P;. Con esto 1ltimo obtenemos que

kq kp

QG e = M (Qar' ) ®g - ®g M (Qar" )

= g (@ o)

del punto de vista de los QG—méddulos, tenemos

QG-¢e = QG -e1®y QG- -e®gy .. ©QG €,
f1 f2 fr
3 R
f‘l ;2 f;_lr
k"lfl ko—1 ]%7,_1
. 5’ S
donde f; = bje; y cada columna (no necesariamente de los mismos largos) corresponden a los

idempotentes primitivos de cada p;—grupo. Como f;“ = f;j si s # j al considerar los productos de
un idempotente primitivo por factor podemos tomar los elementos de la forma (fy - ... - fr)“J donde
Aa=ay -y j=0,.,pP R ke (5=0,.,[G: H] - 1).

T

Si G es un grupo nilpotente cualquiera G = G,, X Gp, X ... X G, , donde esta vez agregamos
Gp, que es el 2— grupo de G, nuevamente tendremos la situacién

I, p (@ (wnip?jrki)) ®q QG - €

Si G, solo contiene grupos del tipo P; o P, entonces estamos en el mismo caso de antes, tendremos
un anillo de matrices sobre un cuerpo y nuestro conjunto conjugador serd {a’}. Si estamos en el
caso Py, tendremos que QG - g = H(F) con F = H(a5 + a5 ") y por lo tanto,

QG -e=M

k _ok\\
QG- e =My e (@ (o v ) @0 Mg (Ba® +07)) = Migean 2 (E(F))
donde F' = Q(wy,, won—r + w;},k). Si H(F') es un anillo de divisién el mismo conjunto de idempo-
tentes primitivos servird (conjugar por a’), sin embargo si no (es decir el dlgebra de cuaternios se
descompone) los idempotentes encontrados no serdan primitivos y debemos descomponer multipli-
cando por los idempotentes primitivos de H(F') segin el lema 6.5.

Con todo lo anterior, podemos enunciar el siguiente teorema presentado [JOdR12] en cuya de-
mostracién se basa en la explicaciéon entregada:
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Teorema 7.10. Sea G un grupo nilpotente y (H, K) un par Shoda fuerte de G. Sean e = e(G, H, K), e =
e(H,K),H/K =<a >N = Ng(K) y sean No/K y Hy/K =< @y > (respectivamente Ny /K y
Hy /K =< ay >) las 2—partes (respectivamente las 2'—partes) de N/K y H/K respectivamente.
Entonces < @y > tiene un complemento ciclico < by > en Ny /K.

Un conjunto completo de idempotentes primitivos de QG - e consiste en los conjugados de b;rﬁge
por elementos de ToToTg /N, donde Ty = {l,agr,...,a[QJ,V2“H2']_1}, Ta/n muestra un conjunto de

representantes de clases laterales izquierdas de N en G y (B2 y 1o estan dados de acuerdo a los
siguientes casos:

(1) Si HyJK tiene complemento My/K en NoJ/K entonces 3 = M. Mds ari, si My/K es ciclico
entonces eziste by € No tal que No/K estd dado por la siguiente presentacion:

R L by _ —
<a2,b2a§ = by 1,a§2ag>

y st Mo /K no es ciclico, entonces existen by, co € Ny tales que No/K estd dado por la siguiente
presentacion:

k —
— T =2" 72 2 b _¢ 1 7 =
<a2,b202|a2 =b, =6 =1a=a3 =a, ,[b2,02] = 1>

conr =1 (mod 4) (o0 equivalentemente, a2 es central en No/K. Entonces

. k__ . _on—2 g
(i) Ty = {1,a2,03,...,a5 ~'}, sia3  es central en No/K y My /K es ciclico;
n—2 27241
on ,a?

k_ n—2 ok
(ii) Th = {1,a2,a§,...,a§ 1 a ,...,ag 2711 en otro caso.

(2) Si Hy/K no tiene complemento en N/ K entonces existen ba, ca € No tales que No/ K estd da-
do por la siguiente presentacion

_ n ok et 7 _ _
<a2,b2,<:2|a§ b, =l @=a) ap=ayar =a,",[by 2] = 1>
conr =1 (mod 4) y definimos m = [Ho : K|/[No : Ho]. Entonces

(i) B2 = by y Ty = {l,ag,ag,...,agk_l}, st Hy = K o el orden de 2 mddulo m es impar y
n—k<2y

-2 n—22
g ~ 142a2” T 4ya?" e 2 2k _1 2 2k 1
(ii) B2 = by 2 y Ty ={1,a9,a3,...,a5 ,cCa,02C2,a5C2,...,a5 C2} con

[Ny/:Hy]
2/

2k —2k
z,y €Qla ,ay +ag

satisfaciendo (1+2%+y?)e = 0, si Hy # K y el orden de 2 médulo m es par o n—k > 2.
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8. Ejemplos

En los siguientes ejemplos, se aplicaron los métodos mostrados en esta tesis y que sirven para
ver de forma mas evidente la forma en la cual se utilizan los teoremas y cémo lucen usualmente
los idempotentes primitivos. Los primeros cuatro ejemplos corresponden a los casos més simples,
p—grupos segun la clasificacién del teorema 7.3 en los cuales se muestra un par Shoda fuerte de la
forma (H,{1}) y sus idempotentes primitivos asociados, mientras que en el dltimo consideramos el
producto directo del grupo ciclico de 9 elementos con el grupo diedral de 8 elementos, se calcula un
conjunto completo de idempotentes centrales para luego descomponerlos en idempotentes primiti-
vos ortogonales.

Los ejemplos fueron construidos con una rutina creada en [STYY] en las cuales esencialmente
se siguieron los mismos pasos descritos a continuacién del Lema 7.6 para utilizarlos computacional-
mente:

= Descomponemos G en sus p—grupos Gi,Go,...,G, y trabajamos con cada uno de ellos por
separado.

= Se generan los pares Shoda fuertes de G; utilizando el paquete Wedderga [CKO109]

» Para cada par Shoda fuerte (H, K) de Gy, se calcula N = Ng(K), en este momento (H, K)
es un par Shoda fuerte de N

» Se definen los grupos G’ = N/K y H' = N/K, ahora (H’,{1}) es un par Shoda fuerte de G’
» Se identifica, segin la clasificacién del teorema 7.3, que tipo de grupo es G’.

= Segun el tipo de grupo P, P» o Ps, se calculan: un idempotente primitivo de QG - € (M €
en los casos P y P» y €b en el caso P3 segin la notacién de la pdgina 23)y un conjunto
conjugador también descrito en la pagina 23 segin sea el caso.

= Via el isomorfismo QNK = Q(N/K) calculamos las preimagenes de los idempotentes gene-
rados en el paso anterior, digamos {f;}

» Tomamos un conjunto 7" de representantes de clases laterales de G/N y con cada f; del paso
anterior, generamos los idempotentes primitivos para G; de la forma } , . g

= Con esto tenemos un conjunto completo de idempotentes primitivos de GG;, que corresponde
a los primeros 4 ejemplos ya que son p—grupos. En el caso méas general (calculado de forma
expléita en el ultimo ejemplo) se escoge un idempotente primitivo de cada p—grupo y se calcula
el producto generando un conjunto completo de idempotentes. En el ejemplo mostrado estos
idempotentes son primitivos ya que, siguiendo la notacién de la pagina 26, H(F') es un algebra
de divisién por lo tanto no se separa.
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1. Grupo de orden 81 del primer caso del tipo P; segun el teorema 7.3
Gi1 =< a,bb®, b ab = a'® >

Tomando Hy; =< a > <G tenemos que el par Shoda fuerte (Hip, {1}) genera tres idempo-
tentes primitivos:

1

et = 5(2 —b—ab ta'b— bt + 207 ba —abaT'b —ab ta™! — aba! 4 2a7'h 7 a)
1

exl = 5(2 +2b—ab ta b+ 207 —atba —aba bt —ab taTt —aba™! — a7 b ta)
1

ext = 5(2 —b—abta'b—b"t —a"tba — aba b + 2ab " ta "t 4+ 2abat —a b a)

2. G135 es del segundo tipo de grupo P, de orden 64, dado por la presentacién:

Gia =< a,bb*,a*" b~ ab = a® >

En este caso (Hyz,{1}) es un par Shoda fuerte con His =< a > <G.
Este par Shoda fuerta genera cuatro idempotentes primitivos ortogonales:

1
e;? = g(l — b —b?ab*a "t +ab’a Tt —a*b+aPh T 4 a2 - b a7 ?)
1
ex’ = (1 =0 =bab*a "t +ab’a Tt +a*b—a*b ! —ba T2+ b ta?)
1
ex? = §<1 + b4+ 0 —bab?a P+ b — b tab?a! — ab®a”t — bab®a )
1
e? = g(l —b+b* —b*ab*at — b + b tab?a T — ab*at 4 bab®at)

3. Grupo del tipo P, segun el teorema 7.3 de orden 32.

1

Gy =< a,b,cla®, ¢, b*,be = cb,b"tab=a’, c tac=a""' >

tomando el subgrupo Hy =< a > <G tenemos que (H, {1}) es un par Shoda fuerte que genera
4 idempotentes primitivos ortogonales

1

2 = —(1-b—a'—d’+a*+ a®bc+ abc — abbe))
1

e% = “(1-b- a* + a’c + a*b — a’be — a60+aGbc))
1

e% — g(1—|—c—&-b—a4—|—bc—a40—a4b—a4bc)
1

ei — §(1+c+b—a4—bc+a4c—a4b—|—a4bc)
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4. El tltimo ejemplo de p—grupo segiin la clasificacién del teorema 7.3 (del tipo Ps) es

1

— 5 — —
Gs =< a,b,c|a8,b2,c2:a4,bc:cb,b tab=da® ctac=a""t >

Con H3 =< a > <G, en este caso, (Hs, {1}) es un par Shoda fuerte que genera dos idempo-
tentes primitivos ortogonales:

1

el = Z(1+b—02—a4b)
1

es = Z(l—b—02+a4b)

5. Finalmente, sea G =< a,b,c : a®> = b? = ¢ = 1, (ba)*,bc = cb,ac = ca >= Zg x Dy. G es
un grupo nilpotente de orden 72. En este caso, se calcularon los pares Shoda fuertes (H, K)
utilizando el paquete [CKOT09] de GAP y a partir de ellos se creo una rutina en Sage [STYY],
la cual puede ser solicitada al autor, para calcular explicitamente los idempotentes primitivos
asociados a cada par.

Cantidad de representaciones complejas irreducibles: 45
Cantidad de representaciones racionales irreducibles: 15

En este caso tenemos 15 pares Shoda donde cada uno de ellos genera un idempotente central
(racional). Para expresar los idempotentes consideramos QG como Q espacio vectorial con el
siguiente ordenamiento de G como Q—base de QG:

{1,b,a,c?, (ab)?, ¢ 73, ba, bc?, aba, be™3, ac?, bab, ac™3, ¢, (ab)*c?, ¢ 71, (ab)?c ™3, ¢3, bac?, ab,
bac™3,bct, abac®, be™ 1, abac™3,bc3, act, babc?, ac™t, babe =3 acd, (ab)?ct, ¢, (ab)?c ™1, ¢4,
(ab)2c3, bact, abc?, bac™t, abe™3, bac®, abac*, be, abac™t, be™4, abac?, babct, ac, babe ™, ac™4,
babc?, (ab)?c,c2, (ab)?c™*, abc?, bac, abc™t, bac™*, abc®, abac, be ™2, abac™, babe, ac™2,

babc™*, (ab)*c™2, abe, bac™2, abc™*, abac™2, babc™2, abc ™2}

)

Con esta base, tenemos las coordenadas de los 15 idempotentes centrales de QG, cada uno
de ellos generado por un par Shoda fuerte (H, K)

32



€o

€1

€2

€3

€4

€5

€6

er

€g

€9

1

= (L1 1)

% -(1,-1,-1,1,1,1,1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,1, — 1,
-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, -1, -1, — 1,
-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,1,-1,-1, -1, -1, 1,1

) ) )

1,1,1,1,—-1,-1,1)
1
—(1,-1,1,1,1,1,—-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,1, -1, 1,1, -1

z21,—1,—1,—1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,—1,—1 1,-1,-1,-1,-1, -1,
1,-1,1,1,1,1,1,1,1,1, -1, -1, -1, -1, —1,-1,-1,-1,1,1,1,1, -1,
~1,-1,-1,1,-1)
%(1,1,—1,171,1,—171,1,1,—17—1,—171,1,171,17—1,—17—1,1,171,
1,1,-1,-1,-1,—1,-1,1,1,1,1,1, -1, -1, -1,-1,-1,1,1,1,1,1, -1,
-1,-1,-1,-1,1,1,1,-1,-1,-1,—-1,-1,1,1,1, -1, -1, —1,1, -1, -1,
~1,1,-1,-1)

1

i(Qv 27 23 _17 27 23 27 _17 27 23 _17 27 23 _17 _13 _]—v 27 27 _]—, 27 27 _]-» _]-7 _]-»

2,2,—1,-1,-1,2,2,-1,-1,-1,-1,2, -1, -1, -1,2,2,—1,-1,-1,-1,2,
-1,-1,-1,-1,2,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,2,-1,-1,-1,-1,-1, -1, -1,
~1,-1,-1,-1,-1,-1)

1

5(47 Oa Oa 47 747 43 07 07 07 07 Oa 07 07 47 745 4’ 747 43 07 07 Oa Oa Oa 07 07 Oa Oa Oa 07

Oa 07 _47 4) _47 47 _4a 0, 07 07 Oa 0; 0, 07 07 Oa 07 0, 07 07 Oa 07 _47 43 _4, 07 07 Oa O» 07
07 07 07 07 Oa 07 747 07 Oa Oa 07 07 O)

1
5(27 72; 727 71; 2, 27 27 ]-a 72> 723 1; 727 72; 717 71; 717 27 23 717 27 23 1; 1,

1,-2,-2,1,1,1,-2, -2, —-1,-1,-1,-1,2, -1, -1,-1,2,2,1,1,1,1, -2,

) ) ) )

) ) ) )

1,1,1,1,-2,-1,—-1,-1,—-1,-1,-1,-1,2,1,1,1,1,1,1,—1, 1,1, —1,1,1,—1

) y =

1
i(Qv _2a 2, _]-7 2; 2» _27 13 _27 _23 _]—v 27 27 _]-, _]-7 _]-7 27 27 ]-a _27 _2a 1; ]-, ]-7

—2,-2,-1,-1,-1,2,2,—-1,-1,—-1,-1,2,1,1,1,-2,-2,1,1,1,1, -2, -1,
~1,-1,-1,2,—-1,-1,-1,1,1,1,1,-2,1,1,1,—-1,—-1,-1,—1,1,1,1,1,-1,1)

1
75 (22,-2,-1,2,2,-2,-1,2,2,1,-2,-2,-1,~1,~1,2,2,1,-2,-2, -1, -1,

_17 27 27 17 1) 17 _27 _27 _17 _17 _17 _17 27 13 17 1) _27 _25 _17 _1a _17 _1a 27 17 13

1,1,-2,—-1,-1,-1,1,1,1,1,-2,—1,-1,-1,1,1,1,—1,1,1,1, -1, 1,1)
1
5(67 67 63 07 67 _3a 67 Ov 67 _3a 07 67 _3a 07 Ov 07 _3a _37 07 63 _37 07 07 07 _37 _3a 07
0) 07 _3a _37 07 07 Oa 0) _37 Oa 07 0) _37 _35 07 07 Oa 07 _37 07 Oa 0) 07 _3a 07 07

0,0,0,0,0,-3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
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1
€0 = 5(8707()’ _47_8a8a0707070a070707 _4a4a _47 _85870707Oa0507070a0a0507070a
07 45 747 47 745 787 Oa 07 07 07 07 Oa Oa 07 07 07 Oa Oa 07 07 07 4a 747 47 Oa 07 07 07 07 Oa 07 07
0,0,0,4,0,0,0,0,0,0)
1
€11 = 5(67 _6a _67076a _376707 _6a3707 _67370707()’ _37_3a0567_3a050707373a
07 Oa 07 37 37 07 Oa 07 07 733 Oa 07 07 733 737 07 Oa Oa 07 37 07 Oa Oa 07 37 07 Oa Oa 07 07 07
0,-3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
1
€12 = 5(67 76,650767 735 76707 76737076a 7370707()’ 737 73,05 76737070707373a07
07 Oa 737 733 07 0, 07 07 737 07 07 Oa 3; 37 07 07 Oa Oa 3, 07 07 Oa Oa 737 07 Oa 07 0> 07 Oa
0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
1
€13 = 5(6767 7650767 733 7670763 73707 7633’070703 737 73305 76737030707 733 737
0,0,0,3,3,0,0,0,0,-3,0,0,0,3,3,0,0,0,0,-3,0,0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,3,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
1
ers = ==(24,0,0,0,—24,-12,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,12, —12,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,

72
0,0,0,0,0,0,12,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0)
Los idempotentes es, €10, €14 no son primitivos, estos se descomponen en f51 + f52, fio,1 +
f10,2, fia.1 + fia,2 respectivamente:
1

€5 = 772(27072;27_27270707070727_272727 _2727_2u270707070’070707072’_2727 _2’

27 _27 23 _25 27 _2a 0) 07 07 Oa 07 0) 07 07 07 07 _27 27 _2a 27 _2a _27 27 _27 0) 07 07 Oa 07
Oa Oa 07 _27 2; _27 _2a 0» 07 07 07 _2’ 0)

n
%(2, 0,-2,2,-2,2,0,0,0,0,-2,2, 2,2, 2,2, —2,2.0,0,0,0,0,0,0,0,
~92,2,-2,2,-2,-2,2,-2,2.-2.0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2, —2,2, —2,2, 2,2, —2,
0,0,0,0,0,0,0,0,2,—2,2,—2,0,0,0,0,2,0)

el = %(4,0,4,—2,—4,4,0,0,0,0,—2,—4,4,—2,2,—2,—4,4,0,0,0,0,0,0,070,
~92,2,-2,—4,4,2,-2,2, -2, -4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2, —2,2, —2, —4,2, —2,2,
0,0,0,0,0,0,0,0,2,—2,2,2,0,0,0,0,2,0)

n

1
5(47 Oa _47 _27 _47 47 07 Oa 07 07 27 47 _45 _27 2a _27 _4a 45 07 07 07 Oa 07 07 07 07 2a _27

23 4; 747 23 727 27 723 747 07 Oa Oa 07 07 07 Oa Oa 07 07 723 27 727 23 4; 27 723 23 07 07 07
Oa Oa 07 07 Oa _27 27 _2a 2) 07 07 Oa Oa _27 O)
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1
e = 75(12,0,12,0,-12,-6,0,0,0,0,0, ~12,~6,0,0,0,6,~6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,6,
-6,0,0,0,0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,

0,0,0,0,0,0)

1
—5(12,0,-12,0,-12,-6,0,0,0,0,0,12,6,0,0,0,6, ~6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, ~6,
6,0,0,0,0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0)
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