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RESUMEN. En el estudio asintGtico de algunas marchas aleatorias en tiempo aleatorio, ha
sido wtil introducir una estructura de renovacion. Estas técnicas han permitido, por ejemplo,
probar la ley de los nimeros grandes para marchas aleatorias en medio aleatorio bajo cierta
condicién de transciencia, en dimensiones arbitrarias. El punto de partida es la definicidn
adecuada de un tiempo de regeneracién, que, en general, no es un tiempo de parada, con
respecto al cual se prueba una suerte de propiedad de Markov. En [9], se define previamente
1na sucesién de tiempos de parada (Sk)rz0, de modo que el tiempo de regeneracién coincide
trayectorialmente con el primer instante Sy de modo que Sy41 = oo. Estas técnicas han
sido aplicadas a ciertos sistemas de particulas en interaccién que corresponden a modelos de
crecimiento en una dimensién {[2]).

En este trabajo, volvemos a unas ideas presentes en trabajos anteriores de marchas aleatorias

en medio aleatorio (ver [5]), en los cuales se define directamente un tiempo de regeneracién,
Este enfoque permite probar el andlogo de la propiedad de Markov mediante una definicién
directa del tiempo de regeneracién, logrando una prusba mds senciila e intuitiva, dependiendo
del modelo estudiado.
El ejemplo central al cual se aplicarsn estas técnicas es el proceso de combustién asimétrico:
estudiamos un sisterna de particulas en interaccién sobre 7, dependiente de dos pardmetros
rren marchas aleatorias simples, independiente y

1< a<M,enel que las particulas reco
asimétricas con tendencia a saltar a la derecha. Cuando una particula decide saltar a un sitio

ocupado por M particulas, muere. C'uandoe una particula salta a un sitio que no ha sido visitado
con anterioridad, se crean a — 1 nuevas particulas en ese sitio, las cuales empigzan a moverse
similarmente a las particulas antiguas. Consideramos condiciones iniciales para las cuales existe
un sitio r tal que todos los sitios a su izquierda ya han sido visitados previamente. Suponemos
que, inicialmente, ningdn sitio a la derecha de r ha sido visitado. Llamamos 1t al sitio visitado
nstante £. Se prueba la ley de los nimeros grandes y un tecrema

mis a la derecha en el i
Las técnicas de estructuras de renovacién ya habian side

del limite central funcional para 7:.
utilizadas en (2] en el estudio del caso simétrico.
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1. INTRODUCCION

Sea (X,)» una cadena de Markov y T un tiempo de parada tal que, X7 = y c.s. sobre
el evento {T' < oo}. Luego, Pr[X74. € AT < oo] = Py[X. € A]. A tal tiempo de parada
se le denomina tiempo de rencvacion, pues, a partir de T, el proceso evoluciona sin memoria
del pasado, de acuerdo a la ley P, (véase [11], p. 90). La literatura probabilistica anglosajona
dispone de un término adecuado para describir esta situacién: en [11], el autor escribe the
process starts afresh {...), para referirse al comportamiento del proceso a partir del tiempo de
renovacion.

Consideremos la siguiente generalizacion del caso anterior: sea (X;, F )¢ un proceso (no nece-
sariamente markoviano) y T un tiempo aleatorio (no necesariamente de parada). Podemos
asociar a T una tribu, definiendo Fr como la tribu generada por los eventos {T' < ¢} N B, con
B € F;. Supongamos que el incremento X7y — X7 es independiente de la trayectoria antes de
T y tiene la misma ley que el proceso reiniciado a partir de 0, condicionado con cierto evento
Er € Fp. En este caso, diremos que T es un tiempo de regeneracidn. Se cumple

(1) Po[Xr4. — Xp € A|Fr] = PBy[X. € A|E7].

Estos tiempos de regeneracién abundan en el estudio de las marchas aleatorias en tiempo
aleatorio y suelen ser utilizados del siguiente modo: sea D) un tiempo de parada. Podemos
pensar en D como una funcién de las trayectorias D = D(X.). Supongamos que {T < o0} =
U, {T = 1.}, donde (T}, ), es una sucesion creclente de tiempos de parada. Supongamos ademds
que {T =T1,} = EnN{Dy = o0}, con D = Doy, := D(X7,,1.) ¥y E, asegura que Dy, < oo,
para cada m < n. Intuitivamente, T es el primer instante T3 tal que D, no ocurre. En una
situacién razonable, podriamos esperar que se cumpla [a siguiente propiedad:
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2) Py[Xrs. — Xp € AlFr] = PolX. € AJD = cdl.

Esta Gltima propiedad permite definir una sucesién de tiempos de regeneracion, definiendo
n =Ty Thrr = T (Xpy.). Asi, dispondremos, en el mejor de los casos, de una sucesion
de incrementos, Xiarys X(n+)Ar2 Xo, .., independientes y distribuidos segun Po[|D = ool
v de una sucesion (creciente) de tribus (Fra)n- Bsta sucesion (T, Fry ) s suele denominar
estructura de renovacion.

Esta construccién fue utilizada para probar la ley de los ndmeros grandes para marchas
aleatorias en medio aleatorio {{9]) y, posteriormente, en ol estudio de un proceso de combustion
(12). En esta tesis, estudiaremos una variacién del modelo estudiado en [2]. Sin embargo,
seguiremos un enfoque distinto, similar a algunos trabajos previos de marchas aleatorias en
medio aleatorio, que conducen a una prueba més directa de las propiedades mencionadas en
ios parrafos anteriores ([5]). Pensamos que estas modificaciones, aplicadas al proceso de com-
bustién, son el objeto central de esta tesis. Seran ilustradas primero para marchas aleatorias
pues se trata de un proceso més conocido y mas facil de definir. Enseguida, se aplicaran con
toda su fuerza al proceso de combustion.

FL PROCESC DE COMBUSTION,

Estudiaremos un proceso estocastico que describe el comportamiento de particulas que se
mueven sobre Z de acuerdo a la siguiente dindmica, que depende de dos parametros, 1<a< M:

Las particulas recorren marchas aleatorias a primeros vecinos sobre 7, asimétricas, con proba-
bilidad p > 1/2 de saltar 2 la derecha y probabilidad ¢ = 1 —pdesaltarala izquierda. Cuando
una de ellas decide saltar a un sitio ocupado por M particulas, muere. Cuando alguna marcha
calta a un sitio que no ha sido visitado con anterioridad, se despiertan o — 1 particulas en
ese sitio, las cuales emplezan a mMOVerse de manera similar a las particulas antiguas. Consider-
aremos sélo condiciones iniciales para las cuales existe un gitio r tal que todos los sitios a su
izquierda han sido visitados previamente. Supondremos ademds que ningin sitio a la derecha
de r ha sido visitado inicialmente. Estamos particularmente interesados en el comportamiento
del frente 7, esto es, el sitio visitado mas a la derecha en tiempo t.
El espacio de estado de este proceso es

O:={(rm:reEhnE {0, ...,M}{'"'T‘l”"}},
donde n(z) se interpreta como el niimero de particulas por sitio. El generador infinitesimal del
Proceso es

Lf(T: 7?) = Zmér,yﬁr,]x—yl:l P(m - y)’?(ﬂ’) (f(ra Txyn) - f('rw 7?))
n(rP)(f(r +1,m = 8+ adrgr) = S(rom)),

donde P(1) = p, P(-1) =4¢, 8, es la configuracién con una particula en , y

Ty =1 — 6z +81(n(Y) < M).

Se provard la ley de los nimeros grandes y el teorema del limite central funcional para el
frente Ty, para cualquier valor 0 < p—q < 1. Estos resultados se enuncian en forma precisa en

el Teorema 1:
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Teorema 1. Considere el proceso con condicidn inicial v = 0, n(0,0) e {1,...M},0<p—g<
1.

(i)(Ley de los nidmeros grandes) Existe un v € (0,00), determinista, independiente de la
condicion inicial {n(z,0) : x < 0} tal que, casi sequramente,

tEngo ri/t = v,
Ademds, v >p—q.

(41) (Teorema del limite central) Existe o € (0, 00), determinista, independiente de la condi-
cién inicial {n{x,0) : z < 0} tal que

€2 (ppar, — e~ lut), t >0,

converge en ley a un movimiento Broumiano con varianza o2, cuando ¢ — 0.

Las pruebas que se dan aquf se inspiran en [2], donde se estudia el caso 'simétrico’ p = q.
Este ltimo trabajo se inspira a su vez en [9], donde, tal como lo menciondbamos, se introduce
una estructura de renovacién para estudiar el comportamiento asintético de algunas marchas
aleatorias en medio aleatorio.

EL CASO DE LAS MARCHAS ALEATORIAS EN MEDIO ALEATORIO.

En [4], el autor introduce condiciones bajo las cuales {(X,) — oo, donde (X7n)n s una
marcha aleatoria en medio aleatorio sobre un grupo abeliano C y [ : C — R satisface [ (z+y) =
I(z) +1(y). La condicidn I(X,) — oc implica que para una cantidad infinita de valores M > 0,
existe un primer instante NV tal que [{X;) > N para todo k > N. Esta sencilla observacién
motiva la siguiente construccién: considere C = Z¢ y {(X,) =1 X, donde !l € Z es un
vector fijo. Podemos definir un concepto de transiencia en la direccién I mediante la condicién
I- Xy — 00, cs.. Definimos Y, := suppeg<, ! - Xz y consideramos el primer instante A en
que Yir > Yar—1 v Xp > Yy, para todo &£ > A. Como el medio para sitios x con { -z < [, es
independiente del medio en sitios /- z > L, para todo L, es razonable pensar que, X N — X7
es independiente de (Xn)ﬁ(:o, y corresponde a una marcha condicionada a no tocar la regién
{{- = < 0}. Esta es la idea fundamental detrds de la estructura de renovacién para marchas
aleatorias en medio aleatorio,

El paso fundamental en la construccién de esta estructura es definir en forma adecuada
un tiempo de regeneracién. En [9], este tiempo de regeneracién, denotado por 7, corresponde
grosso modo al A definido mds arriba. Observe que este tiempo no es un tiempo de parada
con respecto a la filtracién natural de la marcha aleatoria en medio aleatorio. Para definir el
resto de la estructura de renovacién, es crucial probar una suerte de propiedad de Markov con
respecto a 7, como la que se menciona en (2) (véase la proposicién 1,3 de [9]). Enseguida,
escribiendo 7 := 7, los autores definen inductivamente 7,,,.; como el primer instante en que T,
ocurre, después de 7.

En [9], la definicién exacta de v requiere ademds de dos sucesiones de tiempos de parada,
Sy y D, que indican respectivamente el primer instante en que la marcha cruza un cierto
hiperplano y el primer instante en que vuelve a cruzarlo en la direccién contraria. Se define
luego un indice (aleatorio) K que corresponde al menor valor de k& de modo que Si < oo y
Dy = oo. Finalmente, 7 := Sx. Esta forma de definir 7 se utiliza explicitamente en la prueba
de la propiedad de Markov con respecto a 7.

Las técnicas de estructura de renovacién son una piedra angular en el estudio de las marchas
aleatorias en medio aleatorio y han sido adaptadas en [2] al proceso de combustién. La dificuitad
adicional reside en la definicién del tiempo de regeneracién (agui ) y, luego, en la estimacion
de sus dos primero momentos,
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Como en esta tesis se intenta mejorar la prueba de la propiedad de Markov con respecto
al tiempo de regeneracion para el proceso de combustién, es, por lo tanto, natural empezar
revisando la prueba en el caso de una marcha aleatoria. Siguiendo ideas de Kesten ([5]), defin-
imos directamente el tiempo de regeneracion como el primer instante en que la marcha cruza
algiin hiperplano ortogonal a [ y nunca vuelve a cruzarlo en direccidn contraria.

El articulo {1] logra tambicn una definicién directa del tiempo de regeneracion en el contexto
de marchas aleatorias en medio aleatorio, donde el medio en cada sitio evoluciona de acuerdo a
una cadena de Markov. Otro hecho interesante es gque el tiempo de regeneracion en ese caso s
un tiempo de parada. Sin embargo, su naturaleza es distinta que en losg casos que consideramaos.
El Lema 7 de [1] corresponde a la Proposicién 1,3 de [9].

TIEMPOS DE REGENERACIéN PATLA EL PROCESO DE COMBUSTE@N

Buscamos un tiempo de regeneracion con 1a siguiente caracteristica. Debe correponder al

primer instante ¢ tal que el frente, en instantes subsiguientes, no es influenciado por las particu-
las que, en t, se encontraban a la izquierda de 7;. O sea, todas las particulas que se despiertan
después de x son despertadas por alguna de las particulas que nacieron en T'x O alguna de sus
descendientes. En [2], & se define a través de sucesiones de tiempos de parada, similarmente a
[9].
Aqui, introducimos un método alternativo. Mediante una construccién adecuada del pro-
ceso de combustién, logramos definir directamente el tiempo de regeneracién k. Este enfoque
simplifica significativamente la prueba de las proposiciones andlogas a aquellas de la seccién 4
de [2], vale decir, esta snerte de propiedad de Markov vy la independencia de los incrementos
Kt = fn Y Trap — Tn Nuevamente, estas pruebas parecen ser més intuitivas que aquellas
dadas en los trabajos anteriores.

QTRAS DINAMICAS FPARA EL PROCESO DE COMBUSTIéN

Las técnicas que estudiamos en esta tesis parecen ser bastante robustas. Permiten, al menos,
elegir otras dindmicas para las particulas, como por ejemplo las dinimicas de exclusién y de
rango cero (con tasas de salto uniformemente acotadas).

Presentamos en el Apéndice I una construccién del proceso de combustién con dinadmica de
exclusién simple y definimos el tiempo de regeneracién. Este modelo ya habifa sido estudiado
en |7]. Ahi, se conjetura una ley de los nimeros grandes para el frente, en un contexto un poco
més general (se considera el caso en que las particulas de tipo B se mueven). Las estimaciones
para este proceso no se incluyen en esta tesis.

Las técnicas de regeneracién han sido utilizadas en (3] para tratar el caso de un proceso de
combustién simétrico con M = oo. No es claro que podamos aplicar nuestro método de manera
sencilla en este caso.

Es posible que estas técnicas tengan aplicaciones en otros procesos o puedan formularse en
términos més generales, awngue 110 hemos efectuado atin un andlisis acabado de estas posibili-

dades.

En la seccién 2, ilustramos estas técnicas en el contexto de marchas aleatorias asimétricas y
marchas aleatorias en medio aleatorio. En la seccidn 3, construimos el proceso de combustion,
definimos el tiempo de regeneracion y probamos las proposiciones referentes a los incrementos.
Las estimaciones necesarias para probar el Teorema 1 se realizan en la seccion 4, mientras que
la. demostracién del Teorema 1 propiamente tal se deja para la seccion 5.

Clomo ya lo adelantdbamos, en el Apéndice I, se procede a construir el proceso de combustion
con dindmica de exclusién simple. En el Apéndice 11, probamos un resultado técnico relacionado
con el proceso de combustién.
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9 TIEMPOS DE REGENERACION PARA MARCHAS ALEATORIAS

En esta seccién, ilustramos las técnicas que serdn utilizadas posteriormente para estudiar
el proceso de combustién. Empezaremos con una marcha aleatoria asimétrica sobre Z ya que
el argumento es mds transparente en este caso (tanto del punto de vista conceptual como
notacional). Proseguiremos lnego con una generalizacién directa para el caso de una marcha
aleatoria en Z<, con medio aleatorio, bajo cierta condicidn de transciencia.

2.1. Marcha aleatoria simple asimétrica. Sea (Xp)r una marcha aleatoria asimétrica
sobre Z con Xg = 0, que salta a la derecha con probabilidad p y a la izquierda con probabilidad
g=1-p,conp>q>0.

Definimos el tiempo aleatorio,

&= min{n > 0: min X} > méx X;},
k>n J<n

con la convencién méx;co X; = —1. Sea Frp 1= o(Xj, § < n} la filtracién natural de la marcha
aleatoria y G la tribu generada por los eventos de la forma {x = n} N{X1 = z1, ..., Xn = In}
donden > 0y 1, ..., Tn, € Z. Denotamos por £ la ley de la marcha (X, ),. Tenemos el signiente
resultado:

Lema 1. Para todo A C RN,

(3} PlX,.. ~ X, € AlF] = P[X. € Al =0].

DEMOSTRACION. Empezamos notando que

{k=n}={lf Xpn>Xa}JNn{ sup Xp=Xn— 13N By,
m>n 1<p<n—1

donde

Bp = {Vk <n, existe jtalque k< j<ny X; < n_1<éﬁ<Xi
F‘"_

oexiste jtal que 0 <7 <ky m(.::iq(Xi =Xk}.
i<

Observamos que la condicién g > p asegura que Plx = n] > 0. Definimos Cpn = {sup1<pcn—1 Xp =
X, — 1} B, y observamos que Cy € Fn. Luego,

P[Xey. — X € Al =11, X1 = @1y, Xn = 0]
P[X,g.+.. —X. €A, fnfmanm > Xn, Cn, X1 =21,... s K = zr:n]
P[fnfmzn Xm > Xp, Cr, X1 =21, s X = 3571} -

Tomando en cuenta que Cp € Fy, tenemos

P [X,ﬁ, - X € A, ff X > Xn, Cn, Xa =3:1,...,Xn:3:n]
N -

sl

Considerando la propiedad de Markov y la invariancia por traslaciones para { X, }, obtenemos

(4) = b [1{Cn,X1:a:1,...,Xn=xn}P X’ﬂ.+' - Xn S A,T}I;I;f;z Xm 2 Xn
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A
.

P [XM. _X,c A, inf Xn=Xn
mz=n

m=2n

— P[X.€ A, fof Xm 2 0]
m=0

Gustituyendo esta altima expresion en (4), obtenemos,

P[X,‘;+.-—Xﬁ€Alﬂ$ﬂ,X1ﬂ:l:l,...,Xﬂ,::Cn]

(5) = P[Ch, Xlzml,...,an——:cn]P X e A, inf X 201
m=0

Finalmente, tomando A = 7N en {5), se obtiene (3).

2.2, Marcha aleatoria en medio aleatorio. Adaptaremos la prueba anterior al caso de

una marcha aleatoria en medio aleatorio.

Para d > 1, consideramos un ambiente w = {wz * & € 7%} en Q = PL® donde P es el
conjunto de los vectores de 724, {v(e) 1 e € 7%, lej = 1}, con coordenadas no negativas que
suman 1. Enseguida, definimos Ja marcha aleatoria en el ambiente w COmMO ia cadena de Markov

(Xn)n con estados en 78 v ley Prw dada por

Px}w[Xn_i_]_ = Xn + S\XO, weey Xn] = UJXn{E}
paranZO,eéZd, el=1y

P:c,u[XO = 33] =1
También consideraremos la marcha aleatoria bajoduna ley promediada P,. Para esto, sea [t
una medida de probabilidad sobre P vy sea P := 18 Na ley producto sobre (). Finalmente, la

ley p*romediada, se define como P, =P xFPru
Asi, el medio queda. representado por una familia de variable aleatorias {w(z, )T € 72}, con

distribucién comin f.
Sea I € ZN{0}- Definimos, andlogamente a la seccién anterior, el tiempo aleatorio

w -=mn{n =0: minl- Xy > méax!- Xt
k>n j<n

con la convencion max;col - Xj = _1. Se define G como la tribu generada por los eventos de la

forma {x =n} 0N (X = x} M A, con AcoXp k< wiy, )y 1Y <l z)
Proposicién 1. Supongamos que Py-c.s. se tiene que limp—eo 8- Xn = T00- Luego, para todo
AcC (Z‘i)N,

Py(Xus. — X € AlG) = PIX. € Ak = 0]

DEMOSTRACION. En el articulo de Kalikow 4], se da una condicién suficiente para tener lim,, I
X, = +oo. Ademés, utilizando la Proposicién 1.2 de [9] y el hecho de que & < 71, (donde Ty se
define en [9]), vermos que & < 00, Py-c.5.-

Tal como en el lema 1, se tiene
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{ya:n}:{infl-XmZZ-Xn}ﬂ{ sup l-Xp<l-Xn}ﬂBn,
mzn 1<pEn—1

donde

B, = {vk<mn, existe j tal que k < j <nyl-Xj<l- X
oexistejtalqueogj<kyl-ijl-X;c}.
Ahora, elegimos To, ..., Tn € 78y Wy € olw(z,): -2 < méaxp<j<n b zj). Definimos el evento
E, = Dn "W, donde Dy = {X; =2;: 0% j < n}. Luego, si Oy = {méxi<pgn-1! Xy <
- Xn} N B, se tiene, .

(6) P[Xei — Xa € Al =1, E,)
P Xous.  Xo € A izl X 21 Xo) Cny )
P []‘.nfmzrn’l " .Xm _>_ l ' XTLJ Cn) ETL]

Analizamos el numerador de esta expresion; por definicién de Pr,

PXur —Xu € A, inf - Xm 21 Xy Cny En)
m2n
— E[iw, PowlXnt —2n € A, I 1 . X > 1+ 2y Cns Dal]
man

Utilizando la propiedad de Markov para (Xn)n en cada medio fijo, ¥ Cn, Dn € Fn, esta iltima
expresion es ignal a

By, Pl PowlXnt. = Xn € A, f0f 1+ X 2 1. X, Cry Dl Fall]
(7) - Efw, PooPowllcapXne = Xn €4, fuf 1 Xm 21 X, Crny Dal Xl

Ahora, sobre el evento ¢, N Dy, se tiene que

Pyl Xnt — %n € A, fnf I X 3 L Ta] Xn] = PraglX — %0 € A, inf 1+ Xm 2120
mzn man

Utilizando este hecho, (7) se escribe como

E [1WnP0,w[Cﬂ1 Dn]Pmn,u[Xn-?—- €A, il;f - Xm 2 l- mn]]
m>n

Ahora, observamos que 1w, Pow[Cn, Dy depende del medio sélo para sitios con L-x <l Tn,
mientras que g, w [Xn+ — Xn € A, infpenl - X > 1 znl depende del medio sélo para sitios
con l-z > 1-zn Luego, ambas expresiones son independientes con respecto a P.

Utilizando ademds la invariancia por traslaciones al promediar con respecto a P y la invariancia
por traslaciones con respecto al tiempo, se obtiene

PO[X|4.+- —~ X. €4, il;f [ Xp 21 Xn, Cr, Enl
m>n
(8) = DBp{Ch, EH]P()[X. € A, Tirgol X = 0l

Finalmente, tomando A como todo el espacio en (8) ¥ sustituyendo en {6), se concluye 1a
prueba de la proposicién.
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3. PROCESC DE COMBUSTION

Introducimos ahora el proceso de combustidn, que ser el objeto de estudio central de este tra-
bajo. Para definir los tiempos de regeneracién, construiremos un proceso en el que las particulas
llevan indices, en los cuales se conserva informacién con respecto al lugar de nacimiento de las
particulas. Siguiendo [2], se define también un proceso aumentado y un proceso auziliar, los
cuales se utilizardn para las estimaciones de los momentos de «, el tiempo de regeneracion.

3.1. Proceso indexado. Consideraremos un proceso en el que algunas particulas tienen
prioridad sobre otras. Supongamos, por ahora, que r = 0. Cada particula activa recorre una
marcha aleatoria asimétrica a tiempo continuo, hasta que llega a un sitio 2 ocupado por M
particulas. Si todas las particulas de ese sitio tienen prioridad igual o mayor que ella, la particula
muere. En caso contrario, se realiza el salto y una de las particulas de » con menor prioridad
muere.

Supongamos que, inicialmente, hay una nube de particulas con una cantidad finita de particu-
las activas en cada sitio a la izquierda de 0 y a — 1 particulas dormidas en cada sitio a la derecha
de 0. Supongamos ademds que hay al menos a — 1 particulas sobre 0. A estas a — 1 particulas
les asociamos prioridad 1. A todas las demds particulas activas, les asociamos prioridad 0. Rel-
lenamos cada sitio a la derecha de 0 con particulas de prioridad —1, hasta tener exactamente
M particulas en cada, sitio.

Cuando alguna particula de prioridad 0 o 1 toca el sitio £ = 1, se despiertan las a — 1
particulas en ese sitio. A ellas, se les asigna prioridad 2. Se rellena cada sitio a la derecha de 1
con particulas de prioridad —2, hasta obtener exactamente M particulas en cada sitio.

Supongamos que ya hemos definido el proceso hasta que una particula de prioridad mayor
o igual a 0 toca el sitio k£ — 1. El primer instante en que una particula de prioridad no negativa
toca el sitio k, se despiertan las a — 1 particulas dormidas, y se les asocia prioridad & -+ 1. Se
rellena cada sitio a la izquierda de & con particulas de prioridad —k 1, hasta tener exactamente
M particulas en cada sitio. Veremos que esto define un proceso, fuertemente markoviano con
respecto a una familia creciente de tiempos de parada, que se puede construir formalmente
con técnicas habituales en sistemas de particulas (ver [6]). Sin embargo, entregaremos una
construccion que serd de mayor utilidad para probar los resultados de esta seccidn.

Inicialmente, se tiene un r € Z que representa el sitio visitado més a la derecha. Se consideran
marchas aleatorias a tiempo continuo Yz ; ; indexadas por Zx {1, ...,a} x {r—1,r,7+1,...}, con
¥2.,5(0) = . Ordenamos el conjunto de fndices con el siguiente orden: (z1,41,71) < (2, iz, j2)
si (1,71, —j1) < (22,72, —72) en el orden lexicografico. Si j = » — 1, diremos que se trata de
una particula negra; si j > r, diremos que la particula es roja. En Io que sigue, denotaremos a
veces un indice genérico por las letras o o F.

Consideramos un conjunto Z(0) de particulas negras de fndices (z,4,7 — 1) con = < r que
representa las particulas vivas en tiempo ¢ = 0. Consideramos ademas un funcién de posicién
Z(0) : Z{0) — {..,r — 2,r — 1,7} para denotar el punto de partida de las marchas. O sea, a
cada indice (z,7,7— 1) se le asocia un sitio z < r que denotara la posicién inicial de la particula
correspondiente a este indice. En instantes posteriores, la posicién de estas particulas estd dada
por Zgir-1(t) = Y i,—:(t)+2z—2. Suponemos ademéas que, inicialmente, el sitio 7 estd ocupado
al menos por las a — 1 particulas de indices (r,1,r —~1),...,(r,a — 1,r — 1),

Cada vez que en un sitio x < r hay menos de M particulas, agregamos las particulas rojas
de indices (x,1,7), (x,2,7),... hasta tener exactamente A particulas en ese sitio. Denotamos
por Z(0) el conjunto que se obtiene de Z(0) al agregar estas particulas rojas. La particula de
indice (r,t,r) seguird la marcha Z5;,(t) = Yz, -(t).

En instantes posteriores, denotaremos por Z(¢) (respectivamente Z(£)) el conjunto de particu-
las negras vivas en el instante ¢ (resp. particulas negras y rojas vivas en el instante #). Cada
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vez que una particula salta a un sitio ocupado por M particulas, la particula de menor indice
muere y su indice se retira del conjunto de particulas vivas.

Sea py el primer instante en que una particula negra visita el sitio 7 -+ 1. Cuando esto ocurre,
se agrega a Z(p; ) los indices (r+1,1,7~1), ..., {r+1,a—1,7 -1} y las particulas correspondientes
a estos indices siguen trayectorias Zri1,ip—1(t) = Yosr15r-1{t — p1), t 2 p1.

En este instante, cada vez que en un sitio < r+ 1 hay menos de M particulas, se agrega a
Z(py ), los indices (z,1,7 + 1), (2,2,7 + 1), ... hasta obtener exactamente M particulas en ese
sitio, La particula de indice (z, 4,7 + 1) seguird la marcha Z, ; ,41(t) = Yy ir11(t — p1).

En general, sea p; +...+ py, €l primer instante en que una particula negra alcanza el sitio v+ £.
En este instante, se agrega a Z(p1 +...+p; ) los indices (r+k,1,7—1),..., (r+k,a—1,r—1} y las
respectivas particulas siguen trayectorias Zryir—1{t) = Yok ir—1(t — p1 — ... — pg). También,
cada vez que en un sitio x < 7 + k& hay menos de M particulas, se agrega a T(p1 + .. + 0% )5
los indices (z, 1,7+ k), (z, 2,7+ k), ... hasta obtener exactamente M particulas en ese sitio. La
particula de indice {z,4,7 -+ k) seguird la marcha Zg; »41(¢) = Yo irp1(t — p1 — ... — o).

Denotamos por 7; el sitio més a la derecha visitado por una particula negra.

Definimos una funcién ¢ : [ J;q Z(t) — Z, mediante

Slr+kir—1)=k+1,k>0 o(r+kir—1)=0%k<0, ¢xir+k=-k-1k>0.

Decimos que una particula de indice « tiene prioridad sobre una particula de indice & si
${er) > ¢(3).

Definimos w(t, z, z) como el niimero de indices a € Z(t) con ¢(a) = z de modo que Z,(t) =
z, wy := {w(t,x,2) : z,z € Z}. Luego, el par {w;);>o define un proceso estocdstico, que
denominaremos proceso aumentodo, con estados en

&= (T,C):TEZ,g:ZXZHZ"’,Zg(m,z)SM,VmEZ,ZC(y,z):O,Vz>T ,

z€Z 220

y con ley PP, definida sobre el espacio de Skorohod D([0, +00); £). Notamos que hemos pre-
munido & de la topologia que hereda como subespacio de Z x ZZ*Z, donde la topologia que
consideramos sobre este tiltimo espacio es la topologia producto que se obtiene al dotar cada
coordenada de la topologia discreta.

Denotamos la filtracién natural del proceso por {Ft);>0. La prueba de que {w;, Fi)i>0 satisface
la propiedad fuerte de Markov con respecto a cierta familia creciente de tiempos de parada
es un asunto técnico que relegamos al Apéndice 2, para no perder el hilo de la discusion. Se
puede ver que la dindmica de este proceso coincide con aquella definida en el primer pdrrafo de
esta subseccién. A menudo, nos interesaréd considerar solamente la trayectoria de las particulas
negras. Nos referiremos a este proceso como el proceso indezado.

Se define el proceso de combustion, n, := {n(y,t) : y < r¢}, donde

n(ya t) = Z I(Zm,i,rml(t) = y)

(2,4, 1)€T(t)
Naturalmente, esta definicién coincide con la descripcién del proceso de combustién dada en la
introduccién.
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Necesitaremos introducir las siguientes notaciones: sea L(t) el conjunto que se obtiene al
remover de Z(t) todos los indices (z,4,7) con z > r. Para y > ry, se define

9 )= D UZesrult) =)

(3,0 +DEL(E)

Considere también el conjunto R(t), obtenido a partir de Z(t), eliminando los indices (x,4,7—
1) con z < r =sup{y : (y,i,r — 1) € Z(0)}. Definimos, para y < 7+, el conteo de particulas

(]'O) C(ya t) = Z I(Zm,i,r—l(t) = y)
{z,ir—1)ER() .
Finalmente, se define el conjunto R(t), obtenido a partir de Z(t), eliminando los {ndices
(z,4,k) con z < r = sup{y : (y,4,7 — 1) € Z(0)}.

3.2, Tiempos de regeneracién. Para z > r, definimos T como el primer instante en que

una particula negra toca el sitio z.
Para z > r, definimos wf como el proceso aumentado con condicién inicial dada por las

particulas de fndices (z,1,7 — 1),..., (z,a — 1,r — 1) inicialmente en z. Observe que el conteo
de particulas asociado a w®(s) corresponde a (T + 8) := { 0 07, (5).

Definimos ¥ como la posicién del frente asociado al proceso w® en el instante ¢, o sea, el
mayor valor de ¢(c), donde « corresponde al indice de una particula activa en el proceso w”.
Definimos, para z > r, el conjunto B, como el conjunto que se obtiene de Z(T,), al retirar los
indices o con ¢{a) = z + 1. Heuristicamente, B; denota el conjunto de las particulas de atrds.

Para t > T, ponemos By(t) = By NZ(t). Luego, se define

D :=iuf{t > 0: Z,(t) = r"(t) + 1, paraalgin« € B.(t)conp(a} < r}.

En general, para z > 7, se define
D= inf{t > 0: Zo(Tp + t) = r%(t) + 1, paraalgin @ € By(1y +t) conp(a) < z},

Dy =D, +T,.
Lema 2. Los tiempos D, son idénticamente distribuidos.

DEMOSTRACION. Basta observar que

D= inf{t >0:406n,(rF +1,t) > 0},
y utilizar la invariancia por traslaciones. ]

Se define % como el primer instante en que el frente r; visita un sitio nuevo (digamos z) y
D, = 00. O sea,

_ gi=if{t>0:r =1 + 1, Dy, = o0}
Definimos ¢ como la informacién hasta tiempo «, esto es, la completacién con respecto a P,
de la tribu més pequefia que contiene a todos los eventos de la forma {x < 1} N A, A € F.

Observe que x no es un tiempo de parada.
Los préximos Lemas formalizan algunos hechos intuitivos acerca de los procesos construidos
hasta ahora.
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Lema 3. Sobre el evento {t < D.}, se tiene

C(Tz + 1) = na—135,(t),
donde (a—1)d; es la configuracion con las a—1 particulas de indices {(z,1,r—1),...,{z,a—1,7-1)

en .
En particular, sobre el evento {x = T, < o}, se tiene la igualdad anterior para todo t > 0.

DEMOSTRACION. Por definicién de DY, las particulas con indice (y,4,7 — 1) con y < z no
vuelven a tocar la derecha del frente r(T}, + t). Luego, ellas no participan en la creacién de
nuevas particulas.
Por otro lado, ellas no influyen en la dindmica de las particulas que nacieron en z a tiempo &
{0 sus descendientes) pues tienen menor indice, con lo cual se obtiene la primera afirmacién.

Para lograr la igualdad para todo ¢ > 0, basta recordar que sobre el evento {k =T, < oo},
se tiene DY = oo.

O

Lema 4. r®(t) = r(T; +t), vt < Dy. En general, se tiene v°(t) < r(Ty +1), Yt > 0.

DEMOSTRACION. Por el lema anterior, el frente r(7%: +t) es generado solamente por las particu-
las nacidas en x para ¢ < D7, 0 sea, exactamente aquellas que forman parte del proceso ().
Se logra la desigualdad cuando una particula nacida a la izquierda de z alcanza la derecha

del frente.
O

Lema 5. Sea x < y. Luego, sobre el evento {x =y}, se tiene D, < T,.

DEMOSTRACION. Por construccion, se tiene que r*(Ty—Tz+s) > r¥(s). En particular, tomando
s =t —T,, se obtiene r*(t — Ty) > r¥(t — T},). Luego,

{Ty <D; < o0}
= U Gt>5: Z )y =r"t- T+ 1, (y,i,r + 1) € B5(t)}
(wdr+)eBs
= U Bt>1: Zyealt) 2@ ~1) +1,
(y,i,r+1)EBy
Zy,i.r+l(t} = ‘r‘r(t - T:E) + 1! (yai’ r+ l) € Bm(t)}

Como se trata de saltos a los primeros vecinos, tenemos:

{T, <Dy < 0}
c U (Bt2s>T:Z0ms) =r(s-T) +1,
{(y,i,r H)EB,
Zysrrt(t) =77t = Tp) + 1, (g, 4,7 + 1} € BE(t) N B®(s}}.

Observemos que B,(t) se obtiene de B,(t) agregando particulas de menor indice. Luego,
B,(t) C By(t). Similarmente, B(s) C By(s). Luego, cada evento de la unién anterior implica

{Dy < D < o0}, con lo cual se concluye el Lema.
W

Corolario 1. Six <y < Dy, luego D, < D,.

DEMOSTRACION. Esto es, en realidad, el resultado esencial de la prueba del lema anterior. ]




TIEMPOS DE REGENERACION PARA ALGUNOS SISTEMAS DE PARTICULAS UNIDIMENSIONALES, 13

Sea K la tribu formada por los subconjuntos borelianos de D([0, +00); £) invariantes por
permutacion de las particulas de prioridad 0 y —1 (las particulas de atrds, en el estado inicial).
Podemos ahora enunciar y probar la proposicién central de esta seccidn.

Proposicién 2, Sea A € K. Para toda configuracidn inicial w con a — 1 particulas en r,
Py[r—r w(s +-) € A|G] = ]P(aml)ﬁo [w. € AJD = 0}
donde w(x + ) := wo 8.{:), (a —1)dy es la configuracidn con a — 1 particulas en 0 y el shift

T_y denoto, o lo vez, un shift espacial y un shift en la priorided de las particulas dado por

ytz, y<-—zx
T—2(¥) =0, —r<y<z
Y-, Y>>z

DEMOSTRACION. Tenemos que probar

(11) Polr—r,w(k +-) € A, B] = P[B] Pru_1ys,[w. € A|D = ]

para todo B € §. Basta considerar conjuntos de la forma B = C'n{x <t} N {r, = 2} con
C € F;. Asi, desarrolando el lado izquierdo de (11) para conjuntos de esta forma, se tiene

Pole <t,ro=z,C 7wk + ) € A
= ]pw[T:c <tyre=uw, C, T~a:w(T.:c =+ ) S AJ
(12) = Ew[]pw[T:r < t:C: T = &, T—xw(Tﬂr + } S Aifxl]

donde F, es la tribu asociada al tiempo de parada 7.
Ahora, de acuerdo al Corolario 1, observamos que

{re =z} = E; N {Dy = oo} =E~xr“]{D$=oo},
donde E; = {k > Ty} v Ex = {Dy < Ty, Yy < x} € F.
Luego, (12) es igual a
(13) E‘*’[l{TzSt,C,Ez}Pw[D:c = 00, Txw(Ty + ) € A|F]].

Recordando que A € K v aplicando el andlogo de la propiedad fuerte de Markov probado en el
Apéndice 1I, podemos desarrollar (13) como sigue:

Ew[l{TzSt,G,E‘m}Pw[Dz =00, T_pw(Ty + -} € A|F,])
- Ew[l{TﬂfSt)ClEvm}IP(awl)JU [D = OO, u. E A]]
(14) = Pw[Tm <t C, Em]P(a—l)ﬁo [D =00, W € A]

Considerando A como todo el espacio en {14), se obtiene

Pole < tyre = 2,C) =P, [Ty < 4,C, Ex]Pe_135,|D = )

Finalmente, sustituyendo esta Gltima igualdad en (14), se obtiene (11). O
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Introducimos el resto de la estructura de regeneracién. Definimos %y := & v, para n > 1,
Kntl 2= K+ K(T—r, w(kn+-)), donde s{r—,, w(kn+-)) es el tiempo de regeneracién partiendo
de wy, ., con la convencién k1 = 00 si K, = 0o0. Observe que la definicién de k,., a partir
de ky involucra sélo eventos de K y difiere levemente de la definicién adoptada en [9].

Definimos, para cada n > 1, la tribu G, como la completacién con respecto a P, de la tribu
mas pequefia que contiene a todos los eventos de la forma {k1 <t} N...N{k, < t,} N A, con
A € F;,. Andlogamente a la Proposicién anterior, se prueba

Proposicién 3. Sea A € K. Luego,

Poy[r—r, wlkin + ) € AlGn] = Pra—1ys[w(-) € AID = 0.

DEMOSTRACION. Esta vez, tenemos que probar

(15) Pulr_,, wlkn +) € A, B] = By[B] Pra_1ys, [ € AlD = 0]

para todo B € G,. Basta considerar eventos de 1a forma

B=CnN{x; <tj, 1= Lo,ntnd{r, =z, i= 1,..,n},

cont; S S, 1SS Sz, yCEF,,.
Siguiendo el mismo razonamiento que en el caso n = 1, observamos que

T

ﬂ{rﬁ-i =i} =
i=]

donde E‘ml ={Dy < Ty, Vy <z}, J::Jml. ={Dy <Tp,,V2i1 <y<zi} € Fp, para 2 <i < m.
Ademés, observamos que, para cada i =1,....,n — 1, se tiene

{Dﬂ':,g = OO: E.’L‘-;‘}s
1

[ES

{Dy, =00, Dy, =00} ={Dy, > Ty, Dy, = oo}

Claramente, se tiene {D,, > T, } € F,, .
Luego,

Pw[{"f‘i < t:ia Ty = &4, i= 1: ...,n}, Ca T—Tnnw("in + ‘) S A]
D= Po{TE Styre, =2, 0= 1,0}, O 1op,w(Ty, + 1) € A
= Pu{Te, <ti, Bi, Do, 2T i=1,0,n— 1}, Dy, = 00, C, 7 g, (T, +-) € A

Podemos ahora condicionar con respecto a F,, dentro de la tiltima expresién:

Pul{r: <ty re, =25, i =1,..,n}, C, Tepy, Tz, W{Kn + ) € A]
= Ew{l{cséi‘Tm;‘Sti,i:l,-..,ﬂ,DmiZTmmi:l,-..,n—l}PW[DETL = 00, Tz, (Lo, + ) € AjFy,]].

Pero usando la propiedad fuerte de Markov con respecto a los tiempos T, y el hecho de que
Aek,

Py[Dz, = 00, Tog,w(Ty, +) € AlF,] = Pa_1ys,[D = 0o, w(’) € Al.
Luego,
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Pol{ws <tiy rey = @, i =1,..,m}, Cyrop, wlkn + 1) € A
= PJIC, B, To, Stiyi=1,.,n, Dy, > Ty, i=1,..,n 1Pr_1y50[D = 00, w(-) € A].
(16)

Considerando A como todo el espacio en (16), obtenemos

Pw[{'ii S ti: Ty = iy t= }-: ..‘,n}, C]
= PolC, By, Toy <tiyi= 1, Dy, 2Ty i=1,.,n — 1P a1y, [D = 0.

Sustituyendo esta 1ltima igualdad en (16}, se concluye {15).
|

Proposicidén 4. Sea w € S.

(i) Bajo Py, k1, k3 — K1, K3 — K3, ... son independientes Y Ko — K1, K3 — Kg,.. Henen la misma
ley que K1 bajo Pa_qy5,[-1D = 0.

(#) Bajo Py, Tk, (k- Ama ~ Tr1s Plkot)Ang — Thay oo SOT independientes, ¥ 7(e 4 inx, —
Ty T{ngt+)nsg ~Trey - SON idénticamente distribuidos, con la misma ley quer.,,,, bajo Pla-1ys, 1D =
o).

DEMOSTRACION. Esto es un corolario de la proposicién anterior. Sin embargo, por su senciliez,
incluimos pruebas directas para el caso n = 2. Las dificultades técnicas para obtener el caso més
general son analogas a aquellas que se presentan al pasar de la Proposicién 2 a la Proposicién

3.
(i) Recuerde que Plk1 < oo] = 1. Sean A, B C Ry, borelianos. Luego,

Pulke ~ k1€ Ak € Bl =Y Pylky Ty € A,y = 2,75 € B
T
= > Pulke—T: € A, Dy = o0, Fy, T € B

(17) = Y Bulliz pepPulin 1o € A, Dy = 00| 5]
xr

Ahora, por definicién de kg, sobre el evento r,, = , tenernos

Pz Ts € A, Dy = 00| F]
Fulw(w(Ty + N EA D, = 00| Fy]
Pa-1s[61 € A, D = od]

(18)

donde en (18) se utilizé la propiedad fuerte de Markov y la invariancia por traslaciones.
Luego,

(19) ]P)w[fiz — K1 €A K E B] = P(G—I)JD[H‘I € A, = OOJ ZPM[E;E, T, & B]
Tomando A =R, en (19), obtenemos

Plx1 € B] = Pa_1y5[D = 0] Y _ Py[Es, T, € B).
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Finalmente, remplazando esta identidad en (19), se concluye

lP’w[ﬁlg — K1 € A’ Ki € B} == P(a_1)50 {fi} € A’D = OO]
Esto prueba la independencia, pues el lado derecho de esta expresion no depende de B.
Tomando B = R, obtenemos la igualdad de las leyes.

{#i) Consideremos nuevamente A, B ¢ R.., borelianos.

PW[T(51+-)/\I€2 - Tl‘il € A1 TK,1/\- S BJ
= D Pulrtitine — T € 4 Tgn € B, 1y, =1

€T
= D Pulr(zayne, ~ T € A, rrp € B, Dy = o0, £
x

= DBl o, ey Pulr(nsiam =@ € A, Dy = o0l 5
xz

Ahora, sobre el evento {ry, =z},

Pulr(my)nm — @ € A, Dy = 00| 7]

Pw[T((Tx + ) A '%(w(Tm + ))) —zeA D, = Oolf:r]
= Pa_yslrimiA)—2€ A,D =]
= f){a—l)én [r(m A ) €A D= OO]

Prosiguiendo andlogamente a la parte (i), concluimos

Pwh(m-l—-)/\m —Tw € AI Trin € B] = P(a_l)go[’r}gl,\. = AiD = OO]
J

3.3. Proceso auxiliar y Tiempos auxiliares, Sea r € Z v sea E, el conjunto de los a
Indices (z,%,7 — 1) inmediatamente anteriores a (z,a — 1,r — 1). Definimos también F, ; como
el subconjunto de indices de E, con = > r.

Sea vy := 0 y sea v el primer instante en que una de las marchas {Yir1: (25,7 —1) € Frp}
toca el sitio r + 1. Enseguida, definimos 15 como el primer instante en que una de las marchas
{Yeipo1: (24,7~ 1) € Fpiq} toca el sitio 7 + 2,

En general, para & > 3, definimos 14 como el primer instante en que una de las marchas
{Yeir—1: (28,7~ 1) € Fpik1} toca el sitio r + k. Finalmente, definimos el frente auziliar
como

m n+1
(20) Fy=ra4n, s Zuk5t<2uk.
£=0 k=0

Lema 6. FEuviste a > 0 tal que

(21) tli’rglo 7/t =, cs.
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DEMOSTRACION. Basta observar que las variables aleatorias {Vk11; 1 k > 1} son independientes
para Vj >0, I > 2 y aplicar la ley de los mimeros grandes. g

Hemos introducimos este frente auxiliar para minorar el frente del proceso de combustidn
7¢. Si bien es intuitivamente claro que 7; < r,, necesitamos probar una desigualdad del tipo
vx < pi. Observe que es mds facil obtener estimaciones para vy, que para pg.

Lema 7. Suponga que (r,1,7 —1},...,(r,a — 1,7 — 1) € Z(0) y las particulas correspondientes
se encuentran inicialmente en r. Luego, p1 < v,

DEMOSTRACION. En ambos procesos, la dindmica de las particulas con indices (r, 1,7—1), ..., {7, a—
1,7 — 1) estd dada por las marchas Y;,,_1(t). Estas son las Gnicas particulas que se consid-
eran en el proceso auxiliar antes de 11, mientras que, en el proceso indexado, pueden haber
mds particulas que alcanzan eventualmente el sitio » + 1 antes que las primeras, con Jo cual
pr S v O

Lema 8. Suponga que (r,1,7 — 1), ..., (r,a — 1,r — 1) € Z(0) y las particulas correspondientes
se encuentran inicialmente en r. Luego, py < vy,

DEMOSTRACION. En tiempo p1 +... + py_1, hay a — 1 particulas en el sitio -+ &k — I con indices
(r+k-1,1L,r-1),..,(r+k—1,a—1,r— 1) y una particula adicional con indice desconocido,
la cual despertd a las anteriores. Ademds, hay un niimero indefinido de otras particulas, entre
las cuales se encuentra aquella de indice (r + k — 2,6 — 1,7 — 1)

La definicién de v involucra sélo las particulas con los a mayores indices, o sea, aquellas que
nacleron en el sitio 7 + £ — 1 y aquella de indice (r + & — 2,a — 1,7 — 1), '

Observamos que, en el proceso indexado, en el intervalo de tiempo [px_1, px] ninguna de
estas particulas puede haber sido anhiquilada, pues son aquellas de mayores indices.

Se define 7..; como el primer instante en que una de las particulas que nace en 7 + & ~ 1
toca el sitio » + & en el proceso indexado, y 7_5 como el primer instante en que la particula de
indice (r +% — 2,2 — 1,7 — 1) toca el sitio 7 + & en el proceso indexado. O sea,

Tor=Inf{t > p1+ ...+ pp_1 : Drph—tir—1() =r+k i=1 . a1},

To=1nf{t > p1+ ..+ py_1: Zrtk—20-1,-1(t) =7+ k}.
También se define 7y como el primer instante en que alguna otra particula toca el sitio r + &

en el proceso indexado. Asf, py = min{r, 71,72} — p1 — ... — pp_1.
Anjlogamente, se define

ag.] = fnf{t >0: K"*Fk-l,i,f’-l(” =7+ k’, 1= 1, veay 1},

g9 = fl’lf{t > 0: Yr-i—k—2,a,w1,r—1 (t) =r 4+ ;C},

de modo que vy = min{o_;,0_5}.
Luego,

&=

. -1

T_1 = inf{t > 25t K'+k.r-1,z',r-—1(t —pP1— . mpk_l) =7 +k,i= 1,...,a— 1}
1

=mf{t > 0: YV asraat) =r+ki=1.,a—1} +pr+ ...+ ppy

=o_i1+p1+ ...+ pr-1.

e,
Il
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Por otro lado,

k-1
79 = inf{t > ij Yotk 2a-10- 1 —p1— o — pr_2) =7 + k}
j=t

<inf{t 2 0:Yiypna-1,-1(t) =7+ k} +p1 + oo+ pp1
=09+ p1+ ...+ PE-1-

con lo cual se prueba el lema.

Siguiendo (2], introducimos los tiempos auxiliares

Ui=inf{t>0:7 ~r <ot +1/2]}.

Vi=inf{t>0: sup &,z t) >0}
z>[oft]+r

L = min{U, V}.

Uz ::UOBTE’ VE = VOHTQ, Lm ::LOBT_—,-;'

Introducimos un nuevo tiempo de regeneracidn a partir de estos tiempos aleatorios, tal como
en [2]. Sin embargo, esta nueva definicién no serd utilizada antes de la Proposicién 19, por lo
que no es esencial a la hora de probar un resultado como la Proposicién 2.

Definimos dos sucesiones de tiempos de parada {S; : ¥ > 0} y {Lx : k > 0} de la siguiente
marnera; sea Sg = 0, Rp = r. Enseguida se define

(22) S =Tp+1 L1 =Lobg +51 Ry;:=rp,.
Habiendo definido Sy, Ly vy Rg, definimos

(23) Siv1 = TRe41 Lry1=Lobs, +Sks1 Bgyr =71,

Observe que el +1 que aparece en la definicién de S tiene por fin asegurar que, en estos
instantes, haya al menos una particula en el frente (de hecho, habrd a — 1 particulas).

Finalmente, se define K = inf{k > 0: 5, < o0, Dy = 0} y &' := Sk. Como L > D, es facil
observar que & < &', :

4. KESPERANZA Y VARIANZA DE LOS TIEMPOS DE REGENERACION.

4.1. Estimaciones para el Proceso Auxiliar.
VELOCIDAD DEL PROCESC AUXILIAR

Sean v, p > 0conv > py v+ u =2 Denotamos por A = v — pu la velocidad de una marcha
aleatoria a tiempo continuo con parametro 2, que salta a la derecha con probabilidad v/2
y a la izquierda con probabilidad u/2. Denotamos por va := a la velocidad del proceso 7
correspondiente, donde o se define en (21).

Necesitamos la siguiente estimacién:
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Lema 9. Definimos 71 como el primer instante en que una marcha inicialmente en O alcanza

el sitic z = 1. Luego,
1

DEMOSTRACION. Serd util la siguiente representacién de una marcha aleatoria asimétrica:
Sean & v.a. i.i.d. que toman el valor 1 (respect. —1) con probabilidad ¥ (respect. &).
Sean T} v.a. 1.i.d. con distribucién exponencial de pardmetro 2.

Definimos Ny =nsi 3 o Th <¢< Z::i T..

Finalmente,

Eln]

Nt
Xe=) &
k=1
representa una marcha aleatoria a tiempo coutinuo de pardmetro 2 con las probabilidades de

transicién deseadas.
Luego, por la propiedad de Markov,

T = X{g6=1}11+ X{51=—1}(T1 +7+ ),
donde 7! y 7§ son respectivamente el primer instante en que una marcha inicialmente en z = —1
toca el sitio = 0 y el primer instante en que una marcha independiente de 71, inicialmente en
0, toca el sitio z = 1.
Ahora, por irvariancia bajo traslacion, 1, 7] y 74 tienen la misma distribucién.
Luego,

Efn] = Elxge,=1yTi) + Elxg=—1371] + 2 =-1371
= E[Ty] + 2P[&; = —1]E[n].

Usando E[T3] = &, se obtiene E[n] = %

Lema 10. va > A.

DEMOSTRACION. Podemos suponer 7 = 0. Para @ == 1, observamos que el proceso auxiliar
es una marcha aleatoria simple. Definimos 73 como el primer instante en que una marcha
inicialmente en k — 1 alcanza el sitio = = &.

Acotamos inferiormente 7, por el proceso 7 definido como sigue:

Inicialmente, s6lo hay a — 1 particulas en 0. En el primer instante 7{ en que una de estas
particulas toca el sitio z = 1, se crean a — 1 nuevas particulas (en z = 1) y se destruyen todas
las otras. Ponemos T¢ = 7i. Inductivamente, si en el instante 7, + ... + 7, s6lo hay a — 1
particulas en el sitio z = &, g, se define como el primer instante en que una de estas marchas
alcanza el sitio z = k + 1. Cuando ocurre Tf, |, se crean a — 1 nuevas particulas en este sitio y

se destruyen todas las otras. 7§, se define como Tg —7¢—...— 71 Deeste modo, los tiempos
7, son idénticamente distribuidos.
Definimos
n n+1
iy = N, si ZTkSt<ZTk.
k=1 k=1

De las definiciones anteriores, se puede probar que iy < 7y de una manera similar a aquella
empleada la seccién anterjor para compara rhoy ¥ Vg.
En el lema anterior se probé que Elri] = %. Ademds, Plr¢ > t] = Plr > t]%
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Luego, se tiene

Elrf] = /000 Plrf > tidt = /Om Plr > t]%dt < /Goo P > tldt = E[ny).

Observando que

n+1 n My < o)
T S Tm a
ptirp n+l ¢ Y oh=oTh

y aplicando la ley de los niimeros grandes a {71} se concluye que

My 1
t—o0= —

—_— A
P B

MOMENTOS DE CIERTOS TIEMPOS DE IMPACTO.

Sea X, = N, M, donde N; y M, son procesos de Poisson de pardmetro v y p respectivamente.
Sea v = Inf{t > 0: X; = N}. Queremos estimar Plry > 1.

Plry >t] = P[sup X; < N]
0<s<t

< P[Xf < N]
= Ple™ < M, A >0,
(24) = Ple™ < &7,

Aplicando la desigualdad de Kolmogoerov en (24) | se obtiene,

Plry > t] < MV Be™ 21
“<" BANE{B—»\(NV—MQ]

(25) < VBV Bl
oG L o0 k
oWt o W8T e ()7
(26} =M et kz_o e j:ZO i e

— WV expt{—(u+v) +ve > + pe’}.

donde en (25) se utiliz6 la independencia de Ny y M, y, en (26), se escribié explicitamente las

esperanzas.
Buscamos A > 0 tal que — (g + v) + ve™ + pe* < 0. Pero esto es equivalente a © > e, lo cual

es posible solamente si v > p.
Luego, en el caso de una marcha aleatoria asimétrica, existe C = C(N) y 8 > 0 tal que:

Plry >t < Ce ™,
Con esto, llegamos a la siguiente estimacién:

Lema 11. Para j > a, existe Ag > 0 tal que, pare todo 0 < X < Mg,

E[ei] < 0.
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DEMOSTRACION. Para § > a el proceso auxiliar cuenta con exactamente g particulas en
movimiento. Luego, v; es el minimo de ¢ tiempos de espera distribuidos como 1.
Por la discusién anterior, se tiene entonces

Ply; > 1] < CMe=BML

Luego

oo
Blesp{wy}] =X [ & Plluy| > rlde < o
G

para A suficientemente pequefio.
U

Lema 12. Parg ﬁ— > é > % existen constantes O < C1, Cs < oo tales que para cualquier

condicion inicial w y £ > 0

P[t < U< OO] <Crexp {—Cgt}.

DEMOSTRACION. Tomemos r = 0. Sea ¢; tal que ['t1 +1/2) = M. Luego, para t > #1, se tiene
que

Plt <U <00l £ Plfy, > M, Uy {75 < |os +1/2]}].
Pero 75 < [o's + 1/2] para alglin s > ¢ implica Zﬁf"’l/ 2 Vi 2 s, 1o cual, a su vez, implica
% ?:1 v Z é(l - %) para algtin n > [ot + 1/2],
Similarmente, 7, > M implica que Z?il vi S {M +1)/o/. Tuego, para [o't +1/2] > M + 1,
tenemos

M o0 n
Pit<U<x]<P Z 'S(MJI_)? U {% sz_l_(lwi)}

j=1 n=lalt+1/2] = =1

X

e 1 <« 1 M+1/2
< — ; ] -
= P U {n ) Z VJ‘ 2 Oz.” (1 M )}

n=[a't+1/2] j=M4+1
oo ( i n
< > Py vj 2 = — (M +1/2)
ne={a’t41/2) J=M+1

[eo] F n
< Z P |exp{A Z uj}ze’\ffe_’\(M"'l/g)

n=[a’t+1/2] | J=M+1
o0 " ke
< Z Py e”\(M+1/2)E{exp{,\Zyj}].
n=lelt+1/2] =1

Ahora, sabemos que v; y v; son independientes si [ — j| > 2, luego, aplicando la desigualdad
de Jensen,

N
E[exp{)\Zyj}]zE exp{1/2 | 2) Z vy + 2 Z vi |}

lgjsn, 1<j<n,
impar par

j=1
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(27) <1/2F |exp{2A Z_yj}+exp{2)\ Z vitl -
1€igm, 1<5<n,
impar par

Sabemos por la discusién precedente al lema anterior que vy tiene momentos exponenciales
EleM1] para X suficientemente pequetio. Luego,

2X 2X A
Bl = El + 220 +0(N)] < C (1 + —) < Ce¥s.
A

Asi, se tiene

E |exp{2A Z UMk} =E[6XP{21\V1}][R/2]

1<5<n,
impar

25 [n/2] An
SC’(e”A) < Ceva,

La estimacién para la otra parte de la suma es andloga. Luego,

oo
Pit <U < o0 <C Z MNM+1/2) =25 AT
n=[o/t+1/2)

T An(L‘“lf) —hi
<C Z e \va 'S L (he .
n=[a't+1/2]

0

4.2. Estimaciones para el Proceso aumentado.

Lema 13. Sea {X; : t > 0} una marcha aleatoria asimétrica a tiempo continuo con tasa de
salto igual a 2, posicidn inicial z < —1, ¢ >0 y EY[Xy] = (v — p)t con v > p. Sea

T=if{t >0: X, > [ct]}.

Sic>v—u, entonces:

Plr =00] > 1 — exp{(1 + z)8.}, z <1,
Plr =00] > exp {—2/c}(1 —exp {-8}), z=-1,

donde 0, > 0 es la solucién no nula de cf — (ve® + pe=? — 2)=0.
Ademds, existen constantes Cy y Cy tales que

Pt <7 < oo] < Crexp{—Cat} (exp{—8.|z|/2} + exp{—tI(|z]/(2t)}),
donde I es la funcién de tasa de la marcha dada por

I{z) =2+ Az — (vet + pe™),
y A= Az) es tal que x — ve* — e~ = 0.
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DEMOSTRACION. Representamos Xi = Ny — My, donde N, y M, son procesos de Poisson con
tasas de salto v y p respectivamente, v > pyv4+pu=2
Observamos que, para 0 € R, MY := exp{0X; — (ve? + pe? — 2)t} es una martingala. Luego,

EFME, | = exp{fz}.
Ahora X;an < [e7 An). Luego, 80X, p, — (vef + pe=f — 27 An < (B (ve + pue=? — 297 An.
Luego, para 8 > 6., por el teorema de convergencia acotada:

El{rco}0X; — (vel + pe™? - 2)7] = exp{fz}.

Ahora, para 7 < oo, se tiene X, = lcT] y, luego, 68X, — (vef + pe=® — 27 > (cf — (ve? +
pe™? — 27 — 0. Asi,

Bl cocrexp{(cf — (ve? + pe? — 2))7 — 8] < ezp{fz}.
Sid | 6., se tiene:

E[1{1—<OO}E;L'}U{—9CH < ezp{ﬁcx},
y luego,
Plr < oo] < exp{{1 + z)6,}.
Para el caso x = —1, notamos que la probabilidad de que la marcha no salte antes de ¢ = 1 /e
es exp {—2/c}. Luego, basta usar la propiedad de Markov y el resultado para z = —32.
Para probar la dltima afirmacién, usamos:

Plt<7 <o) <P[X;>B] + Pt <7< o0, X < B].
Ahora, usando la funcién de tasa I , 8¢ obtiene

P[Xy > B| < exp{—tI{(B + |z|)/1))}.
Por otro lado, utilizando la propiedad fuerte de Markov y la invarianza bajo traslaciones,

Pt<t<oo, X; < B < P_(1eg-BylT < 0] < exp{—([et] - B — 1)8.}.
Finalmente, basta elegir B = ([ct] + 2)/2 para obtener el resultado. O
Lema 14. Para cada o > A existe 0 < C < oo tal que parat > G yw < S
Plt <V < oc] < Ce™ €,

DEMOSTRACION. Tomamos 7 = 0. Considere los eventos

Azirrt = {Zsiri(s) > [os], paraalglins > ¢, Zpirri(u) < [o'u), Vu < ¢, Trirel > b}

Luego, {t < V < o0} = U(:ﬂ,i,r-H)EBo Agirti. Pero,

PlAgir] < P{Zy;04(s) > [o's], paraalgiins > t] = Pt <7 < o0,
donde z es la posicidn inicial de la marcha Zyir+1; de modo que, usando el Lema anterior y
recordando que hay a lo mas M particulas por sitio, se tiene

-1
Polt <V <ol <M > Pt <1< ool

T=—00

Basta usar ) 22, e~ /8/("+1) < (5, 4 1) >reo € %) y la segunda parte del Lema anterior. [
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Con las estimaciones anteriores para U y V', se obtiene:

Corolario 2. Eziste una constante 0 < C' < oo fal que

P,[t < L < o] < Ce™ ",

Lema 15. FEriste una constante estrictamente positiva 8 tal que

P,[V < o] < 1 —48;.

DEMOSTRACION. Supongamos r = 0. Si definimos V' como el primer instante en que una
particula del proceso aumentado toca la linea [ot], sin tomar en cuenta la anhiquilacién entre
particulas, se observa que V < V. Luego, usando el primer resultado del Lema 13,

Pu[V = 00] 2 P[V = 0] > e 2/ (1 — e ®)M TT(1 - e7"e)M = 5,

n=1

O

Lema 16. Eziste una constante do > 0 tal que para cualquier condicidn inicial w con al menos
a — 1 particulos en el frente

P, [U < 00| < 1— &y

DEMOSTRACION. Podemos suponer 7 = (.
/
Recordando que 7, < [o's] es equivalente a Zgo;f} vj > §, observamos cue

2 e 2% — 1

k=1 j=1
Sean &N, 0 < e < inf(z, '17%3) Definimos G como el evento de que cada marcha ¥, ; _1y con
0 < z < n avanza M + 1 pasos hacia la derecha antes del tiempo ¢t = €.
Observamos que cuando G ocurre, v; < 1/(2a’) para cada 0 < j < k y se tiene Z;'c=1 v <
k/(2a), para todo k < n+ [M/a] :=n'".
Ahora, observamos que G 1 0211{Z?=1 v; < £} >5GnNH, donde

00 k
k-
H= m {Zuj<%-—n’e}.

k=n'4+1 j='n.’+l

Como G y H son independientes, se tiene que P[U = co] > P[G]|P[H]. Estimamos P[H <,
procediendo analogamente al Lema 12,
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Z Plhexp{ Z i} > et “275"6_’\"6]
k=n’41 J=n'+1
<C Z AL e AR
k=n'+1
oo
—Ce "‘”Eemﬁ(nﬂ Z e—'\k(_f”_)
k=n'+1
/\n’(eﬁ-—)

<Ce

Como la tltima exponencial tiende a 0 con n/, se obtiene la estimacion.
b

O

Lema 17. Eziste una constante 6 > 0 tal que para cualquier condicidn inicial w con ol menos
a — 1 particulas en el frente

PID <o) <1—86.

DEMOSTRACION. Usamos la independencia de I/ y V y las cotas anteriores en

PulL = 00] = P,[U = ], [V = 0] > 4.
L{Jego,

P,[L = o0} > 6.

Como D = L, se obtiene P,[D = 0] 2 6, y, luego, P,[D < o0] < 1 — 4.
U

Corolario 3. Para cualquier condicidn inicial w con al menos a — 1 particulas en el frente

P.IL < oo] < 1-4,
donde § es la constante del Lema anterior.

Lema 18. Eziste una constante C < oo tal que, para toda condicidn inicial con r = 0y
M' > M, se tiene

Pyulry = M't] < Cexp{~Ct}.

DeEMOSTRACION. Como en cada instante hay a lo mds M particulas en el frente, la mixima
tasa de salto posible es 2M. El resultado es, entonces, una estimacién estandar de procesos de

|

Poisson.

Lema 19. Para todo p > 1, existe una constante C = C(p) < oo tal que

P(a—l)ﬁg [KJ] > tID = OO] < CtP.
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DEMOSTRACION. Utilizamos la estructura de renovacién definida en (22) y (23).

00
P(a_1)50 [ﬁ’,l > tID = OO] < ZIP(G—UJG [Sk- >t K= k}ID = OO]
k=]

Observamos que

P(le)go[sk >t K = kD = o}
Pla—1)5,[K = K]
IP(G—‘].)(SD [D = OOJ

1
5P (a-1)d0 L1 < 00, Lr—y < 00, Ly = o0.

IA

A

Al condicionar con respecto a Fs,, la Gltima expresidn se convierte en

1
S‘E(a—l)éo [l{Ll<oo,...,Lk_1<oo}P(a—l)d'o [Lk = OOIFSk”

Analicemos el término Pra—1)5,[Lk = 00| Fg,]; queremos probar

Pla—1yso[ Lk = 00, B] = Piy_1y55[L = 00]Ps_135, B,

para eventos de la forma B = {S, < ¢, 8§, = Tz} N B, con B, € F,. Utilizando la propiedad
de Markov con respecto a los instantes T}, tenemos

[Lp =00, 8, <t,5, = Ty, Byl
E(a—1)60 (18, =Te<t, B Pla—1)60 [ L = 00| F]
Pla—1)so[L = 00135, [Sk = T3 < ¢, By)
= Pla—1)6[L = 00]Pa_1y5, 1 B],

Pla-1)s

de modo que

PanyanlLi = 0ol Fs,] = Po—1)s, [L = o0].

Ahora, en virtud del Corolario 3, se concluye f

P(a,l)go [Sp >, K = kD = 0]
(1-9)

< ‘“5—19’@—1)50[151 <00, .y L9 < 0], !

Aplicando el mismo tipo de razonamiento a los eventos {Li < oo}, 1<i< k-1, se obtiene
inductivamente,

H

_ svE—1
]P’(a_l)gg [k > t, K = k|lD = o0 < E——(?)M—,

con § > 0 dado por la estimacién del Lema 17, Luego, para I > 0 se tiene
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i
P(a—l)ég [K,l > tlD = OO} < Z]P(a—l)ﬁo[t < 8 < DO[D = OO] + 5_2(1 - 5}3
k=1
Sea 0 < v < 1, definimos el evento

Ap = {TL'I —rg < tw,?“[,z ~rg, <i7, ., PLy 1 =78, < tv}

Observamos que, sobre Ag; se tiene T8, < k(1 +¢7). Podemos escribir

Pra—1)5,[t < Sk < 00| D = o0}
S Pla-1yso [AF, S < 00D = 00] 4 Py )5, [Ar, £ < Sy, < 00| D = oc].
(28)

Usando el hecho de que Pus,[D = 0] > § > 0, se tiene que
k-1

P(a—l)ég [Ag, Sy < 0D = OO] < CZP(G_I)% [T’Li —rg, 2t7,5, < 0.

i=1

Ahora, sea M’ > M luego, recordando que 53 < oo implica L; — §; < oo para i < k, se tiene
P

Pla-nysolre, —rs; > 7,8, < o0] = Plat)dolre; — s, 217, 8% < 00, Li — §; < #7/M]
+ IP)(G“_]_)JD{TLZ- =1y =t 85, < o0, L; ~ S; > tﬂy/ﬁ/fq
S Plavyio [Psiirpar =18, 2 8]+ P _pys[17/M < Li - §; < o0).

Por la propiedad fuerte de Markov y el Lema 18,

H'D(a—l)ﬁn [TSi+t7/M’ -T2 37] < Cexp{—Ct"’}.

Aplicando nuevamente la propiedad fuerte de Markov y €l Corolario 2, se tiene

P(awl)cge[t‘y/M’ <L -8 <] < Cexp{—Ct}.

Tomando [ = —p/log(1 — &) log(t), se logra controlar el primer sumando de (28). Falta estimar
Pla1) Akt < Sp < 00,U < 00|D = oo]. Ya habiamos observado que sobre el evento {t <
Sy Ap, U < oo} se tiene rg, < k(1 + t7), y por lo tanto, 7, < k(1 +t7). Asi, tenemos 7, <
Clog(t)(1 +t7). Aplicando la desigualdad de Kolmogorov,

Pla—1yselexp{f} < 1N+
tc)\(l+t7)E(a—1)60 [exp{— A7 }).

P(a—l)ﬁo [’Ft S ClOg(t)(l + tr}l)]

I~

Estimemos esta dltima esperanza.
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]E(a—l)ﬁo [eXp{—‘/\ﬁ}]

o0
— Z G_Ak]P(g‘_l){sO [T't = k]
k=0
oo k k41
< Ze-/\kP(a—l)éo[Z Vi <t< ZVj]
k=0 =0 3=0
o0 k+1
< e Z e_)‘k}E(a_l)gﬂ [exp{A Z v}
k=0 7=0
(29) — e—/\t Z e—AkIE(a—l)é‘g [BBAvle-{—l
k=0
< Oe‘“/\t’

para A suficientemente pequefio. En (29), se utilizé la desigualdad de Jensen tal como en (27).

Esto finaliza la prueba del Lema.
L]

Lema 20. (i) Se tiene Eqg,[1|D = 00] < 00, Eoge[62|D = 0] < 00,
(1) Easo 1, | D = 00| < 00, g, [r2, 1D = o0] < c0.

DEMOSTRACION. La primera afirmacién sigue del lema anterior. Las otras dos, requieren,
ademds, del resultado del Lema 18, O

5. LEY DE LOS NUMEROS GRANDES Y TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

5.1. Ley de los niimeros grandes. Considere el proceso de combustién con r — 0y
7(0,0) = a ~ 1. Probaremos

. Ty E(aﬁl)&;\ [re | D = 0]
30 lim 2t =y .= ,
(30) oo E(a—15, 151D = 00]

La prueba se basa en [9].
Observamos que la Proposicion 4 y el Lema 20 implican

- F':'TL 2 T T
@B lim —= = B [mlD =c0), ¥ Jim ";— = E(a-1)g[rs, | D = 00].

Para ¢ > 0, definimos n; := sup{n > 0 : x,, < ¢}, con la convencién xy = 0. Gracias a (31)
podemos concluir que n; < 0o, ¢.8., ¥ My Kne = 00, C.8. ¥ K, <t < Kp,41. Utilizando esta
inecuacion y los limites en (31), tenemos

lm = !
tmoo b Big_1y5 k1D = oo]’
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Ahora, nos gustaria tener una estimacién similar, remplazando Tkn, POr 7¢. Pero, utilizando
la definicién de n; y (32), se tiene

Tw — T
. +1 n
< Jjm e e

lim ____m_th = T
t—oo t T f—00 t

lo cual prueba (30). Del Lema (10), es inmediato concluir que v >p -~ q.

=0,

5.2. Teorema del limite central. Considere nuevamente el proceso de combustién con
7 =0y 70,0} =a—1. Sea

Bf i= e (r oy, — et), >0,

Rj = Tripr T Thy — (ﬂj-i—l - .‘Cj)U, J=0,

Em = Z Rj.

i=1
Para0 <t <7 < o0,
|Bf — fl/zEnt/EI <2% gup (Thors = Tn) + 20612 sup (Knt1 — Kn).
0<n<n, 14 0<n<n, 15

Usando la Proposicién 4, tenemos que, para u > 0 vn=>0,

Pla—1ysol€ % (kg1 — fin) > 1
= Ea-1)8[Pro—1)d [/ (kins1 — ) > 1u|Gy]
= P(a_l)gﬂ[ﬁl/zn‘il > ulD = oo
< e Erpys, {fﬁgl{mxﬂﬂu}w = o).

En virtud del Corolario 20, esta tiltima expresion tiende a 0 si € — 0. Luego,

Pla—1)60 [0 sup  {Kn+1 — kn) >y

Snfﬂe_lT
< P(a—-l)éo [K,l > E_I’U,] =+ EU_Z(Tefl =+ I)E(a—l)dg [H%1{51>5*1/Eu}‘D = 00]7

tiende a 0 con e. De este modo,

(33) SUP (K41 — fin) — 0,
0<nsn, 14

en probabilidad. Repitiendo el mismo argumento para los incrementos Thny: = Trny € concluye
que

(34) sup (T"in+1 — The) = 0,

OSnSnE*lT

en probabilidad. Luego, Bf — et/ 22‘”5—11 converge a 0 en probabilidad, uniformemente en com-
pactos de R. Por el principio de invarianza de Donsker, sabemnos que €1/23, /e converge en ley a un
movimiento Browniano con varianza Eta-1)8 [(7x, —1v)3| D = 00|, donde T, denota la interpo-
lacidn lineal de Tp,. De la prueba anterior, sabemos que lim;_ o, n; ft=1/Eqy_1ys, 61D = o0].
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Como eny-1 es creciente en ¢, € e — t/Ee_1y5[611D = 00], uniformemente en compactos
de t.
Probaremos finalmente que e}/ 2, —€l/ *Z(e); converge a 0 en probabilidad cuando e —s 0,

donde I(¢) := (eEfk;|D = o0])~L. Sea o > 0. Luego,

111)[16]1/22?'15—1t - El/zzl(f)t” 2 (}!]
= P[ifl/zznsilt - El(e}t Z a, |n‘e*1t - l(&)tl < 1]
(35) PP, = Dy 2 @, Ingay — L)) > 1]

Ya habiamos observado que el segundo sumando de (35) converge a 0 uniformemente en com-
pacto de £. Para el primer sumando, basta observar que, sobre el evento {|n,-1, - {(e)t! < 1},
se tiene

fzne—zt - zl(e)t‘ <2 sup (Tﬂj+1 - T"‘ij) +v sup (K:j+1 - Ej):
0<j<n, —y, Osj<n, 1,
lo cual converge a 0 en probabilidad, uniformemente en compactos de ¢, tal como se establecié en
(33) ¥ (34).

Luego, ¢/ 22],,,6_” es tensa en la topologfa de Skorohod ¥ sus distribuciones finito dimen-
sionales convergen a las distribuciones finito dimensionales de un movimiento Browniano con
varianza
E(a—1)50 [(Tn‘n - H'IU)2ID = OO]

o2 =

B 1)slm1|D = o0]

5.3. - La varianza es no degenerada. Probaremos que

]E(a_l)go[(’]“m - K)l?))zi D= OO] > 0.

Para esto, basta probar que, para algin o' < 3 < v, se tiene

P(ﬂ.—l)ao[rﬁil =, mﬁ"l S 1, D = OO] > 0-

Pero, con las notaciones de la seccién 3, y recordando que, por el Lema 5, para T > (), se
tiene {D =00, Dy = 00} = {Dy =00, D > T},

P(a_l)go [T,.;l =, :cﬁhl < k1, D= )
= P(G—I)Jg [Ers Dx = 00, xﬁ—l < T:r, D= OO}
= p(aﬁl)[‘io [Em Dy = oo, mﬁ_l <7z D> Tm}

Condicionando con respecto a F; y utilizande la invariancia por translaciones, esta tiltima
expresion se reescribe como

Eta-1)60[1¢8, 051 <1 < 0y Pla-1)50[D = 00| 73]
= PlacysyiBay 287" < Ty < DIPy_yy5,[D = o0,

Ahora, por el Lema 17, sabemos que

P{a—l)éo [D = OO] > (.
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36lo falta probar que
Plo—1ys, (B 287 < T < D] > 0.

Pero podemos minorar esta cantidad por la probabilidad del siguiente evento: una de las particu-
las originalmente en 0 salta hasta el sitio z en un tiempo ¢ tal que 237! < ¢ < L),y se
queda en ese sitio hasta el tiempo L(a’)™!, mientras que todas las otras particulas (negras y
rojas) entre los sitios 0 y £ no se mueven durante el intervalo de tiempo [0, L{a/)1).

Observe que, sobre este evento, se tiene Dy <7, Y0 < y < z, pues se cumple que Dy =Ty,
para 0 <y < .

6. APENDICE [: PROCESO DE COMBUSTION CON EXCLUSION

Constuiremos ahora un proceso de combustién en el que las particulas activas describen un
proceso de exclusién simple. Advertimos que la construccién y las pruebas que se dan a contin-
uacién pueden ser ficilmente generalizada, permitiendo saltos de rango acotado. Evitaremos,
en lo posible, algunos detalles técnicos que ya han sido tratados en el caso del proceso de
combustién asimétrico.

CONSTRUCCION

Para construir este proceso, empleamos la representacién grafica. A cada par de sitios conec-
tados {z, y}, le asociamos un reloj de Poisson de tasa 1, Ny y, independientemente en cada par
de sitios. N

Inicialmente, tenemos un sitio r € Z, que denota el sitio visitado més a la derecha, y una
nube de particulas a la izquierda de r, con a lo més una particula por sitio y una particula
sobre el sitio ». A cada una de estas particulas le asociamos un fndice r, salvo la particula en
r, que recibe el indice 7 + 1. Sobre cada sitio > r, & par, hay una particula dormida de indice
z+ 1.

Denotamos 74 el sitio mds a la derecha visitado por una particula de indice no negativo en el
instante ¢. En cada instante s > ¢ en que suena el reloj entre los sitios ,Y = 1, se intercambian
los estados de ambos sitios. El primer instante s en que suena el reloj entre los sitios r; y r; + 1,
con n{r¢,t) = 1y r¢ impar (o sea, hay una particula dormida sobre ; - 1), no se realiza el salto
y se despierta la particula dormida sobre ry + 1, la cual empieza a seguir la dindmica de rango
cero. Si r; es impar, simplemente, se realiza e! salto.

Esto define un proceso 7; si escribimos n(z, ) = 1 cada vez que hay una particula activa sobre
el sitio  en el instante ¢, y n{x, ¢} = 0, en caso contrario.

Para z > r, definimos T}, como el primer instante en que una particula de indice no negativo
toca el sitio z. Inductivamente, en cada instante 7, y, rellenamos cada sitio desocupado a la
derecha de r + k con una particula de indice r — k. Esto define un proceso aumentado 7, donde
n(z,1,¢) = 1 si hay una particula de indice ! sobre el sitio « en el instante ¢, y n(z,,t) =0en
caso contrario.

TIEMPOS DE RENOVACION

Para z > r, definimos sf como el sitio més a la derecha vistado por una particula de indice
menor o igual a . Definimos

Dy =inf{t > T, : 5% s = r1ppe + 1}
Observe que los tiempos D := D, ~ T, son idénticamente distribuidos. Clomo siempre,
definimos el tiempo de regeneracién
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Ki=mi{t>0:r =r- +1, D, = oo},

Podemos definir una suerte de proceso auxiliar como sigue: definimos 7, como el proceso
que se obtiene a partir de la condicién inicial 4, que consiste en poner una particula en el sitio
T y ninguna otra particula, utilizando la familia de relojes {Ne(T: +-)}. Denotamos por 7% el
frente de este proceso. Observe que parat < D! setiene 7, = TTy+t, PUes antes de este instante,
el frente es generado exclusivamente por particulas de indice mayor que z. Una prueba rigurcsa
de este hecho se obtiene adaptando los Lemas 3 v 4.

El siguiente Lema es el andlogo del Lema 5.

Lema 21. Sea z <y. Sobre el evento {x = T,}, se tiene {D. < D,}.

DEMOSTRACION, Supongamos Ty < Dy < oo. Podemos comparar s™(Ty — Ty + ) con s¥(.).
Note que ambos procesos utilizan los mismo relojes, o sea, {N.(T, + -}. Ahora, todas las
particulas que se consideran en el primer proceso también se consideran en el segundo, y, por
la observacién anterior, siguen la misma trayectoria en ambos procesos. Luego,

‘También, gracias a la condicién D, = oo, tenemos

(37) Ty —To+8) = (1) = r(T, + t), VL < D, — T,

Combinando (36) y (37), se concluye que Dy < Dy, lo cual serfa una contradiceién.
|

Con estos resultados, podemos enunciar el andlogo de la propiedad de Markov para el proceso
de exclusién, Definimos X como la familia de aquellos conjuntos borelianos del espacio de
trayectorias, invariantes por permutacién de los indices negativos.

Proposicién 5. Para todo A € K,
Pylr—r (s + ) € A{G] = Ps,[7. € AID = oo).
La prueba es idéntica a la demostracién de la Proposicién 2.

7. APENDICE 2: EL PROCESO AUMENTADO ES UN PROCESO FUERTEMENTE MARKOVIANQ.

El proceso aumentado nace al acoplar una cantidad cada vez mayor de procesos. En efecto,
se tiene un proceso, formado por particulas de prioridad mayor o igual a 0 que es fuertemente
markoviano, al menos hasta T3, para cada z > r (recordemos que T, es el primer instante en
que una particula negra toda el sitio x, para z > t). Ademds, en cada tiempo de parada T,
se agregan particulas nuevas (las particulas Tojas) que no afectan la dindmica de las particulas
negras.

Denotamos por ,(z) el nimero de particulas con prioridad no negativa en el sitio 7 en el
instante {. Para k & Z, denotamos por wz(k) {z) el nimero de particulas con prioridad k en el
sitio z en el instante t. Vemos que wék) (x) =0, Vt < Ti_;. Observamos que el proceso w(ﬂ)(-)
€s un proceso fuertmente markoviano. Para ver esto, basta observar que se trata de un sistema
de particulas con espacio de estados compacto, de rango débil, y, luego, seguir la construceion
de Ligget en [6].

También es posible ver que 1. es un proceso fuertemente markoviano.

Podemos recobrar el proceso aumentado mediante
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~ k
Wy = Wy + Z ’LU{ ),
k<O
donde la suma se realiza libremente, coordenada por coordenada,

Sea M la familia de aquellas conjuntos A € K para los cuales existe (Az)zez, borelianos de
D([0, +00); {0, ..., M}) de modo que

{w e Ay = {w™ 1+ 09 ¢ 4011 M e 4,).
70, —1
Observe que M es estable para intersecciones numerables. Observe ademss que, si A M,
para todo 2 > 0, existen Az 1, Az2 € K, tal que

-1

{wr+ €A} ={dn + Y W e 4,110 S wl e A,

k=—x-1 |k >x
kF—z—1

Denotamos por 7 Ia topologia de &.
Lema 22. M geners K.

DEMOSTRACION. Es claro que o(M) C K. Falta probar la otra inclusién. Observamos que,
como w. es cadlai, los cilindros {77 '(B),t > 0, B ¢ T} generan X, donde 7, : £10400) _, £
es la proyeccién candnica sobre la coordenada £. Es claro que podemos limitarnos a considerar
conjuntos B ¢ £ invariantes por permutacién de las particulas de prioridad 0 y —1. Para
concluir Ia demostracién, basta observar que es suficiente considerar cilindros de la forma,

A= {wg_l) + wf” € By} n ﬂjk[zl{wt(k) € DBi}. En efecto, consideremos {0,..., M} con la
ko1 .

topologia discreta y H := {0, oy M}E, premunido de la tribu boreliana B, que se obtiene
al dotar H de la topologia producto. Podemos representar £ como un subespacio de HZ, al

considerar la k-ésima copia de H como el estado de 'wgk) . Luego, la tribu producto sobre HZ

es generada por los conjuntos de la forma ﬂkez{wgk) € Ag}, donde Ay C H es un boreliano
de 7, distinto de H sélo para una cantidad finita de coordenadas. Por el teorema V.2.3 de [8],
esta tribu coincide con la tribu boreliana de HZ, con lo cual se concluye la prueba. G

Lema 23. Para todo Ac K, z > 0, se tiene
Puwirzw(ls + S AI}}] = P(a—l)ﬁm [w(-) € Al

DEMOSTRACION. Nuevamente, es suficiente considerar conjuntos de la forma A = {wt('l) +
wﬁe) € By} Nis l{wt(k) € By}. Ahora, al aplicar el shift _, y evaluando en T +t, obtenemos
el evento B

(38) {roew(Ty + ) € A} = {T_xw(‘m‘l)(Tm+t)+...+f_mw(m)(Tm+t)EBU}
N () {r=ew®™(T, +t) € B).

k|>z
k#—z—1

Llamemos 4; a la suma en el primer conjunto del lado derecho de la igualdad anterior.
Aplicando la propiedad fuerte de Markov para T, vemos que, 4, condicionado con respecto a
Fz, tiene la misma ley que wg_l} + w§0)’ con fa condicién inicial (a — 1)dg.
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Ahora, por construccién, sabemos que, para ik| >z, k#—z—1, condicionar Tz w®) (T +1),
con respecto a Fp es equivalente a condicionarlo con respecto a w(Ty), pues cada uno de los

procesos w™ se define solamente a partir de 1a condicién inicial w(Tk)-
Esto nos dice que

1n|ki>m {Twmw(k){Tm+t)€Bk}
kf—-z=1
(_

es funcién de Xz, (digamos fi (X)) donde X 1= T—gWWs =y 4 T_mwgz). Si ponemos

ge(X7y) = L xp, B} fHXT),
ias observaciones anteriores nos permiten concluir que

Eogt(X1,)|Fa} = Ea-1)50196(X0)l;
con lo cual se acaba la prueba del Lema. :
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RESUMEN. En el estudio asintético de algunas marchas aleatorias en tiempo aleatorio, ha
sido 1itil introducir una estructura de renovacién. Estas técnicas han permitido, por ejemplo,
probar la ley de los nimeros grandes para marchas aleatorias en medio aleatorio bajo cierta
condicién de transciencia, en dimensiones arbitrarias. E! punto de partida es la definicién
adecuada de un tiempo de regeneracién, que, en general, no es un tiempo de parada, con
respecto al cual se prueba una suerte de propiedad de Markav. En [9], se define previamente
una sucesién de tiempos de parada (S;)s>0, de modo que el tiempo de regeneracion ceincide
trayectorialmente con el primer instante S, de modo que Siiy = oco. Estas técnicas kan
sido aplicadas a ciertos sistemas de particulas en interaccién que corresponden a modelos de
crecimiento en una dimensién ([2)).

En este trabajo, volvemos a unas ideas presentes en trabajos anteriores de marchas aleatorias
en medio aleatorio (ver [5]), en los cuales se define directamente un tiempo de regeneracion.
Fste enfoque permite probar el andlogo de la propiedad de Markov mediante una definicién
directa del tiempo de regeneracién, logrando una prueba més sencilla e intuitiva, dependiendo
del modelo estudiado.

El ejemplo central al cual se aplicarén estas técnicas es el proceso de combustién asimétrico:
estudiamos un sistema de particulas en interaccién sobre Z, dependiente de dos pardmetros
1 < a £ M, en el que las particnlas recorren marchas aleatorias simples, independiente y
asimétricas con tendencia a saltar a la derecha. Cuando una particula decide saltar a un sitio
ocupado por M particulas, muere. Cuando una particula salta a un sitio que no ha sido visitado
con anterioridad, se crean a — 1 nuevas particulas en ese sitio, las cuales empiezan a moverse
similarmente a las particulas antiguas, Consideramos condiciones iniciales para las cuales existe
un sitio 7 tal que todos los sitios a su izquierda ya han sido visitados previamente. Suponemos
que, inicialmente, ringiin sitio a la derecha de r ha sido visitado. Llamamos r: al sitio visitado
més a la derecha en el instante ¢. Se prueba la ley de los mimeros grandes y un teorema
del Himite central funcional para r:. Las técnicas de sstructuras de renovacidn va habian sido
utilizadas en (2] en el estudio del caso simétrico.




