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Introduccién.

Para la representacién de la dindmica en un sistema cuédntico abierto se utilizan
dos espacios de Hilbert: el primer espacio de Hilbert que denotaremos por b sera el
espacio del sistema y el segundo espacio denotado por b4 serd el espacio del ambien-
te, donde la dindmica total del sistema es representada sobre el espacio de Hilbert
b =he®b4 porel generador H de un grupo unitario, siendo H = Hy®1+1 RH 4+ Hy
para el cual Hy es el hamiltoniano del sistema, H4 el hamiltoniano del ambiente y
H; el hamiltoniano de Interaccién.

Ademds si se desea desea analizar la dindmica reducida sobre el espacio fi es
necesario conocer el estado inicial del ambiente, el cual es representado por una
matriz de densidad p,, dicha matriz pertenece al espacio J;(h4) el cual es el espa-
cio lineal generado por los operadores acotados con valor absoluto de traza finita
definidos en b,, un elemento en dicho espacio es llamado un operador clase traza.
Con esta matriz de densidad se describe la dindmica reducida sobre By en el cuadro
de Schrédinger:

Tlp) = try, (e—z‘th & pAeitH)

donde try, es la traza parcial sobre las variables ambientales ¥ (Zat)ezo €5 un semi-
grupo Markovianc cudntico definido en J1(he). También podemos utilizar e] estado
P4 para determinar la esperanza condicional Fy definida sobre el espacio £{h,) for-
mado por todos los operadores acotados en fg y describir dicha dindmica en e] cuadro
de Heisenberg:

Ti(z) = By (e @ Lie™)  para z € £(hg).

A nivel matemético el tratamiento riguroso de todo lo descrito anteriormente dio
como frutos una cantidad muy variada de trabajos y conceptos entre los cuales se
destaca el limite de acoplamiento débil o limite estocdstico e] cual fue tratado en
una primera versién de manera formalizada, por Davies ( [Dal],[Da2],[Da3)), enfo-
candose primordialmente en la dindmica, reducida y recientemente se ha trabajado la
dindmica en el espacio completo ([AFL], [ALV2], [DD1], (DD2], [DF1]). Ademss
del tratamiento riguroso, el limite de acoplamiento débil permite construir semigru-
pos Markovianos cudnticos cumpliendo propiedades importantes como la de balance
detallado y la existencia de reducciones cldsicas, entre otras. Debido a ello dedicamos
un primer capitulo a revisar nociones preliminares para posteriormente en un segun-
do capitulo plantear en mas detalle el imite de acoplamiento déhil. Dado que estamos

4
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INTRODUCCION. .5

interesados en el estudio de semigrupos Markovianos cudnticos solamente hablare-
mos de la versién reducida de este limite pues es esta la que nos da la herramienta.
para generar dichos semigrupos. Probaremos que estos cumplen dos propiedades im-
portantes: la existencia de una reduccién clasica y el cumplimiento de una condicién
de balance detallado.

En realidad, ademés de las dos propiedades anteriores, los semigrupos Marko-
vianos cudnticos generados por Hmite de acoplamiento débil gozan de una tercera
propiedad que es consecuencia del balance detallado: la decoherencia, esta sera ana-
lizada en el siguiente capitulo. Para describir a grandes rasgos lo que ocurre en este
contexto supongamos que es dada una base ortonormal {e, ),en sobre by, entonces una
matriz de densidad g es caracterizada por sus componentes p(m,n) =< e, pe, >.
En general, denotaremos p;(m, n) como las componentes de p; = Tos(p), los térmi-
nos p;(m,n) con n # m son llamados coherencias. En algunas dindmicas ocurre la
desaparicién de los términos no diagonales de las matrices densidad & medida que
el tiempo evoluciona, es decir, para n # m, pe(m,n) — 0 cuando ¢ — co , por
lo tanto, para un tiempo suficientemente grande la evolucién del estado es esencial-
mente descrita por matrices diagonales, esto @ltimo ocurre por ejemplo cuando el
fenémeno de decoherencia esta presente. Es claro entonces que para este proposito
deberemos asumir siempre a By como un espacio de Hilbert separable fijo, dotado
con un producto interno denotado simplemente por < -,- >. Lo anterior junto con
el concepto de convergencia al equilibrio sera tratado en nuestro tercer capitulo.

En el cuarto y 1itimo capitulo haremos uso practico de la teorfa expuesta para,
enfocarnos en un modelo especifico de dindmica utilizado en fisica el cual es descrito
por los semigrupos Markovianos cudnticos genericos, en particular estudiaremos la
existencia de una tasa de decocherencia.



CAPITULO 1

Preliminares.

1. Algebras de operadores.

DEerFINICION 1.1. Una C*-dlgebra es una algebra A dotada de una involucién
A — A* y una norma || - || satisfaciendo, para todo 2,y € Ay paratodo A\, € C ;

(Cl) z** = .
(C2) (Az + py)* = Az* + "
(C3) (zy)* = yra~.
(C4) |lz]| es positivo siempre y llz]l = 0 si v solo si z = 0.
(C5) J|Azll = IA]]]]].
(C6) [jz + gl < [l -+ [|yl]-
(C7) A es completa para |} - ||.
(C8) ljzz*|| = [|=]|?
Una 4lgebra con una involucién satisfaciendo (C1),(C2) y (C3) es Uamada una

*-dlgebra.
Una 4lgebra cumpliendo todas las condiciones salvo la condicidn (C8) la cual es
reemplazada por (C8) ||z*]| = |[z]] es lamada una dlgebra de Banach.

Durante el transcurso de este trabajo se usaran tinicamente espacios de Hilbert
separables y se asumira esto sin hacer mencién explicita.

DEFINICION 1.2. Una digebra de von Newmann es una C*-8lgebra actuando sobre
un espacio de Hilbert b 1a cual contiene el elemento unidad 1y (el operador identidad
sobre h). Ademss de lo anterior pediremos que dicha C*-dlgebra sea débilmente {o

fuertemente) cerrada.

Un ejemplo de dlgebra de von Neumann es el espacio £(h) de los operadores
acotados sobre b, donde la involucién es la adjuncién de operadores. Realmente ésta
sera la dlgebra de von Neumann sobre la cual centraremos nuestra atencién. Como
un ciemplo importante de un elemento en £ h) considere el operador jv >< w| donde
v,w € by tal que jv >< w|(-) =< w, > v, luego jv >< w| es una proyeccién sobre
vy es inmediato ver que es un operador acotado.

DEFINICION 1.3. Dada una élgebra A ¢ £(h) sea
A = {z € £h)|za =az paratodoac A}

Llamaremos a A’ el conmutante de A.

*



2. SEMIGRUPOS MARKOVIANOS CUANTICOS. 7

Varios hechos interesantes acerca del conmutante pueden probarse, uno de ellos
es que A’ es una dlgebra de von Neumann la cual no necesariamente es abelianz.
Ademsés si A es una édlgebra abeliana entonces 4 C A’ y por lo tanto la igualdad
A = A’ nos dice que tanto A como 4’ son 4lgebras de von Neumann abelianas

maximales.
2. Semigrupos Markovianos cudnticos.

Los semigrupos Markovianos cudnticos con los cuales trabajaremos son semigru-
pos definidos sobre £{(h). Un elemento de este conjunto se dice positivo sl es de
la forma a*a con a € £(h). Cada aplicacién de un semigrupo Markoviano cudnti-
co preserva la positividad, mas atn, gozan entre otras propiedades, de la completa,
positividad:

DEFINICION 1.4. Una aplicacién lineal P : £(h) — £(5) se dice completamente
positive sl para cualquier coleccién finita ay, ..., ay,, by, ..., b, de elementos de £{h) se
tiene que el elemento 3 a}P(8b;)a; es positivo.

t.3

Para un estudio mas detallado de la completa positividad ver [Rel]. No obstante,
vale la pena resaltar que si P ademas de ser completamente positiva es una aplicacién
que preserva la identidad (es decir P(1) = 1 con 1 € £(b)) entonces cumple Ia
propiedod de Schwarsz:

P(z")P(zx) < P(z*z) paracada z € £(f).

En particular, los semigrupos Markovianos cusnticos preservan la unidad y desde
luego poseen la propiedad de Schwarz. Esta nocién de SemMigrupo es una extensién
no conmutative del concepto de semigrupo Markoviano definido en espacios de pro-
babilidad clésicos.

DEFINICION 1.5. Un semigrupo Markoviano cudntico (SMC) definido en £(h) es
una familia uniparametrica 7 = (7;)er de aplicaciones lincales de £(h) en si mismo,
satisfaciendo:

{M1) To(z) = z, para todo z € £(h).
(M2) Cada 7;() es completamente positiva.
(M3) Z(7o(z)) = T1s{z), para todo t,s > 0 y para todo z € £(h).
(M4) T(1) = 1 para todo ¢ > 0.
(M5) Para cada z € £(h) la aplicacién t — 7;(z) es w*-continua sobre Lhy &)
es una aplicacién normal. ‘

Normalidad significa que cada vez que se tenga una red creciente (%) de ope-
radores positivos con envolvente superior z, se tenga que la envolvente superior de

(Z:(2a)) es Te(=).

El hecho de que £(h) sea una dlgebra de von Neumann permite ver a este espacio
como el dual de J;{h} el espacio de los operadores clase traza, es decir J; (h) = £(h)
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6 equivalentemente J;(}) es el predual de £{h), es decir £(p), = 7, (h) vy ademis
(T30 s w*- continuo {continuo en la topologd débil *) si y solo si la aplicacién
t — ir{pT;(z)) es continua para todo p € T1(h) contrp =1y para todo z £(h).

DEFINICION 1.6. Sean A una *-dlgebra y B C A una *-subalgebra abeliana.
Diremos que un SMC (Zt)iz0 €5 reducido por I5 si esta es invariante bajo la accidn
de 7; para todo ¢ > (.

Cuando un semigrupo 7 := (Zt)i0 esta definido sobre una *-algebra B abeliana
la cnal deja invariante entonces dicho semigrupo se puede identificar con un semi-
grupo Markoviano clésico T = (Ti)epo (ver por por ejemplo [Re2]). Por lo tanto
81 el semigrupo Markoviano cusntico es reducido por una *subalgebra abeliana im-
plica que Ia restriceién del SeIigrupo a esta *-subalgebra abeliana es un semigrupo
Markoviano cldsico. En €] segundo capitulo veremos como se pueden constuir SMC
que son reducidos por una *-algebra abeliana maximal.

3. EIl generador del semigrupo.

El generador £ del semigrupo 7 es definido en el sentido de Ia topologia w*, es
decir, su dominio D(£) consiste de todos los z & £(h) para los cuales

Ti(z) — =
i

w" — lim exaste.

t--—0

Asi, para z € D(L), el valor de dicho lmite define a L(z).

DEFINICION 1.7. Dados A y B operadores definidos en un mismo espacio de
Hilbert definimos: [A, B] := AB — BA v A, Bl := AB + BA.

Cuando el semigrupo es tal que tlimo sup |[Z;(z) ~ z{| = 0 (es decir continuo en
el

norma) entonces el generador del semigrupo tiene la forma de Lindblad:
. 1 * % ! =
L{z) = i[H,z] - 5 > (Ll - 200, + zL;L;)
J

con Il y L; operadores acotados en . Usualmente denotaremos la parte disipativa
del generador £ como £4(z) := ~s (L L — 2LizL; + 2 L3 Ly).
.

Para SMC definidos con un espacio de Hilbert by de dimensién finita la forma,
de Lindblad tiene el aspecto:

L) =il6,2] ~ [A gl + 0"z @ 1y )o

donde © y A son operadores antoadjuntos sobre by, v € L(bo, bo® ) para algin
B espacio de Hilbert auxiliar. Ademis se pueden escoger G y v tales que irg,© =0

+
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Y tryev = 0, en este caso © y A son tnicos salvo equivalencia unitaria. Vale la pena
notar que {€**),~p es Markoviano si y solo si 2A = v*v.

4. FEl semigrupo predual.

En estricto rigor el espacio £(h). es el espacio de todos los funcionales lineales
definidos sobre £{h) que son débilmente continuos sobre el conjunto

{z € £(b); [jal] < 1}

desde este punto de vista se puede ver que todo SMC T sobre £(h) induce el
semagrupo predual 7. de £{h), en si mismo, definido por

(1) Tie(w)(a) = w(Z(a))
para todo a € £(h), w € £(h). y para todo ¢ > 0.

Como elementos de vital importancia en el desarrollo de esta teorfa se encuentran
el conjunto de los estados conformado por todos los funcionales lineales positivos
continuos w tales que [|w}] = w({1)=1. Se sabe que para un estado w que esta en el
predual de £(h) existe p € J1(h) positivo tal que trp = 1y w(z) = tr(pz) para todo
z € £(b) (para ver la prueba de esta afirmacién consultar [Att]), por lo tanto de
esto dltimo y de la ecuacién ( 1) se sigue en particular que: tr7,(o)z = trpT;(z)
para todo p € J1(h) v z € L(h).

Debe tenerse en cuenta ademads que si el generador £ de un SMC es expresado
en su forma de Lindblad:

L=, ]+ Ly
entonces ei generador del semigrupo predual correspondiente £, es expresado como:

En particular para § de dimension finita se tiene que
J(b)" = £(h) vy u(h) = L£(h),

por lo tanto el uno es predual del otro y viscebersa. Dado lo anterior abusando de la
notacién en el caso finito dimensional sera frecuente utilizar la igualdad L.q = Ly

3. Formas no acotadas.

En esta seccién hablaremos algunas cosas de las formas no acotadas las cuales se
utilizaran para describir elementos del limite de acoplamiento débil el cual serd visto
en el siguiente capitulo.
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DEFINICION 1.8. Sean h; y hy espacios de Hilbert. Decimos que la aplicacién

(2) DomiF' x DomgF 5 (¢, @) — (¢, Fp) € C

es una forma F de b a by si y solo si:

(F1) DomgF es un subespacio de ;.

(F2) Dom;F es un subespacio de Ba.

(F3) La aplicacién (2) es lineal con respecto a la segunda variable.
(F4) La aplicacién (2} es antilineal con respecto a la primera variable.

DomgyF es llamado dominio derecho de F' y Dom, F es llamado dominio tzquierdo
de F. Si by = by entonces estos dominios coinciden y denctamos Dom¢F para
Dom;F = DomgF el cual sera lamado el dominio de F.

DEFINICION 1.9. Definimos el adjunto de la forma F , denotado por F*f como
sigue: Dom; F*7 := DomgF, DomgF*f = Dom.F' y
DomgF x DomiF 3 (g, ) —s< ¢, F*¢ >:=< @, Fop >
Notese que si F'es un operador con dominio DornF C by, entonces este genera una

forma, la cual denotaremos también por F, tal que DomyF = DomF, Dorm,F' = b,

la cual es dada por

by x DomF' 3 (¢, ) — (¢, Fyp)
y podemos calcular tanto el adjunto en el sentido de formas, denotado por F*¥ como
el adjunto en el sentido de operadores denotado por F*. Si F es acotado entonces
los dos sentidos de adjuncién coinciden, si F es no acotado estos adjuntos pueden

diferir.



CAPITULO 2

Limite de acoplamiento débil y consecuencias.

En el transcurso de este capitulo asumiremos que hg es un espacio de Hilbert de
dimensidn finita .Para explicar el lfmite de acoplamiento débil representaremos la
dindmica total sobre el espacio b = by ® I'.(h). A continuacién explicamos como se
define el espacio T's(h4), el cual es conocido como el espacio de Fock Bosénico v ha
es llamado el espacio 1-particula.

1. Espacio de Fock Bosénico y segunda cuantizacién.

Utilizaremos la notacién @ y @ para denotar el producto tensorial y la suma

directa en la categoria de espacios de Hilbert y denotaremos sus contrapartes alge-

al  al ‘
braicas como ® y & respectivamente. Dado un espacio de Hilbert R denotamos para

cada n € N la potencia n-esima tensorial de R como ®"R.

DEFINICION 2.1. Para cada n € N se define la aplicacién Sim™ : @R — Q"R

como Sim™ui ® ... Q@ us) = 55 T Ug(1) R ... ® Uy(yy. Donde S, denota el grupo de
T €S,
permutaciones definidas sobre un conjuntc de n elementos.

Denotando
YR = Sim™(@"R) y C:=T2R).

I'3(R) es Damado el espacio n-particula.

El espaé:io de Fock simetrico (o Bosdnico) es entonces definido como
T«(R) = EHIT(R).
n=0

Como ejeraplo de un elemento de este espacio considere 2 = (1,0,...,0,...), este
elemento es llamado el vector vacio. Algunas veces se utilizara también el espacio de
Fock algebraico: Si D es un subespacio de R, entonces

aln al™

Ps (Dl) = (69 Dl) n F?(R):

y por lo tanto

al

al™
Lo(Dy) == Gen{p|lp € T',{D;),n € N},
1
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al
Ahora supongamos D; es un subespacio denso de Ry R* : hp & D — o es un
operador no acotado. Establecemos R por adjuncién de B* en el sentido de formas.

7 al™
De este modo se define para ¢ € by & I',(D:) y para todo n natural mayor o ignal a
uno .

a(R)p = /n (R* @ Sim™) ¢ _
a(R) es bien definido como un operador no acotado y este define una forma cua-

! al
dratica sobre hp ® T, (D1). Denotamos por a*(R) su adjunto en el sentido de formas
cuadraticas.

DEFINICION 2.2. Las formas a*(R) y a(R) son llamadas creacidn y aniquilacidn
respectivamente.

En el caso en el que estamos interesados tomaremos un operador
V€ £(bo, ho @ ha)

para construir ™ (V') y a(V'), estos definen operadores cerrables densamerte definidos
{discutido en [BD1] (pag 174) ) los cuales seguiremos denotando igual y llamaremos
operadores de creacién y aniquilacion respectivamente.

DerFINICION 2.3. Dado un operador A unitario de un espacio de Hilbert §; en
otro espacio de Hilbert b es posible construir de manera natural otro operador r(A)
de I's(h1) en T';(h2) definiendo

I(AYSim (w1 ® ... @ un)) = Sim™(A(u1) @ ... ® Aluy)) para todo n € N,

El operador I'{A) es llamado la segunda cuantizacién de A.

Como consecuencia del teorema de Stone se tiene gue dado un grupo de opera-
dores unitarios fuertemente continno (e Jter existe un dnico operador autoadjunto
dI'(H) (lamado la segunda cuantizacion diferencial de H) tal que T(e*®) = ¢#dl(H)
y dI'(H)Q =0 (ver [Par]).

2. Limite de acoplamiento débil reducido.

Para cada A > 0 se define el operador
Hy = Hy ® Ir,ma) + 1p, @ AU (Hy) + Ala*(V) + a(V)).

Donde Hj es el Hamiltoniano que describe la dindmica en el espacio fy, dI'(H4)
describe la dindmica del ambiente expresada por la segunda cuantizacién del opera-
dor autoadjunto Hy sobre fa, V € £(hg, ho @ h4) v los operadores a*{(V) y o{V) son
respectivamente los operadores creacién v aniquilacién bosénicos de V.

- Aqui la influencia de la interaccion entre el sistema y el ambiente en la dindmica
es descrita por el operador A(a*(V) + a(V)). Cabe notar ademés que el operador

i
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segunda cuantizacién dI'(h4) no necesariamente es acotado por lo que el operador
H) no necesariamente es acotado pese a ello este es en efecto el Hamiltoniano de la

dindmica total (ver teorema 4.1 de [DD2]).

Tomando {} el vector vacio en I';(h 4) construimos la inmersién Iy, : ho — b dada.
por Iy, (i0) := p®Q para todo ¢ € ho, por lo tanto I}, : b —> ho esigual a 1g,® < Q.
El siguiente teorema nos cuenta que ocurre con la dindmica del sistema cuando a
medida que transcurre el tiempo ia interaccién con el sistema va desapareciendo:

TEOREMA 2.4 (Limite de acoplamiento débil reducido). Ewzisten un semigrupo
Markoviano cudntico completamente positivo T, = €* sobre £(hy) tal que

. £%+ g HHo /3 I;_;U it /A2 (& 1P5(bA)) g/ Iy GitHo /N _ it (z)

y un semigrupo de contracciones =Y de tal forma que [T, Hy] = 0 y que

Iim e

itHo /32 px _—itHy /22 _ ity
Jm I Tpeg =677,

Estos limites son tomados en norma del operador. Ademds existen un espacio de

Hilbert ' de dimension finita y un operador v € £(he, by ® B') tal que

T+ 7T 1
Lz} =i { z ,x} - E[x,v*vh +0"{z® ly)v  para todo z € £(h).

Preferimos omitir la demostracién del teorema anterior dado su alto contenido
tecnico {esta puede ser consultada en [DD2]), en vez de ello nos enfocaremos en las
dos propiedades que tienen los SMC obtenidos por el limite de acoplamiento déhil
(LAD): la existencia de una reduccién y la propiedad de balance detallado.

Debemos notar que dados ¢ € by, B& C € £(h ® I'y(h.4)) se tiene
Ig, (B ® C) Iy () = L5 (Blp) & C(Q2)) =< Q,C0N > B(p) & L)

y .
Ioo 5, (B&C) = Iy, <QC() > B®Ir,5,) =< QUC(} > BN = B [Q >< Q¢

entonces Ip (-)1y, es una esperanza condicional y Iy, J, b, () es una proyeccién or-
togonal. Asi podemos decir que el LAD que se expresa en el teorema anterior se
expresa en términos de la esperanza condicional Iy (-)I;, ¥ por ende una pregun-
ta natural que surge es si existe una formulacién similar escrita en términos de la
proyeccién ortogonal Ty, i (-). La respuesta a esta pregunta es si, mas aiin bajo cier-
tas condiciones sobre la dindmica total se puede probar que suponer el cumplimiento
de una formulacién es equivalente a suponer que se cumple la otra. Este hecho es
probado en [DJ1] y es una forma de probar que para este tipo de semigrupos se
cumplen condiciones de balance detallado con respecto a un estado en particular.

$ ‘
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Otra manera de probar este dltimo hecho es por medio de la forma de Lindblad del
generador del semigrupo que es como finalmente lo probaremos.

3. Existencia de reduccién de SMC obtenidos por LAD.

Esta propiedad es probada en [AK], no obstante las proposiciones y corolarios
sigulentes dan una nueva demostracidn de dicha propiedad.

PROPOSICION 2.5. Para todox € B, se cumple la siguiente cadena de igualdades:
L™ (V)(2 ® Inypa) o = I, (2 @ Iry,0)a" (V) Iy, = a(V)(2 ® 1r,(54)) s,

= G'(V)Ibo = (lbo & dP(HA))Ibo = Igg(lhn & dF(HA))

= {1y, ® dl'(Ha), (z & Ir )] = 0.

DEMOSTRACION. En primer lugar notese que dado ¢ € by si Vizg) = k® h
tenemos que

Ie, 0" (V){z @ 1,5, 05 () = L Vize)2Q =1 ke (0,h,0,...,0,...) =0.

De manera similar se prueba que 7 (z & Ir,q,))a* (V) Iy, = 0.

Dado @ € ho y z € £(ho) vemos que  a(V)(z @ Ir, ) 5o (1) = a(V)(zp Q) = 0.
- La igualdad anterior se cumple en particular tomando = = 1y, por lo tanto:
(V) Iy, = a(V)(1g, ® Ir,5.)) T = 0
Nuevamente tomando ¢ € by vemos que
(Ly, @ dT(Ha) My (0) = (1p, @ dT(Ha))(p ® Q) = ¢ ® dl(H4)2 = 0.
Tomando {p & ) € ho @ I'y(h4) tenemos
Iy (1oy ® dU(Ha)) (9 ® v) = Iy (0 @ dT(Ha)y) = {Q,dT(Ha)v)
— (P (H)27) ¢ = 0.

Por 1ltimo la igualdad {1y, ® dI'(H4), (z ® Ir,q,))] = 0 es evidente.

-COROLARIO 2.6. Para todo n € N y para todo z € £(hy) se cumple:
I, U, (2 ® Irygpa)) Ioe = [Ho, 2]"
DEMOSTRACION. En primer lugar notese que
IEO[HA: ](22 @ lFs(ﬁA))IfJo = I;a [HG @ ll"s(fJA)ﬁ ](m @ IT's(fJA))Ibu
+ Mg [a(V) + 0(V7), Hz © Ir, ) Do
+ I, (16, ® L' (I a), .
Por la proposicién anterior se tiene que
I [o(V) + V), (@ @ Loty sy = T 15y & dV{HLL), Vg =0,
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por lo tanto:
Iy [Hy, 12 ® Ir,ga) Moo = 15, [Ho ® Ir, 6,0, (% @ Lr,gy4) 5, = [Ho, 2],

lo cual prueba et corolario para el caso n = 1. Procediendo por induceién SUPONZAMOS
el resultado cierto para n = k. Entonces:

L [, 1"z © I, B = I, [H, J1H, J5(2 @ 1, 0 iy =
Iy, ([Ho @ Ir,p.), ] + [Lso @ dT(Ha), ] + Ma(V) + a* (V), ) [Ha, |2 & Tr, 900 -
Utilizando nuevamente la proposicién anterior tenemos:

I [Ho 17 (@ ® Inyg0 M0 = I [Ho ® ey, J1Hn 5@ @ T ) s

Ahora, notese que 16, Ho® Ir,(5,0) = Holy, v que (Ho® 1r, 5,4y Thy = Iy Ho, luego,
utilizando este hecho y la hipotesis de induccién tenemos:

Loy [H 7 (2 o)) oo = [Ho, Ty [H, 15(2 @ 1, 5,0) )
= [Hy, [Ho, z]"] = [Ho, ]
Por induccién se concluye lo pedido. O

Vale la pena notar que el corolario anterior es valido afin en el caso cuando
Hy = H4 = 0, pues por la proposicién anterior se tiene que

L [o(V) + a(V"), (2 © Iry ) )5 = L5, (1o ® dT(Ha), [Ty, == 0,
es decir me da la igualdad 0 = 0.

La siguiente afirmacién es consecuencia inmediata del corolario anterior:
COROLARIO 2.7. Para todo n € N y para todo z € £(hq) se cumple:
it
Tz

I ﬂ[ﬂi\; T @ L, 9y 1o ([ Ho, z]) i[Ho, |([Ho, 2]")

ho A2

PROPOSICION 2.8. Sea S un operador autoadjunto (puede ser no aeotado) en
un espacio de Hilbert §. Si (f.), f y g son funciones Borel medibles en el espec-
tro de S tales que f, — f puntualmente y |f.| < g, para todo n € N entonces

fu(S)z — f(S)z para todo x € Dom(g(S)).

Para la demostracién de esta afirmacién ver la pagina 214 de [Ped].

Aplicando la afirmacién anterior v el ditimo corolario tenemos:

COROLARIO 2.9. Para cado x € b

o A I AN GIHY, 2] @ Tn,05,0) Thg
= i[H(h ']e_ﬂ[Ho,.j/Azfgn eit[HA’.]/)‘z (:C & 1Ps(bA))Ibo'

§
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Vale la pena comentar que existe un ejemplo dado por Nelson de dos operadores
no acotados A y B para los cuales existe un subespacio denso D de un espacio de
Hilbert h que es un dominio esencial tanto de A como de B tal que ABy = BAy
para todo y € D pero donde € no conmuta con €. Por lo tanto nuestro tltimo

corolario no es tan obvie como la intuicién lo dice.

Dado un operador A actuando en el espacio de Hilbert by notaremos como W* (A)
la *-dlgebra generada por A y por el operador gy

DEFINICION 2.10. Diremos que un operador A4 es libre de multiplicidades si y
solo si W*(A) = W~ (A)'.

TEOREMA 2.11. Bl SMC T generado por LAD es reduccido por W *(Hyp) si Hy
es libre de multiplicidades.

DEMOSTRACION. En primer lugar, dado = € £(h), utilizando el tltimo corolario
tenemos que: '

e"’;’iﬂo/’\z1’[’;‘0e“‘tH"/)\2 ('@11"5(54 ))ewitH’\/VIfJo BitHD/Az(i[HU’ z))
_ e-it[Hg,.]/Aﬁ‘Igoez‘t{HA,-l/V(. ® 1r, 05,0 6o (i[Ho, z])
= i[HO) .]eﬁit[Hm.]/AzI;o eit[HA,-]//\z(x ® 1FS(FJA))IFJO

Si tomanos A aproximandose a cero en la anterior igualdad, teniendo en cuenta que
Hy es un operador acotado, tenemos por el LAD que

e (i[Hy, x]) = T;(i[Ho, z]) = i|H,, 17(z) = i[Ho, ] (x) para todo z € £(hy),

De esta ltima igualdad tenemos que si [Hy, ] = 0 entonces [Hy, e (z)] = 0. Lo
cual nos dice en particular que ¢*(z)(W*(Hy)) € W*(Hy)Y vy dado que H, es libre

de multiplicidades se concluye que *(z)(W*(H,)) € W*(Hy).
|

4. Condicién de Balance detallado (CBD).
Toda esta seccién es sacada de [DD2).

DEFINICION 2.12. Decimos que un estado w sobre £{ho) es fiel si w(z*z) =0 si
y solo si @ = 0. 8i w(-) = trp(-) es fiel entonces decimos que p es fiel.

Dado p un elemento con fraza igual a uno que es fel introducimos el producto

escalar dado por
<A B> y=trptP A V7B

Sea L el generador de un SMC sobre £{h,) recordemos que este puede ser ex-
presado de forma inica como

L£L=1i0,- ]+ Ly,

1
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donde £, es la parte puramente disipativa y i[O, -] es su parte Hamiltoniana.

DEFINICION 2.13. El generador £ satisface la Condicién de Balance Deiallado
¢ CBD para p siy solo si Ly y {0, ] son autoadjuntos y antiautoadjurntos respecti-
vamente con respecto al producto interno < -, >,.

Para M una aplicacién definida sobre £(hg) si denotamos como M* el conjugado
hermitiano con respecto a < -,- >, entonces este se puede calcular explicitamente:

fl(lﬁt'o(A) — p‘i/‘?ﬂ{*(pl/zflpl/z)pﬁlﬂ.

Teniendo en cuenta lo anterior es facil ver que £ cumple CBD para p si v sola-
mente si [0, p] =0y L4 cumple CBD para p.

La definicién de CBD puede variar dependiendo de como se defina el producto
escalar. La que nosotros hemos mencionado hasta ahora es usada en [DF1] bajo el
nombre de Condicién de Balance detallado estandar. Otra que se maneja comun-
mente es tomando el producto escalar < A, B >, en £(hg) como trpA*B. También
vale la pena notar que la CBD esta estrechamente relacionada con el concepto de re-
versibilidad de la dindmica, este aspecto y otros iguales de interesantes son tratados
en [FU1], donde By es tomado de dimensién infinita, er cambio, por las condiones
imopuestas por el LAD nuestra CBD es manejada en un espacio de dimensién finita.

Sea 3> 0 y considremos el operador e=#%° & | >< (-, asumiendo por simpli-
cidad que tre=Ffo = 1.
Denominamos el Hamiltoniano libre a H;, = H, Ir,(1,,) + 1oy ® d'(Hy),
asf definimos la dindmica
7(C) 1= e e itHL

y el estado
ws(C) = tre™? Q0 >< QIC  para C € £(B).

DEFINICION 2.14. Diremos que el ambiente es térmico a temperatura 1/7 > 0 s
para cualquier 1, Ts, 77,25 € £(ho), f; € LA(R) y

By = ;@1 (0" (v®| f5 >)+a(v®]f; >)z;®1r,5,) para j=1,2, y para cualquier ¢ € R

tenemos wg(7(B1)Ba) = wa(Bamerip(B1)). En este caso wy es Hamado el estado de
(ibbs

TEOREMA 2.15. si para cualquier z1, 2,24, 25 € £(ho),V € (bo, ho ® §') y
Bi=u; @ Ir,00,) (" (V} +a(V))a}; ® Ir 0,y  para j=1,2, y para cualquier t € R

tenemos

(3) ws(7e(B1) Ba) = wp(Baripip(B1))

] ¢
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entonces para cualquier funcién [ continua definida sobre el espectro de H y cualquier
A € £(hg) se tiene

(4) tro, (1@ F(~HA))VAV" = V' (A® P4 f(HA))V
DEMOSTRACION. El lado izquierdo de (3) es igual a
tre KK ) 2 (Dl e~ [, @ o= HRYY DY
El lado derecho de (3) es igual 2
tr DoV (Dye PRTHE D) @ emPHATHHAYY [ 78K,

Ahora tomando A; := Die #E+K D), - A, .= Dje~*5 Dy y usando la ciclicidad de 1a
traza tenemos

trds ® e AV AV = trApV* Ay @ e PHatay,
Tomando transformada de Fourler tenemos

trA, ® fIHAOV AV =trA VA, @ e PHaf(H V.

Esto ltimo impica (4). O

Del teorema anterior podemos concluir que si el ambiente esta a temperatura 1/8
entonces en particular existe un operador autoadjunto Y sobre f’ (el mismo espacio
de Hilbert gue se menciona en el LAD) tal que

tryvAv = v AR e vy que vHy = (Hy ® 1y + 1y ® Vv,

Teniendo en cuenta lo anterior tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 2.16. Si el ambiente es térmico a temperatura 1/ entonces el gene-
rader £ de un SMC generado por LAD cumple la condicidn de balance detallado
estandar con respecto a pg = e~#He,

DEMOSTRACION. Por el teorema del limite de acoplamiento débil reducido sabe-
mos que existen un espacio de Hilbert i’ y un operador v € £{f, he @ §') tal que

Lr) = —i {T_;T ,a:] — %[m, vl + 0"z ® 1y v para todo z € £(h).

tal que [T, Hy] = 0, por lo tanto ~1 [%, e‘ﬁHﬂ = 0 y de esta forma resta ver que
£4 es autoadjunto.
Ahora como el ambiente es térmico entonces vHy = (Hy®1y + 15, ®Y )v entonces
U*UHO = ’U*(H{] &9 ]‘ﬁ' -+ }'fJD & Y)’U = (‘U*(HO & 11}1 -+ IfJD (5] Y)’U)h = (’U*’UHO)* = HO'U*U,
por lo tanto v*v conmuta con pg v por ende [, v*v]. es autoadjunto con respecto

al producto interno <+« >,,.
-Si tomamos Mq(z) = v*(z ® ly)v, utilizando la definicién de traza parcial se

puede calcular facilmente que
M (z) = try (P70/% & 1y) (ve™PHo 2pem M0 24 (P0/2 g 1),
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Nuevamente utilizando el hecho de que el ambiente es térmico tenemos que
tryvAv' = v* A ® ey,

por lo tanto:
M7P(x) = try{ePHo/? @ 1y, ) (vePHo/ 2ge=BHo 2yx) (FHe/2 g 1)
= trhleﬁHo/lU*(e—ﬁHo/Q_re—ﬁHo/Z 2 e‘ﬁy)veﬁH"/z,

pero como vHy = (Hy ® 1y + 1y, ® Y)v entonces por el teorema espectral
pePHo/2 — oBHo[2 g BY[2 _ BHo(2,

y asi
BEHG/Qv*(e—ﬁHo/Zme—ﬁHoﬂ ® ewﬁy)veﬁﬂoﬂ = 1"z ® ly)v,

entonces M;*(z) = tryv*(z ® 1y)v = v*(z @ ly)v = Mi(x). Bste timo detalle
finaliza la demostracién. O
En el proximo capitulo hablaremos entre otras cosas de los estados invariantes

y veremos que pg define un estado invariante, esto sera consecuencia del teorema
anterior. Este hecho nos permitira concluir que existe decoherencia en los SMC

generados por LAD.



CAPITULO 3

Decoherencia de SMC(C.

Pese a que el LAD es dado sobre un espacio de Hilbert by de dimensién finita, la
siguiente teorfa y los resultados se formulan en general para g separable de dimensién
finita ¢ infinita. Solamente se expondra aguellos resultados que utilizaremos a lo largo
de este trabajo, para ver un desarrollo mas completo del concepto de decoherencia

en SMC ver [Re2].

1. Semigrupos ergodicos y decoherencia.

DEFINICION 3.1. E1 SMC (7;)s»0 se dice ergodico si existe un estado w, € £(hg)s
tal que para cada w € £(hy), se tiene

Ti(w)(z) = w(Ti(z)) — weolz) cuando ¢t — oo para todo z € £(hy).

Cualquier estado w tal que w(7{z)) = w(z) para todo ¢ > 0 se dice un estado
invariante con respecto a 7. Notese que de la definicién anterior se concluye que
woo(Ti(x)) = weo(z), €8 decir que wy, es un estado invariamte con respecto a 7.
Definiremos a continuacién la nocién de decoherencia, para ello se considera un
operador Hy autoadjunto con espectro puntual puro y denotaremos por {e, }nex una
base ortonormal de vectores propios de Hy.

DEFINICION 3.2. Decimos que Hg induce decoherencia del semigrupo Markoviano
cuantico 7 si existe 0. € Ty (bg) que conmuta con Hy y w = tro() define un estado
fiel invariante con respecto a 7.

Tomando a,(z) := e*Hage=#0 para todo ¢ > 0 la anterior definicién implica la
existencia de ¢ € J,(hg) tal que trc T (z) = trox = troa,(z) para todo ¢ > 0.

La siguiente proposicién cuya prueba fue desarcliada por el autor de esta trabajo,
nos dice que en efecto hay decoherencia en los SMC generados por el LAD. Aqui
tornamos sin perdida de generalidad pg con trpg = 1.

PROPOSICION 3.3. Dado Y espacio de Hilbert que describe un ambiente térmico
en el LAD a temperatura 1/ y el operador clase traza pg = e 50 que definia el
estado de Gibbs del capitulo anterior entonces si Hy tiene espectro puntual puro se
tiene que pg conmuta con Hy y define ahora otro estado wg = tr{pg-) sobre £(hy)
el cual es fiel e invariante con respecto al semigrupo T generado por LAD. Por lo
tanto Hy induce decoherencia sobre el SMC T generado por LAD.

20



1. SEMIGRUPOS ERGODICOS Y DECOHERENCIA, 21

DEMOSTRACION. Es claro que pg = e ¥ v Hy conmutan. Para ver que es un
estado sea (ex)ren es la base ortonormal en by de vectores propios de Hy, notese que
por el teorema espectral pg = e ##0 = Y~ e=|e; 4 (| por lo tanto para u € by

5

tenemos:

<u,pgu>:< Ze ﬁ"‘[ez e,|u> Z<e“u>e Mo, e >

= Z[ < g u > Pe7P >0,
Z
" /2 1/2
entonces pe es un operador positivo y por lo tanto pe = pd pd” en consecuencia:

we(z*z) = tr(pgz’z) = tr (3:,0(1;/2) (Sﬂpgz) = Z <ez, (a:pé/z) (:E,ogz) ¢>
= an%mz >0,

De lo anterior se concluye que wy, es un estado, ademds vemos que wy{z*z) = 0 si
v solamente si rpG/ e; = 0 para todo ¢ € N, por lo tanto

0= Zme*mi/zjei Y esle; = xePil2e;

pues < e;, re; >= 0 para todo 4,7 € N, entonces ze; = 0 y por lo tanto z = 0, esto
prueba la fidelidad.

Para ver que la invarianza se cumple notese en primer lugar que si £ = i6, ]+ Ly
es el generador del SMC T generado por LAD, como 7 cumple la condicién de
balance detallado con respecto a pg entonces [f, pg] = 0 y L4 es autoadjunto con
respecto al producto interno <, > s €Ntonces

0= La(1) = £°(1) = 5" Lilps) 5"
por lo tanto como B es de dimensién finita 0 = L3(pg)} = L.alpe) ¥ por lo tan-
to Li(pe) = —ilf, pa] + L.alpe) = 0, lo cual implica que 7o;(pg) = pg, entonces
we(Ti(z)) = trpaTi(z) = trTu(pc)z = tr(pg)r = we(x) v esto concluye la invarian-
za. De todo esto se sigue la afirmacién. C

La siguiente proposicién nos confirma el comportamiento esperado de las co-
herencias cuando hay deccherencia en un semigrupo ergodico. Esta demostracion es
sacada de [Re2].

PROPOSICION 3.4. Sea Hy un operador autoadjunto no degenerado con espectro
puntual puro que induce decoherencia sobre el semigrupo ergodico T . Entonces dado
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p € J1(ho) arbitario y n # m se cumple gue:
th’m < em, Tu{ple, >=0

DEMOSTRACION. Sea p € Ji(hg) arbitario pero fijo, es claro que w := trop(+)
define un estado sobre £(hy). Como 7 es ergodico existe un estado fiel wy, tal que

T(0)(2) = w(Ti(z)) — we(a)

cuando ¢ — oo para todo z € £(hg).

Dado que wy, es un estado, existe pyo tal que wo, = trpco(-), de esto dltimo v de
las propiedades del SMC T se sigue para todo z € £(hq)

(5} trTu(p)z = Tu(w)(z) = w(Ti(z)) — we(z) = trper - cuando t — oo
Tomando z = |e, >< e,| en esta \itima igualdad se tiere:

(6) tﬁnoo < €m, Ikt(p)en >=< €m; Pootn =

Por otro lado como Hy induce decoherenciz existe 7 € Ti(hg) tal que
trp'Ti(z) = trpz para todo t > 0, o' conmuta con Hy vy o' = tro'(-) define un
estado fiel de tal forma que w/(7;(z)) = w'(z) paratodo t > Oy z € £{ho).Luego, en
particular de ( 5) se sigue:

W(z) = lim (T(2)) = weolx)

Esta igualdad implica tr{pw, ~ p')z = 0 para todo x € £(hy). Nuevamente toman-
do T == |e, >< ey dado que (e, ). es base ortonormal (completa} se concluye que

Poo = f.

Asi podemos cambiar po, por o' en ( 6), el resultado se concluye facilmente si
se tiene que < e, p'e, >= 0. Para ver esto tltimo notese que come Hp induce
decoherencia entonces p' conmuta con Hy v asfl Hyp'e, = p'Hye, = P hses = Ayples,
para s € Ny A, valor propio de Hy. Lo cual nos permite concluir que p'e, es vector
propio de Hy asociado a A,, como Hy es no degenerado se sigue que p'e; = ce, con c

nimero real diferente de cero, para todo s € N, de aqui se sigue la afirmacién.
O

Como un aporte nuevo, notese que imitando las ideas de las pruebas de las dos
proposiciones anteriores se obtiene de forma inmediata el siguiente corolario que
relaciona los conceptos de Balance detallado, Decoherencia, y Ergodicidad.

'COROLARIO 3.5. Sea T un SMC ergodico que cumple CBD con respecto a
pe = e P para 5 > 0 y H, operador autoodjunto no degenerado com espectro

4
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puntual puro entonces Hy induce decoherencia sobre T y dado p € J1(ho) arbitario
Yy n# m se cumple que:
Iim < e, Tulple, >=0.

t——0c

2. La brecha espectral.

A continuacién discutiremos sobre un elemento que nos permitira medir en algin
sentido la velocidad con la que un SMC ergodico converge a un estado fel invarian-
te we. Asi, durante el transcurso de esta seccién tomaremos como elementos fijos
un operador autoadjunto Hy y un SMC ergodico 7 cumpliendo las hipétesis de la
proposicién 3.4. Fijaremos también el estado inyectivo we al cual converge el semi-
grupo y para este estado también fijamos el elemento clase traza o := p,, asociado a
dicho estado. Notese que la fidelidad de w,, implica la inyectividad de o. Esta seccién
&s basada en el articulo [Car].

El espacio J1(ho) de los operadores clase traza es dotado de una norma || - ||; la
cual para z en dicho espacio es definida por ||zl); = tr(z*z)'/?, se puede decir que
es la contraparte de las funciones L'(R) de andlisis real, desde luego también hay un

semejante para el espacio L2(R):

DEFINICION 3.6. Sean z,y elementos en £(hg), se define el producto escalar
< &,y >2:=tr(z"y) y sunorma || - /|5 como la norma asociada al producte interno.
Diremos que el espacio Ja(ho) de los operadores Hilbert-Schmidt es el formado por
todos los operadores compactos definidos en §, con dicha norma finita.

Tomando el espacm de Hilbert Jo(ho) se define la aplicacién i : £(he) — To{hy)
como i(z) = oizoi. Si cambiamos £{hg) el dommlo de 7 por Ja(ho} obtenemos una
aplicacién & : Ja(ho) — J1(ho) donde k{z) = oizoi. Estas aplicaciones estan bien
definidas sobre sus dominios.

PROPOSICION 3.7. Las aplicacionesi y k son contracciones inyectivas que preser-
van la positividad y poseen rango denso.

. 1,1 1\ " 1 . .
DEMOSTRACION. Como cizzoi = (maé) (:.'!30'4) se concluye facilmente que 4
y k preservan la positividad.

-

Sicizoi = oliyot entonces oifz — y)cic i(z — y)oi =0, por lo tanto
tro{z—y) (z—y)=0.
Por la fidelidad de w,, se sigue que z = y, esto prueba la inyectividad de 1 v k.

Sus rangos son densos pues ellos contienen todos los operadores de rango finito.
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Para probar que % es una contraccién, notese que para cada x € Ja(hg), por la
desigualdad de Holder para ideales de Shatten se puede asegurar:

(@l = floszotl]y < (ot |[2]]o]]y = |z{l,

La. contractividad de ¢ se sigue de la reflexividad de Jo(ho) v de que la aplicacién
dualidad en este caso es dada por la traza, pues dado z € £{ho) se tiene:

i@}l = sup  tr(yilz))=  sup  tr(k(y)z)
€T {bo bl |ull2<1 v€TZ2(bo)|lyll2<1

< sup tr(yz) = ||z
v<J (ho).flyll2x1

Donde la titima desigualdad se sigue de que k es contraccién.
0

Lo que sigue es construir a traves de ¢ un semigrupo T := (13 )1>0 de contracciones
fuertemente continuc definido sobre J;(h) el cual se relaciona con 7 por medio de
Ia igualdad:

Ty(i{z)) = i(Ty(z))
paratodo > 0y z € L£(hy).

PrROPOSICION 3.8. Sea R : £(ho) — £(ho) una aplicacion lineal con la propiedad
de Schwarz y tal que tr(oR{z)) < tr{cz) para todo operador acotado x. Entonces
existe una contraccion R : J3(hg) — Ja(he) tal que Roi=i0R.

DEMOSTRACION. Notese que si z € i(£(hy)) se tiene que z = i(z) con z € £{ho)
entonces definimos R(z) := i(M(x)), asi, R definido sobre 1(£(hy)) cumple con la
igualdad: Ko =140 R,en virtud de la proposicién ( 3.7) R queda bien definida sobre
un subconjunto denso de J5(ho). Basta probar que R es contraccién, de esta forma
R se puede definir sobre todo J5(hg) extendiendo por densidad.

Para probar que R es una contraccién consideremos una base ortonormal {exli>o
la cual diagonaliza a o.Consideremos las proyecciones B, = Doreoler >< el y Mla
variedad lineal generada por los elementos de la forma P,z P, con z € L(ho) yn €N,
el cual es un subespacio denso de Jz(hg). Se define el operador V' : M —— J,(he)

como V(zo) = R{z)o3, el cual cumple:
IV (zo?)|3 = tr(oR(z)"R{z)) < tr(cR(z"z)) < tr{oz’s) = ||jzot |2

Por lo tanto V' se puede extender en forma unica a el espacio Ja(hq).

Ahora para cada n € N definimos los operadores A, : Ja(ho) — M como
Anlx) = 03(PozP)o % y A M — M como Alz) = gizo™7,

Dado que P, es una proyeccién conmutande con o entonces se tiene que los ante-
riores operadores son simetricos y positivos, mas atin son acotados. Se puede probar
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que la clausura de A es autoadjunta, basta ver a /A como un operador multiplicacién
sobre M. Ahora para todo z € M se tiene

(V"22V(aot),20%) = 16, R@)HIE < tr(R(=)0R{z))
<tr{eR{z"z)) < tr{czz”)
= 18w = (A%aot),a0t)

De lo anferior se sigue entonces que V*A2V < A2 Mas aun, dado que V es una
contraccion se tiene:

VAV =V AL (VVIAY < VALY
De esta 1iltima desigualdad y del resultado previo concluimos A? > (V*ALV)?,

dado que los operadores involucrados en esta desigualdad son operadores positivos
se tiene que A > (V*A, V)2 Asf para todo z € M se cumple:

B

IR(i(z)])2 = tr (R(:c)*a%s'a(z)o- ) = limir (R(x)*cr%PnR(:c)Pﬂo%)

= lim <V*AnV(.’L‘J%),$G’%> < <A($a%),m0%> = []i(z)|}3.

n

Dado que M = i(M) es denso en Ja(hp), se sigue que R tiene una extensién
contractiva sobre Ja(fig), v de esto se sigue la proposicién.

i

De esta altima proposi¢ién se sigue para todo ¢ > 0 la existencia de contracciones
1; tal que para todo operador acotado £(hg) se tiene T;(i(z)) = i(Z;(z)). Ademas
T = (Ti)e>0 es un semigrupo:

Toali(@) =10 Toa(z) = 60 T, 0 Tifa) = Ty 0 0 T(x) = TLL(ilx)

Toli(a)) = i(To(x)) = i(x).

TEOREMA 3.9. Eriste un tnico semigrupo de coniracciones T fuertemente con-
tinuo sobre Jo(hg) tal que Z”t(cr%:z:cr%) = crzl‘s?;(:c)cr% para todo € L£(he).

DEMOSTRACION. Sea D el subespacio i(£(hy)) de Jo{ho); para todo t > 0, se
tiene de lo discutido anteriormente que

T, :D — Js(hs) con Tt(aizaé) = U%:};(&C)G’%

y que para cada ¢ tenemos que 7; es una contraccién, por lo tanto podemos extender
estos operadores al espacio completo.
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. 11
Se probara ahora que T := (T )i»0 es fuertemente continmuo: para y = ¢izoi en
D se tiene

17:(y) = 91z = IT)IE -+ llyl[3 — (D) y + v T ()
<2yl — ir(Ty)'y + v Ti(y))
= tr (vhared (o - e) + (o - Tw))oterod )

= 2Re (tr (aéx*a%(m - T}(:c))) x) — 0

De lo anterior se concluye la afirmacién para cualquier elemento y € D v la
propiedad se concluye extendiendo por densidad, esto nos da la existencia y la uni-

cidad se concluye facilmente de la forma en que se construyo el semigrupo.
W

Notese que 7;(1) == 1 implica T3(0%) = 0%, es decir o7 es un vector invariante de

COROLARIO 3.10. Sea L el generador infinitesimal del semigrupo T del teorema
1 1
anterior. Siz € Dom(L) se tiene que oizoi € Dom(L) y L{cizot) = cil{z)ot

DEFINICION 3.11. Sea L el generador infinitesimal del semigrupo de contracciones
T, definimos la brecha espectral (Spectral Gap ) de L como:

gap(L) = inf {—Re < z, Lz >, |z € Dom(L), < 02,3 >4= 0, Hzfly = 1}

Por lo tanto la brecha espectral depende del SMC T y el estado invariante fiel ¢
que son fijados. No haremos explicita dicha dependencia en procura de no recargar
la notacidn; pero se advierte que esto debe tenerse en cuenta. La definicién de la
brecha espectral también puede ser dada en terminos del semigrupo:

PROPOSICION 3.12. Sea Mt} := —sup {log | T3(z)]|2, < /2,2 >o= 0, ||z|» = 1}

— i f A
entonces gap(L) = %r>1g .

DEMOSTRACION. Sea A = gap(L) v B := %1;5 @,Iuego debemos probar que

A = B. Supongamos que y = oizoi € Dom(L}), < o%% y >9= 0, ||yl]s = 1, entonces
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2B = 2o Tw)o s = ooz
1t tro ( T@)Tn(@) ~ TtV T()
< (AT
- h@o tror (,-z;i-h(ﬂ:*)h_ t];(-?:*)) 7;+h($) L tro (g;(mx) ,Ll'+h(x~)h"ﬁ 7;($))

=< ¥ T(L(2))ot, 04 T(z)ot >4 + < ATy (x)od, AT (L(z))ot >y
= 2Re < L(To*20%)), Tyotzot) >,< —24||Ty(y)I2,
esta tltima desigualdad se cumple por la definicién de A aplicado a Ty(y) el cual

esta en el dominio de L y cumple que < O'%, Ti(y) >2= 0. Y de dicha desigualdad se
concluye que

T )13 < eyl
de lo cual se sigue que ~ log |{73(y)!|; > At, donde lly|l = 1, por lo tanto B > A. Para
la otra desigualdad tomemos y = ol%z0% ¢ Dom(L), < a'2,y >3= 0, |ly|ls = 1,
entonces por definicién del generador :

e <y, Ly >y =<y, Ly>y +<y, Ly >, = tr{ox* L{z)) + tr(c L{z)*z)
Ho)e, Be)r)

= lim tro{ x
B ()

h h
T —
h——0 h, dh

d d
S 2R T(y)l[[no < 2=€" pmp = —2B
h h

Luego B < Ay de esto se concluye la igualdad.
O

3. Decoherencia y convergencia exponencial hacia el equilibrio.

Uno de los objetivos de los SMC en fisica es modelar el decalmiento hacia el
equilibrio de los sistemas cudnticos abiertos . El estado de equlibrio es representa-
do por un operador o positivo con traza 1 tal que tr(c7;(z)) = tr(ox) para todo
z € L(hy). El decaimiento al equilibrio es expresado por

Jm ir(pTy(z)) = tr(oz)

para todo z € L(hy) y para todo operador p positive con traza unc (6 equivalen-
temente el semigrupo 7; es ergodico). Vale Ia pena notar que de la definicidn de
estado de equilibrio se sigue facilmente la unicidad del estado al cual converge. A
continuacién enunciamos un resuitado que se desprende de la dltima proposicién de

2 4
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la seccién previa, este resultado nos dara una relacién entre los conceptos de brecha
espectral, convergencis hacia ol equilibrio y decoherencia,

PROPOSICION 3.13. Sea T un semuigrupo de contracciones Juertemente continyo
. . . . . . 1
definido sobre 7, (ho) con generador wfinitesimal L y vector nvariante oz, entonces

la brecha espectral de el operador L es el mazimo volor positivo € satisfaciendo que
para todo y € Ty(ho) yt > 0 '

@)= <oty >2 0t < ¥y < od g 5, i,

DEMOSTRACION. Ses B = gap(L). Como o7 es vector mvariante de T, utilizando
la ultima proposicién tenemos:

)= <oty = odil = 17, (4= < oty 5, )l < e Py < ohy 5y 04y,

Es clard:ta.mbién de la iiltima propaosicién de Ia seccion anterior que gap(L) es el
valor maximo que curnple la desigualdad anterior.

O

Notese que si p € J1(ho) con traza igual a uno, entonces p3 es tal que Hp%HQ =1,
por lo tanto para y = i(2) = oizot se tiene:

tr (p?}(a:)* < J%,y >y p) = {r (p’]}(:r:- < a%,y >9 1))
| = tr (Phi(Ti(a~ <oty >, 1))

< sup lrzi(T(z— < U%,ZJ >3 1))
2€02{ho),||2]l2<1

=li(Ti(z~ < o3,y >, V)]s
= 1T(i(z)) - i(< o3,y >, 1)),
= IT{i(z))~ < 03,y >, o3},

Utilizando esto tltime y la dltima proposicicn de 1a seccién previa tenemos:

tr (,07;(.,’?3)“ < g%’ Y >a ,0) < e“gap(L)t”y_ < O'%, Y >y O’%Hg

para todo z € £(hy). Si 9ap(L) es mayor que cero esta iltima desigualdad implica
que

tr (T(p)z) ~— tr (< g%,y >, p) =<0%,y>  cuando ¢ — 00,
Como y = giggi tenemos que < o3, Y >a=1tr(oz) y asf
rpTila) = oz) < e MBily <03y s b

Todo lo anterior prueba Ia Slguiente afirmacién:

{ ®
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PROPOSICION 3.14. Sea un SMC T y un estado & tal que gap(L) es estricta-
mente mayor a cero entonces o es un estado de equitibrio para T y lo COnvergencia
hacia dicho estado de equilibrio es exponencial a una tasa gap(L). Ademds si parg
nFm < e, 08, >=0 entonces < €y, Tot(p)em, >— 0 cuando t — oo en forma
ezponencial, donde la tasa ezponencial de dicha convergencia es mayor o igual q

gap(L).



CAPITULO 4

Tasa de Decoherencia en SM( genericos,

En este capitulo representaremos la dindmica total sobre el espacio
h = ho ® T's(h4) donde by tiene base ortonormal (er)ien (es decir By es infinito
dimensional; pero se puede adaptar toda la teoria y todos los resultados al caso fini-
to dimensonal facilmente), 4 = 1.2 (R% C) y el hamiltoniano de dicha dindmica dado

por el operador
Hy = Ho @ Tr,5,) + Ly, & dT(Hy) + Ma* (V) + a(V)),

donde A > 0, a(V) = V* ® A(g), a*(V) =V ® A*(g); aqui V es un operador acotado
sobre g, A(g) y 4"(g) son los operadores aniquilacién y creacién respectivamente
definidos sobre T,(Z2(R% C)) los cuales dependen de una funcién g que esta en el
espacio de Schwarz. No nos detendremos a explicar en detalle la forma de definir
los operadores A(g) y A*(g) dado que su importancia es solo de indole tecnica, para
ver en detalle la definicién de estos consultar por ejemplo las pagina 5 de [ALV1].
Ademés de lo anterior exigiremos que el ambiente sea térmico a temperatura 1/5 y
el hamiltoniano del sistema Hy sea representado en la base de by como

Hy= kalek >< eyl
keN
es decir, Hy tiene espectro puntual puro. Nolese que para manejar el concepto de
decoherencia debemos exigir que el espectro de Hy sea no degenerado, lo cual en
efecto exigiremos, mas atin exigiremos que Hj sea un hamitoniano generico. Todo
este capitulo salvo la dltima seccidn es basada en el trabajo [CFH].

DEFINICION 4.1. Diremos que el hamiltoniano Hy es generico si el espacio propio
asociado a cada valor propio € es unidimensional v sl se tiene e, — €, = €y — ¢,y
para k # j unicamente cuando k = k' y m = m/,

1. Definicién y construccién de SMC genericos.

A continuacién estableceremos el SAMC generico inicialmente como una forma y
posteriormente impondremos condiciones suficentes para definir este como un semi-
grupo minimal. Para ello tomaremos como fijas dos funciones g y w las cuales cumplen
las siguientes condiciones:

(2) Sin perdida de generalidad para nuestros calculos tomaremos la funcidn

w(z) = |z] (en general se puede considerar una funcién w : R? —s [0, co[ radial

y estrictamente creciente en cada semirecta que empieza en cero).

30
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(b) Se tomard una funcién g : R — C en ol espacio de Schwarz (esta funcién
es la misma que nombramos al inicio del capitulo sobre la cual dependen los
operadores aniquilacién y creacién del Hamiltoniano de interaccion).

(¢) La funcién g v la funcién de dispersién w son relacionadas por la condicién

analitica
/l/ ™ g(2)|2dz|dt < oo.
B JRe

(d) d > 2 (esto se exige pues para w(z) = |z|la condicién analitica anterior se cumple
para cualquier g en el espacio de Schwarz solo si d 2 2, si la funcién w cambia
también cambia la dimensién d para la cual se cumple la condicién analitica (e)).

Ahora, si denotamos para cada w > 0 como S (w) la superficie en R tal que
S(w) = {z € R4 w(z) = w}, ds(z) la superficie integral y v.p. el valor principal
de una integral definimos las constantes (9l9)5 ¥ (9|g)F dadas por:

) |g(z)[2eb() . ig9(z)[Pe (@)
(9lg), = ﬂ-]S(w) %mw—ds(i’) — iv.p. /Rd (eﬁw(quh (7))

‘e g@P / s
(gighy = ”/S(w} Bule) 5@ — . ke (56 T (w(z) —w) o
De esta forma para &, &’ € N con €k > € Y W == ¢ —€p tenemos las constantes
Ykt St Yo §i e dadas por

dz,

T = 2Re(glglul lew, VIe)) I, & = Smiglg)sl (ew, View)) I,

Yiw = 2Re(9lg)5] (ew, V) 12, &F 0 = Smlgl)t] (e, V(en)) [
Por lo tanto la tltima condicién que lmpendremos queda formulada como:
(e) Para cada k € N se define

fpi= Y (Eap + &) (e, View)) |2
KeNe<ep
cuimpliendo la condicién de sumabilidad

> (& +1ELD] (e, View) P < oo,

k"EN;Ekr <eg

Notese que el signo — puesto en i y en &1 se puede ver como una tass de
transicién de un valor propio a un valor propio menor y el signo + de un valor
propio a un valor propio mas grande. Teniendo en cuenta lo anterior denotaremos



1. DEFINICION Y CONSTRUCCION DE SMO GENERICOS. 32

por simplicidad Trdt G &g, segin sea el caso sin los signos; pero se entenders, para
k#k’queiraqtsikgk’ch—sikzk’.
Dichas constantes permiten definir formalmente e} generador del SMC' generico:

£($) = %kkhzk#kf(’m’kf(zlk >< JICIIZ'“CI > ]C’ - Hk‘ ><C k’,$}+) + 2i€k’kl[$, fk =< Jli.‘”)

Mis exactamente los SMC genericos son generados por limite de acoplamiento
débil tomando en cuenta, las observaciones dadas al principio del capitulo v donde el
generador es dado formalmente por la expresién anterior. Para ver detalles consultar
[AK]. A continuacién probaremos algunas acotaciones que nos permitiran dar ofra,

PROPOSICION 4.2. Bajo lus condiciones (@) — (d) se tienen las siguientes de.
sigualdades:

wd—leﬁ'w wd—l
Relsiola < TSIl G Relolo)? < mlS(o)llle

donde ||g|w es lo norma del supremo de g y 1S(1)] es lo medida de Ig superficie de
la esfera unitaria en Re. Ademds

e
edw

Relglg)y, < #|S(1)] 7 Sup g (k)P

T ke

DEMOSTRACION. En efecto:

Faw

e ' efw
Relolole =g [ . [9@Pas(z) < a2 /S 4t

wd—leﬁw
- ﬂ!S(l)mg”gogﬁw__T

La desigualdad para Re(glg)s se prueba en forma analoga a la anterior. La ltima

desigualdad se sigue de ver que sobre S(w) se tiene:

9(@)* = w= @D ztTg ) 2.

De la anterior broposicidn se sigue inmediatamente lo siguiente:

COROLARIO 4.3. Parg w > 0 lgs constantes Re(glg)t v Re(glg): son uniforme-
mente acotadas y se tiene ademds- :
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pE= ) i < 2sup Re(glg); Do ew Vie) P

K ENie)r<er w kR eNe <ep

= Zsup Re(glg)., - {[V{ex)|l”

Ak = Z ’)’;tk! < 2sup RB(QIQ)Z' Z ’ (eka V(ek’» IZ

kel <ep w k'ENep <y

< 2sup Re(glg)7 - [1V" (ex)].

Gracias al corolario anterior v 1a condicién {e) se pueden definir los operadores:

_ Bt A
G——Z( 5 —i—mk) lex >< ey,
keN
Lk,kf = 1’7};,’;’,6}:’ > ek[ 8l € < € ¥V Lk:,k" = '}f,;'])k|ek1 > Bk’ st < €t
Notese que formalmente
Liz)=GCz+ Y Li.eliy+zG.
K EN k!

¥ que G es un operador disipativo, por lo tanto es el generador de un semigrupo de
contracciones fuertemente continuo el cual denotaremos como {Peo .

PROPOSICION 4.4. Bajo lus condiciones {a) — {d) el operador G se puede es-

cribir como G = —W — iH donde H = 2o kkler >< ey es autoadjunio y donde
k
W= ¥ Ly Lk es una serie fuertemente convergente por lo tanto W
k! NGk A

define un operador acotado autoadjunto. Mds ain, si las constantes Smlglg)t v
Smiglg)y son uniformente acotadas en w entonces G es acotado.

DEMOSTRACION. Aplicando el tltimo corolario y el hecho de que V es acotado
tenemos: '

e < 281;13 Re(glg) VI v A < 2SL;% Re(glg) V|12,

para todo k& € N. Por lo tanto utilizando la ortogonalidad de la base (e;)ien se
conclue que la serie que define a 2W converge fuertemente y de esto se sigue que

= —W — iH con H autoadjunto. Ahora si las constantes Smigig)h v Smiglg);
son acotadas por una constante ¢, entonces l5e] < c({ID)? +{|D*|]?) v de esto se
sigue que el operador H es acotado y por lo tanto G es acotado. O

Es claro que los operadores Ly son acotados y si G es acotado, se sigue que £
es una forma acotada y por lo tanto genera un semigrupo Markoviano cudntico sobre
£(Bo) continuo en norma (ver [Lin]). EI caso cuando G es no acotado serd estudiado
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a continuacién. Para ello utilizaremos una tecnica, que sigue la filosofia de los iterados
de Picard v donde el semigrupo construido es llamado minimal (para la descripcién
de estas tecnicas ver por ejemplo [Fag]).

El semigrupo minimal es definido por medio de sucesiones no decrecientes de
aplicaciones positivas (7;(”) Jnzo definido por recurrencia como sigue:

Tz) = PzP,

i
<’U, '];(n+l)($)u> = <.Pt’U, .’EP{M) -+ Z/ <Lk,k"})tgsv, ’Z's'(“)(.T,),Pth,k!u> ds

ko
para todo z € £(hg), £ > 0,v,u € Dom(G). 81 z es positivo , entonces la sucesién

T (g nz0 €8 N0 decreciente v tomamos
t > N

Ti(z) = sup "™ (z) para todot > 0.
n>0

La definicién de las aplicaciones positivas. 7; es entonces extendida por linealidad
a todos los elementos de £(h,). El semigrupo minimal asociado con Gy Ly v, satisface
la ecuacidn integral

(v, To(z)u) = (v, zu)

g +/ { (Go, Tofahu) + 3 (Lo Py, T (z)Pthm} ds

0 k},k’
para todo z € £(bp), t > 0,v,u € Dom(G). El semigrupo minimal es la nica,
solucion a la ecuacién anterior si y solamente si 7¢(1) = L paratodo t > 0 (ver [Fag]).

2. Propiedades.

Estudiaremos a continuacién algunas propiedades del semigrupo.

DEFINICION 4.5. Sea D la subalgebra diagonal de £(h) formada por los ele-
mentos € L{hy) tales que < ep, Z{ew) >== 0 para todo k # k' y sea Dyrs el
espacio de elementos fuera de la diagonal formado por los = tales que z € Lho) vy
< ey, x{eg) >== 0 para todo k € N,

TEOREMA 4.6. Ia subdlgebra abeliana D y el espacio de operadores Dyrs son
inwvariantes bajo T; para todo t > 0 . Mas ain Ti(z) = PrzP, para todo z € D, 5

DeEMosTRACION. En efecto, un elemento z de D,s; puede escribirse como
T = Zk#, Trirler >< ew|, y por lo tanto '

.(Z:,:.’,C_Pt = Z C(t, JZL', k,)mkk’fek > ek":
kK
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donde c(t, k, k') = e~ (it +3cthp)/2ilri—rp))t Observando el segundo termino de
la sucesién que define el semugrupo minimal vemos que

LipBlaliluy = Y clt, 1,70 (len >< ew| - fe; >< ey - Jew < €} = 0,
J#g
puesto que k # &' y entonces no existen terminos con J=k=jdconj=k=4.
Desta forma, se sigue por recursién que A (z) = PrzF, paratodo n > 2 y tomando
n tendiendo a infinito vemos que 7i(z) = F;zP;,. Todo lo anterior prueba ademés
que Dyyr es invariante bajo 7.

Probaremos ahora que D es invariante bajo ’_7;(“) para todo n. Si n=0 es inmediato

dado que si z = ), zife, >< ey, entonces FraP= ety o) s< gl ¢ D,
k

Supongamios ahora que ﬂ(n}(x) € D. Para todo k, k' se tiene:
Liw TN @) L = i (o, T (@)ew) ex >< ey,
Entonces los operadores
LT @) e, v B L T (@) L By,
estan en D de igual forma ocurre con el operador definido por la integral (definida
en la topologfa déhil*)
t
/ P Ly T (@) Lipo P s,
0

Dado que z se puede escribir como una combinacion lineal de operadores no
negativos podemos suponer sin perdida de generalidad que z es no negativo. se
siguede la formula de recursién que la suma de operadores positivos

£
DN R LTRSS
0

ko kAR

es fuertemente convergente y su lfmite pertenece a D. Por lo tanto 7,V (x) esta en
D. El resultado se sigue por induccién. G

Es claro que el &lgebra diagonal D es isomorfa a el cspacio de Banach £(N),
Identificando D con (N} y tomando las restricciones de 7; a D encontramos un
semigrupo clasico T' = (T} ) €l cual es sub-Markoviano (es decir T3(1) < 1) definido
sobre £*°(N). Como es probado en (FR1] (lema 2.19) el generador A del semigrupo

es caracterizado por:
Dom(A) = Dom(L£) N £*2(N), A(f)=L(f) paratodo f ¢ Dom(A).

Es inmediato que:
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A =Vep Daratodo k, E con ey < ¢,
Ap =5, paratodo b,k con e < ey,
A== D" mp— 3 = —(m+ ).
EeNe g <e K eNey<epr
Si denotamos por Ay la parte diagonal de (Ak,k )k ien e tiene entonces que
(M) (k) = =t ()

Es claro también que Ay es una extensién del operador autoadjunto G* 4 (& sobre
£4(N). Vale la pena recordar que un operador de transicién submarkoviano M es
determirado por una matriz (M s ) wen satisfaciendo 0 < My w <1 para todo k, &'

Y Zk’ Mk,k’ <L
LEMA 4.7. Sea M un operador de transicién submarkoviano cldsico sobre D. Ig
aplicacidn lincal B[M) : by — D definida por
O[M](z) = > My (K, 2k |k >< k],
ke !
¢s una contraccion completamente positiva sobre D anulandose sobre Dorp. Ademds
st M(1) =1 entonces [M](1) = 1.

DEMOSTRACION. Como la base es cempleta es claro que la aplicacién P[M] es
bien definida. Ademés dado que M es sbmarkoviano tenemos que: :

Zﬁfk,k’ < frfl,ﬁi'k‘l > < HmHZM’k,H < ”.’L‘”
% K

se sigue que P[M](z) es un elemento en D con norma acotada por ||z{]. Mas atin
®[M) es una suma de multiplos positivos de aplicaciones completamente positivas
z — |k >< Izl >< k. esta formula también muestra que ®[M] se anula en
Dyss. Un caleulo facil muestra que P[M](1) =1 cuando M(1) = 1 0

El lema anterior nos va a servir para probar una formula que representa sl semi-
Zrupo generico:

TEOREMA 4.8. Bl SMC generico T satisface

&) Zilz) = ol (z) ~ e (z) + PrzP,  para todo z € Lhe) yt > 0.
Ademds T(x) = ®[e**](z) para todo z € D y Ti(z) = PrzF, para todo z € Doty

DEMOSTRACION. Cada elemento de L{ho) puede ser descompuesto como la suma
de su parte diagonal y su parte fuera de ls diagonal. Entonces es suficiente probar
la igualdad (8) separadamente para todo z € D y para todo ¢ € Dy,
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La identidad se cumple para todo ¢ € Dogr. En efecto, por el lema anterior, tanto

®[e) como le*4] se anulan sobre Do

Consideremos entonces z € D. Escribiendo z en Ia forma z = 37 ziler >< ey

vemos que Frzly =3 e Miyile, >< ¢ = ®[e*4](z}). Por lo tanto el lado derecho
i

T

de (8) coincide con ®[e**](z). Por otro lado, la formula
®£€tA]($) = Z(etA)Mfm;;flek ><C 6,1;[
P

muestra que $le*] coincide con la restriccién de 7; a la subdlgebra abeliana D. Se
sigue entonces de el Gltimo teorema que (8) se cumple para todo z € D. J

De este 1ltimo teorema se sigue facilmente lo siguiente:

COROLARIO 4.9, EI semagrupo minimal T es Markou si y solamente s1 el sems- |

grupo minimal cldsico generado por A es Markon,

Ahora usaremos la moayoria de los resultados que se han dado hasta el momento
en este capitulo para probar que el semigrupo minimal 7 es en efecto la dnica solucidn
de la ecuacion integral (7),

TEOREMA 4.10. Bajo las suposiciones (a)—(e) se tiene que el sernigrupo minimal
T es la tinica solucidn de la ecuacion integral (7).

DEMOSTRACION. En efecto, utilizando la proposicién 4.4 probamos que la
restriccidn cldsica A es acotada, (como operador de £°(N)}, luego por el comen-
tario al final de ls prueba de la proposicién 4.4 (que también es aplicable en el caso
clésico) se tiene que A genera un semigrupo de Markov y por el tltimo corolario
tenemos que £ genera un SMC, lo cual equivale a la unicidad en Ia solucidn de la
ecuacién integral (7). ]

3. Tasa de decoherencia

Los S5MC genericos gozan de una estructura la cual se deja manejar facilmente
en particular nosotros tomamos el sistema de origen térmico tal como se toma en
\CFH]; no obstante estos semigrupos se dejan construir en otro tipo de sistemas no
termicos (ver por ejemplo [AHO). El objetivo de esta seccidn es definir el concepto
de tasa de decoherencia v caleular dicha tasa en el caso de un SMC generico. Vale
la pena aclarar que dicha tasa es de indole exponecial.

DEFINICION 4.11. Dado un 7 un SMC' definido sobre o y una base (e)pen de
ho . Diremos que D > 0 es tasa de decoherencig st es la constante mas grande la cual
cumple que para todo estado p existe otra constante (posiblemente dependiendo de
p) Crm(p) tal que

| <em Telpen > | < e 70, (0)

para todo n,m € Ntal quen £ m y para todo ¢ > 0.
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Notese que en particular la existencia de una tasa de decoherencia D implica que
hay decoherencia en el semigrupo.
PROPOSICION 4.12. Dado T un SMC generico se cumple:
| < em Tulpen > | = e7ntimPdm 2] o por > | paranEmoyt>0.

— - o +
Donde py, = 3 Vi » M= Y L
K ENe <o k' eNepr<ep

DEMOSTRACION. Sabemos que para n # m por el teorema 4.8
Tillen >< en)) = Flle, >< ey P

Por lo tanto utilizando que G = — > ("“‘i})‘—" +i+ck) lex >< €] genera a (P,
EEN
tenemos

< em, Lelplen > = trTa(p)len >< e, = trpT,(le, >< em|) = trpP;len >< en| P,
= tlr-pe"((Hn+#m+>\m+)‘n}/2+i(’“n—5m))tlen > eml
= e"'((l”‘n+#m+/\m+)\n)/2+i(’iﬂ_ﬁm))ttrplen >< emi

= e_((ﬂn+ﬂm+/\m+’\n}/2+i(nn_x‘m))t < €m, pen S

Al tomar modulos obtenemos el resultado. O

DEFINICION 4.13. Un semigrupo Markoviano clssico T es llamado wrreducible si
para todo n,m € N existe k y ny,. .., nx nimeros naturales tales que

Yrna Yrama - - - Yng,m > 0

COROLARIO 4.14. Dado un SMC generico T~ cuya reduccidn cldsica T' es irre-
ducible y si las constantes Ui, Ax dadas por las tasas del generador £ de T definen
una succesion doblemente indezado () ,(Onm = i 4 fin + A + An) 1o cual no
tiene a cero como punto de acumulacién. Entonces

D= inf apm,
n,meN

es tasa de decoherencia de T

DEMOSTRACION. La hipdtesis de irreducibilidad sobre T garantiza que
i + Am > 0 para todo m € N. Ahora como cero no es punto de acumulacién

de (o, m) esto implica que D = 1’11fN Qn,m > 0. Lo demés se sigue de la proposicién
n,me
1

anterior.
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