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Resumen



En este trabajo estudiaremos las soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria
no auténoma:

y su perturbacién:
Y =A(t)y+g(t),
donde A(t) y g(t) son funciones casi periddicas en el sentido de H. Bohr y/o S.
Bochner. En particular, haremos una relectura del importante trabajo de Jean
Favard el cual intenta establecer la relacion de lo sistemas precedentes con las
soluciones del sistema:
= A*(t)z,
y su respectiva perturbacion:
Y =A"(ty+g" (1),
donde A* y ¢g* son elementos pertenecientes a la envoltura de A y g respectiva-
mente, es decir, existe una sucesién {h,}neny C R tal que A(t + hy) v g(t + hy)
convergen uniformemente en R a A*(t) y g*(t) respectivamente.

En el primer capitulo definimos la casi periodicidad en el sentido de Bochner y
Bohr y sus propiedades.
En el capitulo 2 estudiaremos diversas propiedades del sistema no auténomo:

' = A(t)x,
para lo cual presentaremos la propiedad de Dicotomia exponencial y su respectivo

espectro.
Por 1ltimo, en la tercera parte se demostraran los Teoremas de Favard.



Introduccion



Considere una funciéon f : R — R continua y periédica de periodo T € R, es
decir:
f&+T)=f(t), VteR.

Generalmente, este tipo de funcién cumple un rol muy importante en diversas
areas de la matematica, en particular, en las ecuaciones diferenciales y la modeli-
zacién de fendmemos oscilatorios. Sin embargo, si analizamos este tipo de funciones
como un conjunto en si mismo, es interesante plantearse las siguientes pregun-
tas: sFExistird un conjunto que contenga al conjunto de las funciones periddicas?
s Bxistird una generalizacion de las funciones periddicas? Mas atin, al analizar las
funciones periédicas como conjunto tenemos que tanto sin(t) y cos(v/t) pertenecen
a este conjunto pero un hecho no trivial es saber si la funcién:

sin(t) + cos(V/2t),

mantiene esta propiedad de periodicidad. Para responder estas preguntas introdu-
ciremos el concepto de funcién casi periddica.

En este trabajo definiremos y trabajaremos en base a la teoria que envuelve a las
funciones casi periédicas, este concepto fue creado y desarrollado por el matemético
danés Harald Bohr [8] (hermano del fisico Niels Bohr) y posteriormente se siguié
estudiando por diversos matematicos, entre ellos, Salomon Bochner. Para entender
esto de mejor manera trabajaremos con dos definiciones, una segun H. Bohr y la
otra segun S. Bochner, y veremos la equivalencia entre ellas (asegurada por una
hermosa pero compleja demostracién)

Una de las tantas cosas interesantes que satisfacen las funciones casi periédicas
es que efectivamente son una generalizacion de las funciones periédicas. Ademds,
analizaremos todas las propiedades que satisfacen estas funciones como conjunto.
Posteriormente, utilizaremos toda la teoria de funciones casi periddicas para estu-
diar las ecuaciones diferenciales ordinarias no auténomas:

x = A(t)x
y su perturbacién
Y =A(t)y +g(t),
donde A(t) y g(t) son funciones casi periddicas. Es importante infatizar que para
esta parte nos basaremos en el trabajo hecho por J. Favard [20] en el cual se
relacionaron las soluciones de las ecuaciones dadas anteriormente, todo esto con el

fin de obtener criterios para obtener soluciones casi periédicas. Como consecuencia
de esto, analizaremos la casi periodicidad de la siguiente funcién:

/ (o) ds.

donde f es una funcién casi periddica, es decir, responderemos a la pregunta ;La
integral de una funcion casi periddica es siempre casi periddica?

Por otro lado, con el mismo fin de estudiar el sitema no auténomo z’(t) = A(t)x
introduciremos el concepto de Dicotomia exponencial, el cual nos darda importan-
tes criterios para obtener soluciones acotadas de sistemas no auténomos ya sean
homogéneos o no homogéneos, lo cual va a estar ligado diretamente con las propie-
dades de las funciones casi periédicas.

Como una herramienta para complementar lo anterior, definiremos funciones
a través de sucesiones de funciones casi periddicas, es decir, consideraremos una
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sucesion {h, tnen C R tal que para una funcién casi periddica dada f, la sucesién
f(t + hy) converja uniformemente en R a otra funcién f* Este hecho serd clave
en lo resultados propuestos por J. Favard ya que nos dardn una conexién entre las
ecuaciones:
dt)=ft)z, v ¥ = @y,

para finalmente saber cuando, a partir de las soluciones casi periddicas de una
ecuacion, podemos determinar que la ecuacién satisface la definiciéon de Dicotomia
exponencial. Todo esto se trabajard principalmente en R™ con la norma euclideana
pero de todas manera dedicaremos una seccién a casos mas generales.






Parte 1

Funciones casi periodicas



1.1. Casi periodicidad en el sentido de Harald Bohr

La siguiente seccién recopila resultados presentados principalmente en los libros
de A.S. Besicovitch [5], A. Fink [23] y el articulo seminal de H. Bohr [7]. Es preciso
enfatizar que se ha mejorado la prolijidad de las demostraciones y se han incluido
ejemplos originales.

1.1.1. Preliminares. La definicién de casi periodicidad en el sentido de
Bohr requiere introducir previamente los conceptos de conjunto relativamente denso
en R y de e—casi periodo de una funcién continua.

DEFINICION 1.1. Un conjunto E C R es relativamente denso, si existe £ > 0
tal que todo intervalo de largo ¢ contiene al menos un elemento de E, es decir:

[Z,z+{NE#0, VxeR

EJjEmMpPLO 1.1.1. El conjunto de los niimeros enteros Z, es relativamente denso,
ya que basta tomar ¢ > 1 y asi se tiene que:

]+ 1€[z,z+ 4 NZ, VzeR.
EjeMpLO 1.1.2. Si T € R \{0}, entonces el conjunto:
E={kT |k eZ},
es relativamente denso, en efecto, si consideramos £ > T, entonces para todo xz € R,
existe m € Z, tal que:
ml <z < (m+1)T.
Pero, del hecho que ¢ > T, sumado con la desigualdad anterior, se sigue que:
(m+1)T=mT+T<xz+¢

Por ende, (m+ 1)T € [z, 2+ ¢ N E, y asi, el conjunto E es relativamente denso.

A partir de la definicién de densidad relativa junto con los ejemplos anteriores,
se deduce que todo conjunto que estd uniformemente distribuido en R sera rela-

tivamente denso, ya que asi, todo intervalo con un largo suficientemente grande
contendra un elemento del conjunto, asimismo, se sigue el siguiente lema:

LEMA 1.1. Sea E un conjunto relativamente denso y considere A C R tal que
E C A. Entonces el conjunto A es relativamente denso.

DEMOSTRACION. Dado que E es un conjunto relativamente denso, existe £ > 0,
tal que:

[z, z+NE#0, VzeR.
Pero, como E C A, lo anterior implica que :
[T,z +{NA#D, VreR.

Lo que implica que el conjunto A es relativamente denso. [
EJEMPLO 1.1.3. Del lema anterior, se sigue que el conjunto:
E={+yn|neZt},

es relativamente denso ya que E C Z, donde Z es relativamente denso por lo visto

en el Ejemplo
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DEFINICION 1.2. Sea f : R — R, una funcién continua. Un nimero 7 € R, es
traslacion o e—casi periodo de f si y solo si:

(1.1) sup|f(t+71)— f(t)| <e.
teR
Al conjunto de los e—casi periodos de f lo denotaremos por E{e, f}.

LEMA 1.2. Sea f: R — R, una funcion continua. Entonces:

(1) SiT e E{e, f}, entonces —7 € E{e, f}.
(i1) SiT,0 € E{e, [}, entonces T+ o € E{2e, f}.
(#it) SiT,0 € E{e, f}, entonces 7 — o € E{2¢, f}.

DEMOSTRACION. (i) Sea 7 € F{e, f}, entonces de la desigualdad (1,1)) y el
cambios de variable t — 7 = s se sigue que:

sup [f(t —7) — f(t)] = sup|f(s) = f(s +7)[ =sup|f(s +7) = fs)| <¢,
teR seR seR
lo que implica que —7 € F{e, f}.
(#3) Si 7,0 € E{e, f}, entonces se satisface , y ademds:
sup £t + ) — f(t)] < =.
teR

De esto, se sigue que:

sup|f(t+7+0)=f(O)] <sup |f((t +7) + o) = f{t+7)| +sup|f(t +7) — f(H)] < 2.
teR teR teR

<e <e

Por lo tanto 7+ o € E{2e, f}.

(7ii) Si o € E{e, f}, entonces —o € E{e, f} por el punto (7). Por ende, 7+ (—0) =
T —0o € E{2¢, f}, por el punto (i). O

DEFINICION 1.3. [19] Una funcién continua f: R — R es llamada Bohr-casi
periddica si y solo si, para cada € > 0, el conjunto E{e, f} es relativamente denso.
Es decir, para todo € > 0 existe un nimero £(g) > 0 tal que

[z,2+L(e)]NE{e, f} #0 para todo z € R.

EJEMPLO 1.1.4. Las funciones Bohr-casi periddicas son una generalizacion del
conjunto Cr := Cr(R,R), a saber las funciones f: R — R continuas de periodo
T € R\ {0}. En efecto, si f € Cr se tiene:

(1.2) f@&+T)=f(t), VteR.
Por otro lado, consideremos el conjunto:
B={kT |keZ}.
Ahora, para ¢ > 0 arbitrario, notemos que B C E{e, f}, ya que, si 7 € B,
entonces existe k € Z, tal que 7 = kT. Asi, de la igualdad , se sigue que:
[fE+7) = fOl=ft+ET) = fO) = |f(t) = f(H)| =0 VtER,
lo cual implica:

sup [f(t+7)— f(t)| =0 <e.
teR
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Por ende, 7 € E{e, f}. Finalmente, como B C E{¢, f}, del Ejemplo junto
con el LemalL,]] se sigue que f es una funcién Bohr-casi periddica. Asimismo, toda
funcién constante es Bohr—casi periodica.

Diremos que T es periodo fundamental de f si es el menor real positivo que
satisface (|1,2)).

1.1.2. Propiedades de las funciones Bohr casi periodicas.
TEOREMA 1.1. Toda funcion Bohr-casi periodica es uniformemente continua.

DEMOSTRACION. Como f : R — R es una funcién Bohr-casi periodica, el con-
junto E{%, f} es relativamente denso. Asi, existe ¢ (%) > 0, tal que todo intervalo
de largo ¢ (%) contiene un elemento de E{%, f}.

Dado que para cada z € R, el intervalo [—z, ¢ (%) — x+ 1] tiene un largo mayor
que /¢ (%), existe 7 € {5, f} tal que 7 € [,/ (%) —x + 1], es decir:

—ngge(g) —x+1<:>0§7+x§€<§>+1,
y por lo tanto, para cada x € R existe 7 € E{5, f} tal que x +7 € [0,/ (%) +1].

La continuidad de f en R implica la continuidad uniforme en [—1,¢ (%) + 2],
por ende, existe § € (0, 1) tal que para todo t,s € [—1,¢ (%) + 2], se cumple que:

€
(1.3) |t75|<5é|f(t)ff(5)|<§.

Ahora, sean x,y € R, tales que |z —y| < §, entonces existe 7 € E{%, f}, tal que
r+T7e[0,0(5)+1] C[-1,¢ (%) + 2], de esto, junto con el hecho que ¢ € (0,1), se
sigue que:

€ €
Z(§)+2>€<§)+1+y—x2J:+T+y—a:=y+7'=y+7'+x—x2y—a:> -1

Por ende, como = + 7,y + 7 € [-1,¢ (%) + 2], de la expresién lb tenemos
que:

€
(14) Fa+m)~ fy+ml < =
Ademds, como 7 € E{%, f}, entonces:

(1.5) If(t+7)— f(1)] < g Vt € R.

Finalmente, de las expresiones y (1,5)), se concluye que:
@) = fWl < |f(@) = fle+n)|+|fle+7) = fly+ )| +|fly+71)— fy)] <e.

<z <z <

wlo

Por lo tanto, la funciéon f es uniformemente continua. O

COROLARIO 1.1. Si f : R — R es Bohr-casi periodica, entonces para todo € > 0,
existe §(g) > 0 tal que (—9,9) C E{e, f}.

DEMOSTRACION. Sea € > 0. Como f es Bohr-casi periodica, del Teorema
se sigue que f es uniformemente continua, por ende, existe d(¢) > 0 tal que si
|z — y| < 0, entonces:

(1.6) @) =)l <5
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Luego, sea 7 € (=9, ), entonces para cada = € R se cumple que:
[(x+7)—2|=|7| <o
Asi, de , se sigue que:
lflx+71)— f(2)| < g,Vx € R,
lo cual implica que:

sup |[f(x +7) — f(x)] < % <e.
teR

Por lo tanto 7 € E{e, f} y asi (—0,9) C E{e, f}. O
LEMA 1.3. Sea f una funcion Bohr-casi periodica. Entonces, para todo par de

nimeros positivos €1 y €2 tales que g1 < ea, existe §(e1,e9) > 0 tal que si 7 € R
cumple que:

(1.7) d(t, E{e1, f}) :==f{|r — 7| : 7" € E{ex, f}} <4,
entonces T € E{eq, f}.

DEMOSTRACION. Sea e = 5 —e1. Como f es Bohr-casi periédica, del Corolario
tenemos que existe d(¢) > 0 tal que (—94,6) C E{e, f}.
Luego, notemos que si 71 € E{ey, f} v 2 € E{e, [}, entonces:
lf(x+7)— flz)] < e1, VzeR,
|flx +712)— f(z)] < e VreR

Asi, para todo = € R, se tiene que:
[fx+m+7m)— f@)|<[fle+m+7)— flz+7n)|+|flz+7) - fz) <ea
Lo cual implica que 71 + 72 € E{eq, f}. Por otro lado, sea 7 € R tal que se
cumple la expresion , esto es
inf{|r —7'| : 7 € E{ey, f}} <.
Por ende, existe T € E{eq, [}, tal que:
|T — 7| < 0,

es decir, 7 — 7 € (—4,9), lo que implica que 7 — 7 € E{e, f}. Finalmente, notemos
que:
T=T1T—7T+ _ T
N——" ~—~
€E{e,f} €E{e1,f}

Y por lo hecho anteriormente, concluimos que 7 € E{es, f}. [l

TEOREMA 1.2. Sean f y g funciones Bohr casi periddicas, entonces para todo
e > 0, el conjunto E{e, f} N E{e, g} es relativamente denso.

DEMOSTRACION. La demostracién sera dividida en una serie de pasos para
facilitar su comprensién.

Paso 1: Dado € > 0, el Lema implica la existencia de §(g) > 0 tal que si
T € E{e/4, f}, entonces:

T+ € E{e/2,f} paratodo || < 4.
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Paso 2: Como f y g son Bohr casi periddicas, es facil demostrar la existencia de
Lo :=Lo(f,g,¢) > 0 tal que

€
E{g,f}ﬂ(x,x—i—ﬁo)# z, Vr € R,

€
E{z,g}ﬂ(x,x—i—éo);é a, Vr € R.

Esto induce una particién de R del tipo:

R= |J Iin donde I, = [nl,(n+1)).
nezZtu{0}

Como I,, es un intervalo de largo ¢y, para cada n € Z sabemos que existen:
T}n) e E{e/8,f}nI, y Tg(") € E{e/4,9} N1,

lo cual implica que:

(1.8) dm .= T}") — Té") € (—4o, o).
Paso 3: Considere la particién uniforme del intervalo (—£g, o) de la forma:
Co . , 20y
(—lo,lp) =41 UigU---Uip;, dondei; = |aj, 05+ o7

y M es elegido de tal forma que se verifique:

20q

— <.

Vi <

Notemos que cada elemento d(™ definido por 1) debe pertencener a algiin
intervalo ¢; (con j =1,...,M). En efecto, si T(n),Tén € I, entonces:
TLEO S T](cn) S (’Il + ].)fo,

—(n+ 1) < 7T!§n) < —nly,

de lo que se concluye que T(n) — ré") =d" e [—4o, o] ¥ por ende, dm e ij para
algin j =1,..,.M.
Esto permite introducir el siguiente conjunto:

A = {j €{l,...,M}:3 I,y I, talesqued™, d™) ¢ zj}

Luego, dado que para cada n € Z existe d™) € [—£g, o] y ademés este intervalo
estd particionado en un numero finito de subintervalos, debe existir algin j €
{1,..., M} tal que i; contiene infinitos elementos de la forma d™ = Tj(cn) - én), lo
cual implica que Ay # &. Por otro lado, serd util considerar el conjunto Ay de la
forma:

AM = {ml,mg,...,mp} g {1,,M}

Ademés, notemos que:

Ty Uy U Uiy € (—Lo, 4p)-

Posteriormente, del hecho que Aj; posee finitos elementos, se sigue que existe
Ny € N tal que:

Vi, conje€{l,...,P} 3l e I tales que d® d*) e im, ¥ ||, |E'| < No.
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Paso 4: Considere un nimero X > 0 suficientemente grande tal que:
[_NOEOa (NO + 1)&)] - <_X7X)a
donde

[—Nolo, (No + 1)l =1_n,U---UI U UILULUILLU---I,.
Ahora, sea £ = 4X y o € R arbitrario y veamos que el intervalo («—2X, a+2X)
contiene un elemento 7* € E{e/2, f}NE{e/2, g}. Para ello, notemos que el intervalo
(e — X, o+ X), tiene largo 2X > 2¢ y por ende, (o — X, o+ X) contiene a I, para
algin p € Z.
Posteriormente, por lo hecho en el Paso 3, tenemos que existe ¢ € Z tal que
LC(-X,X)y d® 4@ ¢ im, para algin r € {1,..., P}. De esto, se sigue que:

20
d® — 4@ 20 s
| | <37 <9
lo que a su vez implica que:
(1.9) ‘(Tém _ T;q>> _ (T;p) N Tf(q))’ _s

Paso §: Veamos que 7 = Tép)

notemos que Tg(p) € (o — X, a+ X) lo cual implica que:

— Tg((I) pertenece a (a — 2X,« + 2X), para ello,

an<T£§p)<a+X,

de igual forma, como Téq) € (=X, X) tenemos que —X < —TéQ) < X. Por ende, se

sigue que:
a—2r < T;p) —Téq) < a+2X,

y asl 7" € (o — 2X, o + 2X).
Paso 6: Del hecho que Tg(p)ﬁg(q) € E{e/4, g} junto con la parte (iii) del Lema
se sigue que 7* = Tg(p) - Téq) pertenece al conjunto E{g,e/2}.

Veamos ahora que 7 € E{f,e/2}, para ello, notemos que del hecho que
T}p), T}q) € E{e/8, f} junto con el punto (i) del Lemase sigue que T}p) —T}Q) €
E{e/4, f}. Finalmente, del Paso I junto con la desigualdad podemos concluir
que:

T}”) _ T}‘J) I (Tém _ Tg@)) _ <T]EP) _ 7}‘”) — 7P — (9 ¢ B{e/2, f}.
Por lo tanto:

(o — 2X,a+2X) N (E{%f} ﬂE{%,g}) + o,
y por ende, el conjunto (a—2X, a4+ 2X) contiene un elemento de E{e, f} NE{e, g}
lo que implica que que este conjunto es relativamente denso. ([l

COROLARIO 1.2. Si f y g son funciones Bohr casi periddicas, entonces f + g
es Bohr casi periodica.
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p . . . €
DEMOSTRACION. Dado ¢ > 0, el Teorema anterior implica que E {i’f} N

E {g,g} es relativamente denso, por otro lado, si 7 € E {%,f} NnNE {%,g} , en-

tonces:
lfl@+7)+g9(@+7) = fl2) —g@)| < |fle+7)— fl)|+|g(z+71) —g(@)| <e,
€ €
=2 )

para todo z € R. Asf, la desigualdad anterior implica que T € E{e, f + g}, por

ende E{%,f} OE{%,Q} CE{e f+yg}

. € € . .
Finalmente, como E 3 frNE 3 g} es relativamente denso, de lo anterior

junto con el Lema concluimos que E{e, f + g} es relativamente denso y por lo
tanto f + g es Bohr casi periddica. ([

COROLARIO 1.3. El conjunto de funciones Bohr casi periddicas es un espacio
vectorial

DEMOSTRACION. Por lo hecho en el Corolario basta con probar que dada
una funcién f Bohr casi periddica, entonces para todo escalar A € R, se tiene que
Af también es una funciéon Bohr casi peridédica. En efecto, si A\ = 0, el resultado
se obtiene inmediatamente, si A # 0, como f es Bohr casi periddica, dado € > 0 el

3 €
conjunto E {|)‘|7 f} es relativamente denso. Ademas, si 7 € E {|>\|7 f} entonces:

I3

=€
A

(T +2) = Af(@)] = [AIF(T +2) = f(2)] < [Al-

para todo x € R. Por ende, E {;, f} C E{e,\f}, y asi, del Lema con-

cluimos que E{e, Af} es relativamente denso y por lo tanto, f es una funcién Bohr
casi periddica. (I

OBSERVACION 1.1.1. Una consecuencia de este resultado combinada con el
Ejemplo es que si f es Th—periddica, g es To—periddica y Ty /T2 ¢ Q, entonces
f + g es Bohr casi periédica pero sin embargo, f + g ¢ Cr para todo T € R.

Una demostracién sencilla de este tltimo hecho, puede ser consultada en [3| pp.
213-218].

TEOREMA 1.3. Toda funcion Bohr-casi periddica es acotada.

DEMOSTRACION. Sea f una funcién Bohr-casi periédica, entonces para ¢ = 1
existe un numero ¢; > 0, tal que el conjunto E{1, f}, es relativamente denso.
Ademds, como f es continua, existe M > 0 tal que | f(t)| < M, para todo t € [0, ¢1].
Por otro lado, notemos que para cada t € R, el largo del intervalo [—t, —t + ¢1], es
£1, por ende, existe un elemento T € E{1, f} N [—t, —t + ¢1], es decir:

<7<+l <= 0<T7+t<{l <= T+1t€]0,]
Asi, para cada t € R, existe 7 € E{1, f}, tal que t +7 € [0, 1] y consecuentemente:
fE+7) <M, y [ft+7)—f(t) <L
Finalmente, para t € R arbitrario, se tiene:

FOI<1fE+7) = FOI+ [fE+T)] <1+ M.



1.1. CASI PERIODICIDAD EN EL SENTIDO DE HARALD BOHR 21

05

054

1.5

22—

F1GURA 1. Gréfico de la funcién f(t) = cos(t) +sin(nt), la cual es
casi periédica pero no es T—periodica.

Por lo tanto, |f(t)| < 14 M, para todo t € R, lo que implica que f es una funcién
acotada. |

TEOREMA 1.4. Si f : R — R es Bohr casi periddica, entonces f?> : R —
RT U {0}, también es una funcion Bohr casi periddica.

DEMOSTRACION. Como f es una funcién Bohr-casi periédica, el Teorema
implica la existencia de M > 0, tal que:

FOI <M, vieR

Ademas, la casi periodicidad de f implica que el conjunto E{557, f} es relati-
vamente denso.
Posteriormente, si 7 € E{55;, f}, entonces para t € R arbitrario, se cumple:

{fE+7) = {f()}¥* < {If(t+T)|+\i(f_)/|\f(t+T) —f@)] < QMﬁ =e.
<M <M <557

De esta forma, si 7 € E{55;, [}, entonces:

sup {f@@+)F = {f(@)}?] <e.
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Por ende, T € E{e, f?}, lo que implica que E{557, f} € E{e, f*}.

Finalmente, como el conjunto E{55;,f} es relativamente denso, y ademas
E{55,f} € E{e, f?}, del Lema [1,1| se sigue que E{e, f} es relativamente denso,
por lo tanto f2? es una funcién Bohr-casi periédica y por ende, f2 € AP(R,R). O

OBSERVACION 1.1.2. Ahora, consideremos los conjuntos:

BCR,R) = {f:R—R]|f escontinua y acotada},
PR,R) = {f:R —R|f escontinua y periédica.},
APpon:(R,R) = {f:R—R| f es Bohr-casi periédica}.
Notemos que
(1.10) PR,R) = | J Cr(R,R),
TeR

donde C7r fue definido en el Ejemplo
Por otro lado, sea || - ||oo : BC(R,R) — [0, +00), definida por:

I lloo == sup | £(2)]-
teR

Notemos que (BC(R,R), ||-||so) €s un espacio de Banach y ademés del Teorema
se sigue que APpon:(R,R) € BCO(R, R).

TEOREMA 1.5. APpon: (R, R) es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Como APpen(R,R) es un espacio vectorial contenido en
(BC(R,R), || “ |lso)- S6lo tenemos que demostrar que si {f,}neny una sucesién de
funciones Bohr-casi periddicas, la cual converge uniformemente en todo R a una
funcién f, entonces f es Bohr-casi periddica.

En efecto, dado € > 0, como f,, converge uniformemente a f, existe N € N, tal
que:

€
[f() - vl <3, VieR.
Ahora, como fy es una funcién Bohr-casi periddica, se cumple:
€ €
I+ = vl <3, vieR VreB{.fn(0)}.
Luego, siT € FE {%, In (t)}, entonces para todo t € R, tenemos:

[f(t+7)— f(D) lfE+7) = InE+T)+ InE+7) = [n(E) + Fa(t) = F(E)];

lf(t+7) = [n@+ )+ [fnE+7) = v+ f(E) = [n )],

E € €

g + g + g =g,

lo cual implica que 7 € E{e, f} y por lo tanto FE {%,fN(t)} C E{e, f}.
Finalmente, como la funcién fxn es Bohr-casi periddica, se sigue que el conjunto

E{%, fn(t)}, es relativamente denso, y dado que E {£, fn(t)} C E{e, f}, del Lema

se tiene que E{e, f}, es relativamente denso, por lo que se concluye que f es

una funcién Bohr-casi periddica. (I

IN

A

COROLARIO 1.4. El producto de dos funciones Bohr casi—periodicas es una
funcién Bohr casi periddica.
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DEMOSTRACION. Sean f1 y fo dos funciones Bohr casi periodicas y notemos
que:

fi(t) - f2(t) = g(1),
donde:

o(0) = 3 L) + £ = LA ~ ROF

Luego, de los Teoremas y se sigue que tanto {fi(t)+ f2(t)}* como
{f1(t) = f2(t)}* pertenecen a APpon,(R,R). Finalmente, del mismo Teorema
se concluye que g € APpon: (R, R). O

OBSERVACION 1.1.3. Una consecuencia de los resultados anteriores es que el
conjunto APponr (R, R) es un Algebra de Banach.

1.2. Casi periodicidad en el sentido de Salomon Bochner

Al igual que en la seccién anterior, recopilamos resultados presentados princi-
palmente en los libros de Besicovitch y Fink, mejorando la prolijidad de las demos-
traciones e incluyendo ejemplos originales.

1.2.1. Preliminares.

DEFINICION 1.4. Una funcidn continua f: R — R es llamada Bochner-casi
periddica si y solo si, dada cualquier sucesion {hy,}nen de ndmeros reales, existe
una subsucesion {hy, }ren, tal que la sucesion de funciones { f(t+hn, ) }ren converge
uniformemente en R.

EJEMPLO 1.2.1. Deigual forma que en la seccién anterior, las funciones Bochner-
casi periddicas generalizan a las funciones periédicas continuas. Asi, si f es una
funcién continua y periddica, entonces existe T € R, distinto de cero, tal que se

cumple la igualdad (1,2]).

Ahora, sea {h;,}nen, una sucesién de ntmeros reales arbitraria, asi, por el
algoritmo de la divisién, tenemos que para cada n € N, existen a,, € Z y ¢y, tales
que:

hn = apT + ¢, donde |¢,| <T.

Por ende, como la sucesién {¢,}nen es acotada, por Teorema de Bolzano-
Weierstrass existe una subsucesién {¢,, }ren, tal que:

fm ¢, =¢ €R.

k—+oco

Posteriormente, notemos que de la expresién (1,2)), se sigue que:
(1.11) flt+hn,) =Fft+an, T+ on,) = f(t+ dpn,), VEteR.

Por otra parte, dado que la funcién f es continua, tenemos que es uniforme-
mente continua en el compacto [—2T, 2T, por ende, dado ¢ > 0, existe § > 0, tal
que para todo u,v € [—2T,2T], con |u — v| < §, se cumple que:

(1.12) [f(u) = f(v)] < /4.

Ademais, existe N € N| tal que si k > N, entonces:
(1.13) (6 — 0] < 8.
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Por ende, si k > N, de la expresién , tenemos que:
[(t+ ) =+ ) = ¢n, — | <6, Vte[-T,T]
y de la desigualdad se sigue que:
[+ ¢n) = FE+ @) <e/4, Vie[-T,T],
lo cual implica que:

(1.14) sup  |f(t+ on,) — ft+9)| <e/d <eg/2.
te[—T,T)

Finalmente, sea ¢t € R arbitrario, entonces existen a € Z y r € R, con |r| < T,
tales que t = aT + r. De esto, junto con la expresién (|1,2), se sigue que:

‘f(t+¢mc)_f(t+¢)| = |f(aT+T+¢nk)_f(aT+r+¢)‘ = |f(r+¢nk)_f(7a+¢)|

Pero, como |r| < T, entonces:

[f(E+ bny) = FE+ ) = [f(r + b)) = Fr+d)[ < sup |f(t+ ¢ny) — f(E+9)]

te[—T,T]
y de (1,14])), se tiene que:
[ft+on,) — ft+ o) <e/2, VteR.

Finalmente, lo anterior implica que:

sup [ f(t + ¢n,) — ft+ @) < €/2 <e.
teR

Por ende, de la desigualdad anterior junto con la expresién (|1,11), se sigue que
{f(t+ hn,)}ren converge uniformemente en todo R, lo cual implica que f es una
funcién Bochner-casi periddica.

TEOREMA 1.6. Sean f,g: R — R, funciones Bochner-casi periddicas, si A € R,
entonces la funcion \f + g, es Bochner-casi periddica.

DEMOSTRACION. Sea {/, }nen una sucesién arbitraria de niimeros reales. Lue-
go, dado que la funcién f es Bochner-casi periddica, existe una subsucesion {h, }ren
tal que:

(1.15) P4 hu) 025 o),
k—o0

A su vez, como la funcién g es Bochner-casi periddica, para {h,, }ren existe una
subsucesion {h,, }jen tal que:
J

(116) 00t + Py, ) 2 0(0)

Ahora, considere la sucesién de funciones {f(t + By, )}jen, la cual es una subsuce-
sién de {f(t + hn,)}ren, por ende, de (1,15), se sigue que:

(1.17) Flt+ b)) % o(t).

— 00

Finalmente, por las expresiones (|1,16)) y (1,17]), tenemos:
1R
OF + )+ huyy) = A+ Py )+ g0+ B ) 25 00(0) + ()

Ast, {(Af+9)(t + hnkj)}jENv converge uniformemente, y como {hnkj }ien es
una subsucesién de {h,}nen, se concluye que la funcién Af 4+ g es Bochner-casi
periddica. (I
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OBSERVACION 1.2.1. Introduzcamos ahora el siguiente conjunto:
APBochner(R,R) = {f : R = R| f es Bochner-casi periédica}.

Notemos que a diferencia de las funciones Bohr-casi periddicas, a priori, no
sabemos si las funciones Bochner-casi peridédicas son acotadas ni mucho menos si
son un espacio métrico completo (con la métrica inducida por la norma || - ||co).
Sin embargo, del teorema anterior, se sigue que el cojunto APpochner (R, R) es un
espacio vectorial normado sobre R. Pero, para indagar mas sobre este conjunto, ne-
cesitaremos algunos resultados previos muy importantes, por lo cual, abordaremos
este problema en secciones futuras.

1.3. Equivalencias entre Bohr y Bochner.

Con todo lo hecho en la seccién anterior, notemos que a priori, las definiciones
dadas por Harald Bohr y Salomon Bochner parecen muy diferentes. Aun asi, es
natural preguntarse si hay alguna relacién en estas definiciones. A continuacién da-
remos algunos Teoremas, los cuales nos daran una respuesta a la pregunta planteada
anteriormente.

TEOREMA 1.7. Toda funcion Bohr-casi periddica es Bochner-casi periddica.

DEMOSTRACION. Sea f una funcién Bohr-casi periédica y considere {hy, }nen,
una sucesién arbitraria de nimeros reales, luego para ¢ = 1/4, se tiene que el
conjunto E{i, f} es relativamente denso, lo cual implica que existe £ (%) > 0, tal

que:
{xé(i),x] OE{i,f}#@, Vz € R.

En particular, se tiene que para cada n € N, existe 7, € E {1, f}, tal que 7, €

[hn —/ (i) ,hn] , es decir:

h, — /¢ 1 <7, <h,, obien 0<h,—7,</{ 1 .
4 —— 4

Asi, si consideramos ¢,, = h,, — 7,,, entonces para todo n € N, existen 7,, € E {%, f}
y 4, € [O,E (%)} , tales que:

(1.18) By = To + L.

Pero, como la sucesién {¢,}nen, es acotada, existe una subsucesién {¢,, }ren, tal

que:
lim ¢, =¢€R.

k—+o00

Por otro lado, como 7,, € F {if , del Lema se sigue que —7, € E {i,f}.
Con esto, junto con la igualdad (|1,18]), se tiene que :

If(t+hn)_f(t+€n)| = |f(t+hn)_f(t+7n +£n_7—n)|a
|f(t+hn)_f((t+hn)_7—n)|>

1
<  VieRVneN

En particular:

1
(1.19) £t 4 ha) = FE+ L)l < 7, VEER VREN.
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Luego, por Teorema [I,1] tenemos que f es uniformemente continua, asi, aplicando
las mismas ideas que en la demostracion del Ejemplo se sigue que:

Flt+ ) =y p1 40,
k— 400
Asi, existe Ky € N, tal que:

1
[ft+Lln,)— fE+0)] < T vt € R, Yk > K.

De la desigualdad anterior, junto con la expresién (1,19)), se sigue que para cada
k > Ky, se cumple:

P = F D] < £+ hoy) = FE+ L)+ [f+ ) = fG D] < 3, VEER
<

<

NG
NG

Y de la desigualdad anterior, se sigue que:

|[f(t+hn;) = f(t+hn, ) <1, VtER,Vj k> K.
Ahora, notemos que para ¢ = 1/8, se tiene que el conjunto E {é, f } es relativamente
denso, por lo tanto, si repetimos el proceso hecho anteriormente para la sucesion
{hn, }ren, entonces existe una subsucién {hs«}k)}keN, para la cual existe K7 € N, tal

que:

f(t+h§}j))ff<t+h§})>‘ <%, Vt € R, V), k> K.

k

Por ende, repitiendo el proceso recursivamente, tenemos que para p € N arbitra-

. . “1 .
rio, a la sucesién {hgf; )} , le podemos extraer una subsuscesion {hgf?}keN
keN

(que también es subsucesién de {h, }nen por construccién), para la cual, existe un
numero K, € N, tal que:

(20) |5 (eng) = s (e < 7

Asi, tenemos la siguiente coleccién de sucesiones:
M F(eenl) g (e nl) e ()
(11) f(t+h£?3),f(t+h£?2>),...,f(t+h;%1),...

VteR, Vi, k> K,.

®) (e nD) (e nD) o (e ns)
Finalmente, considere la subsucesién de {h, }»en formada por los elementos de
la diagonal del esquema anterior, es decir, la subsucesion {hg?}k N Luego, sea
€

€ > 0, entonces existe P € N, tal que:

1
P+1
Luego, por la construccion hecha anteriormente, existe Kp € N, tal que:

‘f(t+h£}j>) —f(t+h§fz))‘ <

<e.

vVt e R, V3, k> Kp.
P+l €, V),k > P
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Considere ahora K = max{P, Kp}, entonces si j,m > K, en particular j,m >
P, y por la construcciéon que hemos realizado, tenemos que los términos f (t + hﬁi})
v f (t + hsﬁ)) son términos de la sucesién {f (t + h,(f,j)) }k .
€

Luego, como j, m > K, entonces j, m > Kp, lo cual, por la expresién (1,20]), implica
que:

7 (4 19) 1 (4 10) < g <o wiem

Asi, la sucesion { f (t + hg?) }k N es de Cauchy, y como el conjunto de las fun-
€

ciones Bohr-casi periédicas es un espacio métrico completo, se tiene que { f (t + hg?) }k .
€

converge uniformemente en todo R y por lo tanto, la funcién f es Bochner-casi pe-
riédica. 0

TEOREMA 1.8. Toda funcion Bochner-casi periodica es Bohr-casi periddica.

DEMOSTRACION. Sea f una funcién Bochner-casi periodica y supongamos que
no es Bohr-casi periodica, es decir, existe un ¢ > 0 tal que E{e, f} no es relativa-
mente denso:

Je > 0tal que V> 03 z(¢) € R, tal que [z(€),z(¢) + ] NE{e, f} =0.

En particular, para todo n € N, existe un intervalo L,,, de largo r, > 0, tal
que:

(1.21) L,NE{e f} =0.
Ahora, sea h; € R arbitrario y considere hy tal que:
(1.22) ha —h1 €Ly =1L,,.

Luego, considere r,, € R, de manera que:
|he — 1| < 7y,
Posteriormente, sea hs € R, tal que hg — ho, hs — hy € L,,, de esto, junto con
, se sigue que si * = hg — ho, e y = hg — hy, entonces:
|z —y| = |hs — ha — hg + h1| = |h1 — ha| < Ty,.
De igual forma, sea r,, € R, tal que:
méx{|hs — ha|, |hg — h1l,|h1 — ho|} < 7us.

Posteriormente, sea hs € R, tal que hy — hg,hy — ho,hy — hy € L,,. Asi, si
x=hyg— h3,y = hg — ho, 2 = hy — h1, entonces:

|z —y| = |ha — h3| < 1yy,
| — z| = |h1 — h3| < 1y,
ly — 2| = |h1 — ha| < 7y

Repitiendo el proceso inductivamente, podemos escoger un intervalo L, , de
largo 7, , donde:

(1.23)  méax{|h; —hj| 1 i>ji=1,..,n;5=1,.,n—1} <r,,.
Asi, existe un nimero h,41, tal que:

host — hm € L., ¥m € {1,...n}.
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Ahora, considere la sucesién de funciones {f(t + hy)}nen ¥ sean ni,ny € N|
tales que ny > ng, entonces de (1,23]), tenemos que:

[y — By | < 7y -
Ademas, por el proceso hecho anteriormente, se sigue que hy, — hyp, € Ly, 1.

Pero, de la expresién (1,21)), se tiene que h,, — hy, ¢ E{e, f}, es decir:
sup |f(t+ hnl) - f(t + hn2)‘ = sup |f(t + hnl - th) - f(t)| > €.
teR teR

Por ende, para toda subsucesion {hn, }ren, se tiene que {f(t + hn, )} reny DO
converge uniformemente en todo R, lo cual contradice la hipétesis de Bochner-casi
periodicidad de f.

Por lo tanto, f es una funcién Bohr-casi periodica. ([

OBSERVACION 1.3.1. Diremos que una funcién f es casi periodica si y solo si
es Bohr-casi periodica o Bochner-casi periodica.

1.4. El conjunto de las funciones casi periodicas.

Dado que en las secciones anteriores hemos probado que las definiciones de
funcidn casi periddica de Bohr y Bochner son equivalentes, en base a la Observacién
definimos el siguiente conjunto:

AP(R,R) :={f : R — R f es casi periddica}
y por lo hecho en los Teoremas y se sigue la igualdad:
APBonr (R, R) = APpochner (R, R) = AP(R, R),
donde ademas por el Teorema tenemos la siguiente relacién:
P(R,R) C AP(R,R) C BO(R,R).

Es importante enfatizar la gran importancia que tiene la equivalencia entre las
definiciones de Bohr y Bochner, ya que, de aqui en adelante para probar algunas
propiedades acerca de las funciones casi periddicas, algunas de estas seran mas
entendibles con la definiciéon de Bohr mientras que con otras propiedades, serd mas
factible usar la definicién de Bochner. Siguiendo con lo anterior, notemos que de la
Observacion [1,1,3] se concluye el siguiente Teorema:

TEOREMA 1.9. El conjunto AP(R,R) es un espacio de Banach con la suma
usual de funciones y la métrica inducida por la norma || - ||co-

Recordemos que si S un espacio topoldgico, un conjunto £ C S es denso en
ninguna parte si y solo si satisface que int(A) = @.

Por otro lado, un subconjunto F C S es magro o de primera categoria si existe
una sucesion numerable de subconjuntos F, C S, densos en ninguna parte tales

que F puede describirse como:
E =] E.,,

neN

finalmente, si £ no es de primera categoria, entonces decimos que es de segunda
categoria.
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El siguiente resultado (formulado recientemente por Ding et.al. [49]) demuestra
que las funciones periodicas continuas son de primera categoria en el conjunto de
las funciones casi periodicas.

TEOREMA 1.10. El conjunto P(R,R) es de primera categoria en AP(R,R)
DEMOSTRACION. Primero, para cada n € NU {0} considere el conjunto:

P,={fe€BCR,R)| 3l €[n,n+1] tal que f(t+1) = f(t), Vt € R}.
Luego, notemos que:

PR,R)= | | P,.

13

Ahora, probemos que int(P,) = @ para todo n € N. Para esto, dividiremos el
proceso en dos pasos:
Paso 1: Veamos primero que cada P, es un subconjunto cerrado de AP(R,R), para
esto, probaremos que cada AP(R,R)\P, es abierto en AP(R,R). En efecto, sea
f € AP(R,R)\P,, entonces para todo ¢ € [n,n + 1] existe ¢, € R tal que:

flte+10) # [(te).

De lo anterior, se sigue que |f(t, + £) — f(t¢)| > 0, y por ende, para cada
¢ € [n,n + 1] definimos:

€= i|f(te + ) = f(to)]

Ademds, como f es continua, para cada ¢ € [n,n + 1] existe &y tal que si
|s — €| < ¢, entonces |f(s) — f(€)| < €¢. Por ende, para cada s € (s — dg, £ + d;) se
satisface:

[f(te+5) = f(to)| > |f(te +£) = f(to)| = | f(te +s) — f(te + €)]| > 3o

=4ey <é&

Por ende:
(124) |f(tg+5) *f(tg)| > 3¢y, Vs € (E*5g,£+5g).

Por otro lado, dado que:

non+1C () (C—6nl+60),

len,n+1]
del Teorema de Heine-Borel se sigue que existen {1, ...,0, € [n,n+ 1] y €¢,, ..., &4,
tales que:

k
(1.25) [+ 1] € (= 6,45 + 6,

j=1

y ademas
(1.26) |f(tgj +s) — f(tgj)| > 38@], Vs € (Ej — 5gj,£j + 5gj)

para algun entero positivo k. Posteriormente, consideremos el conjunto:

B(f.e) = {9 € AP(R,R) : sup lg(t) = F(D)] < e},
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donde ¢ = min{e; : j =1,...,k}. Veamos que B(f,e) C AP(R,R)\P,. En efecto,
si g € B(f,¢e), entonces de (1,25 tenemos que para cada ¢ € [n,n + 1] existe
je{1,...,k} tal que:
le (Kj — (;gj,ej + 5gj).
Ademéds, de (|1,26)) se sigue que:
Flte, +0) — f(t, )| = 320, > 32,

de esto, tenemos que:

9(te; +0) — g(te,)| = [f(te; +0) = f(te,)| — | f(te; +£) — g(te; +0)]
—|f(te;) — g(te;)l,
> 3e—e—e=¢e>0,

por ende, g(te, +£) # g(te,), y asi B(f,e) € AP(R,R). Por lo tanto, P, es cerrado
para todo n € NU {0}.

V

Paso 2: Probemos ahora que P, tiene interior vacio para todo n € N U {0}.
Para esto, notemos que lo anterior es equivalente a probar que:

(1.27) B(f,0) N (AP(R,R)\P,) # @, ¥d>0,VfeP,,

para todo n € NUN. Luego, para probar la expresion anterior, consideraremos los
siguientes casos:

Caso 2.1. f es constante: Si existe ¢ € R tal que f(t) = ¢ para todo t € R
entonces tenemos que la funcién ¢ — f5(t) dada por:

f5(t) = cos(t) —l—?)cos(\/it) 5w te LER
donde xg € {—1, 1}, satisface que:
) = 10 = | S 5 < 25

lo cual implica que f5 € B(f,d), pero como f5 no es periédica (ver Observacién

1.1.1), se sigue que fs ¢ P, para todo n € NU {0}.
Caso 2.2 f no es constante: Sea {; el periodo fundamental de f y considere la

funcién t — f5(t) dada por:
t 1)
@) =fO)+f({-) - tER,
donde:
My = sup|f(t)]-
teR
Asi, de igual forma que en el caso anterior, tenemos que:
t )
2) <
/ (W) My ‘ ="

lo que implica que f5 € B(f,d). Veamos ahora que fs ¢ P, para todo n € NU {0},
en efecto, supongamos que existe T' € [n,n + 1], para algin n € NU {0} tal que:

f(s(t + T) = f(s(t), Vit € R,

|fs(t) = f(O)] =
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esto implica que:

t+T é t 6

A partir de esto, consideramos las funciones:

(L2) () = fe+T) = S0, Fale) = 31 (5 -r(25)].

s ™

donde t € R. Posteriormente, de la igualdad (1,28), tenemos que Fi(t) = Fy(?).
Luego, si F1(t) = F5(t) = K, para alguna constante K € R, entonces:

ft+T)=ft)+ K, VteR,
lo cual implica que:
fGT) = f(0)+jK, VjeNuU{o}.

Por ende, como f es acotada, se sigue que:

P LCLAES (U
Por lo tanto:
reem =g, £(5)=r(50).

para todo t € R. Pero, si £y es el periodo fundamental de f, entonces 7wy es el
periodo fundamental de f(-/7). Por ende, ¢y divide a T'y ademés, w¢y divide a T,
es decir, existen enteros p y ¢, distintos de cero, tales que:

T =/typ, T = qnly.

De lo anterior se sigue que m = p/q, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
f5 ¢ P, para todo n € NU {0}.

De igual forma, si F; = F5 no es una funcién constante, de tenemos que
lo vy mly son periodos de Fy y F respectivamente. Pero, al igual que antes, si Tj es
periodo de F} = F5, entonces Ty divide a ¢y y wly, es decir, existen enteros p y ¢
distintos de cero, tales que:

by = ply, wly = qTy.

Asi, tenemos que m = ¢/p lo cual también es una contradiccién.

Por ende, f5 ¢ P, para todo n € NU {0} y asi la expresién queda
demostrada.

Finalmente, con todo lo hecho anteriormente, concluimos que:

ﬂ&@:@m,
n=0

donde int(P,) = & para todo n € NU {0}, lo que implica que el conjunto P(R,R)
es un conjunto de primera categoria en AP(R, R). O

COROLARIO 1.5. El conjuntos de las funciones continuas y periddicas P(R,R)
tiene interior vacio en AP(R,R).
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DEMOSTRACION. Por lo hecho en el Teorema anterior, notemos que:
o0
P(R,R) = | P,,
n=0

donde cada P, es un conjunto cerrado en AP(R,R) con interior vacio. Finalmente,
como el conjunto AP(R,R) es un espacio métrico completo, del Teorema de Baire
concluimos que el conjunto:

lj&zPﬁR%
n=0

tiene interior vacio en AP(R,R). O

1.5. Envoltura de una funcion.

Sea f : R — R, una funcién casi periédica y considere {h, }nen una sucesién
arbitraria de niimeros reales, notemos que de la definicion dada por Bochner, existe
una subsucesion {hy,, }ren, tal que {f(t + hn, ) }ken converge uniformemente en R.
Asi, a partir de lo anterior, definimos la envoltura de f, como el conjunto dado por:

H(f)={9:R— R|3{hn}nen tal que f(t + hy,) 8 unif. en R}.
n o0

De la definicién anterior, se sigue de inmediato que f € H(f), ya que basta
tomar la sucesién identicamente nula, por ende, H(f) # &. Ademds, tenemos las
siguientes propiedades:

LEMA 1.4. Sean f,g,h: R — R funciones casi periddicas. Entonces:
(i) g € H(f), siy solo si, f € H(g).

(i7) Siqe H(g) y g € H(f), entonces ¢ € H(f).

(#it) Sig,q € H(f), entonces g € H(q).

DEMOSTRACION. (i) Si g € H(f), entonces existe una sucesién {hy, }nen, tal
que f(t + h,) converge uniformemente en R a la funcién g, es decir, existe N € N,
tal que:

sup | f(t + hn) —g(t)| <&, Vn>N.
teR

De lo anterior, se sigue que:

sup|g(t — hn) — f(t)| = sup|g(t) — f(t+ hn)| <&, Vn >N,
teR teR

lo cual implica que {g(t — hy) }nen converge uniformemente a f, y en consecuencia,

f € H(g).

Finalmente, si f € H(g), basta con realizar el mismo proceso que antes para

concluir que g € H(f).
(i1) Si g € H(g) y g € H(f), existen sucesiones {h, }nen ¥ {Jn}nen, tales que
g(t+ hy) v f(t+ jn) convergen uniformemente en R a ¢ y g respectivamente. Asf,
existen N1 y Na, tales que:

sup [g(t + hn) —q(t)] < €/2, Vn> Ny,

teRr

sup|f(t+jn) —g(t)| < /2, ¥n > Ns.

teR
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De esto, se sigue que:

ft+hi+351), flt+hi+352), ... flt+h+jn) — g(t+ h1)
ft+ha+yg1), flt+ha+j2), ... f(t+ha+jn) —= g(t + ho)
ft+hs+g1), ft+hs+j2), ... f(t+hs+jn) o g(t + hs3)
fA+hm+g1), fE+hm+52), oo [+ D+ n)  ——— g(t+ hm)
J{m%o@
q(t)

Luego, consideremos la sucesion { f (t+hyn +jn) }nen, formada por los elementos
de la diagonal del esquema anterior. Por ende, si N = max{N;, Ny}, entonces para
todon > N y t € R, se tiene:

|f(E+ b+ jn) — g < |f(E+ ha +n) = g(t + )|+ ]9t + ha) — q(t)] <.

<e/2 <e/2

Lo cual, implica que:

F(t+ P + Gin) —21=5 g(8).

n—-+oo
Por lo tanto g € H(f).
(#i1) Si g,q € H(f), entonces de (i), se sigue que f € H(q) y g € H(f). Finalmente,
de (i7) concluimos que g € H(q). O
EJEMPLO 1.5.1. Sea 8 € R\ {0} y considere f(t) = sin(ft). Veamos que la
envoltura H(f) de f es igual al siguiente conjunto:
S = {asin(Bt) + beos(Bt) | a® +b* = 1},

en efecto, si ¢ € H(f), entonces existe una sucesiéon {h,}nen tal que f(t + hy)
converge uniformemente sobre R a g. Por otro lado, notemos que:

f(t+ hy) =sin(Bt + Bhy) = cos(Shy,) sin(St) + sin(Shy,) cos(5t).

Pero, como {cos(8hy) tnen v {sin(Shy) }nen son sucesiones acotadas, sin pérdi-
da de generalidad, existen dos subsucesiones {cos(8hn, ) }ren ¥ {8 sin(hn, )} ren res-
pectivamente tales que:

nlgrolo cos(Bhp,) =a y nlgrolo sin(Bhy, ) = b.
Ast:
cos(Bhn, ) sin(St) + sin(Shy, ) cos(Bt) e, asin(ft) + bcos(St).
n—oo
Pero, como f(t+ h,) converge uniformemente sobre R a g, en particular, tene-
mos que:
cO8(Bhn, ) Sin(Bt) + sin(Bhn, ) cos(5) 115 g(1),
lo cual implica que ¢(t) = asin(8t) + bcos(St) y ademds, como:
cos?(Bhy, ) +sin?(Bhy,, ) =1, Vk €N,

se sigue que a?+b% = 1 y por ende g € S. Ahora, si g € S, entonces existen a,b € R
con a® + b% =1, tales que:

g(t) = asin(Bt) + bcos(Ft).
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Luego, dado que a,b € [—1, 1], existe § € R tal que:
cos(B0) =a, y sin(B0) =0.
Por ende, si consideramos la sucesién constante {h, }nen dada por:
hn =00, VneN,
tenemos que:
f(t+ hy) = cos(80) sin(Bt) + sin(B6) cos(Bt) = asin(fBt) + beos(Bt) = g(t),

para todo n € N, lo que implica que f(¢+ hy) converge uniformemente sobre R a
g(t). Por lo tanto g € H(f) y asi H(f) = S.

Por ejemplo, counsidere § = 1,75, por ende, la funcién f(¢) = sin(1,75¢) cuya
envoltura se puede ver a través de las siguientes graficas:

R R FRRRIT SIS e
X %9, X &0‘ “ e \“ & "
X % AR 'a S M

OBRAA i .&‘% L
RRREEER 5 .'"‘"' g’z“"%‘” o s
A0t 000 e SAOOONIc000s e go wg ,wow' é“&o 1

HHKARRXHKKALA A » :g:»:low% R ..:323.

I ?’3&¢*

FIGURA 2. Gréfica de funciones pertenecientes a la envoltura de
f (@), en la parte superior de izquierda a derecha se muestran 5 y
10 elementos respectivamente mientras que en la parte inferior de
izquierda a derecha se muestran 20 y 40 respectivamente.

1.6. Integral de una funcién casi peridédica: algunos resultados

Es importante destacar que si f R — R es casi periddica, no necesariamente
es cierto que la funcién ¢ — F(t) fo s) ds también lo sea. Por ejemplo, si f(t) es
constante, §(t) no es acotada y el Teoremaﬂ 1.3/implica que §(t) no es casi periodica.
El resultado que estudiaremos a continuacién proporciona una condicién suficiente:

TEOREMA 1.11. Sea f € AP(R,R), entonces toda solucion t — F(t) acotada
en R de la ecuacion (1,30)) es casi periddica.

Este resultado tiene muchas demostraciones. Sin embargo, nos focalizaremos
en la demostracién realizada por Favard [20, pp.43-46] debido a que los métodos
utilizados pueden ser adaptados al estudio de resultados més generales.



1.6. INTEGRAL DE UNA FUNCION CASI PERIODICA: ALGUNOS RESULTADOS 35

1.6.1. Preliminares. Sean f : R — R, una funcién casi periddica y f* €
H(f), y consideremos la siguientes ecuaciones diferenciales:

(1.30) (]
(1.31) i% = f*(1).

Considerando la definicién del conjunto H(f), estudiaremos la relacién entre
las soluciones de (|1,30]) y (|1,31]). Dicho esto, tenemos los siguientes lemas técnicos.

LEMA 1.5. Sea t — F(t) una solucion acotada en R de (1,30), entonces existe
una solucion t — F*(t) de (1,31) y una sucesion {kn}nen tal que:

(1) La condicidn inicial de (1,31) satisface:
lim F(k,) = F*(0),

n—-+00
(i) F(t+ k,) converge uniformemente sobre conjuntos compactos a F*(t),
(#it) las cotas inferiores y superiores de F' y F* satisfacen las siguientes relacio-
nes:
g:=mf F(t) <inf F*(t):=¢ y G :=supF*(t) <supF(t):=G.
teR teR teR teR
DEMOSTRACION. Primero, dado que f* € H(f), existe una sucesién {hy, }nen,
tal que f(t+ hy,) converge a f* uniformemente en R. Ademds, como F' is acotada
por hipétesis, se sigue que {F(hy,)}nen s una sucesién acotada. Por ende, existe
una subsucesién {k, }nen C {hn}nen, tal que:

(1.32) nEIJIrloo F(k,) =n€eR,
vy ademas:

oo px
(1.33) ft+ k) m 1 (@).

Ahora, sea t — F*(t) una solucién de ([1,31)) con condicién inicial F*(0) = .
Posteriormente, sea t € [—L, L], donde L > 0 y £ > 0 arbitrario, entonces de (|1,32))
y (1,33)), tenemos que existe N € N, tal que:

(1.34) |F(kn)—F*(0)] <§ v f(ttka)— (1) < % Vn > N,Vt e [-L, L.
Ademds, como F(t) es solucién de (1,30]), entonces F'(¢ + ky,) es solucién de:

dz

— = f(t+kn).

1 e+ k)
Y como F™* es solucién de (|1,31)), se sigue que:

SR+ k) = PO} = fe+ k)~ 7(0),

lo cual, implica que:

Pt k) = () = F(k) = F*0)+ [ {57+ k) = F(5)}ds.
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Luego, de (1.34)), tenemos que para cadan > N y t € [-L, L], se cumple:

F(t 4+ ko) — F*(0)] < |F(ky) — F*(0)] + / (s + k) — F7(s)ds,

< €+E|t|_
9 "o TE

Lo que implica que F'(¢+ k,,) converge uniformemente en compactos a F'*, es decir:
(1.35) Ye>03IN €N tq. n>N=|F(t+k, —F*(t)|<e, Vtel|-L,L]
Por ende, los puntos (i) y (i4) quedan demostrados.
Ahora, si |t] < L, de (1,35) se sigue que:

Ve>03INeN tq n>N=F{)<F{t+ky+e<G+e,
de lo anterior, tenemos que:

sup F*(t) < G +¢e, Ve>O0.
[t|I<L
Pero, como la parte derecha de la desigualdad anterior no depende de t, se tiene:
G =supF*(t) < G+e, Ve>0,
teR
y por ende G’ < G. De igual forma, de (1,35)), se tiene que:
—e+g < inf F*(t), Ve>D0.
[t|<L
Pero, dado que el lado izquierdo de la desigualdad anterior no depende de t, se sigue
que:
— inf F*(t) = ¢’ )
s+g<gr€1R t)=g, Ve>0
Lo que implica que g < ¢’ finalizando asf la demostracién. O

Notemos que el lema anterior, proporciona un criterio para encontrar solucio-
nes del sistema a partir de las soluciones del sistema . Inversamente,
aplicando el mismo proceso que en la demostracién anterior, podemos encontrar un
criterio para encontrar soluciones del sistema a partir de la soluciones del
sistema , todo esto se resume en el siguiente lema técnico cuya demostracion
es similar.

LEMA 1.6. Sea t — F(t) una solucidn acotada en R de (L30), y t — F*(t)
una solucion dada por el Lema Entonces existe una solucion t — ﬁ(t)
de y una sucesion {ky tnen, tales que:

(1) La condicion inicial de (1,30), satisface:

lim F*(k,) = F(0),

n—-+oo

(13) F*(t + ky) converge uniformemente sobre conjuntos compactos a ﬁ(t),
(#it) las cotas superior e inferiores de F* y F satisfacen las siguientes desigual-

dades:
"= inf F*(t) < inf F(t) := § G :=sup F(t) < sup F*(t) := G'.
g =mfF @) <mfF(t)=g vy sup () < sup 17 (¢)

Es importante enfatizar que los resultados de los lemas anteriores, no aseguran
inmediatamente la igualdad entre la soluciones ¢ — F(t) y ¢t — F(t) de (1.30). sin
embargo, esta equivalencia serd probada en el siguiente lema:
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LEMA 1.7. Las soluciones t — F(t) y t — F(t) de (1.30), dadas por los lemas
Y respectivamente son iguales.

DEMOSTRACION. Primero, notemos que toda solucién de ([1,30)) es de la forma:
t
z(t) = / f(s)ds+ C, para algin C € R.
0

De esto, se sigue que para F(t) y ﬁ(t) existen constantes A y A € R, tales que:
F(t) =8t +A, Ft)=§1)+A4,
donde: ,
5= [ f(s)ds,
Pero, lo anterior implica que: ’
F(t)= F(t)+ B, donde B=A— A.
Como B € R es una constante, usando lo anterior, es ficil notar que los infimos
y supremos de F' y F verifican:
g=g+B, y G=G+B.
De la igualdad anterior, combinada con los Lemas y tenemos que:
9<g <g=g+B,
lo que implica que 0 < B. Pero, por otro lado, también tenemos que:
G>G >G=G+B,
es decir B < 0, por ende B = 0, lo que a su vez implica que A = A. Por lo tanto:
F(t)=F(t), VteR.
Por lo tanto, F' y F son iguales y ademss se tiene que g =¢' y G = G. O

1.6.2. Demostracién del Teorema Dado que t — F(t) es solucién
acotada de (1,30) se tiene que:

¢
(1.36) F(t) = / f(s)ds+ C, para algin C € R.
0

Ademds, como f es casi periédica, dada una sucesién {h,}nen, existe una sub-
sucesion {kntnen € {hn}nen, tal que f(t + k,) converge uniformemente en R a
f*(t). Luego, del Lema 1,5/ se tiene que F(t + k,) converge uniformemente a F*(t)
sobre conjuntos compactos. A continuacién demostraremos por contradiccién que
F(t+ k) converge uniformemente a F*(¢) en R. Para hacer la lectura mas com-
prensible, dividiremos la demostracion en cinco pasos.

Paso 1: Si F(t + ky) no converge uniformemente en R, entonces no es una
sucesion de cauchy, por ende:

Ja>0tq. (AN €N tq. mn>N = sup|F(t+kp) — F(t+ ky)| < ),
teR

lo cual, es equivalente a:

Ja>0 tq. VNeN (mn>N=sup|F(t+kn)—Ft+k,)| <a),
teR
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lo que a su vez implica:

Ja>0 tq VNeN mn>N y sup|Ft+kn) —Ft+ky)| > a,
teR

pero, la proposicién anterior, es equivalente a:

Ja>0 tq VneN IM, N,>n y sup|F(t+kn,)—Flt+kn,) > a.
teR

Finalmente, de la proposicién anterior, se sigue que:
Jo>0t.q.Vn €N I, Mn, N >ny  |F(tu, + k) — Fta, +kn,)| 2 o

Por otro lado, como F(t + k) converge uniformemente sobre conjuntos com-

pactos, tenemos que dado a > 0, existe n € N tal que:
M,,N,>n y sup |F(t+kn,)—FE+kn,)| <a.
te[—n,n]

Por ende, tenemos que tp7, es a una sucesién divergente, la cual satisface que
ty, ¢ [—n,n] para todo n € N.
Por lo tanto, si F'(¢t + k) no converge uniformemente en R, entonces existen:

a) Un ntmero positivo a > 0,

b) dos sucesiones {M,,} y {N,},

¢) una sucesién divergente {tar, }

tales que:
(137) ‘F(tMn+an)fF(tMn+an)| > .

Paso 2: Como F es acotada, existen dos subsucesiones {ft, }nen, {¥n}nen de
{Mp}nen ¥ {Nn}nen respectivamente, tales que:

S F(tu, +ke)=m y  Hm Ft, +k,) =1

Ademéds, de (|1,37)), se sigue que 11 # n2. Por otro lado, como f es casi periddica,
sin pérdida de generalidad, tenemos:

[I]] *
f+tu, +ku,) o Ji(),

P+t + ko) — s f2(2).

n—-+oo
Paso 3: Por lo hecho en el Lema [1.5] podemos obtener subsucesiones tales que las
funciones:

itk
F(t + tﬂn + kﬂn) = 771 +/ f(s) ds’
0

t+tu, +ku,
F@HM+%JZW+/ f(s)ds,
0

convergen uniformemente sobre conjuntos compactos a Fy (t) y Fy(t), respectiva-
mente, donde estas tltimas dos funciones son soluciones de las ecuaciones diferen-
ciales:

dz .
E = fl (t)7
Y d
X
= f2(t),

dt
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con condiciones iniciales 71,72 respectivamente. Es decir:
t
o) = et [ fiG)ds
0

t
B0 = me+ [ f)ds
0
Paso 4: Como {f(t + kn)}nen converge uniformemente en R, tenemos que existe

N7 € N tal que:

sup |f(t + kﬂn) - f(t + kV’IL)
teR

<e/3, Vn> Nj.

De lo anterior, se sigue que:

sup |[f(t+tu, +ku,) — fE+tu, +k,)| <e/3, Vn>Ni.
teR

Por otro lado, de los pasos anteriores, tenemos que existen Na, N3 € N, tales
que:

sup [f1(t) = f(t + tu, +ku, ) <e/3, Vn >Ny,
teR

sup |f(t+t,, +ku,)— f5(t)] <e/3, Vn> Ns.
teR

Asi, de las desigualdades anteriores, tenemos que para cada t € R, se cumple:
Ifi(t) = f3(t)| <&, Ve>0.

Por lo tanto f{(t) = f5(¢), para todo t € R.
Paso 5: Dado que f7(t) = f5(t), tenemos:

Fr(t) = m+ fy fi(s)ds
= m—mp et [y fi(s)ds

= m—n+F5(1).

Por otro lado, como f; € H(f) y F(tu, + ku,) = m, de los Lemas y
[1,7] se sigue que:
sup F'(t) =sup Fy (t) = G.
teR teR
De igual forma, dado que f5 € H(f)y F(t,, + kv,) = 12, de los Lemas y
[I;7] tenemos que:
sup F'(t) = sup F5 () = G.
teR teR
Finalmente, de lo anterior, se sigue que:

sup FY'(t) = m1 —n2 +sup F5(t)
teR teR
G = n —n2+ G,

lo cual implica que 777 = 72, obteniendo asi una contradiccién con lo hecho en el
paso 2.

Por lo tanto, ¢ — F(t) es una funcién casi periédica.
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1.7. Casi periodicidad en contextos mas generales

Sea X un C-espacio de Banach con norma || - || y consideremos una funcién
T R—X.

DEFINICION 1.5. Se dice que f € AP ponr(R, X), es decir, f: R — X es Bohr-
casi periodica si para todo € > 0 existe £(e) > 0 tal que todo intervalo de largo ¢(¢)
contiene un elemento 7T tal que

sup[|f(t+7) = f(H)]] <e.
teR

El caso del espacio de Banach X = R" serd de particular importancia.

PROPOSICION 1.1. Dada f: R — R" tal que f = (f1,..., fn) se tiene que
f € APBon-(R,R™) siysolosi fi € APgon(R,R) (Vi=1,...,n).
DEMOSTRACION. Consideremos R™ con la norma infinito || - || ¥ supongamos

que f € APgon-(R,R™), entonces dado ¢ > 0, existe ¢(¢) > 0 tal que para todo
intervalo de largo £(¢) existe 7 € R tal que:

sup [[f(t +7) = f(D)|loo = supmax {|f1(t +7) = fr(@)],..., [fult +7) = (D)} <e.
teR teR

Por ende, tenemos que

sup |fi(t+7) — fi(t)| <e, Vi=1,..,n.
teR
Lo cual implica que f; € AP gon(R,R), para todo ¢ =1, ..., n.

Ahora, supongamos que f; € AP pon(R,R), para todo i = 1,...,n. Entonces
del Teorema [T,2] tenemos que el conjunto:

E= mE{Eafi}a
i=1

es relativamente denso. Ademds, si 7 € E, entonces 7 € E{e¢, f;}, para todo
i=1,...,n. Es decir:

sup |fi(t+7)— fi(t)| <e, Vi=1,..,n.
teR

Lo que implica que:

supmax{|fi(t+7)— f;(t)] : i=1,...,n} < e
teR
sup [[f(t+7) = f(D)lle < &
teR

Por ende, E C E{f,e}, y como E es relativamente denso, del Lema L,1] se sigue
que F{f, ¢} es relativamente denso y por lo tanto, f € APpgon (R, R™). O

Otro enfoque muy importante que se le puede dar a las funciones casi periédicas
es el que tiene que ver con el concepto de C*— Algebra, pero para esto, deberemos
introducir algunos conceptos previos:

DEFINICION 1.6. (A, +, -, %] - ||) es una C*— dlgebra si (A,+,- ]| -|]) es un
dlgebra de de Banach sobre C y ademds la funcién * : A — A satisface:

(a) (z+y)* =a" +y*, para todo z,y € A,

(b) (A\x)* = A\z*, para todo x € A, )\ € C,
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(¢) (x-y)* =y*-x*, para todo z,y € A,
(d) (z*)* =z, para todo x € A,
(€) ||z - 2*|| = ||z||* para todo x € A (C* identidad,).

Es fécil notar que (C,+,-,|-|) es un ejemplo elemental e importante de C*-
algebra. Por otro lado, el conjunto M,,(C) de las matrices de orden n sobre C es
una C*—4&lgebra considerando la operaciéon * como la traspuesta conjugada.

DEFINICION 1.7. Sean A, B dos C*— Algebms. La aplicacion T : A — B es un
*—homomorfismo si satisface:

(a) T(x+y) =T (z)+ T(y), para todo z,y € A,

(b) T(azx) = aT(x), para todo o € C,x € A,
(¢) T(x-y)=T(x) T(y), para todo x,y € A,
(d) T(x*) =T*(x), para todo x € A.

A partir de esto, tenemos la siguiente definicién:

DEFINICION 1.8. Dada una C*—dlgebra A, su espectro de Gelfand es el conjunto
Q(A) formado por todos los *—homomorfismos de A a C, es decir:

QA) ={p: A—C : pes *—homomorfismo}.

Ahora, si u es la medida de Lebesgue, consideremos el conjunto L>°(R, ) con
su respectiva norma dada por:

[ flleo = esssup|[f],
y ademads consideremos el conjunto:
A={ex(z) =™ : NeR}

y siguiendo los pasos de [I0] trabajaremos con la siguiente definicién de funcién
casi periddica:

DEFINICION 1.9. El dlgebra de las funciones casi periddicas AP es la subdlgebra
de L™ (R, 1) generada por el conjunto A.

Por otra parte, definimos el siguiente tipo de funcién:
DEFINICION 1.10. Sip: R — C es una funcién de la forma:

p= ereAj, donde r; € C, A; € R.

Jj=1

Entonces, decimos que p es un polinomio casi periddico. De igual forma, defi-
nimos AP° como el conjunto de todos los polinomios casi periddicos.

EJEMPLO 1.7.1. De la definicién anterior se sigue que:
p(z) = 10e™ + (3 + 5i)e*™ — 3ie™* 4 27,

es un polinomio casi periédico. La grafica de este polinomio estd dada por la Figura
la cual fue obtenida a partir de [10] pag.7]

OBSERVACION 1.7.1. A partir de lo anterior, en [L0] se establece que el conjunto
AP es la clausura bajo la norma || - ||~ de AP, es decir:

4p — Apoltlie=
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FIGURA 3. Gréfica de 10e™ + (3 + 5i)e?™® — 3ie™® + 2¢5% para
x € [—6,6],[—100,100] de izquierda a derecha respectivamente en
la parte superior y « € [—300,300] en la parte inferior.

DEFINICION 1.11. Una coleccion {A1, ..., Am} C R se dice racionalmente de-
pendiente si existen ki, ..., kmn € Z no todos nulos, tales que:
kidi+ -+ kA € Z.
De no cumplirse lo anterior, decimos que el conjunto {1, ..., \m} es racionalmente

independiente.

Asi, presentamos el siguiente teorema cuya demostracién puede encontrarse en

TEOREMA 1.12. (Kronecker) Sean A1, ..., A\, en R y considere la funcidn ¢ :
N — T™ dada por:

SO(E) _ (627”')\18’ m’eZTri)\mZ)’
donde:
T =8t x St x -+ x S (m veces)

Si A1y .oy Am SON Tacionalmente independientes, entonces ¢(N) es un subconjunto
denso de T™

COROLARIO 1.6. Sean A1, ..., Ay, en R, T € R y considere la funcion:

T, +oo[— T™, x+— (e“‘lz, . e“‘mz)

Si A,y A SOn linealmente independientes sobre Z, entonces ¢(]T,4o00[) es un
subconjunto denso de T™
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FiGURA 4. Gréfica de la imagen de e + 0,4 para = €
[—100, 100] considerando A = 47 en el lado izquierdo y A = 12
en el lado derecho (ver [10] pag.10] para més detalles)

OBSERVACION 1.7.2. De lo anterior, tenemos que si f :] — 100, +oo[— T? es
una funcién dada por:

f(g) _ (eié’ekié)
entonces el conjunto:

F(]=100,+00[) = { (e, e**) : £ €] — 100, +oo] },

es denso en T? si A ¢ Q. Esto se puede ver de mejor manera a través del gréfico
dado en la Figura[4

1.8. Comentarios sobre la parte 1

El espacio de las funciones casi periédicas puede ser visto como un caso parti-
cular de otros espacios.

El espacio de las funciones casi automoérficas AA(R,R). Este espacio
estd formado por las funciones continuas f: R — R tales que para toda sucesién
{Tn}n existe una subsucesién 7,,, y una funcién g: R — R tales que la sucesiones
de funciones {f(t + 7n, ) tny ¥ {9(t — Tny) }n, convergen puntualmente a g(t) y f(¢)
respectivamente.

Las funciones casi automoérficas fueron introducidas por W.A. Veech en [44] y
desarrolladas por varios autores como H. Furstenberg y S. Bochner [6]. Una buena
sintesis de este espacio se puede encontrar en la monografia de N’Guérékata [35].

Es fécil notar que AP(R,R) C AA(R,R). Ademsds, a igual que las funciones
casi—periodicas, el conjunto AA(R,R) es un espacio de Banach con la norma del
supremo y un algebra de Banach. Similarmente, toda funcién casi automérfica es
acotada y uniformmente continua (una demostracién elegante de estas propiedades
puede consultarse en [16]).

El espacio de las funciones pseudo casi periédicas PAP(R,R). Estd
formado por las funciones f: R — R que admiten la descomposicién:

f(t) =g(t) + ¢(t)
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donde g € AP(R,R) y ¢ € BC(R,R) tal que

T
lim i/ l6(t)] dt = 0.

t=+o0 2T | _p

Este conjunto fué introducido por Chuanyi Zhang en una serie de articulos
[45], [46], [47] y sistematizado en la monografia [48]. Es facil demostrar que es un
espacio de Banach.

El espacio de las funciones remotamente casi periédicas RAP(R,R).
Esta formado por todas las funciones continuas f: R — R tales que los siguientes
conjuntos

E{f,e} = {7’ e R: limsup [f(t+7) — f(¥)] < 5} .
[t|—=+o0

Son relativamente densos para todo € > 0. Este espacio fué introducido por D.
Sarason en [40] quien demuestra que es un espacio de Banach. Sin embargo, una
demostracién mds detallada y completa puede consultarse en [32].

Por otro lado, es importante mencionar que también existe el concepto de
funcién cuasi periddica, el cual no tiene relacién con las definiciénes trabajadas an-
teriormente de casi periodicidad. El espacio de las funciones cuasi periédicas

estd formado por todas las funciones f : R — R de la forma:
f(t) = Fwit, ...,wnt),

donde F(x1,...,x,) es una funcién continua de periodo 27 en z1, ..., £,,. Los nimeros
reales wi,ws, ...,w, son llamados frecuencias bdsicas de f(t). Ademds, en este caso
tenemos que las funciones cuasi peridédicas son un subconjunto de las fuciones casi
periddicas. Diversos matematicos han trabajado con funciones cuasi periddicas,
entre ellos, P. Bhol en [9], de hecho, es por este trabajo que H. Bohr llamaba a las
funciones cuasi periédicas como funciones de Bohl. Ademas, cabe destacar que las
funciones cuasi periédicas precedieron a las funciones casi periédicas en el sentido
de H. Bohr por varias décadas. Finalmente, otro matematico que ha trabajado
con funciones cuasi periddicas es J. Moser, el cual en [33] trabaja con teorfa de
perturbaciones con sistemas Hamiltonianos para funciones cuasi periddicas.



Parte 2

Sistemas lineales no autonomos



2.1. Introduccién

Consideremos el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales no auténo-
mo:

(2.1) ' = At)z,

donde t € J C R, z(t) € R* y t — A(t) es una funcién matricial continua en
el intervalo J. Para una revisiéon detallada de la teoria de sistemas lineales no
auténomos el lector puede consultar [1],[28].

DEFINICION 2.1. Una matriz fundamental del sistema (2,1) es una funcién
matricial X : J CR — M, (R) tal que sus columnas forman una base de soluciones
de (2,1) y por lo tanto satisface la ecuacion diferencial matricial:

X'(t) = A[t) X (t).

Como las columnas de la matriz fundamental forman una base de soluciones
de (2,1]), se sigue directamente que es una matriz invertible. Asi, a partir de esto,
definiremos el concepto de matriz de transicién o de evolucidn.

DEFINICION 2.2. Si X : J C R — M,(R) es una matriz fundamental del
sistema (2,1), definimos la matriz de transicion u operador de evolucién como la
funcion matricial dada por

X(t,s) = X()X ().
OBSERVACION 2.1.1. Es ficil verificar que la matriz de transicién asociada al
sistema (12.1]) tiene las siguientes propiedades:
(i) X(t,t) =1 paratodot e J,
(i) X~1(t,s) = X(s,t) para todo t,s € J.
(il) ZX(t,s) = A[)X(L,s),

(iv
DEFINICION 2.3. El sistema (2.1)) es cinemdticamente similar al sistema
(2:2) y' =Bty

st existe una funcion matricial Q: J — M, (R) invertible y derivable, con las pro-
piedades

sup [|Q()]| < M, sup||Q7(1)l| < M, sup||Q(t)]| < M,
ted teJ teJ
y ademds satisface:
(2.3) Q(t) = A)Q(t) — Q) B(1),
lo cual implica que el cambio de variables x(t) = Q(t)y(t) transforma (2.1)) en (2.2).

El concepto de similaridad cinemética es introducido por L. Markus en [30].
Sin embargo, el primer ejemplo de similaridad cinemética se remonta al trabajo
de G. Floquet [24], en el cual se considera una matriz continua y w-periédica
A(t+w) = A(t) paratodo t € R en y se demuestra que la matriz de transicién
es de la forma

(2.4) X(t,0) = P(t)eP" con P(t+w) = P(t)y D € M,(C),
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lo cual implica que el sistema w—periédico es cinematicamente similar al sis-
tema lineal auténomo
y = Dy.

De igual forma, es natural preguntarse si A es una matriz casi peridédica y
ademas el sistema es cineméticamente similar a entonces qué propiedades
satisfacen las matrices

Es importante destacar que en la literatura soviética, la definicién de similaridad
cinematica se conoce como reducibilidad. En la misma literatura soviética, basta
con que solo se cumpla la igualdad para definir el concepto de similaridad
cinemética. También es preciso advertir al lector que en el texto de Coppel [15]
el concepto de reducibilidad corresponde a que un sistema sea cineméticamente
similar a un sistema triangular por bloques.

2.2. Dicotomia Exponencial

DEFINICION 2.4. El sistema (2,1) tiene dicotomia exponencial en J C R si
existen nimeros positivos K > 1, a > 0 y un proyector P2 = P tal que para todo
t,s € J se satisface:

(2.5) |IX(#)PX~1(s)|| < Ke @(t=%) si t>s, dondet,se€J,
' | X(#)(I - P)X 1(s)|| < Ke™®(~Y si t<s, dondet,se€J,

donde K y a se conocen como las constantes de la dicotomia.

DEFINICION 2.5. Supongamos que la ecuacidén (2,1 tiene Dicotomia exponen-
cial en J C R con proyector P? = P. Entonces, se define la funcion de Green como
la aplicacion (t,s) — G(t,s) dada por:

G(t,s) = X(t)PX~'(s) si t>s, dondet,secJ,
T X - P)X(s) si t<s, dondet,s€J.

OBSERVACION 2.2.1. Existen pocos criterios y métodos para determinar si el
sistema ([2.1)) tiene la propiedad de dicotomia exponencial, a saber consideraremos
los siguientes casos:

a) En el caso auténomo, la propiedad de dicotomia exponencial es equivalente
a la propiedad de hiperbolicidad: En efecto, si A(t) = A es constante para
todo t € R, entonces tiene una dicotomia exponencial en R si y solo
si los valores propios de A tienen parte real distinta de cero.

b) La dicotomia exponencial se preserva por similaridad cinemdtica: En efec-
to, en [I5] p.41] se demuestra que si el sistema (2.1) tiene una dicotomia
exponencial en J y es cinemdaticamente similar a , entonces este iltimo
tambien tiene una dicotomia exponencial en J. Por ejemplo, si A es una
funcién matricial continua tal que A(t + w) = A(t) para todo t € R el
sistema tiene una dicotomia exponencial en R si y sélo si ninguno de
los valores propios de la matriz D definida en tiene parte real distinta
de cero.

¢) La dicotomia exponencial se preserva ante perturbaciones pequenias (pro-
piedad de Roughness): En efecto, si tiene una dicotomia exponencial
en [0, +00) y B(t) es tal que

«
<5<
1B <0< 5o
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entonces se demuestra (ver [15] pp.42-46]) que el sistema
' =[A(t) + B(t)]z
tambien tiene una dicotomia exponencial en [0, +00).
El siguiente resultado es enunciado sin demostracién en [15]:

LEMA 2.1. El sistema tiene dicotomia exponencial en R con K > 1, a > 0
y un proyector P?> = P si y solo si para todo £ € R™ se cumple que:
(2.6) X (t)PE| < Ke )X (s)PE| si t>s,
(2.7) IX(t)(I — P)¢| < Ke G DX (s)(I — P)¢| si t<s.
DEMOSTRACION. Supongamos que tiene dicotomia exponencial en R y

probemos la desigualdad (2,6]), para ello, notemos que (2,6 es vélida para P = 0.
Luego, si P¢ # 0, entonces de la definicién de norma matricial junto con la primera

desigualdad de (2,5)), se sigue que:
XOPX " (s)v| < [[XE)PX T (s)]| ],
< Kve—a(t—s)|yl7
para todo v € R™\{0}. En particular, para v = X (t)P£. Por ende, para todo t > s,
tenemos que:
| X (8)Pg| < Kem )| X (s) Pg|.
Ademés, siguiendo las mismas ideas anteriores, se sigue la desigualdad ([2,7).

Supongamos ahora que se cumplen (2,6) y (2,7) y veamos que la ecuacién (2,1))
tiene dicotomfa exponencial en R, para esto, considere v tal que P¢ = X 1(t)v
para t > s y notemos que:

I X(OPE| < Ke *U79|X(s)P¢l,
XOPX M| < Ket=9x()X~\(t)],
IX()PX Hs)y| < Ke =9y
Pero, la desigualdad anterior es valida para todo v € R”, por ende:
[X)PX1(s)|| < Ke @) Vi>s.
De igual forma obtenemos la segunda desigualdad de (2.5). Por lo tanto, el
sistema, tiene dicotomia exponencial en todo R. ([l

LEMA 2.2. Si el sistema (2,1) tiene dicotomia exponencial en R, entonces su
unica solucion acotada es la trivial.

DEMOSTRACION. Sea t + z*(t) una solucién acotada en R de ([2,1)) tal que en
t = 0 pasa por £ # 0. Luego, notemos que:
() =X@)E=X#)PE+ X(t)(I — P)E.
Posteriormente, tenemos los siguientes casos:
Caso 1: P = &£, entonces:

2*(t) = X(£)€ = X (t)PE.

Pero, como (2,1)) tiene dicotomia exponencial en R, de la expresién (2,6) se
sigue que:
X (1) PE| < Ke | Pg|, Vit > 0.



2.2. DICOTOMIA EXPONENCIAL 49

lo cual implica que:

lim | X (t)P¢| = 0.

t——+o0
Por otro lado, notemos que de la desigualdad (2,6 se tiene:

e IPE < X(5)PE)

Por ende, se sigue que s — | X (s)P£| es no acotado en R™. Por lo tanto, tenemos
que t — z*(t) es una solucién no acotada en R~ lo cual contradice el hecho de ser
acotada en R.

Caso 2: P§ = 0, entonces:

¥ (t) = X()E = X () — P)E.
Luego, como (2,1)) tiene dicotomia exponencial en R, de (2,7)) se sigue que:
X()(I — P)¢l < K°*\(I - P)el, vt <o,

Es decir:

lim |X(t)(I — P)¢| = 0.

t——o0
Pero, de igual forma, tenemos que:

Le|(T — P)El < |X(s)(T — P)el, W0 <,

lo cual implica que ¢ — | X (¢)(I — P)&| no es acotada en R*. Por lo tanto, tenemos
que t — z*(t) no es acotada en R~ obteniendo asi una contradiccién.
Finalmente, notemos que para todo £ # 0, se cumple:

25 (1) — X(1)PE = X(1)(I — P)E.

Pero, como t — 2*(t) es acotada en R, el lado izquierdo de la igualdad anterior
es acotada en RT, lo cual contradice el hecho que el lado derecho de la igualdad es
no acotado en RT.

Por lo tanto, la tinica solucién acotada de es la identicamente nula. [

Si bien el siguiente resultado es demostrado por X. Chen y Y.H. Xia en [17],
agregaremos mas detalles para mejorar su comprension:

LEMA 2.3. Si el sistema tiene Dicotomia exponencial en R con proyector
P y constantes K > 1, a > 0. Entonces, para toda g € BC(R,R"), el sistema:

(2.8) o' = A(t)r +g(t),
tiene una unica solucion acotada.

DEMOSTRACION. Demostraremos que la funcién ¢ — z*(t) definida por

“+oo
(2.9) x*(t) = G(t,8)g(s) ds.

— 00
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es la tnica solucién acotada de (2,8]). En efecto:

%x*(t) — A(t) [ N X(t)PX " (s)g(s) ds + X () PX 1 (t)g(t)
+oo

—A(t) X()(I = P)X"g(s) ds + X (t)(I — P)X " (t)g(t),

= A" (t) + X(O{P + (I - P)}X " (t)g(t),
A(t)z™(t) + g(t)-

Por otro lado, como g es acotada y el sistema ([2,1]) tiene Dicotomia exponencial
en R, se sigue que:

ENOI| S/ X PXT(s)]| llgll ds

— 00

+oo
*l X ()T = P)X ()] [|gl] ds,

t —+o0
< Kol [ e ds e Klgl [ e as
t

—o0
2K

< —ll9lle;
(0%

para todo ¢ € R. Esto implica que t — z*(t) es una solucién acotada de (2,8)).

Ahora veamos la unicidad de la solucién, para ello, supongamos que existe
otra solucién acotada t — z(t) en R de la ecuacién , por ende, la funcién
t — x*(t) — x(t) es acotada en R y ademds:

d )
") —2(t)} = A@{2"(¢) - 2()}-

Por ende, ¢ — z*(t) — z(t) es una solucién acotada en R de (2,I), pero como
esta ultima ecuacién tiene Dicotomia exponencial en R, el Lema implica que
x*(t) = x(t), para todo t € R.

Por lo tanto, la ecuacion tiene una tunica solucién acotada, la cual esta

dada por la expresién ([2,9)). O

2.3. Una definicion mas general de la dicotomia exponencial

En la literatura también existe una definicién mas general de dicotomia expo-
nencial la cual trabaja con un proyector mas general (el proyector invariante) y sus
propiedades.

DEFINICION 2.6. La funcién matricial P: J C R — M,(R) es conocida como
proyector invariante respecto a (2.1) si P?(s) = P(s) para todo s € J y ademds

(2.10) P(t)X(t,s) = X(t,s)P(s) paratodot,s € J.

DEFINICION 2.7. FEl sistema (2,1) tiene dicotomia exponencial en J C R si
existen numeros positivos K > 1, a > 0 y un proyector invariante tal que para todo
t,s € J se satisface:

(2.11) || X(t,s)P(s)]| < Ke ®(=%) si t>s, dondet,sc.J,
. || X(t,s)[I — P(s)]|| < Ke=*=Y si t<s, dondet,séeJ,

donde K y a se conocen como las constantes de la dicotomia.
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Una consecuencia muy importante de la condicién (2.10) es que la dimensién
del R-subespacio vectorial ker P(t) es invarianteﬂ para todo t € J, lo cual es con-
secuencia del siguiente resultado:

LEMA 24. Sea P : J C R — M,(R) un proyector invariante con respecto a
(2-1). Si {&1,&2, ..., &} es una base de ker P(s) entonces { X (t, )&}, es una base
de ker P(t).

DEMOSTRACION. Sea s € J fijo y considere aq,as, ...,aq € R tales que:
a1 X (t,8)61 + X (t,5)5 + ... +agX(t,s)&q = 0,

X(t, S){Oz1§1 + s+ ...+ adfd} = 0.
Luego, como X (¢,s) es invertible para todo ¢,s € J, la igualdad anterior es
equivalente a:
aréy +axée + ...+ aga =0,
pero, como {&1,...,&4} es una base de ker P(s) tenemos que oy = --- = g = 0.

Ahora veremos que si v € ker P(t), entonces este puede escribirse como combinacién
lineal de {X(¢,8)&}E ;.
En efecto, dados s,t € J si

v € ker P(t)

P4
U

y por lo tanto se tiene que
X(s,t)v =018 + a2bo + ... + @aéa,
y usando la identidad X (s,t)~! = X (¢, s) se tiene que
v=0a1X(t,8)& + X (t,s)a + ...+ agX(t,5)4,
por lo que se concluye que {X(t,5)&}% , es una base de ker P(t). O

Dado un proyector invariante P(-) consideramos el conjunto
ker P = {(t,x) € J x R": x € ker P(¢)}
y las fibras de t € J :
{r e R": x € ker P(t)},

en efecto, una consecuencia interesante del resultado precedente es que las fibras
de ker P son subespacios vectoriales de igual dimensién.

El siguiente resultado, el cual presentamos sin demostracion, relaciona las dos
definciones de dicotomia exponencial presentadas en este trabajo

LEMA 2.5 (Lema 2.2 [18]). Si el sistema (2,1)) tiene dicotomia exponencial en
J C R en el sentido de la Definicion entonces existe un proyector

- [Iny, 0
P=[ o

con Dimker P = N, tal que (2.1) tiene una dicotomia ezponencial en el sentido

de la Definicion [2.5]

1Ese es el origen del nombre Proyector Invariante.
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2.4. Espectro de Sacker y Sell
Consideremos ahora la familia de sistemas lineales para cada A € R :
(2.12) ' =[A(t) — M]z.
Notemos que la matriz fundamental del sistema anterior estd dada por:
X\(t) = X(t)e .

A partir de esto, junto con la Definicién tenemos que para cada A € R, el
sistema ([2,12)) tiene dicotomia exponencial en J C R si y solo si existe un proyector
Pf = P, y constantes K > 1, a > 0 tales que:

| X(t)e MPAX 1(s)e|| < Ke (%) i t>s5 dondet,secJ
[ X(#)e (I — P )X 1(s)e?|| < Ke (™D i t<s, dondet,séeJ.

Lo cual es equivalente a:

IX(t)PAX1(s)]| < KeMt=9)e=a(t=9) i t>5s dondet,sc€.J
X()(I — P)XY(s)|| < KeMt=s)le=als—t)  ¢i ¢t < s dondet,s e J.
| ;

A partir de lo hecho anteriormente, tenemos la siguiente definicién:
DEFINICION 2.8. El Espectro de Sacker y Sell de es el conjunto:
Y7(4)={AeR : (2,12) no tiene Dicotomia exponencial en J C R}.
Ademds, si J = R, entonces diremos que Yr(A) = 3(A). De igual forma,
definimos: Sp+(A) = X4 (A) y Zr-(4) = 3_(A).
DEFINICION 2.9. El resolvente asociado a en un intervalo J es el conjunto:
ps(A) =R\E;(4).

Las propiedades de dictotomia exponencial y casi periodicidad juegan un papel
importante en la Teoria de Favard que veremos a continuacién.

OBSERVACION 2.4.1. Notemos que de la definicién de Dicotomia exponencial, se
sigue directamente que si el sistema tiene dicotomia exponencial en R entonces
también cumple esta propiedad para todo intervalo J C R, en particular, para RT
v R™. De esto, se sigue que:

S(4) CE4(4) ¥ B(4) CT_(A).

Pero por contraparte, el reciproco de la afirmacién anterior, el cual es equiva-
lente a la contencion:

S (A) US_(A) C (A),

no siempre es verdadero. De hecho, recientemente F. Batelli y K. J. Palmer [4] es-
tablecieron condiciones para obtener igualdad entre los conjuntos X+ (A)UXg- (4)
y 2(A), todo esto en el marco de sistemas lineales triangulares.

Por otro lado, Coppel en [15] p.70] prueba el siguiente resultado:

TEOREMA 2.1. Si A es una matriz casi periddica, entonces:

94 (A4) = D(4) = D_(A).
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2.5. Caracterizacién del espectro de Sacker y Sell

El siguiente resultado es clasico en la teoria cualitativa de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias y nos sera util para identificar algunas propiedades del espectro
3(A).

LEMA 2.6. Si existe L > 0 tal que:
[A@II <L, VteR,

entonces:
X (t,8)|| < P2l (L, s) € R2.

DEMOSTRACION. Primero, si t > s, notemos que del hecho que:

d
EX(’E s) = A(1)X (7, s),

junto con que X (s, s) = I, se sigue que:
X(t,s)=1+ /tA(T)X(T,S) dr,
lo cual implica que: )
sl <1+ [ LX)l ar
Por ende, del Lema de GronwalEl, se tiene:

HX(t;S)H S Bf:L = eL(tfs)'

De igual forma, si s > ¢, entonces:

X(t,7) = X (6,1 A(r),

de esto, se sigue que:
X(t,s) =T — / X(t,7)A(r) dr.
t
Ast: .
Xt sl <1+ [ LIX(E ) dr
¢
Por lo tanto, del Lema de Gronwall, tenemos que:
X (8, 9)l| < el b = eh ),
lo que implica que || X (¢,s)|| < e"l*=*I para todo (t,s) € R2. O
PROPOSICION 2.1. El conjunto p(A) es abierto en R.

DEMOSTRACION. Primero, notemos que si p(4) = @ o p(A) = R entonces el
resultado se obtiene inmediatamete. Supongamos ahora que p(A4) & R y considere
A € p(A), de esto se sigue que la ecuacién tiene dicotomia exponencial en R
lo cual implica que:

[ X ()P X (s)]] < KeMt=9)e=a(t=5) i t>5 dondet,s e J

| X(t)(I - P)X 1(s)|| < KeMt=9)e=2(=8) si t<s dondet,s e J.

2Ver apéndice al final de la seccién
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Asi:

[ X()PyxX(s)]| < Ke= (@M= i t>5 dondet,se.J
[[ X () (I — P)X(s)|| < Kem(@tNG=) gi ¢t < s dondet,s € J.

Ahora, si p € (A — a, A + «), de las desigualdades anteriores tenemos que:

[ X()PyX "1 (s)|| < Ke~(@=2Mm=9) i t>5 dondet,se J
| X(t)(I — P)X (s)|| < Ke~(@tA=m=t) &i t<s dondet,s e .J.

Luego, si consideramos 5 = min{oo — A+ p,« + A — p} > 0, entonces:

[ X()PxX(s)]| < Ke Pt s t>s dondet,se.J
|1 X (t)(I — P\)X~(s)|| < Ke P~ si t<s dondet,se.J,

lo que implica que p € p(A) y asi (A — a, A+ a) C p(A). Por lo tanto, el conjunto
p(A) es abierto en R. O

COROLARIO 2.1. El espectro de Sacker y Sell ©(A) es cerrado en R.

TEOREMA 2.2. Si existe L > 0 tal que ||A(t)|| < L para todo t € R, entonces
Y(A) es compacto y ademds:

Y(A) C minX(A),max X(A)] C [-L, L]

DEMOSTRACION. Primero, sit > s, del Lema se sigue que para todo A € R
se satisface que:

||X(t)67)\tX71(8)€/\SH _ ef)\(tfs)HX(t’ S)H < efA(tfs)eL(tfs) _ e(Lf)\)(tfs).
Luego, si A = L + § para algin ¢ > 0, entonces:
||X(t)e—>\tX—1(S)€/\s|| < 6—6(75—3)7

lo cual implica que para todo A > L el sistema (2,12]) tiene discotomia exponencial
en R con proyector P = I, por ende (L, 400) C p(A). De igual forma, si s > t, del
Lema tenemos que:

|‘X(t)67>\tX71(8)6)\5|| < 6(L+)\)(57t),
asi, si A = —(L + 9), para algutin § > 0, entonces:
X (e X (s)er]| < e,

por ende, si A < —L, entonces el sistema tiene dicotomia exponencial en R
con proyector P = 0, es decir, (—oo, L) C p(A).
Finalmente, dado que (L, +00) C p(A) y (—o0, L) C p(A), tenemos que X(A) C
[_L’ L]
(Il

LEMA 2.7. Si el sistema (2,1]) es cinemdticamente similar a (2,2)), entonces
para todo A € R se satisface que el sistema (2,12)) es cinemdticamente similar al
sistema:

(2.13) y' = [B(t) — ]y.
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DEMOSTRACION. Como (2,1)) es cineméticamente similar a (2,2)), existe una
funcién matricial Q(t) invertible y derivable, tal que:

Q(t) = AQ(1) — Q()B(t),
lo cual es equivalente a:
Q(t) = {A(t) = A}Q(t) — Q(t){B — AT}

Finalmente, de lo anterior se sigue que el cambio de variable y = Q~1(t)x

transforma la ecuacién (2,12)) en el sistema (2,13]). Asi, el sistema (2,12)) es ci-
EAE)

nematicamente similar a (| [l

TEOREMA 2.3. Sila ecuacidn (2,1)) es cinematicamente similar a (2,2)) entonces
Y (A) = %(B).

DEMOSTRACION. Primero, como (2,1)) es cinematicamente similar a (2,2]) del
Lema [2,7|tenemos que para todo A € R el sistema ([2,12]) es cineméticamente similar
a (2,13). Ademés del punto b) de la observacién 2,2,1|, se sigue que X\ € p(A) siy

solo si A € p(B). Por lo tanto, se concluye que ¥(A4) = X(B). O

Ademas de estos resultados, tenemos el siguiente Teorema en relacién al espec-
tro de Sacker y Sell que enunciaremos sin demostracién pero que el lector puede
encontrar en [29]:

TEOREMA 2.4. El espectro de Sacker y Sell £(A) es la unidn de £ intervalos
cerrados, donde 0 < ¢ < n, los cuales pueden estar dados por las alguna de las
siguientes formas:

(a) £(A) =2,

(b) Z(A) = [al, bl] U [ag, bg} U---u [ag_l, bg_l] ] [ae, bg],

(C) E(A) = (—OO, b1] U [CLQ, bg] J---uy [a[_l, bg_l] U [ae, bd,
(d) B(A) = [a1,b1] Ulag,ba] U---Ular_1,bp-1] U [ag, +00),
(€) £(A) = (—00,b] Ufaz, bs] U+ U [ag—1, bp—1] U [ar, +00).

2.6. Apéndice: Desigualdad de Gronwall

La desigualdad de Gronwall [25] es una herramienta muy ttil para la demostra-
cién de la dependencia continua con respecto a las condiciones iniciales de sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias.

LEMA 2.8. (Desigualdad de Gronwall) Sean u : [tg,+o0] — (0,400) y
P : [tg, +00) — [0, +00]. Si:
¢
(2.14) u(t) <c+ [ P(s)u(s)ds, para algin c > 0.
to

u(t) < cexp (/tt P(s)ds).

DEMOSTRACION. Primero, notemos que la desigualdad (2,14)) es equivalente a:
t
u(®) <1

¢t / CP(syuls) ds

to

FEntonces:
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De lo anterior, se sigue que:

Put) A R
c+ /t P(s)u(s) ds c+ /t P(s)u(s) ds

to tO

< P(t).

Por ende, si integramos la desigualdad anterior entre ¢y y ¢, tenemos:

In (c + /t P(s)u(s) ds> <In(c) + /75 P(¢) dt,

to tO
es decir:
¢ t
c+ [ P(s)u(s)ds < cexp ( P(¢) dt) .
t() tO
Finalmente, de la expresién (2,14) concluimos que:

u(t) < cexp (/tt P(s)ds).

2.7. Comentarios sobre la Parte 2

Existen diversas dicotomias que generalizan la dicotomia exponencial. Por ejem-
plo, in 1973, R. Martin Jr. [31] introdujo la dicotomia exponencial generalizada
en R de la manera siguiente:

(2.15)

¢

| X)) PX1(s)|| < Kexp —/a(r)dr) para todo t > s,

| X(#)(I —P)X 1(s)|]] < Kexp —/ a(r)dr) para todo s >t,
¢

donde r + «(r) es una funcién no negativa y continua que verifica o ¢ L'(—00, —c|N
L'[e, +00) para toda constante ¢ > 0.
Es importante notar que (2.15)) coincide con la dicotomfia exponencial si y sélo

si existe ap > 0 tal que liminf a(t) > ao.
[t]|—=+o0

Por ejemplo [27), p.487], los siguientes sistemas satisfacen (2.15) pero no la
dicotomia exponencial:

1

_ 71 T J;/l —71 T
1+t +1 L+t

(2.16) o
IIZ - 31 Z2 CCIQ = S — xg.
1+\/|t|+1 1+\/|t|

En los anos 90, R. Naulin y M. Pinto [34] extendieron la definicién precedente
mediante la dicotomia (h,k) en R:

| X(t)PX~1(s)]] < Kh(t)h~'(s) paratodo t>s,

(2.17) { | X(#)(I - P)X(s)]] < Kk(s)k=(t) paratodo s>t

donde h y k~! = 1/k son funciones positivas decrecientes tales que

h(0) = k(0) =1, TBIEOO h(r)=0, y Tgrlloo k(r) = 4o0.
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Podemos ver que (2.15) es un caso particular de (2.17) con h(t) = k~1(t) =
t
exp(— fo a(r)dr).
Por otro lado, K. J. Palmer en [38] establecié condiciones para asegurar la
equivalencia topoldgica entre las soluciones del sistema de ecuaciones lineales:

y' = Ay,
y las soluciones de:
2 = Alt)a + f(t,2),
donde A(¢) es una funcién matricial acotada y continua de n x n y:
f RxR" - R"

satisface algunas condiciones técnicas. Un hecho clave en la demostracion de este
resultado es que la ecuacién diferencial ordinaria no auténoma y’ = A(¢t)y tiene
dicotomia exponencial lo cual junto con otras condiciones técnias aseguran la exis-
tencia de una aplicacién H : RxR"™ — R™ tal que v — H (t,v) es un homeomorfismo

para todo t € R fijo, el cual lleva soluciones del sistema homogéneo a soluciones del
sistema no homogéneo.






Parte 3

Teoria de Favard



3.1. Preliminares

Consideremos la ecuacién:

(3.1) = A(t)z,

donde ahora ¢t — A(t) es una funcién matricial casi periddica, es decir, t — a;;(t) €
AP(R,R) para todo par 4,5 = 1,...,n y ademd&s consideremos la ecuacién no
homogenea asociada:

(3.2) ¥ = Alt)x+g(t),

donde g € AP(R,R"™).

A partir de los sistemas anteriores, definimos las siguientes familias de sistemas
asociados a las envolturas respectivas:

(3.3) (jl—f = A*(t)z, paratoda A* € H(A),
d
(3.4) ch = A*(t)x+g"(t), paratoda A* € H(A)y ¢g* € H(g).

3.2. Primer Teorema de Favard
El siguiente resultado es presentado por Favard en [20].

TEOREMA 3.1. (Primer Teorema de Favard) Supongamos que se cumplen
las siguientes condiciones:

(Fia) El sistema no homogeneo (3,2)) tiene una solucion acotada.
(F1v) La familia de sistemas (3,3]) no tiene soluciones acotadas a excepcion de la
trivial,
entonces la solucion acotada de (3,2)) es casi periddica y todo sistema de la familia
(13,4) admite una solucion casi periodica.

La demostracion de este teorema serd consecuencia de los siguientes resultados

LEMA 3.1. (Paso 1) Sila familia de sistemas (3,3)) no tiene soluciones acotadas
a excepcion de la trivial, entonces todo sistema de (3,4) tiene una Unica solucion
acotada

DEMOSTRACION. Sean x1, Zo soluciones acotadas para un determinado sistema
de la familia (3,4)), entonces 1 — 25 es acotado y ademés:

% {r1(t) —2a()} = A*(W)22(t) + 97 (1) — A" (D)2(t) — g7 (1),

= AT(O{x(t) —22(8)}
asi, t — x1(t) — x2(t) es una solucién acotada de algin sistema de la familia (3,3)).

Pero, de la hipétesis se sigue que x1(t) = z2(t), para todo ¢ € R y por ende,
cualquier sistema de la familia (3,4) tiene a lo mas, una solucién acotada. ([l

LEMA 3.2. (Paso 2) Si (3,2) tiene una solucion acotada t — u(t), entonces
existe una solucion acotada t — u*(t) de la familia de sistemas (3,4) y una suce-
sion {hy }ven tal que u(t + h,) converge uniformemente a u*(t) sobre compactos y
ademds:

[[u*loo < l|wllo
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DEMOSTRACION. Como A es casi periddica, existe una sucesién {h, }, ey tal
que A(t+ h,) converge uniformemente a la matriz A*(¢t) en R. Ademds, sin pérdida
de generalidad, tenemos que:

(3.5) lim w(h,) = u*(0).

V—r00

Luego, sea u*(t) una solucién de (3,4) con condicién inicial dada por el limite
(13,5)), entonces:

%{U(t +hy) —ut ()} = At + h)u(t + hy) + g(t + hy) — A" (t)u"(t) — g" (1)

De lo anterior, se sigue que:

u(t +h) —uw* ()] < fu(h) —w"(0)] + /O g(t+hy) — g (s)ds

+

)

/O As + B )u(s + hy) — A*(s)u*(s)ds

< u(hy) —u*(0)] +
/O {A(s + hy) — A*(s) }uls + hy)| + [A"(s){u(s + hy) — u”(s)}|ds,
< Ju(hy) = u(0)] + [Julls A |A(s + hy) — A*(s)|ds

t
1A% | / fu(s + hy) — u*(s)]ds.
0

Luego, sea € > 0 y consideremos el compacto [—L, L], donde L > 0. Por otro
lado, de (3,5) junto con el hecho que A(t + h,) converge uniformemente a A(t) en
R, se sigue que existen N1, Ny € N, tales que:

€

At+h,) - A*(t) < ———F——, Yv>Ny.
Sup [A(t + hy) — A"(1) oLf[u| et Al 77
" g
lu(hy,) —u*(0)] < SeLTATS Yv > Na.

De las desigualdades anteriores, se sigue que si t € [-L,L] y v > N =
méax{Ny, No}, entonces:

* € ||u||00t6 * ¢ *
lu(t+ hy) —u*(t)] < SeLlATx 3L [[uf|oeMAT= + 14" |00 ; lu(s + hy) — u*(s)|ds,
5 L||u|| o

<

t
5elTAT= + 3| meltAl= T 14 Hoo/o [u(s + hy) — u*(s)|ds,

t
g N i}
= oo A Hoo/o lu(s + hy) — u*(s)|ds.

Posteriormente, del Lema de Gronwall (ver apéndice) tenemos que para todo
te[-L,L] y v> N, se cumple que:

* I *
A e <« € Ll — ¢,

[u(t + hy) — u*(t)] < LI Al

— a7 €
eLllAlle

Por ende, u(t 4+ h,) converge uniformemente sobre compactos a u*(t). Ahora,
notemos que si t € R, existe T > 0, tal que t € [-T,T] y asi, dado € > 0 existe
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N € N tal que:

sup |u(t+hy) —u*(t)| <e, Vv>N
—T<t<T
Recordando que t — u(t) es acotada, tenemos que para cada t € [-T,T] y
v > N, tenemos que:

()] = Jult+h)| < e
lu* ()| < |u(t+h)|+e,
[ ()] < lulleo +&.

Pero, como la parte izquierda de la desigualdad anterior no depende de ¢, se
sigue que:

[u*floe < [lulloc +&, V>0

lo cual implica que ||u*]|00 < ||t]]co- O

Siguiendo las ideas y métodos del Lema anterior se obtiene facilmente el si-
guiente resultado:

COROLARIO 3.1. Si (3,4) tiene una solucion acotada t — u*(t), entonces exis-
te una solucion acotada t — u(t) de la familia de sistemas (3,2) y una suce-
sion {hy}oen tal que u*(t + h,) converge uniformemente a u(t) sobre compactos
y ademds:

[lafloo < [fu*]]oo-

Demostracion del Primer Teorema de Favard. Primero, de la condicién (Fip)
junto con el Lema se sigue que cualquier sistema de la familia tiene a lo
mas, una solucién acotada. Ademas, del Lema tenemos que para cada solucién
acotada t — u(t) de (3.2), cuya existencia estd dada por la hipétesis (Fy,), existe
una solucién acotada t — u*(t) de la familia de sistemas tal que u(t + hy,)
converge uniformemente a u*(t) sobre conjuntos compactos.

Veamos ahora que u(t + h,) converge uniformemente en R a u*, la prueba la
haremos por contradiccién imitando las ideas de la demostracién del Teorema [1.11
Si u(t+ hy) no converge uniformemente a u*(t), entonces la sucesién {u(t+h,)}ven
no es de Cauchy, es decir, existe o > 0 tal que:

AN € N t.q sup|u(t+ hp) —u(t+ hy)| < a.
teR

Asi, existen sucesiones {vp, fnen ¥ {7n nen tales que:

(3.6) sup [u(t + hy,) —u(t+hy,)| > o, YneN.
teR

Como u(t) converge uniformemente a u*(t) sobre conjuntos compactos, existe
una sucesién divergente {t, }nen tal que:

lu(ty, + hy,) —u(ty + he)| > a, ¥neN

Ahora, como u(t) es acotada, sin pérdida de generalidad, supongamos que:

(3.7) Um w(ty, + hy,) =,
n—oo
(3.8) lim w(ty, + hx,) = n2.

n—oo
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Ademsds, considere los siguientes sistemas pertenecientes a la familia (3,4):

dm * *
S o Af(t)x + g7 (t),

dm * *
S o A5(t)x + g5(t),

donde:
Alt+tn +hy) — s A5(8), gt + b+ b)) — s g (),

n—-+4oo n—-+o0o
Attt ) I A5, gt b+ he,) s g5 (1),
n——+00 n——+00
Sean t + u(t) y t = ua(t) soluciones para los sistemas S() y S3) con con-
diciones iniciales dadas por (3,7)) y (3,8]) respectivamente. Por otro lado, del Lema
se sigue que w1 (t) y us(t) son soluciones acotadas.
Ahora veremos que los sistemas S™) y S(2) son equivalentes. En efecto, notemos
que {A(t + hy) }nen es una sucesién de Cauchy, por ende, existe Ny > 0, tal que:

sup |A(t + hy,) — At + ha,)| < E, Vn > Ny,
teR 3

lo cual implica que:

sup|A(t+tn +hy,) — At +tn + hr,)
teR

< %, Vn > Nj.

Por otro lado, existen N, N3 > 0 tales que:

sup |[A(t+tn +hy, ) — A5 < S, VYn> N,
teR 3
sup [A(t +tn + he ) — ASH)] < =, Vn> Ns
teR 3

Por ende, si n > mé&x{ Ny, N3, N3}, entonces:

sup A7 (t) — A3(f)] <e
teR

De esta forma, concluimos que A%(t) = A3(t) para todo ¢t € R. Ademas, apli-
cando un proceso andlogo al anterior, se sigue que g5 (t) = g3 (t) para todo t € R,
por lo tanto, tenemos que S y S son equivalentes, por otro lado, como proba-
mos en el Lema tenemos que S tiene una unica solucién acotada, junto con
esto, tenemos que u1(t) y u(t) son soluciones acotadas de SV, por ende, se sigue
que u1(t) = us(t), lo cual contradice la expresién pues 71 = 2.

Por ende, u(t + h,) converge uniformemente en R a u*(¢) y asi, u(t) es una
funcién casi periddica.

Finalmente, tenemos que u*(t) es solucién de un sistema de la familia (3,4).
Ademas:

u(t + hn) — ).

n—-+4oo

Y como el conjunto de las funciones casi periddicas es un espacio de Banach,
concluimos que u* es casi peridédica. [
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OBSERVACION 3.2.1. Es interesante destacar lo restrictivo de las condiciones
(F1a) v (F1p). Esto es incluso sefialado en el trabajo original de Favard [20]. Sin
embargo, cuando el sistema lineal verifica la propiedad de dicotomia expo-
nencial en R es posible verificar las hip6tesis (F1,) ¥ (Fip) en algunos casos como
veremos a continuacién

LEMA 3.3. Si el sistema casi periodico (3,1) tiene una dicotomia exponencial
en R, entonces para toda matriz A* € H(A), se verifica que el sistema

(3.9) ¥ =A*(t)z

tambien tiene una dicotomia exponencial en R y por lo tanto, verifica la propiedad

(-Flb)-

DEMOSTRACION. Sea A* € H(A), entonces existe una sucesién {hy, }nen tal que
A(t+h,) converge uniformemente a A*(t) en R. Luego, dado que toda sucesion tiene
una subsucesién mondtona, sin pérdida de generalidad, supongamos que {hy, }rnen es
monotona creciente (en caso de ser monétona decreciente el desarrollo es anédlogo).
Ahora, del hecho que tiene dicotomia exponencial en R, se sigue que existen
ntimeros K > 1, @ > 0 y un proyector P2 = P tal que para todo par de nimeros
t, s € R se satisface . Por otro lado, para cada n € N consideremos el sistema:

(3.10) ' = A(t + hy)x.
Notemos que si X (¢) es matriz fundamental de (3,1]), entonces:
X, (t) = X (t+ hn) X (hy),

es matriz fundamental de , ademds es importante notar que X,(0) = I y
que ademads es invertible para todo n € N. En efecto, recordemos que det X,,(t) =
det X(t + h,)det X~ 1(h,) y ademéds las columnas de X(-) forman un conjunto
linealmente independiente.

Por otro lado, para cada n € N consideremos el proyector P2 = P,:

P, = X(h,)PX " (hy).

Como tiene dicotomia exponencial en R, en particular, tiene dicotomia
exponencial en [0, +00), de esto, se sigue que para cada n € N el sistema (3,10 tiene
dicotomia exponencial con las constantes K y « asociadas a y el proyector
P,, es decir:

| Xn(t) P X (s)|| < Ke (%) s —h, <s<t,
|1 Xn(t)(I — P)X 1 (s)|| < Ke @Y si —h, <t<s.

De lo anterior, se sigue que || P,|| = || X (h,)PX ~!(h,)|| < K, para todo n € N.
Asi, sin pérdida de generalidad, supongamos que P,, converge a @, donde @ es otro
proyector, en efecto:

2_ 1y 2 _ oy _
Ahora, si Y (t) es matriz fundamental del sistema (3,9) tal que Y (0) = I,

entonces:

d

21 Xn(8) =Y (1)} = At + hn ) Xn () — AT(OY (1),
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y ademads, sea |t| < T para algin T > 0, de lo anterior, tenemos que:

t
X, () - V()| < / [A(s + hy) Xu(s) — A*(5)Y (s)] ds.
0
Por otro lado, existe V € N tal que:

1A(s + hn) — A*(5)]|oc -

S TMeTTAl~

donde My = sup ||Y(t)||. De esta forma, si G(t) = X,(t) = Y(t) y n > N,
—T<t<T

tenemos que:

Vn > N,

|G(1)]

IN

[ 1A )6 - 2 Y 0] ds,

IN

/\A(s+hn)G(s)\ds+/ {A(s + hn) — A*(5)}Y ()| ds.
0 0

Posteriormente, como |t| < T, tenemos que:
t
GO < [ JAG + ha)G(s)| ds + |G + ) = A°(3) |l MAT,
0

lo cual implica que:

t
3
< o+ [ JAG ) 6] ds

Asi, por lema de Gronwall, tenemos que:

€ ¢ € T/ A
— [ Alloo —
|Xn(t) Y(t)| < STTAT exp (/0 |A(8 + hn)| ds) < STTA e €,

para todo n > N y t € [-T,T], por ende, X, (t) converge uniformemente sobre
compactos a Y (t). Por otro lado, notemos que X, () es invertible para todo t € R
y n € N, donde ademés X, 1(t) estd dada por:

1
XM t) = ———~AdjXn(2).

Luego, dado que det X, (¢) y AdjX,(t) son resultados de sumas y productos
de las entradas de la matriz X, (¢) junto con el hecho de que X,,(t) converge uni-
formemente sobre compactos a Y (t), se sigue que det X,,(¢) y Adj X,,(¢) convergen
uniformemente sobre compactos, lo que a su vez implica que:

_ 1 . RIS 1 . -1

X Ht) = ———AdjX, (1) — ———AdjY () = Y 1(1),

n (8 det X, t) s dv (t) (t)

para todo t en algin compacto. Finalmente, sean ¢t > s, entonces existe k € N tal

que:

|G ()]

t>s>—hy,, >—h Vj e N.

Ni45

Asi, para estos valores de t y s se tiene que:

X sy () P, Xl (8)]] < Kem @) v € N,

Nkt Nt
Pero, como t y s son fijos, aplicando el limite cuando n tiende a infinito a la
desigualdad anterior concluimos que:

1Y ()QY ! (s)]| < Kem®=2),
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De igual forma, si s > ¢, tenemos que:
1Y () = Q)Y ' (s)]| < Ke 7",

Por lo tanto, el sistema (3,9)) tiene dicotomia exponencial en R y del Lema
se concluye que (3,9) verifica la condicién (Fip). ]

EJEMPLO 3.2.1. Consideremos las ecuaciones diferenciales escalares:

(3.11) ¥ = az,
(3.12) ¥ = az+g(t),
donde a < 0y g: R — R es casi periédica.

Por otro lado, dado que a es constante, se sigue que H(a) = {a}. Por lo tanto,
la familia de ecuaciones asociadas a las envolturas de a y g estan dados respectiva-
mente por la misma (3.11)) y
(3.13) ¥ = ax+g*(t), paratodo g* € H(g).

Ahora,veamos que la funcién x — z(t) dada por:

(3.14) z(t) = / et~ g(s)ds,

—o0
es una solucién acotada de (3.12)). En efecto, es facil verificar que

lz(t)] < %, vt € R.
lal
Por otro lado, como la tnica solucion acotada de (3,11)) es la idénticamente
nula, el primer Teorema de Favard afirma que que la funcién dada por es
casi periédica y para cada g* € H(g), la ecuacién admite una solucién casi
periddica. En efecto, siguendo las ideas desarrolladas por Zhang en [46], Th.2.1] se
puede demostrar que la tnica solucion casi periédica de es

t
x*(t) = / e®1=9) g* (5)ds.

— 00
Finalmente, es 1til notar que la casi periodicidad de ¢ — x*(t) y t — z(t) puede
demostrarse usando directamente las definiciones de Bohr y Bochner.

3.3. Segundo Teorema de Favard

En esta seccién trabajaremos con los mismos sistemas casi periddicos de la
seccién anterior:

(3.15) ¥ = A(t)x +g(t),
dx N X
(3.16) il A*(t)x, paratoda A* € H(A),
(3.17) fl—f = A*()x +g*(t), paratoda A* € H(A)y g* € H(g).
DEFINICION 3.1. Se dice que un sistema lineal
(3.18) u = A(t)u

verifica la condicion de separacidn si ninguna solucion t — u(t) distinta de la trivial
verifica la propiedad
inf  ||lu(®)|| = 0.

—oco<t<+00
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Esta propiedad es introducida por Favard en [20] y denominada como condicién
de separacién a partir del trabajo de Amerio [2].

EjemprLo 3.3.1. Consideremos la ecuacién con A(t) una matriz continua

y antisimétrica para todo t € R, es decir:
AT(t) = —A(t), VteR.
Luego, si t — xz(t) es una solucién no nula de , entonces:
Ll = 2 (el 2(0),
= (@'(t),z(t)) + (z(t), 2'(1)) ,

= (A@)z(@),z(1)) + (x(t), A()x(t)) ,

el () A(t)z(t) -« () A(t)a(t) = 0,
de esto, se sigue que existe ¢ > 0 tal que ||z(t)|| = ¢, para todo t € R. Asf:

inf  ||z(®)|| > 0.

—oo<t <400
Por lo tanto, el sistema (3,18 verifica la condicién de separacion.

TEOREMA 3.2. Supongamos que se verifican las siguientes condiciones:

(F2a) Toda solucion acotada de un sistema lineal homogéneo de la familia (3,16])
verifica la condicion de separacion.
(Fap) El sistema (3,15)) tiene soluciones acotadas,

entonces alguna solucién acotada de (3.15)) es casi periodica y lo mismo se cumple

para los sistemas de la familia (3,17).

DEMOSTRACION. Al igual como se hizo en el primer Teorema de Favard, divi-
diremos la demostracion en pasos:

Paso 1: Preliminares. Veamos que existe una sucesién de soluciones {x, }jen
de que converge uniformemente en compactos a una funcién ¢ — £(¢). En
efecto, sea t — x(t) una solucién acotada del sistema , la cual existe por
(Fap), por ende, existe una constante k > 0 tal que:

sup||z(t)[| = k-
teR

Ahora, consideremos el conjunto:

A={k>0|3t+— u(t)solucién de (3,15)) tal que sup ||u(t)|| = k}.
teR

Notemos que A # @ por (Fap). Por otro lado, es facil observar que es acotado
inferiormente. Por ende, existe g > 0 tal que:

1
(3.19) g =1inf(A), esdecir VpeN Ik, c A talque g <k, <g+ »

y asi existen una sucesién {k,}pen y una solucién t — x,(t) de (3.15) tales que:

(3.20) lim k, =g, donde supl||lz,(t)||=Fk, VpeN.
p—+oo teR

En particular, tenemos que {xp(O)}peN es una sucesion acotada, por lo tanto,
existe una subsucesién {z,,(0)};jen tal que:

(3.21) lim x, (0) = £(0).

Jj—+oo
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Ademds, como cada t — 1, (t) es solucién de (3,15), se sigue que:

2, (0) = X (1002, 0) + [ X(t.9)g(5)ds.

Usando el limite (3.21)), consideremos:

t
€)= X (0O + [ Xt 9)g()ds
0
y notemos que t — £(t) es solucién de (3,15)), por otro lado tenemos que:
[z, () = £ < [IX (&, 0)[] [[zp, (0) = £(O)]]-

Por ende, como ||X(t,0)|| es acotado sobre conjuntos compactos, del limite
(3,21)) se sigue que t +— x,, (t) converge uniformemente sobre conjuntos compactos
at— £(t).

Paso 2: g € A. Demostremos ahora que la solucién precedente ¢ — £(t):

sup I£ (1) = 9.
teR

En primer lugar, como t — Tp, (t) converge uniformemente sobre compactos a
t — &(t), veremos que

(3.22) sup [[§(8)[] < g,
teR
en efecto, dado € > 0, existe N1 € N tal que:
1 €
2 — < - j > Nj.
(3 3) Dj < 2; V] > 1

Luego, como t — 1z, (t) converge uniformemente sobre conjuntos compactos a
&(t), para todo T > 0 existe No € N tal que:

£ .
(3.24) sup ||z, (t) = €@ < 5, V> Na.
te[-T,T)
Luego, si N = max{Ny, N2}, de las expresiones (3,19) y (3,24) se sigue que:
€ € € 1 €
(D) — = t (T — =k, + = — 4 =
[lp; @1 = 5 < ED] < [z, Ol + 5 TSIt T

para todo t € [-T,T] y j > N.
Ademéds, de (3,23) tenemos que:

sup ||£(t)|]| <g+e, Ve>0.
te[—T,T]

Sin embargo, notemos que el lado derecho de la desigualdad anterior no depende
de t, por lo tanto se tiene que:

sup [[{(t)[| <g+e, Ve>0,
teR
obteniendo asi la expresién ((3,22)).
A continuacion, demostraremos que la desigualdad
sup [[€(2)] > g,
teR

no es posible. Para esto, supongamos que para t = L existe [ > 0 tal que:
(3.25) ()] =g+ 1.
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Asi, de la expresién (3,20)), junto con el hecho que . (t) converge uniforme-
mente sobre conjuntos compactos, se sigue que existe J € N tal que para todo j > J
y t € [-L, L], se tiene que:

DO | =~

o, (Ml <9+ %y lED) — 2, (1) <

Por ende, tenemos:
HEL| < Mlap, (D] + [IE(L) — @, (L)]] < g+,
pero esto contradice la expresién (3,25)), por lo tanto:
sup [[£(t)]] = g
teR

y de esta forma tenemos que g € A.

Paso 3: Cada sistema de la familia (3,17), tiene una solucidén con norma g.
En efecto, como se hizo en la demostracion del primer Teorema de Favard, se
puede demostrar que el sistema (3,17)) tiene una solucién t — £*(t), tal que:

sup [|€*(¢)]] < g.
teR
Ahora, si g > sup ||€*(¢)]|], entonces aplicando el proceso inverso, tenemos que
teR
existe una solucién t — &y(t), de (3,15) tal que:

sup [[&o(t)[| < g,
teRr

lo cual contradice la condicién de infimo de g. Por lo tanto, a cada sistema de la
familia (3,17)), le corresponde una solucién con norma igual a g.

Paso 4: A continuacién veremos que existe una tnica solucién de (3,15) con
norma igual a g, para ello, supongamos que la ecuacién (3,15)) posee dos soluciones
dadas por t — €D (t) y t = £3)(2), tales que:

(3.26) sup [|€M (8)|| = g = sup |[€P) (1)]].

teR teR
) @) W) (7) _ £(2)
W+, €90 -0

2
vamente soluciones de ([3,15)) y del sistema lineal
= A(t)x.

Luego, notemos que t son respecti-

Por otro lado, si:

VW) =€V @),....0@) vy D0 = (P),....£20),

entonces, de la igualdad (3,26) se sigue que para todo t € R se cumple:

n f(l )+€ ( n 1) ) 5(2() W ($)]12 @ (4|12
Z( >+Z<> _ e )

Jj=1

donde || - || denota la norma euclidiana.
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Pero, como A € H(A), por (Fa,) tenemos la existencia de [ > 0 tal que:
2 2 2
SMUEIIN0 &) (1) - &7 ) PO -e?0) L
5 + 5 +ot 5 > 1

para todo ¢ € R (condicién de separacion).
Por ende, de las desigualdades anteriores, se sigue que:

(1) (2) 2 (1) (2) ?
<s<t>+a<t>> ++<<t>+s<t>> <@-P<g WeR

2 2
Es decir:
(1) 2
wp 202570
teR 2
V) +£@()

Pero recordemos que t —

es solucién de (3,15) y la desigual-

dad anterior contradice la condicién de infimo de g y por lo tanto, existe una tnica
solucién ¢t — £(t) de (3,15) con norma igual a g.

Paso 5: La funcidn t — &(t) es casi periddica. Sea {hp}pen una sucesién ar-
bitraria y recordemos que t — £(t) es acotada, sin pérdida de generalidad, existe
£*(0) € R™ tal que:

’ *
(3.27) lim_&(hy) = €°(0)

Posteriormente, sea ¢t — £*(¢) una solucién de con condicion inicial da-
da por la expresién . Siguiendo un proceso analogo a lo hecho en el primer
teorema de Favard, tenemos que &(t+ h)) converge uniformemente sobre conjuntos
compactos a &*(t).

Ahora, supongamos que £(t + h,) no converge uniformemente a £*(t) en todo
R, entonces existen:

a) Un numero o > 0,

b) dos sucesiones {v}}pen ¥ {7 }pen,
¢) una sucesién divergente {¢,}pen,

Tales que:
(3.28) §(tp + o) — &E(tp + )| = @, VpEN.
Ahora, como £(t) es acotada, sin pérdida de generalidad, supongamos que:
(3.29) plgrolof(tp + hy,) = B,
(330) pll>nol<>§(tp + hﬂ'p) = 62.
Ademés, considere los siguientes sistemas pertenecientes a la familia (3,17)):
d
S 2= Ai(Ma+gi(),
dt
d
S 2= A+ g3,

dt
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donde:
At 4ty +h) —s A3, gt -+t + h,) — s g (),

p—+00 p—r+00

Alt+ty +hy) =S 450, glt+t, +ha,) 1 65(0).

p—>—+oo

Por lo hecho en el Paso 3, los sistemas S y S®2) poseen soluciones ¢ —

ui(t) y t — wuo(t) con condiciones iniciales en ¢ = 0 dadas por (3,29) y (3,30)
respectivamente, tales que:

sup ||u (£)|| = sup [[uz(t)]] = g.
teR teR

Veamos ahora que S(1) = §(2)_ En efecto, como A es casi periédica, sin pérdida
de generalidad, tenemos que {A(t + hy)}pen es una sucesién de Cauchy, por ende,
existe N1 > 0, tal que:

sup|A(t + hy,) — A(t+hr,)| < =, VD> Ny,
teR 3
lo cual implica que:
€
sup |[A(t +tp + hy,) — A(t + 1, + hr,)| < 3’ Vp > Nj.
teR
Por otro lado, existen No, N3 > 0 tales que:

sup [A(t+t, + b)) — A1) < =, Yp> Ny,
teR 3
sup [A(t +tp + ha,) — A3(H)] < =, Vp> Ni.
teR 3

Por ende, si p > mé&x{ Ny, N3, N3}, entonces:
sup |[A](t) — A3(t)] < e
teR

y de esta forma, concluimos que A% (t) = A3(t) para todo t € R.

Aplicando un proceso andlogo al anterior, se puede demostrar que g5 (t) = g5(t)
para todo t € R. Por lo tanto, tenemos que S = S de esto, se sigue que el
sistema S(1) tiene dos soluciones (a saber, ¢ — u;(t) con i = 1,2) con norma igual
a g. Por otro lado, a partir de estas soluciones se pueden obtenerﬂ dos soluciones
de (3,15)) con norma igual g, lo cual contradice contradice el Paso 4 e implica las
identidas u; = us y B1 = B2 lo que a su vez contradice la expresion y por lo
tanto, la funcién ¢t — £(t) es casi periddica.

Paso final: Cualquier systema en la familia con soluciones acotadas, tiene
una solucion cast periodica.

En efecto, sea ¢t — x*(t) una solucién acotada de algin sistema pertenciente
a la familia . El proceso de demostracién es totalmente andlogo a los pasos
anteriores y notemos que en el paso 4 se utiliza de manera general la hipdtesis
(FQa)- |:|

OBSERVACION 3.3.1. Originalmente, Favard en su texto [20] trabajé utilizando
la siguiente hipé6tesis en reemplazo de la condicién (Faq):

3Replicando todos los pasos anteriores con ¢ — u; (t) en lugar ¢ — z(t) y considerando la

pareja de sistemas S? y en vez de y .
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(F%,) Todos los sistemas lineales homogéneos de la familia (3,16|) verifican la
condicién de separacién.
Es preciso enfatizar que en la literatura actual no se trabaja con esta hipdtesis

debido a que la condicién (F3,) solo es utilizada en el paso 4, en el cual las soluciones
lineales del sistema (3.16)) son acotadas.

En general, no es una tarea sencilla determinar sistemas que verifiquen las
condiciones del segundo Teorema de Favard. El siguiente resultado es ttil para
ejemplificar la condicién (Fa,)

LEMA 3.4. Dada una matriz A(t) casi periddica y antisimétrica para todot € R,
el sistema

(3.31) = A(t)x
verifica la condicion (Faq)
DEMOSTRACION. Si A* € H(A), entonces existe una sucesion {hy hnen tal que

A(t + hy,) converge uniformemente en R a A*(t). Ademds, del hecho que A(t) es
antisimétrica, se sigue que:

* T , T _ ’ — _A*
(3.32) {40} = lm AT(t+ha) == lim A(t+hy) = —A"(),

para todo ¢t € R. As{, A*(¢) es una matriz antisimétrica para todo ¢ € R.

Luego, se sigue que para cada A* € H(A), la ecuacién verifica la condi-
cién de separacién y por ende satisface la hipétesis (Fz,) del segundo Teorema de
Favard. (]

Con respecto a la condicién (Fap) notemos que cuando hay dicotomia expo-
nencial en el sistema homogéneo (3.1), el Lema nos asegura la existencia (y
unicidad) de una solucién acotada del sistema no homdgeneo (3.15)).

3.3.1. Demostracién alternativa del Teorema Sea t — f(t) una
funcién en R casi periodica, y considere los sistemas:

(3.33) = 0,
(3.34) d o= [,
Notemos que los sistemas en la envoltura son respectivamente el mismo
y:
(3.35) = ).

Luego, por definicién, tenemos que (3,33|) satisface la condicién de separacién,
por otro lado, toda solucién ¢ — z(t) de (3,34) es de la forma:

x(t) = xo + /0 f(s) ds.

Por lo tanto, del segundo Teorema de Favard se sigue que si t — x(t) es acotada
(especificamente, la integral entre 0 y ¢ de f(s) es acotada) entonces es una funcién
casi periddica. De igual forma, dado que toda solucién ¢t — z*(t) de (3,35]) es de la
forma:

¢
x*(t):xg—i—/o f*(s) ds,
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se tiene que t — x*(¢) es casi periddica siempre y cuando la integral:
¢
/ f*(s) ds,
0

OBSERVACION 3.3.2. Por lo hecho en el caso anterior y gracias al segundo Teo-
rema de Favard, notemos que el resultado mostrado en el Teorema([T,11]se demuestra
directamente, esto da pie para pensar que cuando Favard comenzo a investigar acer-
ca de estos tépicos, empezd con el Teorema |1,11| para luego generalizarlo a través
de sus Teoremas, especificamente el segundo Teorema.

sea acotada.

EJEMPLO 3.3.2. Consideremos el oscilador arménico:
(3.36) x = Ax,
y su perturbacion:

(3.37) y' = Ay +o(t),

donde:
(@) = () A= (5 D) o0 ()

con 8 € R\ {—1,1,2kn} para todo k € Z. Dado que A es constante, se sigue que
H(A) = {A}, lo cual implica que la ecuacién homogénea en la envoltura asociada
a (3,36) es esta misma ecuacién. Del igual forma, el sistema no homogéneo en la

envoltura asociado a (3,37) es:
(3.38) y' = Ay + ¢*(t), para todo ¢* € H(9)

Por otro lado, ya que la matriz A es antisimétrica, el Lema probado anterior-
mente nos dice que el sistema (3,36]) satisface la condicién de separabilidad lo que
a su vez implica que cumple con la condicién (Fa,).

Ademds, notemos que toda solucién t — y(t) de (3,37) con condicién inicial
y(0) = yp es de la forma:

y(t) = X(H)yo + / X(t,5)0(s) ds,

donde X (t, s) recordemos es la matriz de transicién de (3,36]), la cual en este caso,
estd dada por:

X(t.9) = X(OX-1(s) = (cos(t) —sin(t)) (cos(s) sin(s)>7

sin(t)  cos(t) —sin(s) cos(s)

por ende, si reemplazamos en y(t), tenemos que:

o =xtem X0 [ (50 205) (i) 20

Lo cual es equivalente a:
B " (sin(s) sin(Bs)
)= X (0 + X(0) [ (0100 s
Por ende:

i) = X0+ X0 (211,
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donde:
1 {sin((B—1)t) sin((B+1)t)
al) = H{TG -
oo (1) _COS(;) ioi(,é’t) 3 60086(2(6—1 1)t).

Luego, dado que las funciones X (t), p1(t) v ¢2(t) son acotadas en todo R, del
segundo Teorema de Favard se sigue que la solucién:

_ (cos(t){yg + 1 (t)} — sin(t){yg + ¢2()}
y(t) = (sin<t>{y§ £ r(6)) + cos(t) (vt + é@)}) :

es casi periédica considerando yo = (y$,y3). Es importante notar que del hecho
que el conjunto de las funciones casi periddicas es un algebra de Banach se sigue
directamente que y — y(t) es casi periddica por el hecho de ser igual a sumas y
productos de funciones sin(t) y cos(t) (las cuales son periddicas y por ende, casi
periddicas)

Ahora, sea ¢* € H(¢), por lo hecho en el ejemplo se sigue que ¢*(t) es
de la forma:

e 0
(1) = (a cos(ft) + bsin(ﬁt)) ’
donde a? +b* = 1. Asf, la solucién ¢ — y*(t) de (3,38) con condicién inicial y*(0) =
Yg es:

v =X+ X0 [ (G0 00) (aontn S psin(sm)

Por ende:

(0= X0+ X0 [ (L0060 v i)

lo cual implica que:

(@)= X(ows + X0 (7).

donde:
. _ —a+cos(Bt){acos(t) — bfsin(t)} + sin(St){bcos(t) + afsin(t)}
ei(t) = 321 )
. _ bB —cos(Bt){bB cos(t) + asin(t)} + sin(Bt){as cos(t) — bsin(t)}
P2 (t) - 52 1 .

Por lo tanto, dado que las funciones X (t), ©j(t) y ©5(t) son acotadas, del
segundo Teorema de Favard concluimos que la solucion:

ey (cos(){yoa + 1)} +sin(s){yg 2 + 3(1)}
y'lt) = ( sin(s){yis + @1 (1)} + cos{us + sa;u)}) !

es casi periédica considerando y5 = (y§ 1,95 2)- Finalmente, notemos que también
podemos concluir que y*(t) es casi periédica a partir del hecho que el conjunto
AP(R,R™) son un &lgebra de banach sumado a que y*(¢t) es resultado de sumas y
productos de funciones sin(t) y cos(t).
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3.4. Comentarios sobre la parte 3

El segundo Teorema de Favard ha sido revisitado y extendido en diversas di-
recciones. En primer lugar, algunos comentarios de su autor se plantearon en [22],
los cuales fueron desarrollados posteriormente por Coppel en [14]. Asimismo, una
versién de este Teorema para diferenciales con retardo fué obtenida por Hino en
[26].

La condicién de separacion de Favard es revisitada por Bylov [11], Palmer [37]
y Tarallo [43]. Finalmente, existen extensiones de este Teorema cuando la condicién
de separacién no se verifica y los sistemas son casi periodicos y/o casi automérficos
[12, 13, [36].

Asimismo, es importante destacar que durante los 60’s y 70’s se desarroll6
la teoria de los skew—product semifiows, lo cual permitié visualizar las soluciones
de sistemas no auténomos de ecuaciones diferenciales ordinarias como sistemds
dindmicos en dimensién infinita. En ese contexto, en [41] existe una demostracién
alternativa de los teoremas de Favard.

Finalmente, Zhikov y Levitan [50] generalizan la teorfa de Favard a las funcio-
nes casi periddicas en el sentido de Stepanov, las cuales no son equivalentes a las
estudiadas en este trabajo.
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