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RESUMEN

En este trabajo se discute el modelo simple con errores de mediciéon y una extensién
multivariada, donde se considera principalmente el modelo estructual, suponiendo que
el error de la regresion de respuesta sigue una distribucion de dos piezas. Después
de configurar una féormula general para distribuciones de dos piezas, nos centramos
en el caso donde la densidad base es una distribucién normal. Lo interesante de usar
como densidad base la distribucién normal, es que el desarrollo entrega una mezcla
de dos componentes de distribuciones skew-normal multivariada. Esta conexién faci-
lita la construccién de un algoritmo tipo EM para realizar la estimacion de maxima
verosimilitud. Se obtiene la funcién de probabilidad de los datos observados, que se
puede maximizar mediante el uso de software estadistico existente. Inferencia sobre los
parametros de interés puede ser abordado mediante el uso de la matriz de informa-
cién observada, que también se puede calcular mediante el uso de software estadistico
existente. Finalmente, se realiza algunas ilustraciones numéricas de la metodologia,

utilizando datos simulados y reales.
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Capitulo 1

Introduccion

La idea de construir una linea recta para datos bivariados (x,y) es un procedimiento
comun en todas las disciplinas. La teoria estdndar de una regresién lineal es dada
cuando existe solo un error en una de sus variables, ya sea en x o en y. En particular,

una regresiéon lineal simple a de tener la siguiente forma,

yi = o+ Br;+e, (1.1)

1=1,...,n, donde y; es una variable de respuesta y z; es una variable explicativa que
puede observarse sin error, a y 3, denominados como el intercepto y la pendiente de
la regresién, son parametros fijos y desconocidos, y €; es una variable aleatoria que
representa el error de modelacion.

El modelo lineal (1.1) puede ser extendido a modelos con errores en los predictores,
denominados en la literatura estadistica como modelos con errores en las variables
(MEV). A continuacién los presentamos en una forma muy general, ya que de esta
manera las ideas resultan mas claras.

Supongamos que hay n individuos en una muestra con valores verdaderos (&;,n;) y

valores observados (z;,¥;). Se supone que existe una relacién lineal entre &; y 7;,



ni = a+ f;.

Sin embargo, en vez de observar §; y n;, observamos

i = &+, (1.2)
Yi = 1t E, (1.3)
1=1...,n,donde d; y g; son errores de mediciéon asumidos independientes entre si y de

la variable latente &;, la cual representa la verdadera variable explicativa (covariable),
mientras que x; es la covariable observada.

Existen dos versiones del modelo con error de medicién, dependiendo de los supuestos
acerca de la variable regresora no observable. Si &1, ..., &,, son constantes desconocidas
(parametros incidentales), el modelo se denomina modelo con error de medicién funcio-
nal, mientras que, si &,...,&,, son variables aletorias independientes e identicamente
distribuidas e independientes de los errores de medicion, el modelo es conocido como

modelo de error de medicion estructural. En el caso funcional es tipico considerar que

o ’ 0 o2 0
' %i N2 9 ’ )
&; 0 0 0'52
1 =1,...,n. En el caso estructural por lo general se supone que

e % N(0,02),

5~ N(0,02),
1id

fi ~ N(Mﬁvgg)v



1 = 1,...,n, y que todos ellos son independientes entre si. Es bien sabido que el
modelo normal estructural anterior no es identificable; ver Fuller (1987) y Kendall &
Stuart (1979). En esta tesis, trabajaremos bajo el enfoque estructural. De esta forma,
los supuestos de normalidad especificados arriba, nos conducen al modelo estructural

normal definido por

i ot 262 1 o2 52
Y ~ N ﬁ”f ’ B I3 € 5 3 ’ (14)

z; Le Bo? o¢ + 03

i=1,...,n. En general, se asume que E(§;) = E(&;) = 0y que Var(d;) = o, Var(e;) =

o2,y que los errores ; y &; no estan correlacionados:

Cov[d;, 6;] = Covle;,ej] =0, 1 # 7,
COU[6i7€j] = 0, v Z,j

Es posible reescribir el modelo anterior como

v = o+ pr;+ (e, — B6),

1 =1,...,n. Esto hace la diferencia entre este problema y una regresién lineal simple.
El término del error es claramente dependiente de 5. Ademas el término (g; — 50;) esta

correlacionado con x;. En efecto

Covlz;,e; — Bo;] = Elxi(e; — B0;)] = E[(& + 0;) (5 — B5)] = —50(%7

la cual es cero si 8 =06 of = 0. Si 02 = 0, entonces z = ¢, es decir la covariable

se mide sin error y por lo tanto el modelo es equivalente a la regresion estandar.



Como consecuencia del resultado anterior, en la presencia de errores de medida en la
covariable, el ajuste del modelo ingenuo que no toma en cuenta los errores de medicién
puede conducir a estimaciones inconsistentes de los parametros de regresion. Ver, Fuller
(1987) para mayores detalles.

Los MEV han sido bastante estudiados, bajo el supuesto de normalidad. Mas recien-
temente, también han sido estudiados considerando otras distribuciones mas flexibles
que la normal. Vea por ejemplo, Arellano -Valle & Bolfarine (1996), Arellano-Valle et
al. (1996) y Arellano-Valle et al. (2005b) donde los MEV son construidos usando distri-
buciones multivariadas simétricas y no simétricas. En este tltimo trabajo se construye
un MEV usando la distribuciéon skew-normal multivariada propuesta por Azzalini &
Dalla-Valle (1996). En esta tesis el principal objetivo es desarrollar un MEV, asumien-
do que algunos de los errores o bien la covariable no-observada tiene distribucion de
dos piezas. A través de este supuesto se construye un MEV mucho mas flexible que
el MEV normal usual. Como ya fue mencionado, nuestro estudio esta basado en el

enfoque estructural.



Capitulo 2

Distribuciones Asimétricas

2.1. Distribucién two-piece

El término “distribucién de dos piezas” (o two-piece) se refiere a un mecanismo para
construir una familia de densidades asimétricas a partir de una densidad simétrica, f,
en la linea real. La densidad f se llamara densidad base TP. Asumiendo por convenien-
cia que f es simétrica alrededor de 0, el mecanismo TP funciona estirando f en una
media linea y contrayéndolo en la otra media linea, con una escala adecuada para que
la funciéon resultante sea continua en 0 y ain su integral sea 1. El mecanismo de esti-
ramiento y contraccion generalmente estd regulado por algin pardmetro de asimetria,
indicado como 7.

La referencia més antigua sobre una distribucion de éste tipo es en el Capitulo XIX de
Fechner (1897), quien propuso construir una distribucién normal de dos piezas pegando
dos normales truncadas con diferentes parametros de escala, la densidad en este caso

esta dada por

10



h(JZ;LL,Jl,OQ): ° {¢ (x_lu> I[M7OO)(:E)+¢($_M) ](—OO#)('I)}? IER?

o1+ 09 01 02
(2.1)

donde ¢(x) es la densidad de la distribucién normal estandarizada, y € R es un pardme-
tro de localizacién, oy, 09 > 0 son pardmetros de escala y I4(z) es la funcién indicadora.
Este modelo fue propuesto posteriormente por Gibbons & Mylroie (1973), John (1982),
Mudholkar & Hutson (2000), Fernandez & Steel (1998) entre otros, quienes han uti-
lizado una parametrizacién alternativa pero equivalente. Wallis (2013) ha presentado
una recopilacién de redescubrimientos de la distribucién normal de dos piezas (TPN).
Otros autores han considerado extensiones de la construcciéon TP original utilizando
densidades base distintas de la normal. Hansen (1994) ha considerado una distribucién
de TP con una densidad base t-Student como componentes paramétricos flexibles para
modelos de densidad condicional autorregresivos. Las distribuciones de TP Laplace
han aparecido en varios lugares de la literatura, a veces moviéndose desde una logica
completamente diferente, por lo que la conexion con el mecanismo de TP ni siquiera se
menciona; un ejemplo de este tipo es el articulo de Koneker & Machado (1999). Una
revision de la distribucién de TP Laplace se proporciona en el Capitulo 3 de Kotz &
Kozubowski (2001). Fernandez & Steel (1998) presentan una construccion en términos
mas generales utilizando una densidad de referencia arbitraria, pero con especial énfasis
en el caso especial de la densidad base t-Student.

La formula de TP también ha sido considerada por Arellano-Valle et al. (2005a) quienes
introducen dos “funciones asimétricas” arbitrarias que regulan las acciones de estira-
miento y contraccién en las dos medias lineas. Ademads, considera un parametro de
localizacién p y un pardmetro de escala o (o > 0), de modo que la densidad base se

escribe como

11



%f(x_u),xeR. (2.2)

o
Jones (2006) ha senalado que la familia de distribuciones generada de esa forma no
constituye un nivel adicional de generalidad con respecto a otras construcciones exis-
tentes, pero equivale a una reparametrizacién unificadas de otras familias una vez que
se mantiene la proporciéon de las dos funciones de asimetria fijas, por lo tanto, hay
realmente una sola funciéon de asimetria. Estamos de acuerdo con su analisis, y lue-
go explicaremos en detalle como las diferentes opciones de las funciones de asimetria
pueden llevar a distribuciones equivalentes. Sin embargo, por varias razones, todavia
preferimos trabajar con dos funciones de asimetria, denotadas (s, ¢). Un aspecto conve-
niente es la simplicidad de tratamiento en las secciones posteriores, y el hecho de que
esta eleccion permite ver de inmediato como reconstruir a partir de version unificada
una serie de especificaciones existentes. Otra ventaja es que este esquema facilita el
uso de las propiedades enumeradas mas adelante, después de la Definicién 2.1.1, bajo

cualquier eleccién de las funciones (s,t) que uno prefiere adoptar.

Definicién 2.1.1. Dada una familia de localizacion y escala del tipo 2.1, donde la
funcion de densidad f satisface las condiciones de simetria f(z) = f(—z) para todo z,
decimos que una v.a. continua Y sigue una distribucion T'P con densidad base f si su
funcion de densidad es de la forma
2 y—p y—p
h(y) = () 4 1 (55 ) T} we R (23)
7 + 1) | sty ) T ai(y) ) e

donde 14(x) representa la funcion indicadora del conjunto A, s(vy) y t(y) son funciones

de asimetria que satisfacen las siguientes propiedades:

(i) s(7) yt(v) son funciones que toman valores positivos para~y € (Y, Yv), un posible

intervalor infinito;

12



(i1) una de las funciones estd (estrictamente) aumentando y la otra estd (estricta-

mente) disminuyendo;

(111) existe un valor vy tal que s(vyo) = (o).

Usaremos la notacién Y ~ TP f(u,0?, ) para referirnos a esta distribucién. Cuando
uw =0y o =1, la distribucién se denotara como Y ~ TPf(vy). Cuando v = 7,
recuperamos la simetria, donde h(y) se reduce a la densidad (2.2). A partir de la
condicién (i7), es inmediato que el valor 7y es unico, y no hay pérdida de generalidad
al suponer que s(vyy) = t(y0) = 1.

Los casos especificos de (s,t) utilizados en la literatura son:

(a) (s,t) =(14+v,1—7),dondey € (—1,1) y 7o = 0, como en Mudholkar & Hutson
(2000):

(b) (s,t) = (v,1/7), donde v > 0y 7 = 1, como en Fernandez & Steel (1998);
(c) (s,t) = (y,1—7), donde v € (0,1) y 7o = 1/2, como en Yu & Zhang (2013).

La construccién de la distribucion TP disfruta de varias propiedad formales, que se
enumeran a continuacion. Aunque algunos de estos hechos ya se han mencionado en
la literatura citada, parece ttil tenerlos reunidos en un solo lugar. Ademads, algunas de
estas propiedades parecen no haber aparecido en otro lado. Uno de estos casos es la

propiedad P1 que, aunque es elemental, es importante para nuestro desarrollo posterior.

13



2.2.

P1.

P2.

Propiedades

La densidad TP (2.3) puede escribirse como la mezcla de dos componenetes de

densidades truncadas

foly) = — f(y_u) (), fily) = — f(y_u> I—oou(¥),

os(y)” \os(y) ot(y)” \oit(v)
(2.4)
en la configuracion
h(y) = sts(ZU) + 7tht(y>7 Y € Rv (25)
donde
_ st 1))
e e R ey S 20

Una implicacién de este hecho es una representacion estocastica de la distribu-
cion TP. Otro uso es un enfoque simple para examinar la equivalencia formal,
mencionada anteriormente, de diferentes opciones (s, t) que tienen igual propor-
cién, g = q(y) = s()/t(v), por ejemplo. Para ello, se escribe las probabilidades
(2.6) como 7y = q/(¢+ 1) y m = 1/(q¢ + 1) y observe que el conjunto de com-
ponentes (p, o, s(7y),t(y)) en (2.4)-(2.5) corresponde a la misma distribucién del
conjunto (u,w,q(7y),1), donde w = ot(y). Esta equivalencia significa que una
especificacion de tres componentes de la distribucion es suficiente. Claramente,

el caso simétrico se recupera cuando ¢(vy) = 1.

Debido a la condicién de monotonia (ii), ¢(y) es una funcién monétona, de modo
que ¢ = q(y) puede usarse como parametro en si mismo. Esto justifica el uso de

la notacién mas corta ¢ que aveces adoptaremos.

Otra representacion estocastica de Y ~ h es la siguiente, donde tomamos p = 0

y 0 = 1 por simplicidad. Dada una variable aleatoria continua V' con funcién

14



P3.

de densidad 2f(v)/jp00)(v) y una variable discreta independiente W, que tiene
funcién de probabilidad

s st w = s(7),
plw;7y) = . (2.7)
m st w = —t(v),
donde 7y y m; se definen en (2.6), luego Y < W,V , donde la notacion < indica

igualdad en distribuciéon. De manera equivalente, podemos decir: si Y = p +

oW,|X|, donde X ~ f y es independiente a W, entonces Y ~ h.

Esta representacién también aparece en Bauwens & Laurent (2005) y constituye

el ingrediente clave para la version multivariada de distribuciones de TP.

Los momentos centrales de Y ~ h se pueden expresar en términos de los mo-
mentos de X ~ f. Para este fin, el algebra se simplifica sustancialmente si se
trabaja con las cantidades ¢ = s/t y w = ot. Entonces, se puede mostrar que,

para un entero m no negativo,

B0 =y 3 () o (7 D), 29
E{(Y —E{y})"} = q“Tml S0 () dicdes (6 + (D9 (= )77

(2.9)

previsto de d,, < oo, donde

dk:E\X\’“:Z/ o* f(x)dz, k=0,1,...
0

Sip =0, (2.8) se reduce a

E{y™} — q“Tml A (™ + (—1)™).

15



P4.

P5.

P6.

En el caso estandarizado con u =0y o = 1, la funcién de distribucién de h es

H(z;y) = ZWtF(%)’ st £ <0

7rt—7T5—|—27r5117’(i si x>0

s(v))’

donde F' denota la funcién de distribucién de f. En particular, obtenemos

Ts

P{X >0pv} s(v) B
PX<oh) w0y =g

H(0;7) = m,

lo que muestra que ¢(v) > 1 implica una inclinacién hacia la derecha de la

distribucién y lo contrario sucede cuando ¢(y) < 1. La mediana es

() s s <t

47Tt

H™(1/2;7) = o) P (1_ 1), coc.

4,

Si f es unimodal, entonces también lo es h, con media p. Rubio & Steel (2014)
demostraron que en caso de una densidad base unimodal f, con algunas con-
diciones débiles adicionales, la matriz de informacion de Fisher para el modelo

(2.3) es no-singular.

Si cambiamos las funciones (s,t) a (t,s) en (2.3), esto equivale a considerar la
distribucién de Y/ = p — (Y — pu), es decir, la variable Y se obtiene al reflejar
1 en su lado opuesto en el eje de las abscisas. En cuanto a la parametrizacion
(1, w, q), que se utilizard, por ejemplo, en (2.8) y (2.9), usando célculos algebrai-
cos simples, muestra que Y’ tiene parametros (i, w,1,1/q). Una propiedad de

Y’ es

median(Y" — p) = —median(Y — pu).

16



P7. Si elegimos s(y) =1+~ y t(y) = 1 — 7, se obtiene el caso particular

hy) = f (%) Tjoo)(y) + f (%) I (y), z€R. (2.10)

De (2.10), se tiene las siguientes propiedades:

a) hy;y=0) = f(y),

b) lim h(y;v) =0,
y—00

¢) limh(y;7) = £ (5) Tooo () v 1m h(y;7) = £ (5) I-e0) ().

P8. Para f = ¢(y) y v = &, (2.10) corresponde a la densidad de la distribucién
e-skew-normal de Mudholkar & Hutson (2000).

2.3. Algunos casos especiales

La tabla 2.1 entrega resultados especificos para casos particulares de densidades f:

(i) Exponencial potencia: f(z) = crexp{—1 |z} con 8 > —1y ¢yt = 26+H/20((3+

B)/2), x € R;

(ii) t-Student:f(z) = co(1+22/v)~ /2 cony > 0y ¢y = (vm)"V2T(v/2) T ((v+1)/2),

r € R,
(iii) Logistica: f(x) =e ™ */(1+e %)% z € R;
(iv) Gama simetrizada:f(z) = (2I'(v))~'B"|z|* e P*l con >0y v >0, z € R.

Observacion 2.3.1. La distribucion ezponencial potencia (EP) contiene a las distri-

buciones normal y doble exponencial cuando =0 y § = 1 respectivamente. También

17



se obtiene mayor flexibilidad en los coeficientes de asimetria y kurtosis. Para § > 0

se tienen colas mas pesadas que la distribucion normal, y ocurre lo contrario cuando

g < 0.

Distribucién dy, E(Z) Var(Z)
20 /20((148) (141 /2) 2300 /270r(148) |_o291+8 2\p (3048)) _ 4°C(1+8)°
TPEP(v, ) T(+5)/2) = s ke 10+ 3O (M52 - Rase
(r—1) L;l)
2 r—1-2j
r41)/2 (=1 J
2¢ou(rt1)/ > =271 )
=0
J
TPt(ﬂfv V)(*) si r es impar w— 4cugi/'1yo' o2 { U(lyt31’V2) _ 16(5}(‘3’{)1/2)2 }
,/“/2.1.3...(r_1)
(v—r)(v—r—2)-(r—2)°
si r es par
b1 = 2log(2)
TPL(vy)(*x) by = w, w— 4volog(2) o? {M —16(y 10g(2))2}
r=2.3,.
I'(r4v) 2yov (1437 v(v+1)—4(yv)?
TPGS(B7V) BT (1) M — ’YB o? { < B2 = }

Tabla 2.1: Momentos de X ~ T'Pf. () En este caso di < oo siy sblo si v > r. (xx)
Cr)y=>_ ]ir es la funcién Zeta de Riemann, r = 2,3, ...
j=1

La Figura 2.1 muestra los graficos para las densidades TP f para diferentes valores de

v € (=1,1). El Gréfico (a) corresponde a la distribucion TPt#)(7), la cual tiene colas

18



mas pesadas que la distribucién TPN(7) estudiada por Mudholkar & Hutson (2000).
El Grafico (b) corresponde al caso cuando la densidad es TPL(7). Notemos que estos
modelos no son simétricos con respecto al origen, y la asimetria depende del valor ~. Los
demés graficos representan varias formas que resultan cuando f(x) es la distribucién

EP para diferentes valores de f3.
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Figure 2.1: Ejemplos de la densidad TP f para v = 0 (linea discontinua), y=-0.5 (linea
punteada) y y=-0.9 (linea solida). Desde izquierda a derecha: (a) TPts; (b) TPL; (c)
TPEP(0,1,7,0). En (d), (e) y (f) se muestran los casos TPEP(0,1,~, ), con 5=0.5,
£5=-0.5y B =1, respectivamente.
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2.4. Estimacion de maxima verosimilitud

La estimacién de méxima verosimilitud (EMV) para la familia TP f(u, 0,7) es con-
ceptualmente directa. En la practica, sin embargo, calcular el EMV de 6 = (u,0,7)
representa alguna dificultad. Se ilustran estos célculos, en el caso de la distribuciéon
TPEP(u,o0,7v,[), asumiendo 5 conocido y tomando s(v) = 1+~ y t(y) = 1 — 7,
Iyl <L

Sean z(1) < z@z) < ... < z(y) los estadisticos de orden asociados a una muestra alea-
toria simple Zi, ..., Z, desde la distribucion TPEP(u, 0,7, 3). Se denota zgy = —oo
Y Z(nt1) = 00. Sea k = k(21 ..., 2w, 1) un entero tal que zuy < p < Z(x41). Por la

continuidad de la distribucion TPEP, k es también definido con probabilidad 1, y el

rango de variacién es {0,1,...,n}. La funcién log-verosimilitud puede ser expresada
como
n 1
U, 0% 7y) = nlog(cr) — 9 log(c?) — W%(Mﬁ)a

donde

k n
gr(p,y) = {(1 + )OSz — D 4 (1= )TN ) - M|2/(1+B)} - (2.11)

i=1 i=k+1

El calculo del EMV de 6 se necesita maximizar (2.11), en el cual se puede fijar primero
k, y entonces se encuentra los correspondientes valores 6ptimos de §k El EMV, es
57; = arg maxf(é\k) en el conjunto £ = 0,...,n. Para mayor detalle ver Arellano-Valle

et al. (2005a) y Mudholkar & Hutson (2000).
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2.5. Matriz de informacion de Fisher

En esta seccion se aborda el calculo de la matriz de informacion en el contexto de los
modelos TP . Esta matriz fue calculada por Arellano-Valle et al. (2005a) para el modelo
TPEP con s(y) =1+ vy t(y) = 1 — 7. Posteriormente, ella es derivada por Rubio &
Steel (2014) en el contexto del modelo (2.3) considerando condiciones adicionales sobre
la densidad base y las funciones de asimetria.

Considerando la familia (2.3), Rubio & Steel (2014) asumen que las funciones de asi-

metria s(v) > 0y t(y) > 0, v € ', son diferenciables y tales que

0 < [A()] con A(y)

log [%] (2.12)

La condicién (2.12) implica que la transformacién de (o4, 09) para (o, s(7), (7)) es una
aplicacion no-singular, la cual es una condicién necesaria para que la transformacién
sea uno a uno. Con esta reparametrizacién se obtiene (2.1) a partir de (2.3). Como se
mencioné al inicio, un recuento historico de las muchas formas de esta distribucion se
proporciona en Wallis (2013).

La matriz de informacién de Fisher para el modelo (2.3) es presentada en la siguiente

proposicién:

Proposicién 2.5.1. Sea f la densidad base TP. Suponga que f cumple las siguientes

condiciones:

2
L [J;(—(j)’] F(t)dt < oo,

a2
2. [t [f(t)} < 00,

3. lim ¢f(t) =00 Jotf (t)dt = —3.
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Entonces la matriz de informacion de Fisher del modelo (2.3) es

2c 2c
S0 0 oTs ) (7] [ ]
I(,0,7) = 0 2 2 | Jziiﬁ ”)}
203 [5'(7) _ t’(v)} as [S'(’Y)‘*‘t'(“/)} a1 [ '(v)? FREAG) } [ ’(7)+t’(7)]
O |50) ~ T | o | srE | st | T s SO+

donde

- R
- 2/000 {1+tj;((;)]2f(t)dt: —1+2/000t2 [%rf(t)dt,

o [ o

Note que las entradas [ y I5; son ceros. Esto indica que se tiene ortogonalidad entre

los paramétros p y o eligiendo cualquier parametrizacién para {s(v),t()}. Ademas,
mediante la adecuada eleccién de {s(7), ()}, se puede generar mas ceros en las en-

tradas de la matriz de informacion de Fisher. Una cosecuencia de esto se presenta en

el siguiente corolario.

Corolario 2.5.1. Si %log[s(w) +t()] = 0, entonces Io3 = I3p = 0. En particular si

s(y) + t(y) es constante, entonces Iog = I35 = 0.

Esto ocurre, por ejemplo, cuando s(y) =14+~ y t(y) =1—1, |7] < 1. En tal caso,

2 ) __Z2a3
o?(1-y2) o(1-v%)
I(p,0,7) = 0 o 0
__ 2a3 as+1
o(1-7?) 1—y2
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En particular, para v = 0 (simetria) la matriz de informacién I(u,o0,7) es no sigular.
Este resultado aporta una ventaja importante, por ejemplo, del modelo two-piece nor-
mal con respeccto al modelo skew-normal Azzalini (1985), ya que permite aplicar la

teoria asintdtica regular para testear la hipotesis de asimetria.

2.6. Otras distribuciones asimétricas

En esta seccién entregaremos algunas propiedades de la distribucién skew-normal(SN)
multivariada y mezclas finitas de distribuciones SN, las que seran utilizadas en los

capitulos posteriores.

2.6.1. Distribucion skew normal multivariada

La distribucién SN multivariada se ha parametrizado de varias maneras diferentes,
vea las diversas alternativas equivalentes adoptadas por Azzalini & Dalla-Valle (1996),
Azzalini & Capitano (1999), Arellano-Valle & Genton (2005), Arellano-Valle& Azzalini
(2006). Por conveniencia matemadtica, en este trabajo adoptamos la parametrizacion,
adoptada por Arellano-Valle & Genton (2005).

Para establecer la notacién, denotamos por ¢4(-|p, ) la funcién de densidad de la
distribucién normal d-dimensional Ny(p, ) y por @4(+) a la funcién de distribucién de
la distribucién normal estandar N;(0, 1), con derivada &' = ¢. Asi, dada una matriz
simétrica ¥ definida positiva d x d, denotada por 3'/2, su rafz cuadrada es simétrica
definida positiva, de tal manera que (3'/2)? = 3, donde X!/2 tiene una representacion
Unica. Luego decimos que un vector aleatorio d-dimensional Y tiene distribucién SN,
con parametro de localizacién g € RY, pardmetro de escala ¥ y pardmetro de forma

A € R? su densidad viene dada por
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fyim B, = 204(y; 0, )01 (n' Ty — p), yeRY (2.13)

donde n = X2X se define de manera tnica gracias a la unicidad de 3'/2. En este
caso, usaremos la notacion Y ~ SNy(p, X, N).

Un papel clave en nuestra formulacion lo desempena la denominada representacion
aditiva de las variables SN. Esta representacion fue la ruta a través de la cual Azzalini
& Dalla-Valle (1996) introdujeron la densidad SN multivariable (2.13), excepto por la
diferencia ya mencionada en la parametrizacion. Esa construccion se puede redefinir en
la siguiente forma equivalente, la que es mas conveniente para el desarrollo posterior.
Teniendo en cuenta esta parametrizacion y la representacion estocéastica de la distri-
bucién multivariada SN, introducida por Arellano-Valle& Azzalini (2006), el vector
aleatorio Y ~ SNy(p, 3, X) puede ser especificada jerarquicamente en terminos de la

normal multivariada y la distribuién half-normal, dada por

YIW=w ~ Ny(p+Aw, V), (2.14)

w ~ HN(0,1). (2.15)

donde la notacién H Ny (u, 0?) denota la distribucién obtenida por truncamiento de una

variable N (u,0?) bajo u 'y

1
S — L

Tros—n nzfln’n,
entonces la distribuciéon marginal de Y tiene densidad (2.13).

La representacién (2.14)-(2.15) nos dice que Y — p tiene la misma ditribucién que

Aw + €, donde € ~ N4(0,¥) y es independiente de W, y es muy ttil para estudiar
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las propiedades probabilisticas de (2.13), como asi para obtener una estimacién de
maxima verosimilitud a través del algoritmo EM. Ademas este hecho proporciona un
camino para derivar varias propiedades formales de (2.13), por ejemplo, utilizando las
propiedades de la esperanza condicional obtenemos facilmente (2.14) y (2.15) donde el

vector de medias y matriz de covarianzas de Y es dado por

2

E{Y} = p+ \/gA y Var{Y} =% — ;AAT. (2.16)

Alternativamente, las mismas expresiones podrian obtenerse usando la funcién de ge-

neracién de momento de Y, que tiene una forma explicita simple.

Otro papel importante de la representacién (2.14) - (2.15) es proporcionar un camino
para abordar los EMV a través del algoritmo EM, o algunas de sus formas, ver por
ejemplo Lacho et al. (2010) y Lin (2010) entre otros. También haremos uso de esta

representacion para el calculo de EMV en nuestro desarrollo.

2.6.2. Funcion generadora de momentos

El siguiente resultado se ha presentado en varias ocasiones en la literatura para la
distribucién normal, con o sin demostraciones. Autores que han proporcionado una

desmostracion de este resultado son Ellison (1964) y Zacks (1981).
Lema 2.6.1. Si U ~ N4(0,%), entonces

k
E{®(hU +k)} =@ (m) : heR% keR. (2.17)

Demostracién: Ver Ellison (1964).

Este resultado por lo general se presenta para el caso univariado.
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Lema 2.6.2. Sea Y ~ SNy(p, 3, N). Entonces la funcion generatriz de momento es

1
M (t) = 2exp {tTu + §tTEt} d(n't), teR% (2.18)

donde
n=(1+ATZA)"2ZA.

Demostracién: Por definicion

M(t) = 2 / exp(t y)bu(yl, £)BIATE2(y — ) dy.

R4

Sea k = X71/2(y — p). Se tiene que dy = |X|"/2dk, de modo que

M(t) = exp{tTu}/exp{tTEUQk}gbg(km,E)@()\TE_I/Qk)dk,
Rd

2exp{tTp,} 1 Ty-1 T1/2 Ty —1/2

= QGXp{ ~t'St+t" }E [@(AT(U + %¢))],
A3t
:2exp{ t'St+t' p }@( >
V1I4HATEX
= 2exp {tTu+ —t'® t}CID t € R
).

El resultado sigue del Lema (2.6.1
[

Para mas propiedades de la distribucion SN multivariada, vea Azzalini & Dalla-Valle

(1996) y Azzalini & Capitano (1999).
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2.6.3. Mezcla de distribuciones skew normal

Una distribucion de mezclas finitas es obtenida como un promedio ponderado de den-

sidades f1,..., fk con pesos no negativos my,...,Tg, que representa la probabilidad
K

de las subpoblaciones, de modo que Y 7, = 1. Luego una densidad de mezclas finitas
k=1

toma la siguiente forma:

K
f(yS 0,71') = Zﬂkfk(ywk)? Yy E Rd?
k=1

donde 6y, representa el vector de pardmetros de la k-ésima subpoblacién, 7 = (7, ..., 7Tk)
y @ = (01,...,0k). Una revisiéon completa de los modelos de mezcla finita es el libro
de Mclachlan & Peel (2000).

Si fi(y) es ladensidad SN dada en (2.13), obtenemos una mezcla finita de distribuciones

SN multivariadas, cuya densidad es dada por

K
Fly:0.7m) = 2> my(ylpe SOy — m). y R (2.19)

k=1

donde 6y = (py, Xk, Ax). Se denotara esto por y ~ MESNy(0).

Proposicién 2.6.1. Sea Y ~ M FSNy(0), entonces la funcion generatriz de momento

de'Y en el caso K=2 es dada por

1 1
M (t) = 2mexp {tTul + 2tT21t} d (6{2}/%) + 2mexp {tTug + QtTEQt} (8] 21/°t), teRY,

(2.20)

donde 6; m,z 1,2.
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Demostracion: Por definicion,

2
M) = 2 [ expltTulS oyl S = - )iy,

e k=1
2

- Yon [2 [ expe syl e, {Akz,gl/"’(y—uk)}dy],
= Rp
k21

= ZWkMk(t)7
k=1

donde M (t) esta dado en (2.18) con (u, X, d) reemplazado por (g, X, Ox).

]
A partir de (2.20) podemos encontrar la esperanza y la varianza de Y ~ M FSN (),
para K = 2,

2 2
E{Y} = m {,u,l + \/;2}/251} + 1 {ug + \/;25/252} )

2 2
Var{Y} = m {21 _ —21/251512}/2} + 7y {22 - _g;/2525§2;/2} :
™ ™

29



Capitulo 3

Modelo con Error de Medicion

Two-Piece Normal

En este capitulo se estudiard el MEV definido en (1.2) y (1.3), en donde suponemos
que la covariable £ o el error de la ecuacién e sigue una distribucién TP. A partir de
estos supuestos entregamos luego una extension multivariada, hacemos distintos tipos
de andlisis, tanto de inferencia como estudios numéricos utilizando datos simulados
y reales. Cabe destacar que al momento de incorporar algunos de los dos supuestos
al MEV obtenemos una mezcla de distribuciones skew multivariadas. En Mclachlan
& Peel (2000) encontramos un estudio detallado de este tipo de distribuciones y una
descripcion de algunas metodologias de estimacién.

Los resultados que se presentan en la siguiente seccién son basados en la distribucién
TP normal(TPN) que es obtenida desde (2.3) para f(z) = ¢(z) = (2r) 2 27",
x € R, i.e, es generada por la densidad de la distribucién normal. Nos referiremos a
esta distribucion como TPN(u, 0,7), diremos que la variable Y sigue una distribucién

TPN con parametro de localizacién u, parametro de escala o y parametro de asimetria
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v, cuya densidad esta dada por

0= i 1 ) e+ (55 ) et} 00

0«297@) (Zs_(yl;) lipoe) (y) + Ui?;)ﬁb (Ziﬁ) Ioom(), yeR,  (32)

donde la ultima expresion usa la propiedad P1 de la Seccién 2, y se debe pretender que
las funciones s y t se hayan fijado de una vez por todas, obviamente en las condiciones
establecidas en la Definicion 2.1.1.

Para la distribucion de TPN, las propiedades mencionadas anteriormente para la familia
TP, pueden especificarse ain mas. En particular, a partir de (2.8) y los resultados
intermedios proporcionados en un apéndice, obtenemos las siguientes expresiones para

el valor medio, la varianza y las medidas de asimetria y kurtosis de Pearson, donde

w = at(y):

E{Y} = p+ \/g(q—l) w,

3
+1 2
Var{y} = {q+1 —;(q—1>2}w2,

JE = VA D) (@-1)" =3+ 1) (g - 1) +2(* — 1)} g+ 1)

{q3 +1-2(g—1)"(a+ 1)}3/2
{2+ Da-D'+ 2@+ V-1’ - L' - Da—1) +3(" + D} (g + 1)

By = 5
{¢#+1-20-1"(+1)]

En este simple ajuste, uno puede verificar de forma algebraica el efecto que ocurre al
cambiar las funciones (s, t) por (¢, s). Como se indica en P6 de la Seccion 2, esta accién

implica la modificacién de ¢ en 1/q, y de w en wq. La sustitucién de estos términos
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modificados en las cuatro expresiones basadas en los momentos del parrafo anterior
confirma lo siguiente: la diferencia E{Y'} — u y /B el signo se invierte, Var{Y} y /3,
se matienen. Todos estos cambios y los que no, son esperables de la relacién de espejo
de la densidad con respecto a .

Los casos de especial interés se dan a continuacion. Los valores del limite cuando ¢ — oo

se han calculado como se indica en el apéndice.

q() VBi B

qg=1 0 3

) VE-i4D) Bl
TRy 0y
e VEESD Bl

VE(=2)" =2y

Una medida alternativa de la asimetria de una distribuciéon unimodal con funcién de
distribucién H es el indice de Arnold-Groeneveld (AG) definido por AG=1—-2H (my) €
(—1,1) donde my denota la moda (tnico). Como lo demuestra Fernandez & Steel

(1998), para la familia TP en (2.1.1) esta medida se convierte en

3.1. Caso univariado

Los MEV son generalizaciones de los modelos de regresién clasicos, donde al menos

uno de los predictores estd contaminado con un error de medicion.

Consideremos las ecuaciones (1.1) y (1.2), es decir
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y = a+p+e, (3.3)

donde £ no se observa directamente. En su lugar, observamos una variable z, de modo

que

r = £+0. (3.4)

El modelo de error de medicién (3.4) establece que £ no es observable, y la variable
observada = puede ser vista como una estimacion no sesgada de £. La estructura (3.4)
es llamada aditivo ya que se define en términos de errores de medicion aditivos, espe-
cificada por d. De esta forma, el sistema conformado por las ecuaciones (3.3) y (3.4) se
llama MEV, como detallamos en la capitulo de introduccion.

En este trabajo nos centraremos en el modelo estructural, en primer lugar supondremos

que

¢ ~ TPN(ui, 02,7). (3.5)

Utilizando las regresiones definidas en (3.3) y (3.4), se obtiene el modelo funcional

definido por

y|§ ~ N(a+5£703)7 (36)
z|& ~ N(&03), (3.7)

se tiene que dado &, x e y son independientes. Para obtener el modelo estructural

TPN propuesto en esta seccién, consideremos en (3.6)-(3.7) la hipétesis (3.5) para &,
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llamaremos a este MEV estructural como TPN-MEV, notar que para v = 0, este se
reduce al modelo estructuralal normal. Luego la densidad condicional de (z,y)" dado

¢ puede ser definida como,

Fo,yle) = — ¢(y_0‘_65)¢<5”‘5).

00§ O¢ gs

Asi, considerando (3.5), se tiene que la densidad marginal conjunta de (z,y)" es dada

por
faw) = [ reyosned
= o[ () e (550 o () oo+
L) () () i
donde ¢, = 2r(7) , para r = s,t.

050:0¢(s(7) +1(7))

Para resolver este tipo de integrales, es necesario mencionar el siguiente lema.
Lema 3.1.1. Sean T = (t1,...,tx)" yw = (w1,...,wy,)", vectores aleatorios tales que
T|w ~ Np(a+ Aw, Q) y w ~ N, (b, B),

y denote por ¢p(T;a + ASY) y ¢p(w; b, B) las respectivas densidades. Entonces,
or(T;a + Aw, Q) (w; b, B) = ¢p(T;a + Ab, Q2 + ABA" )¢, (w; M| Dwlr), (3.8)

donde

polr = b+(AB)' (2+ ABA") (1 —a — Ab),
Yo = B—(AB)'(Q2+ ABA") '(AB).
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Demostracion: Usando las propiedades de la esperanza condicional,

Var{t} =Q+ ABA", E{r}=a+ Ab, Cov(T,w)= AB.

De aqui se concluye que la distribucion conjunta de 7 y w esta dada por

T a+ Ab Q+ABA'" AB
( ) NNk+m

b || BT B
de donde se concluye que,
T~ Ni(a+ Ab,Q+ ABA") y w|t ~ Ny (Beofrs Zsjr) - (3.9)
n
Introduciendo los vectores z = (z,y)", €= (5,¢)", a = (0,a)",b = (1,87,
3 = diag(03, 02), esto se puede escribir de una forma mas resumida como
z=a+ b§ + e, (3.10)
entonces,
02 (230 +bE, ) = d1 (y; 0 + €, 02) 61 (236, 05) . (3.11)

Teorema 3.1.1. Bajo el modelo de error de medicion TPN-MEV definido en (3.6)-

(3.7). Entonces, la variable observada z = (x,y)" tiene densidad marginal dada por

f(2:0) = 2m, (21, 35) 1 (R (2 — p)) + 2medho (23, 5p) 1 (R, (2 — p)), (3.12)

donde @ = (o, B, e, 02,02, 02,v)" y cada uno de sus componentes son definidos como
He, 0¢, 0,05

35



p=a+bpug, b, = s(7)be, by = —t(7)be, be = o¢b, (3.13)

() Ty —1p \—1/2¢—1
Y, =+bb, m=—-"— h.=(1-bXb)"Z b, (314
s(y) +t(v) ( ) (3.14)

para v = S,t.

Demostracién: Usando la representacién jerarquica (3.6)-(3.7) y usando el hecho que

¢ tiene densidad TPN como en (3.5), tenemos que

f(z:0) /_ 62 (1@ + bE, ) h(E: e, 0, 1) de,

[ otmarsem st o (Cats ) tem@ 4o (S5 femvatof e
=

_ Q(S(){/ ¢2 (z;a+ bE,X) ¢

sty L e e () [ otmarena ()

Haciendo cambio de variables £ = (& — u¢)/oes(v) v & = (£ — pe)/o¢t(y) y notando que
?(&) = ¢(&;0,1) concluimos que

f(z:0,7) = 2{ / 03 (2 11+ by, ) 6(64:0, 1)dEo+

s(y) +¢(
) /0 b2 (z;u+bt&,2>¢<ft;o,1>dst},
= omin (s [ 6(650I5 e - w1 - b] B 0,) des +
0

2m 2 (23 p, ) / ¢ (&b 27 (2 — ), 1— b/ B7'by) d,
0

b/ Nz — b/ (2 —
= 2m¢2 (25, 35) Oy (Ss(“)) + 2mdo (25 1, ) By (tt(“)) ?

\/1-bI2: b, \/1-b/Z b,

36



donde usamos la representacién-marginal de la densidad normal multivariada dada en (3.8).
Vale la pena senalar que 1 — b,T 3.7 1b, > 0 para r = s, t. Para ver esto, se utilizé la conocida

formula de Sherman-Morrison.

> 15,6 271
> = (2 b bT> =yl 2 O 3.15
T + rYr 1 + bTTE_le7 ( )
para obtener facilmente 1 — b X-1b. = (1 + b X71b,)! > 0, para r = s, t.
|

Una carateristica interesante del modelo estructural TPN-MEV con densidad en (3.12) para
los datos observados z, es que representa una mezcla de dos componentes de densidades SN
dada en (2.13). Especificamente del Teorema 3.1.1 tenemos que z tiene una distritucién dada

por

WSSNZ(N&ES’AS) +7TtSN2(llft72t’At)7 (316)

donde p, = 'y

—-1/2
3 b
AT: r r T:S,t.

\/1-bI2 b,

Por lo tanto, usando (3.15), obtenemos

—1 -1
bzl = (1+b,T2—1b,T) b =1, 1—bj2;1br:<1+bI2‘1br> , (3.17)

asi el termino h, en (3.14) se puede reescribir como

hy = (1405 ',) /*2 b,

asi (3.12), quedaria representada de la siguiente manera

b2~ (2 — p) bE (2 - p)
2:0) = 2myo (2, B+ bbT )@ [ 22 E R ) o by (2 S bb) ) @ | 2 E ) )
f=:6) o2 (= ) <\/1+th21bt @2 (= tbe ) V11 0b] = 1b,
(3.18)
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3.2. Extension multivariada

En esta seccion se estudiard una extension del MEV, en donde disponemos de varias respuestas
y un predictor medido con error.
Consideremos el modelo de regresion multivariado con error de medicién aditivo definido por

las siguientes ecuaciones

yi = o+ B& + e, (3.19)

z; =& + 0, (3.20)
i=1,...,n,donde y; = (¥i1,...,¥iq) " esun vector de respuestas para la unidad experimental
i, & es la covariable no observada (verdadera) en unidad i, e; = (g1, ...,;4) ' vector aleatorio
en la ecuacién y el error de medicién de la respuesta, a = (aq,...,aq)" y 8= (B1,...,84)"
son vectores de pardmetros desconocidos. Aqui, para cada unidad de muestra i = 1,...,n,
la ecuacién (3.20) especifica un modelo de regresién multivariado, en donde el vector de
respuestas y; esta relacionado a una covariable no observada &;. Por ejemplo, las observaciones
Yij, J = 1,...,d provienen de d instrumentos que miden la caracateristica §; asociada a la
i-ésima unidad muestral. Como se indica en la ecuacién (3.19), z; es una medida sin sesgo
obtenida con error de &;, donde el error de medicion es representado por §;. Dicha medicién se
puede interpretar como la realizada por un intrumento padrén o de referencia. Considerando
los vectores z; = (z;,9, )", € = (6;,e] ), a = (0,a”)T y b= (1,8")7, una representacién

mas compacta del modelo definido en (3.19)-(3.20) es

z; = a + b&; + €, (3.21)
i = 1,...,n. En este trabajo, se estudia el enfoque estructural, como fue mencionado an-
teriormente, donde las covariables latentes &1,...,&, son consideradas variables aleatorias.
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Ademsds, podemos suponer la independencia entre &; y €; para cada i = 1,...,n. Por lo tanto,
de acuerdo con (3.21) la distribucién de z; se define una vez que se especifica la distribucién de
& vy €;. Especificamente, consideremos el MEV estructural dado por (3.21) con las siguientes

suposiciones

§& ~ TPN(ug, 0¢,7),

€ ~ Ng41(0,%),

i=1,...,n,y donde

Jg 0
Y= . (3.22)
0 X

Aqui X, es una matriz de covarianza d x d arbitraria, y asumimos independencia entre todas
las variables (&1, €1, - . ., €n, & ). Nos referiremos a este MEV multivariado como TPN-MEVM.
Este modelo puede especificarse de forma equivalente usando la representacién jerdarquica

siguiente,

zi| & ~ Napi(a+0bg, %), (3.23)

& ~ TPN(ue 0¢,7)- (3.24)

El siguiente teorema representa el principal resultado de esta seccién. Donde 0 es el vector

de pardametros formado por diferentes componentes (v, 3, fe, Ug, O'g, Ye,y)-

Teorema 3.2.1. Sea el modelo TPN-MEVM estructural definido por (3.23)-(3.24) y el su-
puesto de independencia entre los vectores de n componentes, los vectores aleatorios observa-

dos z; son independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.) con densidad dada por

f(2i;0) = 2msp14a(zi; p, 3Bs) Py (hz(zi - H)) + 271 1a(2is p, Bt) D1 (htT(zz‘ - M)) , (3.25)
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i=1,...,n, donde sus componentes estin dados por

©=a-+bpue, b = S(’y)bg, b, = —t(’y)bg, be = o¢b, (3.26)
r(v) Ts—1p \—1/251—1

¥, =X +bb,, Tp = ———— h,=(1-b'Z'b, > 1b,. 3.27

S+ 1) ( ) (320

para r = S,t.

Demostracion: Claramente los z; son vectores aleatorios iid. Por lo tanto es suficiente
mostrar solo para la unidad i. Luego, la demostracion es andloga a la desarrollada en el
Teorema 3.1.1.

|
En este caso que la densidad del TPN-MEVM estructural en (3.25) para los datos observados
z; pertenece a la clase de mezcla de densidades SN multivariada donde sus componentes
estan definidos en (2.13). Especificamente, desde el Teorema 3.2.1 tenemos que z;, .. ., 2, son

vectores aleatorios iid con distribucién dada por

TsSNiya(fs, B, As) + TeSNipa(pe, B, Ae), (3.28)

donde p, = p y

x, %b,
A= r=s,t.

\/1-bI2 b,

Por lo tanto, usando (3.15), obtenemos el caso multivarido, es decir

b/ X ' =(1+b/27,) /=, 1-b/Z'b,=(1+b/27'b,)7,

asi, el término h, en 3.27 puede escribirse como

he=(14+b2'b,) /> 5 b,
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Por otro lado, si b, = wbe para r = |w| y w € {—t(v),s(7)}, que es una v.a. con funcién de
probabilidad p(w;vy) = sl fw—s(v)} + TtLfw=—t(y)}» entonces tenemos la siguiente formulacion

la que es equivalente a nuestro modelo:

Proposicién 3.2.1. El modelo estructural TPN-MEVM definido por (3.23)-(3.24) tiene una

representacion jerdrquica de la siguiente manera:

Zi|’Ui, w; %i Nl—i—d(” + bvw;, 2), (329)
vilwi % HN(0,03), (3.30)
id
Wi < p(wi; ’7) = WSI{wi:s(v)} + Wt]{wt:—t(w)}a (331)
donde v; y w; son variables independientes, para i =1,...,n.

Demostracién: De acuerdo a la propiedad P2 de la distribuciéon TP, combinado con el su-
puesto (3.24), podemos decir que existen variables aleatorias auxiliares uy, ..., u, y w1, ..., wy,

que son mutuamente independientes, de tal manera que & = p¢ + ogu;w; con u; W N1(0,1)

jid . C
y w; ~ plwi;y) = Tslfwi=s(y)} + Ttlfw,——t(y)}, Para @ = 1,...,n. Por suposicién 1,...&,
son mutuamente independientes de €1, ..., €,, por lo tanto (uj,w1),..., (un,wy) son también
mutuamente independientes de €1, ..., €,. Usando esto en (3.21), podemos escribir,

zi = a + b(pg + ocwiu;) + €, = p + bwv; + €,

con p = a-+bpue y v; = o¢u;. Dado esto, la prueba sigue al condicionar el vector de observacién
z; en las variables auxiliares (v, w;).

|
Como primera consecuencia de la Proposicion 3.2.1, calculamos los dos primeros momentos

de las variables observadas z;. Donde, usando que
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E{viw;} = oeB{u; }E{w;} = \/305{8(7) —t(y)}

s(7)° +t(v)°
s(y) +t(v)

I

E{vjw;} = ofE{ui}E{w]} = of

obtenemos

E{z;} = E{E{z |v,wi}}

= a+buc+ \/E(S(V) — (7)) o¢b,
Var{z;} = E{Var{z; |v,w;}}+ Var{E{z; | v;,w;}}

_ {3(7)3 +i(y)? 2
s +t0) 7

—wwwﬁww}ﬁwT

La representacion jerarquica (3.29) a (3.31) serd muy tutil en el andlisis estadistico del modelo

TPN-MEV. Especificamente, veremos en la siguiente seccién que facilita considerablemente

la implementacién de un algoritmo de tipo EM para la busqueda del EMV. Para este fin,

necesitamos desarrollar los resultados que se presentan a continuacién en la Proposicién 3.2.2.

Para simplificar la notacién, definimos po,, = o¢by, X! (2 — p) y 02, = ag(l —b,, Z;lby,),

donde by, = wibg y Xy, =X +b b, . Notar que por (3.15)

Wi Fwy

_ O'Ebliz_l(zi — ) o2 — O-g
Hw; 1+ bgizilbwi y Tw; 1+ bgizilbw,‘ )
parai=1,...,n, dando lugar a
Hw, bLE_l(’zi — 1)
Tw, = — =

Proposicion 3.2.2. Bajo el modelo jerdrquico 3.29 a 3.31, obtenemos

p(w; | z;;0) = Tsid fuw=s()} T Ttid fr;=—t()}

foi | wi,2i;0) = 1 (vii fa,, 0o, Lpis01/ @1 (Twy) 5
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i=1,...,n, donde py, y 012”2, estan definidas en (3.32), y

Trd14d(zis p, X+ brb;r)q)l (7r:)
7Ts¢1+d(zi; M, X+ bsb;r)(I)(Tsl) + 7Tt¢1+d(zi; M, X+ btbl—fr)q)(Tti)’

Tri = Wr(zi) =

2
Pri d
Tri — 0_7:7 Hri = Uéh:(zi - N)? 0—7% = H@Tﬁ
parar =s,tyi=1,...,n. Ademds
E{si | 2;0} = 7si— 7 =2ms — 1, (3.36)
E{vi | z;0} = {psi +0sC(7i)} mai + {peei + 0¢Ci(720) } 7, (3.37)
E{U? | Zi5 0} = {,LLEL + 0'3 + Hsia's<1(7—si)} Tsi + {,Uz?l + 0',52 + NtiUtCI (Tn‘)} STR (338)
Efviwi | z:;0} = s(y) {psi + 05Cu(76i) } mei — ¢(y) {pes + 00Ca(74) } s, (3-39)
E{vjw; | 2:;0} = s(7)? {udi + 05 + psi05C1 () } msi + t(7)° { i + 07 + peioeCi (o) } meas (3.40)
i=1,...,n, donde s;=sign(w;)e {—1,1} y C1(u) = ¢1(u)/P(u).
Demostracién: Como para cadai = 1,...,n, v; y w; son independientes, entonces por (3.29)
y (3.30) y las propiedades de la distribucién normal multivariada tenemos
f(zi | vi,wi; 0)f(vi; 0)
w2z O
f(U’L | Wi, Zi, ) f(zz ‘ wi;H)
 Prralzi e+ viwib, £)261 (033 0, 07) I+ (vs)
f(zi | wi; 6)
201 1a(Zi; 1, B + wibgb )1 (vis fruw,, 7, ) I (v)
= , (3.41)
f(zi | w;0)
y, haciendo cambio de variable u; = (v; — fo;) /0w,
> T
Failwi8) = [ 2ratei S+ wibeh] on (v s 0%, ) o
0
o0
= 2¢144(zi;p, X2 +w?b§bg)/ é1(us; 0, 1) du;
= 2611a(zi; p, B+ wibeh{ )P (1,
wibl X1 (z; — )
= 2011a(zi . B + wibeb )0 [ —= ’ (3.42)

|1+ w?b] = b
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Notar que de (3.42), (3.25) se puede reescribir como

f(zi;0) = 7sf(zi|wi=s(7))+mf(zi | wi =—t(y)). (3.43)

Por lo tanto, la funcién de probabilidad condicional en (3.34) se obtiene usando la férmula
de Bayes, (3.42) y (3.43), mientras que la densidad condicional en (3.35) se obtiene aplicando
(3.42) en (3.41). Para (3.39) y (3.40), tenemos por (3.35) y los dos primeros momentos de la

normal truncada (ver por ejemplo, Arellano-Valle et al. (2005b)) que

E{si|z;0} = 2mg —1,
E{v; | z;;0} = E{E{v; | wi, 2;;0}}
= E{lpw, + ow,C1(7w,)] | 250},
E{v] | z;0} = E{E{v} | w;,z:0}}
= E{ui, + o, + 0w, (70,)] | 2356},
E{viw; | z;;0} = E{w,E{v; | w;, z;;0}}
= E{wilpw; + 0w, 1 (7w,)] | Zu;; 0},
E{viw] | 2;0} = E{w/E{v] | w; z;0}}
= E{wiud, + o5, + twow, G (Tw,)] | 236}
Finalmente, (3.39) y (3.40) se obtienen usando (3.34).
|

En muchas situaciones también es interesante estimar la variable explicativa no observada &;,

para i = 1,...,n. Para ello, es habitual considerar la media a posteriori
E{& | zi3 0} = E{(pe + viwi) | 25,0} = pe + E{viw; | zi; 0},

parat=1,...,n. Por lo tanto, si 6 denota el EMV de 0, entonces &;, puede ser estimado por

& = fie + 0¢(vw);, donde (vw); = E{v;w; | 23 5}
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Capitulo 4

Maxima Verosimilitud

En este capitulo se desarrollan aspectos de inferencia para el modelo propuesto TPN-MEVM
definido en (3.25) asumiendo d > 1. Dentro de la literatura se pueden encontrar varios
trabajos en donde se aborda el problema de estimacién de mezclas finitas, uno de ellos es el

realizado por Tzy & Tsung (2010).

4.1. Estimacion de maxima verosimilitud

Es bien sabido que la funcién log-verosimilitud asociada a una densidad de mezcla finita es
generalmente bastante engorrosa para maximizar cuando se busca EMV. El enfoque empleado
habitualmente en este contexto se basa en algunos de los algoritmos de la familia EM, ya
que su esquema subyacente coincide naturalmente con la estructura de mezclas finitas y,
adem3s tienden a ser numéricamente estables. Especificamente, para estimar los parametros
del modelo (3.25), utilizaremos la técnica de ECM estudiada por Meng & Rubin (1993).

Para llevar a cabo este programa, comenzamos considerando la representaciéon jerarquica

(3.29)-(3.31) y el hecho de que
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_ Wg1+5i)/zﬂ§1_5i)/2

p(wi; 7) = 71—sI{wi:s('y)} + ﬂ—tl{wi:—t(fy)} I{si::i:l}a

donde s; = sign(w;). Ya que f(z;, v, w;;0) = f(z; | vi,wi; 0)f(vi | wi; 0)p(w;;y), la log-
verosimilitud de @ basada en los datos completos ¢; = (z;, v, w;), es £e(O5¢1,...,¢p) =

Yo, Lei(0;¢i), es entonces

donde

1 1
le,(0;ci) = 5(1 + si) log ms + 5(1 — si) log m; +10g{261(vi; 0,0¢)} + log ¢ay1(2i; p + viwib, )

1 1 1 1 1
= 5(1 + s;) log s + 5(1 — ;) logm +log2 — 3 log(27rag) - T‘gv? —5 log [27X|

1 _ _ 1 _
—§(zi — )" 2Nz — ) 4 vawi(z — p) TE T — i(viwi)QbTZ p
1 1 1 o1, 1 )
= 5(1 + s;) log s + 5(1 — ;) logm +log2 — 5 log(2mog) — T‘gvi ~5 log(27moy)
1 1 1 1
_203 (i — pa)® + ;gviWi($i — pg) — —203 (vjw;)? — 5 log | 27X, |

1 _ - 1 _
—5(% — ) "B Ny — )+ viwi (yi — py) T 2018 — §(ini)2ﬁT26 '3,

teniendo en cuenta las expresiones (2.6), (3.22), p = (pa,pty)| = (pea’ + 87", y
b=(1,8N)T.

Por razones operativas que quedaran claras en un su momento, el componente final de 6
se reemplaza por 7, para el desarrollo del algoritmo ECM. Donde v y 7, estan relaciona-
dos, la modificacion es solo superficial. Por este motivo y para evitar la introduccién de un
nuevo simbolo, conservamos el simbolo 6 después de esta modificacién. El algoritmo ECM
propuesto procede mediante la iteracion de los siguientes pasos, donde denotamos el valor del

vector de pardmetros en la k-ésima iteracién del algoritmo mediante ), con componentes

(), 68, 4 209 20 5 70
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Paso-E De (3.36) a (3.40) con 8 = %) calculando la esperanza condicional

s® = E{s; | 20"},
("Uw)zm(k) = E{(Uz‘wi)m!zi;O(k)} param=1,2,

@ = Efe? |6z}

con estos ingredientes, computar la funcién objetivo

QO 60™)=>"Qi(0] o),
=1

donde

Qi(016W) = E{l(8;c;) | 0%); 2}

1 1 1 1
= —(1+ sgk)) logms + (1 — sgk)) logm +1log2 — = log(27m§) - —2@?(@
2 2 2 20£
1 2 1 2, 1 k 1 2(k)
—g log(2705) — Q(fﬂi — pha)” + ;g(”w)( @i — pta) — T‘_g(vw)i

1 1 _ k _
—5log | 272 | =5 (ui - 1) 50 (i — ) + (0w) P (g — ) TS B
1
—i(vw)?(k)ﬂTEe_lﬂ-

Paso-CM.: Maximizando la funcién Q(@ | (%)) con respecto a 6 sobre la restriccién my+m; =

1. Esto se logra mediante los siguientes pasos:

Paso-CM.1: Actualizar ng), W,gk),ag(k), ug(ck) y uék) por
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5(F)
N

z -
xFD 1—25()’
s Lyn
pdH = l(lvw)
uy = g - (w)™

donde =370y i/nyy =32 yi/n, s *) = =3 7, /” y (vw)® = Z?:1(Uw)(k)/n-

Paso-CM.2: Fijando p, = u;(,;kﬂ) Y fy = u?(/kﬂ), actualizando B, O'g(k) y 22’“) por

B(k—;—l) _ D i 1(““’)( )( Mz(Jk+1))
S (ow) Y

1 n n n
o = {Z( = ) 23w (a u;’f“’wZ(vw)?(“},

n
=1 =1 =1

1 n
D+ = 72 yi — (k+1 (yi_'uz(Jk—H))T+ﬁZ(vw)?(k)ﬁ(l@—&-l)(ﬁ(k—i—l))T

i=1
n

1
LS o) (g — ) (800) T - B0 S ) — )
=1

=1

Paso-CM.3: Actualizar ,uék) y a®) por

pdt =y,
okt — Mz(/k+1)_ﬁ(k+1)'uék+1)'

Observacion 4.1.1. Tras la convergencia iterativa de ECM, la estimacion de v puede ser
obtenida mediante una adecuada representacion de (75, ), vistas como funciones de . Como

ya se senalo, la condicion de monotonia en la Definicion 2.1.1 implica que w5 y 7 son
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funciones invertibles de y. La expresion explicita de la representacion puede resolverse para
elecciones especificas de (s(7y),t(7y)). Por ejemplo, si hemos establecido (s(v),t(v)) = (1 +
v,1 — ) con la condicion que |y| < 1, entonces ms = (L +4)/2 ym = (1 —7)/2, y la
correspondiente estimacion de vy es

AT — g (t1) _q — (k)

Observacién 4.1.2. El caso mds comun considerado tanto en la teoria como en las aplica-
citones es cuando los errores de medicion no estan correlacionados, y por lo tanto la matriz
Y. es diagonal, es decir X, = dz’ag(azl,...,agd). En este caso, las ultimas ecuaciones del

paso-CM.2 del algoritmo anterior se simplifica a:

(k)

actualizar Ocj @
1< k1 k1) k1 k)12 N 2(k
Ug](k—f—l) == {Z(yw _ /J“(yj+ ))2 _ 2,6]( + )Z(Uw)(k)(yij _ 'u?(”ﬂ‘ )) + (163( + ))2 (U,w)i( )}’

Observacion 4.1.3. Las iteraciones del algoritmo ECM se repiten hasta que la diferencia
entre dos valores sucesivos de la log-verosimilitud, [((0F+1); 21, ..., 2,) —£(0W); 2z1,..., 2,)],
es suficientemente pequenia, podemos suponer que esta diferencia es de 1076, Como valor ini-
ctal del algoritmo, podemos usar el vector de medias de la muestra de Z para w, la varianza

muestral y la matriz de covarianza S2 =1 (z; —T)?/ny Sy => 0 (¥i —Y)(yi —Y) " /n

para 02 = g + O'g y e, respectivamente, y la asimetria de las variables explicativas obser-
vadas x1,...,%Tn, €S €S g1 = M3g/May, donde my, = Y i (x; — Z)3/n, para . Como una

opcion simple para los puntos de partida de ag y B uno puede tomar S% y B = Syx/Sg, res-
pectivamente, como si no hubiera error de medicion. Como para ag, se puede establecer igual
a una fraccion de ag; en nuestro trabajo numeérico del proximo capitulo, hemos iniciado el

proceso iterativo con Ug = Ug.
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4.2. Matriz de informacién empirica

Para calcular la covarianza asintética del EMV de los parametros del TPN-MEVM propuesto,
seguimos a Lin (2010). Segin lo definido por Meilijson (1989), la matriz de informacién

empirica puede ser aproximada por

10:2) = 3 Uz 0)U (2:0) — nT(2:6), (4.1)
i=1

donde U(z;,0) = 23" | U(2;6) y U(zi,0) es la funcién de score empirica para el indice i.

Segtin Louis (1982), es posible relacionar la funcién de score de la log-verosimilitud incompleta

con la experanza condicional de la funcién log-verosimilitud de datos completos. Por lo tanto,
una funcién de score individual puede ser determinada como
_ Ologf(=:.0) _ { AL, (6; ci)

U(Zl,a) = 00 90 2270}7

donce ¢; es el vector de datos completos y £.;(0;ci), es la verosimilitud completa de los datos

formados a partir de la i-ésima observacién. Donde 0 es el estimador de MV de 0, dado que

~

de (4.1) se tiene que U(z,0) = 0. Por lo tanto la matriz de covarianza asintética de EMV

puede ser aproximada por la matrix de informacién empirica I, dada por

I(6;2) = > UU/, (4.2)
i=1

~ ~ ~

—~ ~ —~ —~ —~ —~ T
donde U; = U(z;; 0) = (Ui,a, Ui Ui U2, Usr2s Uiz, Um) con
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Uia = B {yi — iy — T0iBB}, (43)
s = el — fy) + @wi(y; — fiy — fieB) — vw? B}, (4.4)
. 1 o P P
ime = =@~ g — vwi) — B S8+ BE (i — a — owi), (4.5)
6
N 1 1 ~
Uz‘,ag = T2 + ﬁ”%a (4.6)
¢ ¢
A SN2 g SN 42D
Uioz = _ﬁ + T’,\(‘Sl{(xi — Hg)” — 20w;(x; — fig) + v2w?;}, (4.7)
. 143 1-50
b, = ro0m  1-5i0m (43)

27y Oy 2 Oy

Para el caso especial de la parametrizacién simétrica {s(vy),t(y)} = {1 +~,1 — v}, se tiene

que
S 1 1 + /3\7, 1-— gz
Uin= - — — — . 4.9
v 2<1+7 1—7) (49)
Ademis, si B.=diag(c?, ... ,azd), las estimaciones para (72 »2 se simplifican a
"ej
i 1 1 52 gnw S NB L3 A2y
Uio2. = = + o= (Wi — Iy;)” — 20wi(yi; — fiy;) 85 + v*w?B5}, 5 =1,....d. (4.10)
ej 2aej 2aej

En particular, si 3, = 021, la ecuacién (4.10) tendria una simplificacién adicional, esto es

. 1 1 ~ SN s et
Uige = —— + == {(yi — Iiy) " (wi — fiy) — 20w B (i — i) + v2w? 3" B}
: 9 9
J Oc; O¢j
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Capitulo 5

Evaluaciones Numeéricas

En este capitulo presentamos varios resultados de simulacién con el objetivo de ilustrar el
funcionamiento del algoritmo ECM propuesto, verificar si los errores estandar proporciona-
dos por la aproximacion de la matriz de informacién empirica son apropiados, y evaluar el
desempenio del modelo propuesto frente perturbaciones de la distribucién de la covariable

latente.

5.1. Evaluacion del modelo TPN-MEV cuando ¢
distribuye TPIN

Se realizard un pequeno estudio de simulacion para investigar la funcionalidad del algoritmo
ECM propuesto para el modelo TPN-MEV y verificar si estimacion de los errores estandar

proporcionados por la aproximacion de la matriz de informacién empirica es apropiada.

Se simularon datos para (3.23)-(3.24) con d = 2, y los siguientes valores para los pardme-

tros: @ = (aq,0)" = (0,0)7, B = (B1,B82)" = (LT, pe = 1, O'g =1, 02=05, B, =

diag(c? , 02 )=diag(0.25,0.25) y 7=0.25,0.5 y 0.75. Se generaron N=2000 replicas, para mues-

ey’ ez

tras de tamano n=100, 500 y 1000 del modelo. En cada repeticién, se obtuvieron las esti-
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maciones de los parametros y los errores estandar usando la matriz de informacién empirica.

Finalmente, para cada componente 6,, de

2 2 2 2
0= (alva27517627”&7057057061706277

)T
se calcul6 el “Promedio”, la desviacién estdndar de las estimaciones, “SD” y los errores

empiricos estandar como
1/2 N

= 1 1 & = 1 12
0 0 0 o \2 mm
9m = N Z mj» SD = m ;(am]— - em) ’ SEemp = N ; (IJ ) )

respectivamente, donde [Jmm denota el m-ésimo elemento diagonal de la inversa de la matriz
de informacién empirica.

En la Tabla 5.1 se puede ver que, al aumentar el tamano de la muestra, el sesgo de EMV
(Z — 0;) disminuye para cada m. Ademds, la desviacion estandar de las estimaciones, asi
como los errores empiricos estandar, se acercan entre si y disminuyen con el tamano de la
muestra, esto muestra que el calculo de la matriz de informacién empirica seria correcto.
En las Tablas 5.2 y 5.3, se observa que para los valores de v, y=0.75 y v=0.25, el resultado
de las simulaciones es similar como cuando v=0.5, lo obtenido es bastante signifcativo, ya
que v se encuentran cercano a su frontera (y € (—1,1)), y esto puidiese ser un problema para
la convergencia del algortimo EMC, lo que no ocurre.

En la Tabla 5.4, se puede ver que los valores simulados para el modelo propuesto son muy
cercanos al modelo clasico TPN, a medida que el tamano de muestra aumenta los valores se
acercan y la desviacién estandar disminuye, esto muestra que el comportamiento del modelo

estudiado es bastante bueno.
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Tabla 5.1: Estimacion de la Media y desviacion estandar (SD) para las estimaciones de

maxima verosimilitud y estimacién de los errores estandar empirico (SE,,,) basada

en N=2000 replicas del modelo TPN-MEVM (7=0.5).

Para- Valor n=100 n=>500 n=1000
metro Verdadero Media SD SEemp Media SD SEemp Media SD SEemp
ay 0 -0.013 0.187  0.204 -0.004 0.083 0.084 0.003 0.057  0.058
Qo 0 -0.010 0.183 0.204 -0.007 0.083 0.084 0.002 0.058 0.059
051 1 1.008 0.094 0.103 1.002 0.041 0.042 0.999 0.028 0.029
B 1 1.007 0.091 0.103 1.004 0.041 0.042 1.000 0.028 0.029
He 1 0.976 0.356  0.415 1.003 0.143 0.123 1.002 0.099 0.090
0’2 1 0.962 0.202 0.259 0.990 0.093 0.094 1.000 0.066  0.066
og 0.5 0.487 0.090 0.097 0.497 0.039  0.041 0.498 0.027 0.028
o 0.25 0.243 0.065 0.069 0.248 0.028 0.029 0.249 0.020 0.020
a2, 0.25 0.244 0.064 0.069 0.249 0.029 0.029 0.249 0.020  0.020
y 0.5 0.532 0.225 0.424 0.503 0.087 0.129 0.496  0.059  0.091

Tabla 5.2: Estimacién de la Media y desviacién estandar (SD) para las estimaciones de

maxima verosimilitud y estimacién de los errores estandar empirico (SE,,,) basada

en N=2000 replicas del modelo TPN-MEVM(~=0.75).

Para- Valor n=100 n=>500 n=1000
metro Verdadero Media  SD SEemp Media  SD SEemp Media  SD SEemp
o 0 -0.033  0.227  0.250 -0.005 0.089  0.093 -0.002 0.067  0.065
1e D) 0 -0.034 0.220 0.198 -0.001 0.089  0.093 -0.004 0.067 0.065
051 1 1.013 0.089 0.112 1.001  0.037  0.039 1.000 0.028 0.027
B 1 1.015 0.095 0.089 1.001 0.036  0.038 1.002 0.027  0.027
e 1 1.000 0.296 1.484 0.987 0.171  0.246 1.004 0.129 0.143
O'g 1 0.975 0.217  0.596 0.988 0.099 0.124 0.995 0.074 0.078
o2 0.5 0.497 0.086 0.105 0.499 0.039 0.040 0.501 0.028  0.028
o 0.25 0.240 0.062  0.065 0.250 0.027  0.028 0.249 0.020 0.019
a’ 0.25 0.244 0.067 0.062 0.248 0.026  0.028 0.249 0.019 0.019
y 0.75 0.785 0.066  1.382 0.766  0.119 0.236 0.751  0.088 0.139
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Tabla 5.3: Estimacion de la Media y desviacion estandar (SD) para las estimaciones de

maxima verosimilitud y estimacién de los errores estandar empirico (SE,,,) basada

en N=2000 replicas del modelo TPN-MEVM(y=0.25).

Para- Valor n=100 n=>500 n=1000

metro Verdadero Media SD SEemp Media SD SEemp Media SD SEemp
a 0 -0.033 0.151  0.250 -0.005 0.070 0.072 0.002 0.053 0.051
Qo 0 -0.022 0.161  0.198 0.003 0.069 0.072 0.002 0.052  0.050
051 1 1.018 1.098 0.112 1.003 0.043 0.043 0.999 0.031 0.030
B 1 1.010 0.108 0.088 0.999 0.042 0.043 0.999 0.030 0.030
He 1 1.044 0.326 1.484 1.008 0.131  0.111 1.003 0.094 0.078
052 1 0.955 0.207  0.259 1.004 0.092 0.095 1.004 0.065 0.066
og 0.5 0.481 0.802 0.097 0.500 0.041 0.041 0.498 0.027  0.029
o 0.25 0.239 0.069 0.069 0.248 0.028 0.029 0.249 0.021 0.021
a2, 0.25 0.249 0.072  0.069 0.249 0.028 0.029 0.249 0.021  0.021
y 0.25 0.244 0.207 0.424 0.247 0.075 0.119 0.248 0.056  0.083

5.2. Evaluacion del modelo TPN-MEV cuando £ no
distribuye TPN

Se han realizado simulaciones adicionales para examinar el comportamiento de las estima-
ciones del modelo propuesto cuando la distribucién supuesta de la variable latente £ no se
especifica correctamente, es decir no es del tipo TPN. Especificamente, hemos considerado
dos alternativas: en la primera, las variables & siguen una distribucion ¢ de Student con dos
grados de libertad, denotada por t9; en el segundo caso, se ha utilizado una distribucién TP
con una densidad base t3, denominada TPty. Estas configuraciones son bastante diferentes
de la distribucién de TPN supuesta, ya que la densidad ¢ty (que impulsa ambas alternativas)
tiene colas mucho mds pesadas que la TPN; recordar que la varianza no existe para una
distribucién to. Los otros parametros se mantienen de la misma forma como se hicieron para
las simulaciones de la Tabla 5.1.

Los resultados de estas simulaciones adicionales se presentan en la Tabla 5.5 para el caso to
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Tabla 5.4: Estimacién de los paramétros y desviacion estandar (SD) usando el modelo

N-MEV comparado con el modelo TPN-MEVM(~v=0.5).

Para- Valor n=100(N-MEV) n=100(NTP-MEVM) n=500(N-MEV) n=500(NTP-MEVM)

ametro  Verdadero  Estimador SD Estimador SD Estimador SD Estimador SD
(o %1 0 0.010 0.138 -0.013 0.187 0.005 0.056 -0.004 0.083
Qs 0 -0.112 0.146 -0.010 0.183 -0.001 0.054 -0.007 0.083
51 1 0.964 0.106 1.008 0.094 0.977 0.042 1.002 0.041
B2 1 1.127 0.122 1.007 0.091 0.997 0.042 1.004 0.041
e 1 1.020 0.063 0.976 0.356 0.979 0.029 1.003 0.143
a? 1 0.825 0.074 0.962 0.202 1.097 0.029 0.990 0.093
Ug 0.5 0.491 0.117 0.487 0.090 0.487 0.028 0.497 0.039
O'gl 0.25 0.272 0.196 0.243 0.065 0.254 0.057 0.248 0.028
032 0.25 0.162 0.102 0.244 0.064 0.231 0.040 0.249 0.029
0% 0.5 - - 0.532 0.225 - - 0.503 0.087

Para- Valor n=1000(N-MEV) n=1000(NTP-MEVM)

ametro  Verdadero  Estimador SD Estimador SD
[o %1 0 -0.064 0.045 0.003 0.057
(o) 0 -0.062 0.044 0.002 0.058
51 1 1.073 0.034 0.999 0.028
B2 1 1.061 0.032 1.000 0.028
e 1 0.959 0.020 1.002 0.099
ag 1 0.924 0.022 1.000 0.066
a? 0.5 0.557 0.038 0.498 0.027
0621 0.25 0.213 0.065 0.249 0.020
032 0.25 0.271 0.030 0.249 0.020
0% - - - 0.496 0.059
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y en la Tabla 5.6 para el caso TPty. Los valores reportados son la estimacién del sesgo y la
estimacién de probabilidad de cobertura (PC) de los intervalos de confianza de tipo Wald a
un nivel del 95 %, es decir, intervalos del tipo 0+1.96x (SE). El indicador clave entregado por
estas tablas es que los parametros no relacionados con la distribucion de £ adn se estiman con
muy bajo sesgo. Esto es especialmente importante para los a y 5 que tipicamente representan
los parametros de primer interés en un estudio del MEV. Los valores de PC, aparte de los de
la distribucién &, generalmente estan cerca del valor objetivo 0.95; a veces son algo superiores
a 0.95, pero no mucho. Inevitablemente, la estimaciéon de los pardmetros de la distribucién &
estd completamente sesgada. Este hecho se manifiesta especificamente para ag e indica que
las estimaciones de los componentes de escala de la distribucién TPN se han inflado para
hacer frente a la variacién infinita de la distribucién subyacente. Gracias a este ajuste, las

estimaciones de los parametros de interés se han conservado.

Tabla 5.5: Probabilidades de cobertura (PC, en porcentaje) a un nivel nominal del 95 %
y sesgo basado en muestras N=2000 del modelo MEV con &; ~ ts.

Para- Valor n=100 n=>500 n=1000
amétro Verdadero Sesgo PC Sesgo CP Sesgo CP
a; 0 -2.7x1073  96.6 -8.5x107*  95.3 54x107°  94.7
as 0 -2.0x107%  96.6 -7.8x107*  96.1 1.6x10~*  95.1
B 1 1.9x1073  98.4 -2.5x107% 977 -1.7x107% 973
Ba 1 2.0x107% 984 2.6x107*  98.1 -1.3x107% 974
fLe 1 6.4x107%  75.8 7.8x107%  51.9 -1.0x1072 422
of 1 6.6 0.3 8.8 0.0 8.5 0.0
o2 0.5 9.5x107%  95.0 -1.9x107%  95.0 -5.7x107% 94.6
o4 0.25 4.3x107% 955 -1.1x107% 949 -8.4x107*  95.1
o2, 0.25 5.7x107%  95.8 -2.6x107*  95.5 3.7x107*  95.6
v 0 6.3x1074 - 5.6x1074 - 1.9x1073 -
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Tabla 5.6: Probabilidades de cobertura (PC, en porcentaje) a un nivel nominal del 95 %
y sesgo basado en muestras N=2000 del modelo MEV con & ~ TP — ts.

Para- Valor n=100 n=>500 n=1000

amétro  Verdadero Sesgo PC Sesgo Cp Sesgo CP
o 0 -4.2x107% 974 -7.2x107% 96.8 3.4x107*  96.6
12 0 -3.1x1073 97.1 -6.0x107%  96.7 3.9x107*  96.4
51 1 1.1x107%  98.3 2.3x107% 975 1.4x107*  97.3
Ba 1 3.7x107*  98.1 2.6x107% 975 2.1x107%* 973
fe 1 -0.4x1073  84.5 -0.3 43.1 -2.2x107Y 341
og 1 6.8 2.1 10.9 0.0 10.9 0.0
o2 0.5 -1.2x107%2 94.8 -5.3x107*  95.0 -6.3x107*  95.1
o2, 0.25 -5.3x1073  94.9 -9.2x107%  94.9 -4.1x107%  95.0
o2, 0.25 -2.3x1073  95.1 -4.0x107*  95.5 2.8x1075  95.3
5y 0 0.1 90.3 52x1072  51.1 3.7x1072 418
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Capitulo 6

Aplicaciones

En este capitulo se presentan dos ilustraciones basadas en datos reales. En este estudio se
consideran los modelos N-MEV y el modelo TPN-MEVM propuesto. En tal caso es deseable
disponer de un estadistico que permita seleccionar entre un modelo u otro. Los indices AIC y
BIC (Criterio de informacién de Akaike y criterio de informacién bayesiano, respectivamente)

son dos criterios de uso frecuente para la seleccion de modelos.

6.1. Aplicacién 1

Primero, aplicamos el modelo TPN-MEV al conjunto de datos de Barnett (1969), donde el
objetivo era evaluar las precisiones relativas y las calibraciones relativas de cuatro diferentes
combinaciones operativas de instrumentos para medir varias caracteristicas de la funcién
pulmonar humana. Més recientemente, este conjunto de datos fue considerado por Galea et
al. (2002) bajo analisis de influencia local de la estructura N-MEV y también por Lachos et
al. (2009) bajo una perspectiva bayesiana. Estas mediciones fueron obtenidas por operadores

calificados y no calificados en un grupo comun de 72 pacientes.

Segun lo considerado en Barnett (1969), las cuatro combinaciones de instrumentos y ope-

radores se consideraran instrumentos 1 a 4 y el primer instrumento serd el instrumento de
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Tabla 6.1: Estadistica descriptiva para los datos de Barnett.

Media Matriz de Covarianza Asimetria Kurtosis
x | 22461 59.252 0.493 2.637
yp | 21.757 58.145 62.755 0.655 2.657
Yo | 21.486 64.022 68.223 79.903 0.511 2.505
ys | 21.022 60.530 64.618 73.683 73.166 0.478 2.273

referencia. Entonces x; representa el valor observado del intrumento de referencia, mientras
que y;1, Yi2 ¥ Y3 representan los valores observados de los intrumento 2 al 4, respectivamente,
i=1,...,72 y d = 3. Se proporcionan cantidades resumidas de estos datos en la Tabla 6.1,
se puede ver presencia de asimetria no despreciable en cada distribucién marginal.

Los resultados del ajuste de los modelos considerados se presentan en la Tabla 6.2. La fila
LRT se refiere al test de razon de verosimilitud, es decir, el doble de la diferencia de log-
verosimilitud maximizada entre los dos modelos ajustados. Dado que el modelo N-MEV esté
anidado dentro del modelo TPN-MEV, el LRT permite probar la importancia del parametro
7y tomando la distribucién x? como la de referencia bajo la hipétesis nula v = 0. El nivel de
significancia observado 0.00235 da una indicacién marcadamente significativa de la desviacién
de la simetria, por lo tanto, de la clara mejora lograda de la formulacion TPN-MEV.

Se observa que la mayoria de las estimaciones son muy similares, y a veces casi idénticas,
para el ajuste N-MEV y TPN-MEV. Las unicas diferencias sustanciales se producen con
los pardmetros ¢ y Ug, es decir, aquellos que estan relacionados con los supuestos de la
distribucién de la variable latente &;. Estas diferencias indican que el modelo TPN-MEV
propociona una descripcién mas adecuada de la distribucién de probabilidad subyacente. Al
tener en cuenta la asimetria de los datos, la formulaciéon del modelo TPN-MEV requiere un
factor de escala méas pequeno para ajustar el comportamiento de los datos, mientras que el

supuesto de normalidad necesita un factor de escala mas grande, lo que implica una fracciéon
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mayor de variabilidad explicada.

Tabla 6.2: Estimaciones de méaxima verosimilitud y errores estdndar (SE) de MV pe-

nalizadas (S.E.) bajo N-MEV y TPN-MEV ajustado a los datos de Barnett.

N-MEV TPN-MEV

Efecto Estimador SE Estimador SE

1 —2.043  1.532 —2.076  1.590
s —5.283  1.570 -5.271 1619
a3 —4.370 1574 —4.373  1.619
B 1.060  0.066 1.061  0.068
Bo 1.192  0.066 1.191  0.068
Bs 1.131  0.070 1.131  0.071
i 22.461  0.710 15.899  0.703
af 53.412  0.973 46.754  1.016
o} 5.025  0.894 5.047  0.909
o2 1.915  1.051 1.795  1.639
o2, 2.294 13.392 3.053 11.191
o2 3.884  1.012 3.926  1.013

v 0.595  0.256

0(6) —738.373 —733.746

LRT 9.254 (p-value= 0.00235)

Dado el conjunto de datos, los modelos N-MEV y TPN-MEV pueden ser clasificados de
acuerdo a su AIC y BIC, se observa que con el modelo que tiene el minimo AIC es el mejor,

en este caso seria el modelo propuesto.
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Tabla 6.3: Estadistica descriptiva de los datos de presién arterial sistélica.

Media Matriz de Covarianzas Asimetria Kurtosis
x | 141.506 993.896 0.907 4.248
v | 126.388 758.646 931.193 1.140 4.450
yo | 126.106 757.458 919.208 912.096 1.158 4.500

6.2. Aplicacion 2

A continuacién, se considera un conjunto de datos, extraidos de Bland & Altman (2005), que
se refieren a la presion arterial sistélica de 85 pacientes, cada uno medido por tres métodos:
un instrumento estdndar que consiste en un monitor de presién arterial semiautomatico (de-
notado por la variable z) y dos (por lo tanto, d = 2) mediciones manuales realizadas por
dos observadores experimentados que usan un esfigmomanémetro (denotado como variables
y1 'y y2). La Tabla 6.3 proporciona un resumen estadistico de los datos. La suposicién de
que las tres mediciones estan sujetas a errores aleatorios no correlacionados parece razonable.
Los datos originales consisten de tres réplicas hechas por cada instrumento en cada paciente,
pero aqui consideramos los datos solo con la tercera réplica para ilustrar nuestro analisis para
datos sin réplicas.

Los resultados se resumen en la Tabla 6.3. En este caso, la indicacion del LRT contra la
simetria es particularmente fuerte, lo que indica una mejora importante con respecto al
supuesto de normalidad. Una caracteristica interesante es la disminucién apreciable del valor
de og, aunque una evaluaciéon formal de su significado estadistico es dificil, de todas formas

podriamos pensar en una interpretacién de ag muy similar a la de los datos de Barnett.
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Tabla 6.4: Estimaciones de maxima verosimilitud y errores estandar (SE) sobre N-MEV

y TPN-MEV ajustadas al conjunto de datos de presién arterial sistélica.

N-MEV TPN-MEV

Efecto Estimador SE Estimador SE

a1 —17.661  22.283  —38.299  29.507
as ~16.823  22.265  —37.289  29.626
B 1.018  0.153 1.164  0.203
B 1.010  0.151 1.155  0.203
e 141.465  6.558  126.708  5.572
o} 882.931 366.257  566.722 225.963
o2 383.461  47.969  361.809  44.772
o2 4.728  10.207 4.659  8.637
o2, 0.033  10.198 0.101  8.699
5 0439  0.159

o) —970.149 —962.404

LRT 15.49 (p-value= 0.000083)
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Capitulo 7

Conclusiones

El desarrollo del presente trabajo consistié en el estudio de un modelo con error de medicién,
donde la distribucién de la covariable latente £ sigue una distribucién two-piece con una
distribucién normal como base. En el proceso para obtener la distribucién conjunta de nuestro
modelo pudimos observar que esta distribucién estaba completamente relacionada con una

mezcla finita de componentes skew-normales.

Esta idea de suponer la distribuciéon antes mencionada para la covarible latente fue estudiada
para el caso univariado y luego se realiz6 una extension multivariada. Para esta ultima se
logré obtener distintas proposiciones, una de ellas fue la representacion jerarquica de nuestro
modelo TPN-MEV. Bajo esta representacién se obtuvieron las esperanzas condicionales re-
querida por el algoritmo EM, las cuales fueron muy necesarias para la estimacién de maxima
verosimilitud. El enfoque empleado para este contexto fue el algoritmo EM ya que el esquema
coincide con la estructura de mezclas finitas. Especificamente para estimar los parametros

del modelo, se utilizé la técnica de ECM.

Se realizaron algunos estudios de simulacién, donde el resultado obtenido es bastante favo-
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rable al modelo propuesto, ya que al aumentar el tamafio de la muestra, el sesgo y el EMV
disminuyen. Ademas, la desviaciones estandar, asi como los errores empiricos se acercan entre
s{ y disminuyen con el tamano de la muestra. También se realizaron dos estudios de simula-
cién adicionales, uno de ellos fue suponer que la covariable latente £ sigue una distribucién
t-Student con dos grados de libertad (¢2) y la otra simulacién se desarrollé suponiendo que
la covariable latente £ sigue una distribucion TP pero con densidad base ty. Los valores en-
tregados fueron el sesgo y la estimacién de la probabilidad de cobertura de los intervalos de
confianza de tipo Wald a un nivel del 95 %. Pudimos observar de estas simulaciones adicio-
nales es que los pardmetros no relacionados directamente con la distribucién £ se estiman
con muy bajo sesgo, lo que no sucede con algunos parametros que estan relacionados con
dicha distribucion, ya que estos estan completamente sesgados. Se puede decir que las esti-
maciones de estos parametros se han elevado para poder hacer frente a las variaciones de la
distribucién subyacente, gracias a este ajuste los parametros relevantes siguen teniendo buen

comportamiento.

Este trabajo fue realizado con la suposiciéon de que la variable latente sigue una distribucion
TPN, sin embargo en el futuro se podria estudiar el supuesto donde la variable aleatoria en
la ecuacién € (error de medicién en la respuesta) sigue una distribucién TPN. También se
tiene en cuenta para un posible trabajo a futuro, el caso donde la densidad base se representa
como mezcla de escala de densidad normal o bien tomar lo estudiado en esta tesis y llevarlo

a un plano Bayesiano.
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Capitulo 8

Apéndice

Algunos resultados sobre la distribucion TPN.

Los momentos centrales de orden inferior de una variable aleatoria Y con funcién de densidad

de TPN (3.1) se pueden calcular utilizando (2.9), lo que lleva a

E(Y —EY)? = q“’:l{E\XF (q+1)(¢—1)* = 2EIX*(¢* — 1)(¢ — 1) + E[X*(¢* + 1)}
w?
= S CEXP@ - D - D+ EIXPE + D),
E(Y —EY)® = q“fl{—EXP (g+1)(q—1)3+3E|X[]> (¢* = 1)(q — 1)?
—3E|X[*E|X[(¢* +1)(¢ — 1) + E[X]* (¢* - 1)},
w3

= REXP (@+1)(g-1° - 3EXPEX] (¢ + (g - D+EIXP (4" - 1)},
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g+ 1)(q—1)* —4EBIX[*(¢* - 1) (¢ — 1)

+6E|IXPE[X[*(¢* + 1)(¢ — 1) —4E|XPE[X|(¢* — 1)(g — 1)

E(Y —EY)* =

+E[X|* (¢° + 1)}

o+ D(a—D* +6EXPEXP(¢* +1)(g - 1)

—AEX[EIX|(¢" — 1)(q — 1) + EIX[* (" + 1)}.

El calculo del limite del comportamiento de las medidas de asimetria de Pearson y kurtosis

cuando ¢ — oo, visto en el Capitulo 7, se deduce de:

@{g@ +1/g)(1=1/0)* = 3(1+1/¢%) (1 = 1/g) +2(1 — 1/¢*) }g* /2 (1 + 1/q) "/

VB = . 572
{1+1/q3—%(1—1/q2) (1+1/q)} q9/2
\f{ -3+2}

- {1_2}3/2
5 - {-B0+1/90-1/9* + 20 +1/¢°)(1-1/9)° =21 - 1/¢" )1 = 1/q) +3(1 + 1/¢°) }¢° (1 + 1/q)

- 2

{1+1/q 2(1-1/¢? )2(1+1/q)} e
I el ke 8+3}

{1-2)"
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