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Introduccion

En 1983, Volker Enss exhibié en [1] como describir las propiedades asintdticas de los estados de scat-
tering para tiempos grandes usando cierto tipo de observables, esencialmente demostré que para un vector
» € H(H), la posicién y el momentum se comportaban de la siguiente manera:

Enss trabajé en el espacio de Hilbert L?(R™) y consideré un potencial V' con una parte de largo alcance
y otra de corto alcance. Obtuvo resultados sobre los estados sin probar primero la completitud asintética,
sino que estudiando su evolucion temporal. Una de las razones por las que se hace esto es debido a que, por
ejemplo, en el caso de los potenciales de largo alcance puede ser dificil controlar o construir un operador de
evolucién temporal modificado o incluso su existencia puede ser incierta.

Por otro lado, los resultados sobre completitud asintética en el caso continuo han sido largamente estu-
diados, principalmente, para potenciales de corto alcance.

La idea de esta tesis es, en primer lugar, adaptar el teorema original de Enss en el caso discreto, y para
simplificar los célculos, lo haremos en Z. El teorema de Enss es el siguiente:

Teorema 0.1. Sea H = Hy+ V', donde Hy y V representan el Hamiltoniano libre y el potencial, respecti-

vamente. Se tiene que Hy = ﬁpQ = —%A yV =V + Vs, con V; la parte correspondiente al potencial de

largo alcance y Vs la correspondiente al potencial de corto alcance. Sea también X el operador posicion y sea
A= W el generador de dilataciones. Ademds, se satisface lo siguiente:

i) Vi es un operador de multiplicacion en el espacio x con una funcidn real continuamente diferenciable
Vi(X) que satisface Vi(X) = 0y X - (VV))(X) — 0.

ii) El potencial simétrico de corto alcance Vi = Vi+Va cumple que |(¥, V1 ¥)| < a(¥, HoW)+b | 9], a < 1.
iii) D(Ho) ND(Va) ND(X?2) es denso en H.
w) (Hy—2)"Y2(1 + X?)Y2V,(H — )~ es compacto.

v) (H —2)"YV2{X?V, - V. X?}(H — 2)'/? es acotado.

Entonces, para todo f € C§°(R) y para todo ¢ € H(H):

f (X;(t)> ¢ — f(2HP.)p,

f (Ait)) o — fRHP:)p

si|t| = +oo,

donde P, denota la proyeccion sobre el subespacio espectral continuo H. del operador Hamiltoniano H y
si B es un operador autoadjunto cualquiera escribimos B(t) = e’ Be=tHt,

De los cédlculos de conmutadores obtenidos en [1] para la demostracién del teorema anterior, obtuvimos
el generador de dilataciones A, pero en el caso discreto, y a partir de este, relacionamos lo hecho por Enss
para lograr adaptar el teorema en 1%(Z).

El teorema que se logré demostrar en esta tesis se enuncia a continuacion:



Teorema 0.2. Sea H = Hy+ V, donde Hy y V representan el Hamiltoniano libre y el potencial, respecti-
vamente. Sea X el operador posicion y A el generador de dilataciones. Suponemos V' y [V, A] compactos y
[V, X?] acotado. Para f € C§°(R) y para todo ¢ € H(H):

i) 1 (552) e = e,
AQ)

) 1 (1) - rrr)e

st [t| = +o0,

donde F(\) =4 — A2 y si B es un operador autoadjunto cualquiera escribimos B(t) = e!fIt Be~t,
Como consecuencia del teorema en |1] surgen una serie de resultados los cuales se prueban en esta

tesis, pero para el caso discreto, utilizando el teorema A partir de dichos resultados, se logré demostrar

que para los potenciales de corto alcance en el espacio [%(Z), los operadores de onda existen y son completos.

La tesis estd estructurada de la siguiente forma: El primer capitulo da una introduccién sencilla sobre los
prerrequisitos del tema, mientras que en el segundo capitulo se explicita el contexto en el que se va a trabajar
y se enuncia el teorema principal junto con sus principales consecuencias. En el capitulo 3, se exponen y
demuestran una serie de resultados que se usaran de la teoria de conmutadores y ademads, se agregan todos
los calculos de conmutadores asociados al contexto en cuestién, junto con una serie de proposiciones, lemas
y corolarios que se desprenden de lo obtenido en dichos calculos. El capitulo 4 esta dedicado completamente
a la demostracién del teorema cuya demostracion se divide en dos secciones empezando con la prueba
del segundo resultado del teorema. En el capitulo 5, se demuestra una serie de consecuencias probadas en
[1], pero adaptadas a nuestro caso. El capitulo 6 se centra en el caso cuando el potencial es de corto alcance
y en este se prueba la existencia de los operadores de onda, la propiedad de “intertwining” y la completitud.
Finalmente, se incluye un apéndice en donde se concentra un recuento del material béasico referido en los
capitulos anteriores.



1. Preliminares

En este capitulo, introduciremos las nociones bésicas de la teoria de Scattering, con los resultados mas
relevantes que usaremos maés adelante. La mayoria de ellos aparecen en el libro ”"Hilbert Space Methods in
Quantum Mechanics”de W.O. Amrein [3] y una pequena parte aparece en los libros ”Schrédinger Operators
with Applications to Quantum Mechanics and Global Geometry”de H.L.Cycon, R.G.Froese, W.Kirsch y
B.Simon [4] y ”Methods of Modern Mathematical Physics, Vol. 3”de M.Reed y B.Simon [5].

1.1. Grupos de Evolucién

Si A es un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H, entonces para cada t € R el operador
U, := e "% es unitario y la coleccién {Ut}+er es un grupo unitario de pardmetro uno que es fuertemente
continuo. Para simplificar las notaciones, diremos que es un grupo de evolucién.

Proposicién 1.1. Sea H un operador autoadjunto sobre H y sea Uy su grupo de evolucidn. Sea v € Hao(H),
entonces:

() 0=l Ui =0
(b) Si B € B(H) es tal que B(H —i)~! es compacto. Entonces , h’gl |1BUw| = 0.
—> 00

Teorema 1.2. (RAGE) Sea H un operador autoadjunto definido sobre H y sea v € H.(H). Entonces:

a) St B € K(H) entonces
e
113100?/0 |BU|? dt = 0.

b) Si B € B(H) es tal que B(H — i)~ es compacto, entonces

1" 2
i [ BUw <o

¢) Si B € K(H) entonces

=0.

lim

1 T
i || /0 U; BPUppdt

1.2. Fundamentos de la teoria de Scattering

Definicién 1.3. Sean Ay B operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert H y sea P,.(B) la proyeccién
sobre el subespacio absolutamente continuo de B. Decimos que los operadores de onda Q% (A, B) existen si
los limites fuertes:

QF(A,B) =5 — lim eAte™B'P, (B)

t— oo
existen. Cuando QF (A, B) existen, definimos:
Hin = RanQ" y Houe = RanQ ™.
Observacién 1.4. Por conveniencia, a veces usamos Hy para Hi, vy H_ para Hoyt.

Proposicién 1.5. Suponga que Q* (A, B) existen. Entonces:

a) QF son isometrias parciales con subespacio inicial Po.(B)H y subespacio final Ho. .



b) Hi son subespacios invariantes para A y

QF[D(B)] € D(A), AOT(A,B) = Q5 (A, B)B, e '"M'Q%(A, B) = QF(A, B)e 5t
Lo anterior se conoce como “intertwining”.
¢) Hy C RanP,.(A).
Definicién 1.6. Suponga que QF (A, B) existen. Decimos que ellos son completos si y solo si
RanQ" = RanQ~ = H,.(A).

Teorema 1.7. (Criterio de Cook) Sean A y B operadores autoadjuntos y suponga que existe un conjunto
D C D(B) N Pue(B)H denso en Pyo(B)H y tal que para todo ¢ € D existe un tyg € Ry que satisface:

(1) Vt € [tg, £o0), e Bl € D(A);
(2) [ ||(A— ByemiBtg|| di < +oo.
Entonces Q* (A, B) existen.

Corolario 1.8. Sea ty € Ry, entonces

+oo
(QF (A, B) — QF (A, B)(t)) < / ||(A _ B)67i3t|| dt.

to



2. Modelo y principales resultados

En este capitulo, se define el modelo a partir del cual se desarrolla esta tesis y se agregan algunas
notaciones que se usaran en las demostraciones posteriores. Ademads, se enuncia el teorema principal de la
misma junto con los resultados obtenidos a partir de él.

Los resultados que aqui se exponen se encuentran en [1] y en la seccién 5.5 de [4], donde fueron demos-
trados para el caso continuo.

2.1. Definicién del modelo y teorema principal

Considere una particula cudntica que se mueve en Z. El estado de una particula es descrito por un vector
en el espacio de Hilbert H = ¢?(Z). Tomando la base canénica de ¢*(Z), {ey }nez, definimos el operador
Hamiltoniano discreto

H=Hy+V,

que se obtiene como una perturbacién del Hamiltoniano libre

Hy =S+ 5%,

donde S es un operador unitario definido por Se,, = e,+1. Como S es unitario, se tiene que [S,5*] =0
y S* = S7! y V es una funcién acotada y continua en Z definida por Ve, = V(n)e,.

El operador posicién X se define por Xe, = ne, y es autoadjunto en su dominio natural.

A través de la transformacién de Fourier, la cual es unitaria, se tiene que o(Hg) = [—2,2] = 04c(Hp).

Observacién 2.1. Como V es acotada, H es un operador autoadjunto en 1*(Z).

Denote por P, la proyeccion sobre el subespacio espectral continuo H,. del operador Hamiltoniano H y
P,,, la proyeccién sobre el subespacio espectral puramente puntual H,, del operador Hamiltoniano H. Como
se enuncio en la introduccion, si B es un operador autoadjunto arbitrario, escribimos:

B(t) _ ethBe_th,

donde ¢ es el tiempo.
Por otro lado, A denotard al generador de dilataciones que se definird més adelante. y Py correspondera
a la proyeccién espectral asociada a A sobre el semieje positivo (respectivamente negativo).

A continuacién, se enuncia el principal resultado obtenido dentro del contexto anterior:

Teorema 2.2. Sea H = Hy+V tal que V y [V, A] son compactos y [V, X2] es acotado. Sea F(\) =4 — \2.
Entonces para f € C(R) y para todo ¢ € H(H):

X2(1)
t

0) 1 (552 ) e - srtR)

A(t)

(i) 1 (52) o £(F P

st [t| = +o0.

Observacion 2.3. La funcién F' del teorema anterior tiene relacién directa con un resultado posterior que
se obtuvo en la seccién 3.2.

Observacién 2.4. Si V es compacto entonces oess(H) = 0ess(Ho) (ver seccién XII1.4 en [6]).



Observacién 2.5. Usando el Stone Weierstrass Gavotte en [4], el teorema es equivalente a probar que

para todo ¢ € H(H) y para todo z € C\ R

2

‘ (X22(t) —z) o — (F(HP.) —2)*p|| —0
t
y
‘(AEIS)—z)_ ¢ — (F(HP.) —2)Yp|| =0
si [t] — 4o0.

Observaciéon 2.6. La demostracion del teorema se realizard en el capitulo 4 y consistird en probar la

reformulacion hecha en la observacion anterior.

2.2. Consecuencias del teorema

Del teorema se extraen las siguientes consecuencias, las cuales se usaron en la seccién 5.6 en [4] para

probar la completitud de los operadores de onda en el caso continuo:

Corolario 2.7. Para ¢ € H.(H)

HP_e_thgoH —0 st t = 400

HP+e_th30H —0 st t = —o0.

Corolario 2.8. Para ¢ € H.(H)

débilmente si [t| — 4o0.

Corolario 2.9. Sea ¢ € H.(H) y f € C§°(R) entonces

f(Ho(t)p — f(H)p si [t| = +o0.

Observacion 2.10. Los corolarios anteriores se demostraran mas adelante en el capitulo 5.



3. Calculo de conmutadores y principales resultados

Para la demostracién del teorema principal, siguiendo lo hecho en [1], se necesitan una serie de calculos de
conmutadores. A partir de estos, haciendo un anélogo con Enss, se logra obtener el generador de dilataciones
A y posteriormente, se desprenden una serie de lemas, proposiciones y corolarios que usaremos en el capitulo
6. Previo a lo anterior, se introduce la nocién de conmutador y ciertos resultados que se usaran mas adelante
en este mismo capitulo. Para lo relativo a conmutadores, se recurrié a |[7].

3.1. Concepto de conmutador

Sea H un espacio de Hilbert, B € B(H) y sea A un operador autoadjunto definido en un conjunto denso
de H con dominio D(A). Decimos que el operador B es de clase C'! con respecto a A si la forma sesquilineal
definida en D(A) x D(A) dada por (p, ) — (Ap, By) — (p, BAY) es continua para la topologia inducida
por H X H, esto es, existe un C' > 0 tal que para todo (p, 1) € D(A) x D(A),

| (Ap, BY) — (@, BAY) | < Clol| [I¥]] -

La forma se extiende continuamente como una forma sesquilineal acotada en H x H. El operador li-
neal acotado asociado a esta extensién se denota por Conmy(B) = [A, B]. Escribiremos: C'(A) := {B €
B(H)|B es de clase C! con respecto a A}.

Observaciéon 3.1. Usaremos las siguientes convenciones para caracterizar las relaciones de conmutacién de

orden mayor a 1: C°(A) := B(H) y Conm%(B) := B.

Inductivamente para n € N, se tendra que: B € B(H) es de clase C™ con respecto a A si B € C""1(A)
y Conm’y ' (B) € C'(A). Escribiremos también Conm’;(B) := Conmy(Conm’s (B)), C*(A) := {B €
B(H)|B es de clase C™ con respecto a A} y C®(A) := [ C™(A4).
neN
A partir de lo anterior, se tienen los siguientes resultados:

Lema 3.2. Sea A es un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H y sea B € B(H). Entonces B es
de clase C' con respecto a A si y solo si BD(A) C D(A) y el operador [A, Bl = AB — BA, que entonces se
define sobre D(A), se extiende continuamente como un operador acotado en H. En este caso, la identidad
AB = BA + [A, B] se tiene en D(A).

Demostracion. Sean ¢, € D(A). Como B es de clase C! con respecto a A, entonces existe Z € B(H) tal
que

<A907 B¢> - <907BA1/]> = <§07 Z¢>

lo que implica que
(Ap, BY) = (¢, BAY) — (¢, Z9) = (p,9")
O

con Y* = BAY — Zy € H. Asi, By € D(A*) =D(A) y A*By = ABy = ¢* = BAy — Z1). Observe que
Z es igual a la clausura del operador AB — BA.
En el otro sentido, por definicién se tiene de inmediato lo pedido.

Proposicion 3.3. Si A es un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H se cumplen las siguientes
afirmaciones:

a) Si B € CY(A) entonces B* € C(A).
b) Si B,C € C'(A) entonces B+ C € C*(A).
¢) Si B,C € C'(A) entonces BC € C*(A).



Demostracion. a) Como B pertenece a C1(A), se tiene que B pertenece a B(H), lo que implica que B*
también. Para tener lo pedido, debemos demostrar que B* es de clase C' con respecto a A.
Sea (p,1) € D(A) x D(A). Se tiene entonces

| (Ap, B*) — (p, B*AY) | = | (BAp, ) — (Bp, A1) |

= [(¢, BAp) — (AY, By)|

= [(A¢y, By) — (¢, BAp)|

\<At/f, By) — (¢, BAp)|
Cllyl el

donde la tltima desigualdad se debe a que B es de clase C' con respecto a A, con C > 0.
Concluimos que B* € C1(A).

b) Como By C pertenecen a C'(A), se tiene que B y C pertenecen a B(H), por lo que es claro que
B+ C € B(H). Nos queda probar que B + C es de clase C! con respecto A.
Sea (¢,1) € D(A) x D(A) luego

| {Ap, (B + C)Y) — (¢, (B + C)AY) | = | (Ap, BY) + (Ap, Cp) — (@, BAY) — (p, CAY) |
< Crllel 1l + Ca el [l
=Cllelllvl,
en donde hemos usado que tanto B y C son de clase C! con respecto a A, por lo que C = C; +Cy >0
existe, pues C7 y C5 existen y son positivas.
Asf, B+ C € C1(A).
c) Como By C pertenecen a C*(A), se tiene que B y C pertenecen a B(H), por lo que BC también.

Veamos ahora que BC es de clase C'! con respecto A.
Sea (p,1) € D(A) x D(A) luego

| (Ap, BCY) — (o, BOAY) | = | (Ap, BCY) — (p, BACY) + (p, BACY) — (p, BOCAY) |
< [(Ap, BCY) — (¢, BACY) | + | (p, BACY) — (¢, BCAY) | (3.5)
= | {Ap, BCY) — (o, BACY) | + | (AB"p,Ctp) — (B p, CAY) |.

Ahora, considere 1; = C, donde 1y € D(A) por lema (3.2)), pues C € C1(A). Asf, como B es de clase
C! con respecto a A, existe C; > 0 tal que

| (Ap, BCY) — (@, BACY) | = | (Ap, Bipr) — (¢, BAYn) |
< CulplH[4all-

Anslogamente, considere ¢, = B*y, donde ¢; € D(A) por lema (3.2)), pues B* € C'(A) por a). Luego,
como C es de clase C! con respecto a A, existe Cy > 0 tal que

[ (AB*p, C) — (B0, CAY) | = | (Ap1, CP) — (o1, CAY) |
< Colleal o]l -

Finalmente, usando (3.6 y (3.7) en (3.5) de la misma forma que lo hecho en b), se obtiene que BC' €
Cl(A).

(3.6)

(3.7)

O



3.2. Calculo de conmutadores ttiles y resultados asociados

Lo que viene a continuacién tiene como finalidad hallar las relaciones de conmutacién necesarias para la
demostracién del teorema [2.2| de la misma forma que se hizo en [1].

Usaremos las definiciones y propiedades de los operadores X, S, V, Hy y H que se enunciaron en el
capitulo anterior.

Lema 3.4. Se tiene lo siguiente:

a) SeCHX) y[X,9]=5.

b) S* € CY(X) y [X,S*] =-S*.

¢) Hy € CY(X) y [X, Hp] = 2iIm(S).
Demostracidn. Para a), sea ¢ € D(X), luego

Yo+ Dol =D lig]* < +oo. (3.8)

nez JEZL

Lo anterior se tiene, pues hemos usado que ¢ € D(X) tomando j = n + 1. Asi, por definicién de D(X),
(3-8) implica que S¢ € D(X), y por ende, SD(X) C D(X).
Por otro lado,

[X,S](pn = XSp, — SX¢,

= Xnt1 —nSey

= (n+ 1)@nt1 — nPni1
= Pn+1

= S¢n

lo que implica que [X,S] =S, y como S es acotado por definicién, se obtiene que [X, S] es un operador
acotado.

Por lema S e CH(X).
Para b), como S € C*(X), por proposicién |3.3|a) se tiene que S* € C1(X). Sea ¢ € D(X). Observe que

X5 o = XS0 — 5" X oy
= Xpp_1 —nS"pn
=(n—1pp-1—npn_1
= —¥n-1
=—5"¢n

lo que nos dice que [X, S*] = —S5*.

Finalmente para c), como S y S* € C'(X) por a) y b), usando proposicién b) y la definicién de H,
se cumple que Hy € C*(X).

Usando lo obtenido en a) y b), se tiene que

(X, Ho] = [X,S + 57
= [X, 5]+ [X, 57]
=5-5"
= 2¢Im(S5),

por lo cual [X, Ho] = 2iIm(S). O



Lema 3.5. Para todo t > 0, eTt € CY(X), D(X(t)) = D(X) y X(t) autoadjunto sobre D(X) si V €
CL(X).

Demostracion. Sea ¢ € D(X) y sea t > 0. Observe que

it _ Z w}[" (3.9)

n!
n>0

Tenemos que V € C'(X). Ademés, por parte anterior, Hy € C1(X). Asf, H € C'(X) por proposicién
b). Por un argumento de induccién sobre n, usando proposicién c), se tiene que H" € C1(X). Asi,
por lema[3.2] H"p € D(X).

Como D(X) es un subespacio vectorial, lo anterior implica que para todo N € N

N

> (ig)n H"p € D(X). (3.10)

n=0

C'(X) es una subalgebra cerrada de B(H) (ver [11]), por ende, por (3.10) y (3.9) se tiene que et €
CL(X).

Ahora, por lo anterior, y por lema eFHID(X) C D(X). Sea p € D(X). Por teorema fundamental
del célculo

t d t . .
Xty =Xp+ / [dSX(s)go] ds=Xp+ / i [H, X e dsp. (3.11)
0 0

Como H € C'(X), se tiene que fot et [H, X] e *H3ds € B(H). Ademds, sabemos que X es autoadjunto,
luego, por teorema 4.3 en [10], X (¢) es un operador autoadjunto. Més ain, implica que D(X (t)) =
D(X).

O

Observacién 3.6. Haciendo la analogia al caso continuo visto por Enss en [1], formalmente, observe que

%’ (Hy, X?] — %{[HO,X] X + X [Ho, X]}

= L {20 Tm(8)X — 2iX Tm(S)}
= Im(S)X + X Im(S),

en donde hemos usado el lema[3.4]. Como se probé en la parte a) del mismo lema, se tiene que SD(X) C
D(X), por lo que definimos Im(S)X + X Im(S) sobre D(X).

Asi, definimos el generador de dilataciones A como la extensién autoadjunta del operador Im(S)X +
X Im(S), que es esencialmente autoadjunto sobre D(X) (ver lema 2.1 en [9]). Lo anterior nos dice que D(X)
es un dominio esencial de D(A).

Observacién 3.7. Para los siguientes resultados, A correspondera al operador autoadjunto definido en la
observacion anterior.

Lema 3.8. Hy € CY(A) e i[Hp, A] = F(Hp) con F(\) =4 — \2.
Demostracion. Primero, por definicion
HE = (S +5°)?
=(S+5")(S+95%
=55+ 88"+ 5*S + S5*S*
=855+ 5*S"+2

(3.12)
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Tm(S)? = (21)2 (S - §)?

-1 * *
S CRESICErS

~1
= (55— 55* — §*5 4 §*S*)
41 (3.13)

-1
-1
= T(Hg _4)a

donde hemos usado (3.12)).

Ahora, sea (p,1) € D(X) x D(X). Por lema[3.4, Hy € C'(X), por lo que existen C; > 0y C > 0 tales
que

| (Ag, Hoy) = (¢, HoAy) | = [((Im(5) X + X Im(S5))p, Hyv) = (@, Ho(Im(5) X + X Im(S5))9)) |
< [(m(S)X @, Hoy) — (@, HoX Tm(S)9) | + [ (X Tm(S)ep, Hop) — (@, Ho Im(5) X)) |
< G [loll [T (S)g[| + Co [Tm(S)e|l [l
< Csllell 141

donde C5 = (C1 + Cs) ||Im(S)H > 0.

Como D(X) es un dominio esencial de D(A), se cumple para todo @, € D(A) y esto significa que
Hy es C! con respecto a A. Como Hy € B(H) entonces Hy € C1(A4).

Finalmente,

(3.14)

i[Ho, Al =[S+ 5", Im(S)X + X Im(9)]
=¢{[S, Im(S)] X + Im(S) [S, X] + [S, X]Im(S) + X [S, Im(S5)]
+[5%,Im(S)] X + Im(S) [S*, X] + [S*, X]Im(S) + X [S*,Im(S)]}
= ¢{Im(S)(=S5) + (=5) Im(S) + Im(S)(S*) + (S*) Im(S)}
=i {—25Tm(S) + 25" Im(S)}
=2i{(S - S5*)Im(S)}
= 2i{—2iIm(S) Im(S)}
— 4(1m(5))?

= 4(— (HE — )

=4 Hj.

Para lo anterior hemos usado (3.13]), lema a) y lema (3.4 b).

Se ha probado asi lo pedido.
O

A partir de lo anterior, se obtienen algunos resultados que se usaran en el capitulo 6 para probar la
existencia y completitud de los operadores de onda cuando la perturbacién es de corto alcance.

Para la demostracion del lema que viene a continuacién, recordamos las siguientes definiciones.
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Definicién 3.9. Dados dos operadores acotados C7 y Cs en un espacio de Hilbert H, uno escribe Cy > Cy
si

(9, C1) > (p, Cap) (3.15)
para todo ¢ € H.

Definicién 3.10. Si H es un operador autoadjunto y J es un intervalo abierto, decimos que A es conjugado
a H en J si existe un nimero a > 0 y un operador compacto autoadjunto K tal que

u (J) [H,iA) 1™ () = ap (J) + K.
Esto se conoce como desigualdad de Mourre.
Lema 3.11. A es conjugado a Hy.

Demostracion. Sea p0(-) medida espectral de Ho (ver Apéndice). Sea J un intervalo abierto tal que la
distancia entre J y R\ (—2,2) es positiva. Luego, y notando que todo conmuta

0 ()il Ho, At () = 1o (J)F (Ho)uo () = (uH (7)) F(Ho) = o (1)F(Ho),  (3.16)

en donde hemos usado lema [3.8]y la definicién de pffo.
Definamos ahora el siguiente mapeo:

_ . A _ 4 — )\2 si A S J
[2,2] 2 R: A= pN(J)F(N\) = { 0 <i 10, (3.17)
Sea a = rgnLr]l F(X) con a > 0. Lo ltimo se tiene por definicién de J y de F.
e
Asi, si A € [-2,2], usando (3.17) obtenemos que
pNI)FA) = ap(J). (3.18)
Sea ¢ € H. Luego, usando (3.16) y (3.18)
(. u'e(J)i[Ho, Al (J)g) = (. "™ (J)F (Ho)p)
= [ PDFO) (. au )
B (3.19)
> /Ra/f(J) (@™ (N)p)
= (p,ap™())g).
Finalmente, por definicién anterior, usando (3.15)) y lo obtenido en (3.19), A es conjugado a Hy.
O

Observacién 3.12. Para todo (j, k) € Zy x Z., con j < k se tiene que D(X*) C D(X7).
Lema 3.13. Hy € C*>(A).
Demostracion. Para demostrar que Hy € C°°(A), vamos a probar por induccién fuerte que Vk € N:

i) Hy € Ck(A);
i) Conm® (Hy) = Py11(Hp), donde Py (Hp) es un polinomio cualquiera de grado k+1 en Hy con coeficientes en C.
Sea k = 1. Debemos mostrar que Hy € C*(A) y que Conmy(Hy) = [A, Hy] = P2(H)).
Por lema se tiene que Hy € C'(A) y que [A, Ho] = iH3 — 4i, el cual es un polinomio de grado 2 en
ggﬁos probado asi el caso base del proceso inductivo.
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Sea n un nurhero natural cualquiera con n > 1 y asuma, por hipdtesis inductiva, que para todo natural
m € (1,n], Hy € C™(A) y que Conm'y (Hy) = Pp41(Hp). Vamos a probar que lo anterior también se cumple
para n + 1.

Segtin seccién 3.1, para ver que Hy € C"T1(A) se debe tener que Hy € C™(A) y Conm'; (Hy) € C*(A).

Por hipétesis, para todo m € (1,n], Hy € C™(A) y Conm’y (Hy) = Pp41(Hp), esto es

m—+1
Conm'y{ (Hp) = Z o H} (3.20)

conaoj € Cyjef{0,..,m+1}.

Observe que lo anterior significa que podemos escribir [A, @, (Ho)] = Lm+1(Ho), donde @ y L son dos
polinomios cualquiera en Hy.

Usando la proposicién 3.3|b) y|3.3|c) sobre (3.20)), pues Hy € C'(A), se obtiene que Conm'y (Hy) € C*(A)
para todo m € (1,n].

Finalmente, usando note que

Conmy " (Hy) = Conm 4 (Conm’; (Hy))

n+1

= Conm 4 Z o; H

n+1
= | A, ZOL]H]

= A,ZO{ng —|— [A,Oén+1H6L+1]

= [A, P,(Ho)] + [A, O‘n+1H(7)LHO]

= Lny1(Ho) + [A, a1 Hy | Ho + Ho [A, a1 Hiy
= Ly11(Ho) + Mp1(Ho)Ho + HoM,11(Ho)

= Ly+1(Ho) + Np+2(Ho)

= R7l+2(H0)7

donde L, M, N y R son polinomios en Hy.
Con esto hemos demostrado lo pedido para n+1 y por principio de induccién fuerte, lo hemos probado para
todo k € N. En particular, se tiene que Hy € C*(A) y como C®(A) := () C¥(A), entonces Hy € C=(A).
kEN

O
Lema 3.14. Para todo m € N se tiene que
i) D(X™) C D(A™)

i) A™ = Z;nzo P, ;(S,8*) X7 en D(X™), donde P, ;(S,S*) es un polinomio de grado m en dos variables
(S yS*).

Demostracion. Lo haremos por induccién sobre m.
Sea m = 1. Por observacién D(X) C D(A).
Por otro lado, note que

A=Im(S)X + X Im(S) = 2Im(S)X + [X,Im(S5)]

S —5*
2

X, Tm(S)] = [X, } - %([X, S]— [X,8"]) = % (S+ %) = —iRe(S),

13



donde en la segunda ecuacién usamos el lema a) y lema b).
Juntando lo anterior, podemos reescribir A como

A =2Im(S)X — iRe(S) (3.21)
Asi

(S=59X _S+5°

A=2Im($)X —iRe(8) = =— .

= (i8* —iS)X' + [ =5 — 5% x©
2 2
en donde 2S* —iS'y _71‘5 - % * son polinomios de grado 1 en S y S*. Por ende, se tiene ii) para m = 1
y asi se cumple lo pedido para m = 1.

Supongamos ahora que se tiene i) y ii) para un m fijo. Veamos que es cierto para m + 1.
Tenemos que A™ = 37 Py (S, 5*) X7 en D(X™). Luego

A™H = AA™ = {2Tm(S)X —iRe(S)} i P, (S, 5%) X7
j=0
= {2Im(S)[X, P j(S, 5%)] — i Re(S) P (S, 5%)} X7 (3.22)

I
=3

J

2Tm(S) P, (S, S*) X+,

+
:

I
=

J

Por lema podemos escribir [X, Py, (S, 5%)] = Qm,;(S,S*), donde @ es otro polinomio de grado m
en Sy S*. Usando esto, se tiene que 2Im(S)Qpm ; (S, S*) — i Re(S) P ;(S,5*) = Rpy1,(S,8*) con R un
polinomio de grado m + 1 en Sy S*. Por otro lado, escribiremos 2Im(S) Py, ;(S,S*) = My,41,;(S,S*) con
M polinomio de grado m + 1.

Reescribiendo , este queda

m m-+1
A =N " Ry (S, 8%)XT 4+ Myyia (S, 8%) X7
Jj=0 Jj=0
m m+1
=Y Roni1(8,8) + > Myy1;(S,8%) p X7 (3.23)
Jj=0 Jj=0
m+1
=) Ling1;(5,5%) X7
7=0
m m+1
con Ly, 41,;(5,8%) = ZRmH,j(Sa S*) + Z My 41,5(S, 8*) otro polinomio de grado m + 1 en Sy S*.
Jj=0 Jj=0

Hemos probado entonces que ii) se tiene para m + 1.

Finalmente, sea ¢ € D(X™*1). Por observacién esto implica que ¢ € D(X7) con j € {0,..,m}, por
ende, usando y el hecho que S, S* € C(X) por lema se tiene que ¢ € D(A™ L),

Asi, se cumple i) para m + 1. Por principio de induccién, se tiene i) y ii) para todo m € N. O

Recordamos la siguiente definicion.

Definicién 3.15. Sean A y B dos operadores lineales densamente definidos en un espacio de Hilbert .
Decimos que B es relativamente acotado con respecto a A si D(A) C D(B) y si existen constantes no
negativas a y 3 tal que

[Agll < allell + Bl X el
para todo ¢ € D(A).
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Proposicién 3.16. Para todo m € Z,, A™ es relativamente acotado con respecto a X™.

Demostracion. Sea m € Zyy sea ¢ € D(X™). Segun definicién y por lema anterior, solo nos resta
probar que existen constantes a,,, > 0y G, > 0 tal que

[A™ ol < am llpll + Bm I X™ ]l -

Note que V (j, k) € Z; x Z con j < k y Vo € D(X*) se tiene que Hngpu < ||ng0H. Usando esto y el
lema ii), obtenemos

1A |l

> Puj(8,8%) X
j=0

= ||Pm.0(S, 5%)p + Pra (S, )X 0 + .+ Prom (S, %) X ™|
< [[Pi,o(S, 8*)pll + || P, 1 (S, 8*) X || + oo 4+ | P (S, S*) X ™|
< [P0 (S, SOl + 1P, 1 (S, SONNX™ @l + oo+ [ B (S, S X ™
< am ol + Bma IX™ @l + o+ Bnm [ X
= am [l +{Bma1 + . + B} [ X"
= am [l + Bm [ Xl
donde a;, ¥ Bm,; son constantes positivas para todo j € {1,...,m}, pues S y S* son unitarios. Aqui
escribimos B, = Z Bm,j, que es claramente una constante positiva.
j=1

Por lo tanto, A™ es relativamente acotado con respecto a X™.
O

Observacién 3.17. En este capitulo y los que siguen, para cualquier operador autoadjunto B se usara la
notacién < B >= /(B2 +1) .

Proposicién 3.18. Para todo m € Z, A™ < X > es acotado.

Demostracion. Seam € Zy y sea ¢ € D(< X >™).
Note que X?™ < (X2 4 1)™ en el sentido de la deﬁnicic’)n Luego, D(< X >™) C D(X™) y

[X™oll < l< X >™ ¢ (3.24)
De lo anterior y por lema [3.14] i), se tiene que D(< X >™) C D(A™).
Asi, aplicando la proposicién anterior, existen o > 0 y 8 > 0 constantes tal que
[A" < X > || Sal[< X > ||+ B[ X < X > ¢
<all<X > llell + B | X™ < X > e
<Clell,

en donde hemos usado que < X >~ es acotado por el célculo funcional (ver deﬁniciénen Apéndice) y
que || X™ < X >~ también lo es por (3.24)), por lo que escribimos C' = a ||< X >~ ||+3[|X™ < X >~™|
constante mayor a 0.

Con esto hemos probado lo pedido para todo m € Z . O

Corolario 3.19. Para todot € Z,, < X >7t< A >t es acotado.

Demostracion. Observe que
[< X >T'< A>T = H(< X>"'<A >t)*H

K

(3.25)
=|l<A>'<Xx>""
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en donde hemos usado la proposicién d) (ver Apéndice) sobre < A >' y < X >~* para utilizar el
hecho que ambos son autoadjuntos.
Sea entonces t € Z y p € D(< X >71), luego

[<A>'< X >71 goHQ =(<A>'<X >, <A>I< X > o)
= (<X >, <A>M< X >"'p)
=(<X >, (A2+1) <X >"p)

t
t
<X > Yy (k)AQ’“ <X >t <p>

k=0

(;) (< X >7Tp, A < X > )

(3.26)

M- I~

( (AF < X >t p, AP < X >0 )

(

( [4F < X >7F< X SEt |

=
Il
<]

| 2

I
WM“

~ T

t

k

3 k —t
k) |45 < X >t g
t

k

=

=l
=)

t
<> <k> 145 < X >=* | ol

k=0

Por proposicién anterior, para todo ¢t € Z,, y en particular para k < t, se tiene que A* < X >—F
es acotado. Finalmente, como < X >F—* es acotado por 1, pues k —t < 0, de (3.26) se obtiene que
< A>t'< X >"tes acotado Vt € Z, y por (3.25), < X >"t< A >! también lo es.

O

Proposicién 3.20. Para todo t € [0,+00), < X >7t< A >t es acotado.

Demostracion. Primero, vamos a probar lo pedido para un ¢ € [0, 1].
Sea 1) € D(< A >). Como < X >"1< A > es un operador positivo, autoadjunto e invertible, por lema
6.28 en [3] la funcién z — < X >7*< A >% 1) es fuertemente holomorfa en O con O = {z € C|0 < Re(z) < 1}.
Sea ¢ € H. Definimos

F(z)=(p,< X >T*< A>" )

Como < X >y < A > son operadores positivos, podemos escribir < X >7%= ¢ 208<X> v « A >7=
ezlog<A>.

Ahora, tome z € C con z = iy, y € R. Luego

F(2)| = 7e—iylog<X>eiylog<A>
|F(2) = |(» )| (3.27)
< llell 1wl
pues e~ Wlog<X> v pivlog<A> gon operadores unitarios.
Por otro lado, considere z € C con z =1+ iy, y € R. Luego
|F(Z)| _ ’<<,0, e(—1+iy)log<X>e(1+iy)log<A>¢>
— |<<'07 e—iylog<X>e—log<X>elog<A>eiylog<A>¢>’ (328)

= ’<S07€_iy10g<X> <X >—1< A> eiylog<A>w>‘
<< x>T< A el v
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lo que implica que F(z) es acotado en este caso, pues < X >"1< A > lo es por corolario m
Asi, por (3.27) y (3.28), F tiene una extensién continua y acotada en O.
De lo anterior, se tiene que

Mo = sup |[F(iy)| < [l ¢
yeR

My = sup I[F(1+iy)| < [|[< X >7'< A>| llell 1]l -
Y
Usando lema 6.27 en [3],

|F(2)| = |F(z +iy)| < C lloll |14 (3.29)

con C = H< X>"1<A4 >||I
Asi, usando conx=tey=0
|[< X >T'<A> = sup sup [{p, < X >T'< A>T y) | <Oy
wEH, llell=1 peD(<A>),[I¥]=1

Por lo tanto, hemos probado que < X >"f< A >! es acotado para t € [0, 1].
Sea ahora t € [m,m + 1], m € N arbitrario, m > 1. Escribiremos ¢ como ¢ =m +t' con ¢’ € [0, 1].
Asi
[< X >T<AS| =< X >T'< X >M< X >TT<AST<ASTT<CASY|
=[[< X > X >TM< AST<ASTT|

= H< X>tT<e X>mMc Asme A

Note que < X >~ y < A > son operadores autoadjuntos, invertibles y positivos con < X >~ acotado.
Ademds, como m es un natural mayor o igual a 1, por corolario < X >"m< A >™ es acotado.
Finalmente, < X >71< X >"™< A >™< A > es acotado, pues < X >~ (Mt < A4 >+ o5 acotado por
corolario Asi, por proposicién 6.17 en , <X >T< X >m< A >m< A >t es acotado para todo
t' e [0,1].

Como m es arbitrario, y anteriormente probamos que < X >7'< A >! es acotado para t € [0,1], se tiene
que < X >"t< A >! es acotado para todo t > 0. O
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4. Demostracion del teorema

En este capitulo, se probara el teorema maés importante de esta tesis. Para este propdésito, se utilizaron
algunas estrategias de la demostracién del teorema que se encuentran en [1] y [4]. Fue necesario rehacer
algunos resultados utilizados en la demostracion del caso continuo con el fin de poder usarlos en nuestro
caso. También se usaron los resultados de la teoria de conmutadores del capitulo anterior.

La demostracién se dividird en dos partes y se reducird a probar (2.2]) en la seccién 4.1 y (2.1) en la
seccion 4.2, segun la equivalencia enunciada en la observacién [2.5

4.1. Demostraciéon ([2.2)

Sean ¢ € H(H)y z € C\R. Llame Fy = F(HP,). Para comenzar la demostracién, considere los siguientes
lemas:

Lema 4.1. Sea ¢ € H y sean M y N dos operadores arbitrarios acotados. Entonces

I(M = N)g|* = — (N, (M = N)g) = (M = N)p, No) + (10, (M*M — N*N)g). (4.30)

Lema 4.2. Sea C un operador cualquiera autoadjunto y sea z € C\ R. Entonces

Demostracion.

Para continuar, tome

M = (Ait)—z)_l y N=(Fy—2)"

como en lema y aplicando el resultado del lema sobre el dltimo término de la suma en (4.30) para
C =M, C = N, se obtiene que

R
— <<p, 22.1;11(2) {((Az(f) z>1>* - (AY) z)l - ((Fo 72)71)* + (Fo Z)1}80>
_ m {<<<Af) - z>_1 —(Fy - z)_1> (p,(p> - <<p, ((Af) - z>_1 —(F —z)_1> <p>}. (4.31)

Asf, (4.31) y la ecuacién (4.30)) nos dicen que, para probar (2.2)), como (Fy — z)~*! es fijo para todo t, solo
debemos mostrar que
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<77, ((AI(;L) — z)_ — (Fp — z)_1> <p> —0 si |t = +oo, (4.32)

para todo 1, p € H.

Observacién 4.3. Note que aqui, la convergencia débil de la resolvente implica la convergencia fuerte de
la resolvente.

Antes de probar , necesitamos los siguientes lemas y el siguiente teorema:
Lema 4.4. Sean H, A, V, Hy y X los operadores definidos en el capitulo 3. Entonces:

a) D(X?) C D(A) C H=D(H).

b) Para todo p € D(X?), se tiene que Hop € D(X?) y

7

A
L

(HoX? — X%Hy)ep. (4.33)

c) SipeD(X?) yV e CHX?) se obtiene que Hp € D(X?).
d) D(X2(t)) = D(X?), para todo t > 0.
e) SipeD(X?) yV e CHX) se cumple que ety € D(X?).

Demostracion. a) Se sabe que D(X?) C D(X) y por construccién del operador A, se tiene que D(X) C D(A).
Naturalmente, D(A) C H.
b) Lo haremos por definicién. Se sabe que

D(X?) ={peH: Y |n"pnl* < o0}

nez
Sea ¢ € D(X?), luego
> In*(Hopn)l? =Y {n*(nt1 + ¢n-1)}
neZ neZ
=Y A+ Dousr + (0 = (n+ D?)pns1 + (0= D’pur + (0 = (0 = 1)*)pn1 )’
nez
=3 {(n+1)%pps1 + (n—1)%0n_1 — 2(n + Dons1 + @nt1 + 2(n — Dot + o1}’
nez
<Y A+ D2, 4 - 1)k +8(n—1)%0%_, +8(n+ 1)%p0,, + 805 1 + 807,
nez
<4 Z(n +1)%pn 4 +4 Z(n — 1) +38 Z(n - 1% 1 +8 Z(” + 140
nez nez nez nez
+82<P31+1 ‘*‘82@371
nez neL
< 400.

Lo anterior se tiene, pues cada término de la peniltima desigualdad es finito. Los cuatro primeros lo son,
ya que si hacemos una traslacién del indice de la suma, usamos que ¢ € D(X?). Los tltimos dos términos
de la misma son finitos, debido a que, en particular, ¢ € H.

Asi, Hyp € D(X?). Finalmente, por observacién se tiene (4.33).

¢) Sea ¢ € D(X?). Como
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H(p:H()gD—i‘th

se tiene que Hy € D(X?), pues por b), Hyp € D(X?), y por hipétesis, Vi € D(X?).
d) Sea t > 0. Usando lema podemos escribir

D(X?) ={p € D(X) : Xp € D(X)}
={p e D(X(1)) : X € D(X (1))}
={p e D(X(1)) : (X(t) = (X(t) = X))p € D(X (1))}
={p e D(X({®)): X(t)p € D(X(1))}
=D(X?(1)).
Para llegar a la penultima igualdad, por teorema fundamental del cdlculo y los resultados anteriores, se
tiene que X(t)-X es acotado, por ende, (X (t) — X)p € B(H) y as{ X(t)p € D(X(t)).

Hemos probado lo pedido.
e) Sea ¢ € D(X?) y 2 € C\ R. Considere

p=(X"=2)"1y

o ~—

con P € H.
Luego

e:l:th(XQ _ 2)711/} _ e:tth(XZ _ 2)71€¢th€ith1/}
= (X(1) — =) ey € D).

Usando el resultado obtenido en d), lo anterior implica que e*tp € D(X?). O

x2\ 7!
Lema 4.5. Sea v € H. Para todo t # 0, defina 1, := <1 + t) ¥ una regularizacion de 1. Entonces:

a) Vt #0, 1y € D(X?).

b) by — ¥ si [t] — +o00.

¢) Hipy — Hip si|t| — +o0.

d) [|A%] < CL) VI, (1 X0l < C2() VI g [| X240 < Ca(@)]1]-

Demostracion.  a) Seat # 0. Note que

Asf, ¥, € D(X?).

b) Calculemos la siguiente diferencia en norma

et ):
<¢,(<Hﬁf)l?2w> »
L0+ oo
- [ () (s on).
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Ahora,

—\2
’t+)\2

y para todo A fijo

—)\2

t+ A2 =0

si |t] = +oo.

Asi, utilizando lo anterior, por teorema de convergencia dominada, la tltima igualdad de (4.34)) converge
a 0 si |t| — oo, es decir

e =
si |t] = +oo.
c¢) Sabemos que H es acotado, luego
[Hepe — Hy|| < [|H| [|oe — ¥[| = 0

si |t| — +oo por parte b) del lema.

d) Analicemos lo siguiente

o2 (4.35)

Llamemos

ORISR

X
donde G1()\) = A(1 + A2)~1 € L>=(R). Por el calculo funcional, el operador G () es acotado.

v
Asi, reemplazando en (4.35))
2

1 1* = ] < [t G 1% Il

X
Gi|—F=|¢
( 2 )

lo que implica que

X0l < VIt Ca(v) (4.36)

con Cao(v) = |G| o 1%
Ahora,
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o\ —1
X2 X2\ !
2y

2 2\ 1
X <1+X) wH

= |t| || —
It

X2\ X2 x2\ 7 A
y el operador Go (t) = (1 + t) es acotado por el cdlculo funcional, pues Go(\) = T €
L>(R).
Asi
) X2 x2\ !
X =1 |5 (1+5) o] <Gl 1)

con Cs(¢) = [|Gall [¥1]-
Por otro lado, usando

([ Avhe|| = [[2Im(S) Xtpy — i Re(S) ¢ (4.37)

< 2 [Im(S) X el + [Re(S) | el
y
X2\
o= (1+5) 4| < lGalo ol (1.38)
X x2\ ! ) . 1

donde G3 W =1+ e es acotado por el célculo funcional, pues G3(\) = T € L*(R).
Usando (4.36)), (4.38) y el hecho de que Im(S) y Re(S) son acotados, obtenemos, a partir de (4.37)),
que

[ Ae|| < V/]tICa(vh) + C5(v)
_ Cs(v)
= Videaw) (1 * c4<w>)
= /]t|C1(),

donde Cy(t) = 2[[Im(S) | C2(v), C5() = [IRe(S) | Gllog ]l ¥ Ca(w) = Calw) (1+ G223 ).

Hemos probado asf lo pedido.

Teorema 4.6. Sea N un operador autoadjunto. Entonces para z € C\ R

1
| Tm(2)|°

Iz =) 7| <
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Demostracion. Sea ¢ € H'y z € C\ R, luego

((z=N)p,0) = ((Re(z) = N +ilm(z))p, ¢)
= ((Re(z) — N)p, ) +iIm(2) (¢, @)

lo que implica que

Iz = Nl llll = [ Im(z)] [l

y, por ende,
1 -1
TTm(z)| el = ]|(z = N) "t -
De lo anterior, se obtiene lo pedido.
O
Retomando ,
A(t -1 _ A(t -t _
<n, ((i) —2) -(R-2) ) 90> < I ((i) —2) -(R-2) ) .
por lo que de aqui en adelante, lo que haremos serd probar que
-1
H((Ait)—z) —(Fo—z)_1><p —0
si [t] = +oo.
Entonces
-1 —1
(2 om0 ()
-1
A A _
= (it)—z) (]Et)—FO)(FO—z) Lo

y considere las siguientes notaciones (que se mantendrdn durante todo el capitulo):

-1
RA(t) = (Al(ft) - Z) s

RFO = (FO — Z)il.

x2\"!
Por otro lado, llame ¢ = Rp oy sea 1 := (1 + t) ¥ la regularizacién de i como en el lema

Reescribiendo el lado derecho de (4.39)), nos queda

e (557 =) o = e (55 - ) -0

= HR“‘“ (Af) - F) (1 - w>H ¥ H o (A(t) ) F) S

t t t
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Analizaremos el limite de cada sumando en la ultima desigualdad.
Para el primer sumando

o (A2 - o) 00— ) < |asa 22 101 = 01+ s o =
< |rags (A2 = 242) i = 020+ | Rao | 1wl e = 0
— R (2= 2) + R 0w - 0 )
+ || Raco | 101 1 = )
< |14 Raw 2| 1w = ) + | Raso | 1 Boll 1 0 = )]

Sabemos que Raw y 1+ Raw son acotados por teorema [4.6| y Fjy también lo es por definicién de F,
pues H es acotado. Asi, aplicando el lema b) sobre la dltima desigualdad de (4.41]),

s (29 1) -] o

si |t| = +oo.
Para el segundo sumando de (4.40)

s (405

t

~ [ (Fea - a0+ a0 - 7

(4.43)

<[ { 7400 =~ 2000 f o~ R Fovs

1
* HRH v

y usando el lema d) obtenemos

1 1
Ra 74| = 7 [Rago 1]
1
< iy [Raw| o)V
—0

si [t| = 400, pues Raw es acotado por teorema
t

Ahora, por lema podemos usar el teorema fundamental del calculo para ¢y € D(X?), donde obtenemos
que

d

t A as

A(t)r — A0)py = P

t
e 55 [H, Al e 54, ds

(4.44)

t

e (i [Hy, A] + i [V, A e H59ds

o— S — S—

t
eHS(F(Hy) + i [V, A])e”H5q),ds.

Asi, aplicando esto en (|4.43))
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R {40~ 40D b w1 = R o

1 " ; —iHs
= HRA(t) ? / GZHS(F(H()) +1 [V, AD@ H wtds —Raw Fowt
t 0 t

Para analizar la convergencia de lo anterior cuando [t| — 400, vamos a descomponer el vector ;. Se
tiene entonces

wt = Pcwt + Pppqzbzb
Asi

1 s . —iHs
HRA(%/ s (F(Hy) +i[V, A e H9pds — Raw Forby
0 t

t

1 [t )
< HRM)t/ s (F(Hy) +i [V, A))e H* Papyds
t 0

- R@Fopciﬁt

1 [/t . )
+HRAm /0 e (F(Hy) + [V, Al)e ™ P apnds||
(4.45)

en donde hemos usado que FyP,, = F(HP.)P,, = 0, pues P = P,,.

Para concluir la demostracién de (2.2)), nos falta probar que (4.45)) converge a 0 si |t| — +o0.
Tenemos que

1 [/t . )
HRAm n / 5 (F(Ho) + iV, A)e™"* Putpyds — R aw Fo Py
t 0 t

1t
— HRM 2/ e (F(Hy) +i[V, A
t 0

—Fy)e "5 Papyds||

1 [/t i
Raw 5 / eHsWe s pajyds
¢ 0
(4.46)
con W = F(Hp) + i [V, A] — Fy compacto, pues supusimos V y [V, A] compactos. Note que en (4.46) Fy
entra a la integral, pues conmuta con H por definicién.
Asi

1 [t . )
HRA(t)t / etHsyWe= s P, ds
t 0

<Jras
t

1 [t ,
Ht/ eszWeszsPthds
0

S|1m<>|H

1

e L WP = )l / s
}

3

donde hemos usado el teorema para la cota de RA(f), que ||P.|| =1y que P. conmuta con H.
Finalmente, (1.47) converge a 0 si |t| — +00, pues

t
eistefiHsPC(wt o ,ll) + 1/1)d$

o (4.47)
+ H eiHSWPCe_istds

= Tim(a)] ( )| {IW A e = ol

+"t eiHSWPCe—iHs¢ds

W e =l =0
por lema b) y debido a que W es compacto y puesto que
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H szWPCefiqupds

por el teorema RAGE (teorema[1.2|c)).
Retomando

1 [t . )
HRA@ n /0 e'S(F(Ho) +i [V, A))e™" " Ppiyds

t
= HRA?) % / e (F(Hp) + i [V, Al)e 5P, (1 — ¢ + 1b)ds

0

1 [t . )
< HRAEt)t/O S (F(Ho) +i [V, A])e 5P, (1y — ¢)ds

I :
i HR‘*EM/O e (F(Ho) + [V, A])e™ T Pyyds| .

Note que F(Hy) + i [V, A] es acotado, pues cada término lo es, el primero por definicién y el segundo,
pues [V, A] es compacto por hipdtesis. Ademds, ||P,,|| = 1. Usando esto, si [t| — 400

t
HRA(t)l/ eS(F(Ho) +i [V, Al)e " Pyy (v — 1))ds HR“” / (FCH) 45 V. AD oyt — )] o
Sl ||
1
1 o N

= Tim(= )Ht\ |F(Ho) + i [V, Alll | Pyl 1 — 9] / ds
1 .

< gy 1FHo) + iV, All [ — ¥l

—0

(4.48)

por lema b).
Por otro lado, como Py, € H,,(H), por observacién (ver Apéndice), existe N € N fijo tal que

1 [t 4
HRA?) n /0 e (F(Hp) + i [V, A])e 5P, ,1hds

1 [t , » al
Raw n /0 e (F(Hy) +i[V, A])e Hs (Pppw — ZPEkw> ds
k=1

1t >
—|—RA(t)7/ elHS(F(Ho)—FZ VA _ZH Z Ekwds
t T 0 P
N t
< |ago | 7 V) 612 A | P > e | | as
N 1 t
+ ZRA@);/ ZIj{s(}’_'(.H())-I-Z[V A)e _ZEksPEkll)dS
k=1 0
1
< — ||F(H A P,
< i )+ A | Bt - Z ", H

ZRM {/t HH= E’“)Sds}(F(Ho)+i[V,A])PEk1/JH

(4.49)
Luego, si N — +o00, como F(Hy) + i [V, A] es acotado se tiene que
N
1
k=1

26



Observacion 4.7. Sea E un valor propio asociado al operador H. Entonces

1,
s— lim 7/ e H=E)sqg — Pp.
[t|=+oo t Jo

Para el segundo sumando de la dltima desigualdad en (4.49)), y recordando que F(Hy)+1 [V, A] = i[H, A],
si |t| — +o0, por observacién anterior nos queda

N 1 t )
ZRM {t/ ez(H_Ek)Sds} Z[H,A]PEk'l)/JH —
k=1 0

donde en la ltima igualdad hemos usado que la suma es finita y el teorema del virial (ver [8]), ya que
H € CY(A), pues Hy € C1(A), por lema y V € CY(A), debido a que [V, A] es compacto, luego la suma

de ambos operadores estd en C1(A) por lema [3.3|b).
Asi, por (4.50) y (4.51), si |[t|] = +oo, (4.49) converge a 0 y juntando el resultado en (4.48) se tiene que

N
ZR@PEki[H,A]PEka =0, (4.51)
k=1 '

1 [t ,
HRMt/ S (F(Hp) + i [V, A])e "5 P, apyds|| — 0.
¢ 0

Con esto hemos probado ([2.2)).

4.2. Demostracion (2.1))

Observacion 4.8. Todas las notaciones usadas en la seccién anterior se mantendran.

Del mismo anélisis realizado sobre (2.2]), mostrar (2.1]) se reduce a probar que, para todo ¢ € H(H) y

para todo z € C\ R
X2(t - -
H(( t2()_z) — (Fo = 2) 1)(,0
si [¢] = +oo.

Reescribiendo la norma anterior

H ((ij(t) - Z>1 — (Fo — z)1> @

-0 (4.52)

[ (o (5o

t2 t2
_ <X:2(t) - >‘1 <X:2(t) FO> (Foe )y

(4.53)
X2(t)
t2

-1
Llamando R E0 < — z> y utilizando las notaciones de la seccién anterior, la tltima igualdad

de (4.53) queda

HR«W (X;(t) ‘F°) RF“"H ey (Xt(t) _F°> wH
|| sy (X;(t) —F0> (e — v +w)H
<[resay (55 - ) -] + [ (532 - ) ]

27



Vamos a analizar los dos sumandos de la tltima desigualdad en (4.54)) cuando |¢| — +o0.
Para el primer sumando

|2 essnye (522 - 20) - 00 < | s 222 e = 000+ [Resga o | 1l G0 = )
< [Ressaye (22 -2 2) 1060+ | R | AEuM N - 0
=R exmy (B2 =) + Rsgayee| 6 w0
+ | Resgae [0 e = 0
< [ Rsgayes] N0 = 0+ [ s 00 e - .

(4.55)
Sabemos que R(X(t) )2 y 1+ R(Xm)z son acotados por teore y Fp también lo es por definicién de
(4.55

F. Asi, aplicando el lema b) sobre la dltima desigualdad de (4.55)), si |t| = 400

— 0.

Ry (T~ R) 0w

De lo anterior, para concluir que se tiene (4.52)), nos falta probar que

[y (S -m)

=0 (4.56)

t2

si |t] = +o0.
Por lema podemos ocupar el teorema fundamental del calculo para vy € D(X?). Con esto y (4.33)),
se obtiene

‘1d
X200 - X200 = [ | X6 ds

0
t

= / i [H, X?] e”""*4jyds
0
t t

= / % [Ho, X?] e™"oepyds + / e [V, X?] emMoejyds
0 0

2

t . t
= / it [HO,XQ] e sy ds Jr/ etfsg [V, XQ} e sy, ds
0 0

¢ ¢
= / B39 e~ 54 ds +/ etHs; [V, X2] e s, ds.
0 0 (4.57)

t t
=9 A d iHs : V. X2 —iHs d
[ Atsys [ e[y e s
t t ) )
:2/ (A(s)—A(0)+A(0))z/1tds+/ 5 [V, X?] emoyhyds
Ot 0 t
=2 / (A(s) — A(0))yds + 2Atap, + / i [V, X?] e syds
0 0
t s )
=2 / / e HU(F(Hy) + i [V, A))e™ " durp,ds + 2 At
0o Jo

t
_|_/ eiHSi [MXQ] e_iHSwtdS,
0

donde hemos usado (4.44)).
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Por otro lado,

Reescribimos asi la tltima igualdad de (4.57) usando . Nos queda entonces

t s t t S
2 / / B (Fy + W)e™ U duypyds + 2At + / 5 [V, X?] e" sy ds = 2Fy / / durbds + 2At),
0 0 0 0

0
+ 2/t /S eHeW e He duaby ds
o Jo
+ / [V, X e ods
= fgot2¢t + 2Aty
+ Q/Ot /08 etHuw e He quah, ds

t
+/ iHs: [V XQ] _leiﬁtdS-
0

(4.59)
Si juntamos los resultados obtenidos en (4.57) y (4.59)), obtenemos finalmente

t s
X2(t)hy — X2(0)1hy = Fot>thy + 2Atap, + 2 / / e e~ dyapy ds + / i [V, X?] e syyds.
0 JO

Dividiendo lo anterior por t2, se tiene que

X2(t X? 24 2 [t : 1t
t2( )wt —Fovr =gt Uit 5 / / MW e M quapyds + ) M5 [V, X?] em " oyyds. (4.60)
0 Jo 0

Volviendo a (4.56)), usamos (4.60)) para reformular lo que queremos probar.
Se tiene entonces

sy (30 n)o

t2

X2 24 2 [t .
S HR(X(t))2 (t2 + t) 1/115 + HR(X?))Zﬁ/O /(; €1HU'W€ ’H“dudsm
1

t
0y / e5i [V, X?] e_iHSdsth.
t 0

(4.61)
Para demostrar (4.56)), probaremos que cada uno de los 3 sumandos del lado derecho de (4.61)) converge
a 0 cuando |t| — +o0.

Para el primer sumando de (4.61))

ey (5 2) o < e 1) o + | () )
< ey e X0+ o v |

(4.62)

< Ty {1000+ v
1 2

= Tn(2)] {|t|c3(”’) i

Para las cotas de (£.62), hemos usado lema[£.5)d) y el teorema

o}
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De esta forma, si [t| = +oo

— 0. (4.63)

Para el tercer sumando de (4.61])

1/t 1t
HR(XEt))zzf?/o iHs,; [VX} _1H5d8'(/)t < HR(XEt))z ﬁ/ iHs [VX} —szdS ||1/}tH
= |1m |t2 / 1[V. X2]|] ds [l (4.64)
1
- | Im(2) t ||[V7X2]H [[e]] -

Usando (4.38) y como asumimos [V, X?] acotado, si |t| — 400 entonces la ltima desigualdad en (4.64)
converge a 0.
Por lo tanto,

1 t
HR(X(f,))2t2/ iHs; [VX} 7ZHSdS1f)t (465)

t

si |t| = +oo.
Finalmente, para el segundo sumando en (4.61)

2 t s )
R, xw 2—/ / ety e Hu gy d s,
)2 Jo Jo

2 t s )
— HR x(8) z—/ / e’H"We’H“duds(d)t—i/}—Fi/J)H
()72 Sy Jo
2 " [ im iH
SHR ())2?2/0 /0 e UWeT (W — ) duds

2 [t ,
+ HR(xu))ztz/ / etHuw ety duds
¢ 0o Jo

Note que

9 t s )
( = / / Uy e~ (4, — ap)duds

1
< i a W= [ [ auas

1
= (2] Wl = )l

y W es compacto, por lo que si [t| = +oo, por lema b), lo anterior converge a 0.
Asi

S HR(X(t) 2

2) t s )
HR(X(t>)2t2/O /0 ey e~ (4, — ap)duds

t

(4.66)

t

2 t s )
HR(X(U)QLQ/ / e ey, — ap)duds
0o Jo

si [t] = +oo.
Considere la descomposicién de 1 de la forma ¢ = Py + Py, luego

30



) t 5 )
:HR(X(t))QtQ/o /0 U e (P 4+ Pyi)duds

t

2) t s )
HR(xm)ztz/o /0 eHuyw ety duds

t

(4.67)

2 [t ,
HR(x(t))th/O /0 B e p ypduds

t

<
“|
Para finalizar la demostracién de (2.1)), veamos los dos sumandos del lado derecho de (4.67]).
Para el primero tenemos que

2 ! ° iHu —iHu
‘R(xm)rzﬂ/o /0 e e v p, abduds

t

2) t s )
X(t))zH ‘ t—2/ / elH“We_zH"Pcwduds
@ 0o Jo

< 21/t
" ()] o

Por el teorema RAGE (teorema [1.2]c)), como W es compacto

2) t s )
“R<x§t>)zt2/o /0 eHuyw et p opduds

<=

(4.68)

/ eHe W Pe~Hupdu|| ds.
0

1[5 . ,
f/ eHew Pe~ Heypdull — 0 si s — 400,
S Jo

es decir, Ve > 0,3Ny > 0 fijo tal que Vs > Ny

1/, ,
7/ ezHuWPCeszu,wdu

< e|Im(2)|
s Jo

@ ‘

/ eiHuWPCefiHuwdu
0

< se|Im(2)]. (4.69)

Reescribamos ahora la dltima parte de (4.68) para usar (4.69). Asi

No
ds = Ll/ ds
[ Tm(2)| 2 Jo

N 2 1/t
| Im(2)[ #2 [,

2 1 /
Tm(=)] 2 Jo

/ eiHuWPCe—iHuwdu
0

/ eiHuWPce_iHuwd’U/
0

: (4.70)
/ U Pe” ey dy|| ds,
0

donde

/ eiHuWPCefiHuwdu
0

ds < 2 l/t | Tm(2)|d
S —_ Se|1miz S
= |Im(2)| 2y,

2 [t N§
T2 ]2 2

Ng
~{-

2 1 /
[Tm(=)] 2/,

para todo t > Nj.
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Lo anterior implica que si [t| = 400

IR, o0 )
[Tm(z)[ 2/, ' '

s
/ eiHuWPCe—iHuwdu
0

Por otro lado,

2 1 [No
IIm(Z)ItQ/o

2 1 NNy i E
ds < t—2/ / ||61 “WP.e™" “1/)||duds
o Jo

/ 6iHuWP067iHuwdu
0

No
/ W || duds
0

Como Ny fijo y W compacto, si [¢| — +o0o entonces

2 1 [No
IIm(Z)I?/o

Usando (4.71) y (4.72)), se tiene que (4.70) converge a 0 cuando |t| — 400 lo que a su vez implica que

ds — 0. (4.72)

/ eiHuWPCe_iHu@bdu
0

2 t 5 )
HR(W 2 / / etHuepy et He p apduds
0 0

t

=0 (4.73)

si [t| = +oo.
Para el segundo sumando de (4.67)), sea N € N el de la observacién

<

2 t S . .
HR( X027 / / euwe=Hup, dhduds
0 0

t

t

2 ! r —iHu al
R(Xm)zt—Q/ / etHuyy =i <PpprPEkw> duds
0 JO k=1

2 t s ) N
+ R(Xt(t))ztf2 / / W e 1N " Py, pduds|| .
' 0Jo k=1
(4.74)
Note que
2 t s ) N N
R(X(,,))zt—Q/ / e we e | By — > P, | duds SHR(me W Ppptp = > Pyt
[ o Jo 1 ¢ k=1
N
W
= Tmgey |0~ 2 e
k=1
—0

(4.75)
si N — +o0 por observacién [B-8
Por otro lado, y recordando que W = i[H, A] — F}
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9 t s . N N 2 t o ps ]
R(xm)z?/ / elH“We*ZH“ZPEkwduds _Z xm)zt—Q/ / e (Gi[H, A] — Fy)e” " Py, ypduds
! 0 Jo k=1 k=1 ! 0 Jo
N
SZII ‘ / / i g Ale™ Y Py yduds
k=1
2

-3 / / e Foe™ 1" Py, ¢duds

|Im )|

_%/ / dudsy
t2 o Jo

SN 1 ||2PgilH, A] ([t et Bo)s 1
=2 g || e [ Gorr ~ )

_FOPEI«'L/]”

_ 1 2PEk[H A 1 i(H—E})s } H
=2 )] || 6 - B) {t/ ds=lygw

Lo d.

k=1

N

k; ERAY

YK 1 Ly
SZIIH{t By P + Z | 0
=t (4.76)

donde hemos usado que FyPp, = F(HP.)Pg, = F(H)P.Pg, = 0, pues P+ = P,, y llamamos K =
M el cual es acotado, ya que cada término lo es
Im(2)(H — Ey)’ vad '

Finalmente, si analizamos por separado cada sumando de la tltima desigualdad de se tiene que

K
Z L ipe, — u) =0 (4.77)

si |[¢| — +o0, pues K y (Pg, — 1) son acotados y la suma es finita.
Ahora, sea € > 0, por observacién existe un L € N tal que V|¢t| > L

1
- z(H Ey)s
H{t ds}w Pl = Nz

‘ el
Luego, para todo [t| > L

K K L
Z” H H{ . Ek)sds}w P’“wH ZII|t|”N6|K|

€L (4.78)
2]
<e.
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Asi, por ([&.77) y (&.78), si |t| — +oo, ([#.76) converge a 0. Usando esto, y el resultado en ([4.75) se tiene
que (4.74) también converge a 0 y juntandolo con (4.73) obtenemos que ambos sumandos en (4.67) tienden

a 0 si |t| = 4o0.
Finalmente, usando concluimos que

=0 (4.79)

t

2 t s )
HR(X(t)fﬁ/O /0 e HUW e~ Y gy dsip,

si |t] = +oo.
Asi, gracias a ([£.63)), (.65) y ([.79) se tiene que (4.61)) converge a 0 si |[t| — +oo, por lo que hemos
probado (2.1)).
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5. Demostracion de las consecuencias del teorema

En este capitulo, se demuestran las consecuencias del teorema anterior, las cuales se probaron para el
caso continuo en [1] y [4], por lo que se logra probar que en el caso discreto se siguen teniendo.

5.1. Demostracién corolario

Se tiene que

P = X(foo,())(A) y Py = X[o,+oo)(A)~ (5~80)
Sabemos que oess(H) = [~2,2]. Sea ¢ € H (H) con ¢ = x[_2,2](H)p. Dado € > 0, existe un ¢ € H.(H)
con ||[¢|| = 1 y una funcién g tal que ¥ = g(H)¢ y

lp =l <e,

donde g cumple que:
i) g € C5°(R),
i) 0<g<1,
iii) g(x) =0si|z] >2—-3 y g(z) =1si|z| <2— 2§ para algin § > 0.

Es asi que por un argumento de densidad, es suficiente probar el resultado para vectores ¢ como el
descrito arriba.
Por otro lado, sea f otra funcién tal que:

i) feC>(R),
i) 0<f <1,
iii) f(r)=0siz >~y f(zr)=1siz <3 paraalgin v > 0, donde F'(2 —0) = F'(-2+4) = 1.
Observacién 5.1. La funcién F de la definicién de f es la misma funcién del teorema [2.2]
Comenzaremos probando ({2.3). Sea t > 0, entonces
Hp—e_thwH _ HethP_e—thwH
= [|[P-()¥]]
= |[X(=00.0) (A®) ]| (5.81)

X (~00,0) <A§t)> (0

donde la tltima igualdad en (5.81]) se debe a que si x € (—00,0) entonces 7 € (—00,0), pues t > 0.
Asi, usando la definicién de la funcién f
At
< (57)+]

X (—=00,0) (Ait)) P

Por otro lado, como g es simétrica, existe una funcién h continua y de soporte compacto en [0,4] tal que

g=hoFyh(z)=yg(Vi-uz).

Sea 1) € H.(H), luego podemos escribir ¢ = P.1. Se tiene entonces lo siguiente

)

£ (42) st - septpyatene = £ (A2 wrrye - fEPyEER)
—1 (ZD{n (52) v - nerras (5.52)

s (H2) v - e,
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Como 1 = g(H ), podemos reescribir (5.82). Asi
r(22) o swarrge =1 (A2) {1 (22) v - nirarry

t ot
(5.83)
0 (A2 v - e

Usando que fh € C§°(R), pues h € C§°(R), por teorema ii) se obtiene que

o (42 =m0 (5.5)

si [t] = +oo.
Adem4ds, nuevamente por teorema ii) y el hecho que h € C§°(R)

) ) smel ( (42)rnr
| < (22 - -

Asi, por (5.84) y (5.85), (5.83)) converge a 0, es decir,

(5.85)

|f( )¢H S I (FHP). (5.56)

Juntando los resultados anteriores, si t — +o0o

1P| <

A
£ (22) o] - urrara,
Escribiendo P.¢) = 4 y utilizando otra vez que ¥ = g(H)v

If(F(HP))I| = [ f(F(H)) Py

= [[F(F(H))Y|
= [I(f o F)(H) ||
= [I(f o F)(H)g(H)Y| -

Si probamos que la dltima igualdad de (5.87)) es igual a 0, entonces se tendra (2.3)).
Tenemos dos casos:

(5.87)

a) Silzl22-3 = g()=0 = (foF)(x)-g(a) = 0.
b) Si|z|<2—-8 = F(z)>v = (foF)(x)=0 = (foF)(z)-g(x)=0
Asi, (fo F)(H)g(H)Y =0y, por ende, vale 0.
Para , sea t < 0. Asi
HP+efthwH _ HethP+67th,¢)H
= [P+ ()|l
= || X10,400) (A()¥]| (5.88)

= || X(=,0) (A;t)) (0

donde la 1ltima igualdad en (5.88) se debe a que § € (—00,0) si x € [0, +00), pues t < 0.
Como se puede observar, obtenemos un resultado anilogo a lo realizado para P_e *#* por lo que si
procedemos de la misma forma que en el caso anterior entonces si ¢ — —oo se tendrd que (5.88)) converge a

0.

)
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5.2. Demostracién corolario 2.8

Sea ¢ € He(H) con ¢ = x[—2,21(H)p, donde ocss(H) = [-2,2]. Dado € > 0, existe un ¢ € H.(H) con
[|[#]] =1 y una funcién g tal que ¥ = g(H)v y

lp =l <e,

donde g cumple que:
i) g€ C5(R),
i) 0<g<1,
ili) g(x) =0si|z] >2—-3 y g(z) =1si|z| < 2— 2§ para algin § > 0.

Por un argumento de densidad, probaremos el resultado para vectores ¥ como el descrito arriba.
Por otro lado, sea f otra funcion tal que:

i) feC>(R),
i) 0<f<1,
iii) f(r)=0siz >~y f(r)=1siz <3 paraalgin v > 0, donde F'(2 —0) = F'(—=2+4) =17.
Observacién 5.2. La funcién F de la definicién de f es la misma funcién del teorema [2.2}

Sea v > 0 como en la definicién de f y sea a > 0 lo suficientemente grande tal que existe un t, > 0 con

2

a® _ v
= < 2 (5.89)
para todo |t| > t,.
Queremos probar que e~*Ht) converge débilmente a 0, es decir, que para todo 7 € H
(n,e” ™) =0 (5.90)
si [¢] = +oo.
Sean E(|X| > a) = X(—oco,—a)u(a,400)(X) ¥ E(]X| < a) = X[—q,q)(X), donde
E(|X|>a)+E(X|<a)=1.
Ahora
[(moe™ ) | = | (nAB(IX] > a) + E(IX] < a)} e~ "'y) |
= (n, B(X| > a)e” ") + (¢, B(|X| < a)e™ ) |
| (5.91)

(BE(1X] > a)n, e ) + (n, E(|X| < a)e” ') |
< [B(X| > a)nl 9] + [In]l [|E(X] < a)e™ ||
Para el primer sumando del lado derecho de (5.91)

IE(X] > ay? = / X(oorauato0) (N (1, 1 ()

Si a — 400 entonces X(—oo,—a)U(a,+00)(A) — 0 para todo X fijo. Ademas, |x| < 1. Por teorema de
convergencia dominada,

/RX(—oo,—a)U(a,—i—oo)()‘)d<777N’X(>‘)77> =0

y asi
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IE(|1X| > a)n||* — 0. (5.92)

Por otro lado,

|E(X] < a)e™ || = ||X[—aa (X)e™ ||
e O
= ||X[— a0 (X ()0
= |Ix[0,a2) (X (@),

donde la tltima igualdad se debe al hecho que 22 € [0,a?] si z € [—a, a], pues a > 0.
Usando la definicién de f y (5.89)) se tiene que
w2 )]

o (524
()]

Por teorema [2.2]1), realizando un procedimiento andlogo al que se hizo en la demostracién del corolario
2

[[X[0,02 (X* ()

se obtiene que si |[t| = +00

para obtener (5.86[), pero en este caso con

El limite vale 0 haciendo nuevamente un andlisis idéntico al que se realizé en la demostracién del corolario

De lo anterior, concluimos que si [t| — 400

(2

2
f(X' >wH%HfFHPWJ0

|E(X]| < a)e” || — 0. (5.93)

Finalmente, aplicando los resultados obtenidos en (5.92)) y (5.93) sobre el célculo en ([5.91)), se tiene que
(15.90) se cumple y, por ende, se tiene lo pedido.

5.3. Demostracion corolario [2.9]

Sea ¢ € H.(H). Por el Stone-Weierstrass gavotte en [4], es suficiente probar lo pedido para funciones
resolventes. Asi, vamos a mostrar que

(Ho(t) —2) "o — (H —2) "¢ si |t] = +oo,

para todo z € C\ R, o andlogamente,

[(Ho(t) = 2)~" = (H = 2)"")g|| = 0

si || = +o0.
Analicemos el término dentro de la norma. Nos queda entonces

th(

(Ho(t) —2)™' — (H — 2) o = LemiHt _ giHt(p _ y=1o=iHt)

( 0—2)" %)
(eth{ HO _ Z) ( _ Z _1}€_th)<P

= (M {(Hy — 2)"N(H — 2) — (Ho — 2))(H — 2) '} e Y (5.94)
=

=

e (Ho =)™ ( — ) (1 = =)
eth( ) (H Z) 1 71Ht)
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Aplicando norma a ambos lados de ([5.94))
[(Ho(t) = 2)7" = (H = 2)" Y| = [[(e""(Ho — 2) 7'V (H — )"l )|
= ||(H0 —2)"'W(H - z)flefthgoH .
Por corolario como ¢ € H.(H)

efthsD —~0
si |t| = +oo.
Finalmente, usando esto y el hecho que (Ho—2) "'V (H —2)~
son acotados y V es compacto, obtenemos que

L es compacto, pues (Hyp—2)" 'y (H—z)"*

H{(HO —2)7'V(H - z)*l} e*thcpH =0

si || = +o0.
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6. Caso potencial de corto alcance

En este capitulo, asumiendo que el potencial V' es de corto alcance, vamos a usar los resultados de
los capitulos anteriores para probar que los operadores de onda Q*(H, Hy) existen, cumplen e #tQ* =
QFe ot v HOT = QT Hy, lo que se conoce como “intertwining”, y lo més importante, probaremos que
son completos. Para esto, nos basamos en el capitulo 5 de [4], en donde se demostré lo anterior para el caso
continuo.

Sea entonces V' el potencial dado en el capitulo 2 con V compacto. Vamos a suponer que V cumple lo
siguiente

[V(n)] < C1+n])~ (6.95)

donde n € Z, C es una constante positiva y € > 1.
Por el término ”potencial de corto alcance” siempre nos referiremos a una funcién V' que satisface ((6.95|).

Antes de enunciar el teorema que viene a continuacién, recordamos la siguiente proposicién.

Proposicién 6.1. Sea a = (a,)nez € C%. Defina el operador de multiplicacion T, en 12(Z) dado por:

(Thx)n = anxn, n €L

Entonces
T, € B(I*(2)) & a € 1°(Z) & ||a||, = sup |an| < +oc.
neZ

En este caso, ||T,|| = ||af| -

Teorema 6.2. Sea tg € Ry y sea V un potencial de corto alcance entonces

+oo ]
/ Ve iHoty df < +oo,
to

para ¢ € Dy, un conjunto denso en 1?(Z). En consecuencia, los operadores de onda Q*(H, Hy) existen.

Demostracion. Sea A el generador de dilataciones definido en la observacion [3.6| y sea s > 1 arbitrario. Sea
G={geCFR)0<g<1,g(x)=0si|z| >2-06 y g(x) =1si|z| <2— 26, algin ¢ > 0}.

Definamos Dy = {g(Ho) < A >"%¢ | g € G, ¥ € [>(Z)}. Dy es denso en [*(Z), pues Ran(< A >7%) es
denso y ||g(Hp) —1|| = 0 si 6 — 0, ademéds, Hy es un operador puramente absolutamente continuo, luego
H.(Hy) = 12(Z).

Luego, sea ¢ € Dy, esto es ¢ = g(Hp) < A >7% 1. Asi

[VemiHotp| = ||V < A >< A >7% e7iHloty|| (6.96)
<V <A>®||||< A>7% e Holg(Hy) < A>75 9| '
Por lema y lema podemos usar el teorema 4.2 en [2] obteniendo que
< A>7%emotg(Hy) < A>75p|| < O+ |t])~*, (6.97)
para toda s’ con 0 < s’ < sy C > 0.
Por otro lado,
[V<A>* =]V <X ><X><A>?
(6.98)

<V <X >¥||[< X >0 < 4>

De la definicién del operador X en el capitulo 2, podemos escribir < X >*% e,, =< n >*® e,, con e, un
elemento de la base canénica de 1%(Z). Luego

V<X >%e,=V(n)<n>%e,. (6.99)
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Como V es un potencial de corto alcance, entonces cumple (6.95)). Por ende, existe C' > 0 constante y
€ > 1 tal que

[V(n) <n>%| <C1+|n|)~¢(1+n2)*/2 (6.100)
Tomando s = €, a partir de (6.100)) se obtiene que
V(n) <n> [ <CO+n)~(1+n*)?

c/d+n?)

(1+n)e
Y VAR
(1+ |n)
<C.
Lo anterior implica que sup |V (n) < n >° | < +o00. Asi, usando proposicién sobre ([6.99)), se tiene que
nez

IV < X >8|| < 4o0.
Por proposicién sobre s, se tiene que < X >7%< A >* es acotado.

Asi, (6.98)) es acotado y por (6.97), es acotado por una funcién integrable.
Por teorema los operadores de onda QF(H, Hy) existen.

Observacién 6.3. Para los resultados que siguen, Q* denotara el operador de onda Q* (H, Hy).

Proposicién 6.4. Sea ¢, una secuencia de vectores que convergen débilmente a 0, con ||p,|| = 1. Entonces

[(QF = 1)g(Ho)Prn|| — O,
9g€G, conG={geC&R)|0<g<1,9(x)=0silx|>2-0 y g(z) =1 si|x| <2—2§, algind > 0}.

Demostracion. Por corolario se tiene que

1(F — 1)g(Ho) Prgnl| < / Ve iHo g(Ho) Py o] | dt. (6.101)
0
Siguiendo las notaciones realizadas en la demostracién del teorema anterior, se tiene que

||Ve_iH°tg(H0)P+<pn|| = HV <A>ST<A>T? e_iHOtg(Ho)PJrgonH

s —s _—iHpt (6102)
<V < A>*|||< A>7% e ot g(Ho) Py
con s > 1 cualquiera.
Usando el teorema 4.2 en [2], pues por lema y se cumplen las hipdtesis, se obtiene que
< 4> =t g(Hy) Py < C(1+Jt)~ (6.103)

paratodalcon 0 <l < sy C > 0.
Por otro lado, en el teorema anterior probamos que V' < A >* es acotado, y juntando esto con lo obtenido

en (6.103)), se tiene que (6.102]) es acotado por una funcién integrable.

Finalmente, como V es compacto y ¢,, converge débilmente a 0, entonces HVe_”HO g(Ho)Pron, || converge
fuertemente a 0. Por teorema de convergencia dominada, se tiene que la integral en ((6.101)) converge a 0 y
asi se tiene lo pedido.

O

Proposicién 6.5. Se tienen las siguientes relaciones:
a) e HIOT = OFe—iHot gt c R

b) HQ* = QFH,.
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Demostracion. a) Sea t € R. Entonces
e—thQ-‘r _ e—th{S — lim eiHse—iHosPac(HO)}
s—+00

—s— lim e—thesze—zHosPac(HO)
s——+o0

=s5— lim eiH(s_t)e_iHosPac(Ho).
s——+o0

Tomando w = s — t, lo anterior se escribe como

e QT — s —  lim einefiH"(wH)Pac(Ho)

w—+00
—s— wgr}rlooeszeszoweszotPac(HO)
—s— wl_l;rfooesze—iHowPac(HO)e—zHot
_ O+ ,—tHot
= Qe 0N

donde usamos que e~*Hot

Para Q7 es andlogo.
b) Sea t € R. Tenemos que

conmuta con P,.(Hp).

T iy GiHE,—iHot
HQ"™ = H{s t~13+mooe e P..(Hp)}

=s5— lim He'fllemHolp, (Hy)
t——+oo

=S — . lfm ethHeiiHOtPac(HO)
e » (6.104)

=s— lim e™(Hy+V)e " Pyo(Ho)
—+o0

‘ i Ht —iHot ‘ i Ht —iHopt
=5 tl}glooez Hye "o Pac(HO) +5s5— t—li-s—mooel Ve 7o Pac(HO)

=s5— lim efteHolp, (Hy)Hy + s — lim e'VetHolp, (Hy),
t——4o00 t——4o0

donde hemos usado que H conmuta con et y que Hy conmuta con e~ "0t y con P,.(Hp).
Finalmente, sea ¢ € H, luego, P,.(Ho)p € Hac(Hp). Usando proposicién a) y el hecho que V es

compacto, obtenemos que

|[Ve "ot P (Ho)ep|| = 0

sit — £oo.
Lo anterior implica que s — . h’grn ettty e=itlot p, (Hy) = 0y asf, de lo hecho en (6.104)), concluimos que
—+00

HQO' =5 — lim efte=tHolp (Hy)Hy = QT Hy.

t—+o00
y, por lo tanto, se tiene la propiedad.
Para Q™ el desarrollo es andlogo. O

Teorema 6.6. El operador de onda QF es completo.

Demostracion. Por proposicién la existencia de los operadores de onda implica que RanQ* C H,., por
lo que por definicién solo nos resta probar que H,. C RanQ*.

Considere ¢ € Hoo(H) tal que g(H)p = ¢, g€ Geon G ={g € CR)| 0 < g <1,9(z) =0si |z| >
2—0y g(x)=1si|z| <2— 20, algin 6 > 0}.

Sea , := e~ 5y, s € R. Para probar lo pedido, vamos a mostrar que

H(Q"' — 1)g05H -0

si s — +oo.
Se tiene entonces
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[(QF = Ds|| = |(2F = Dg(H)es||
= [|(QF = 1)(g(H) — g(Ho) + g(Ho))eps |
<[ = Dg(Ho)es) || + [|(2F = 1)(9(Ho) — g(H))es ||
= ||(Q% = 1)g(Ho)(Py s + P-gs)|| + [(QF = 1)(g(Ho) — g(H))ps||
<[ = Dg(Ho) Pros || + [[(2F — 1)g(Ho) P_ps || + 2[1(9(Ho) — g(H))es||
= Q" = 1)g(Ho) Pros|| + |2 = 1)g(Ho) P-sps || + 2 || (9(Ho) — g(H))e "o ¢|
< ||(QF = 1)g(Ho) Pips || + 2 lg(Ho) P-s|| + 2[|(9(Ho(s)) — g(H))el| -

(6.105)

Analicemos la convergencia de cada uno de los 3 términos de la desigualdad en .

El primer término converge a 0 si s — +00 por proposicién [6.4] ya que ¢, converge débilmente a 0 por
corolario Por corolario el segundo término también converge a 0, ya que ¢, = e~*#%p. Finalmente,
el dltimo tiende a 0 si s — +00 por corolario pues g € C§°(R).

Asi, converge a 0 si s = +00 y podemos escribir
iHSQ+ e—iHs

= lim e
® s—+00

P
= lim QfefosemiHsy, (6.106)
s——+oo !

en donde hemos usado la proposicion [6.5] para la tltima igualdad.

Como Qtetflose=iHs, ¢ RanQt, por se tiene que ¢ € RanQ)™ y usando el hecho que RanQ™ es
un subespacio cerrado, se obtiene que ¢ € RanQ*.

Se concluye asi que Q7 es completo. Para 2~ se realiza el mismo procedimiento. Con esto hemos demos-
trado finalmente que Q% son completos.

O
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A. Nociones sobre isometria

Definicién A.1. Un operador Q € B(H) se dice isometria si:
Q=1

Proposicion A.2. Sea Q una isometria. Entonces:

(a) Q preserva el producto escalar:

(), Qo) = (P, ), Y,p € H.

En particular:

120 = [lvll, Ve

(b) Si dim(H) # {0} entonces || = 1.

(c) QO es una proyeccion ortogonal y Ran(Q2*) = Ran()).

(d) Q es inyectiva.

(e) V=01 sip € Ran(Q) y Q*P =0 sip € (Ran(Q))*.

(f) Si W € B(H) satisface ||W|| = ||¢]|, YVib € H entonces W es una isometria.
Observacién A.3.  es unitario si {2 es una isometria y Ran(QQ*) = H, es decir, QQ* =T = Q*Q.
Definicién A.4. Un operador ) € B(H) se dice isometria parcial si:

Q=F,
donde E es una proyeccién ortogonal.
Proposicién A.5. Sea Q2 una isometria parcial.

(a) QF = Q.

(b) (2, Qp) = (B, Ep), Vi,p€H.

(c) |19l =1, excepto cuando E = O.

(d) QQ* es una proyeccion ortogonal y Ran(QQ*) = Ran(2).

(e) Sea M un subespacio cerrado y W lineal con W : M — H tal que |[W9| = ||[¢|, Yo € M. Si uno
define un operador € por Wp = Wep sip € M y |[We|| =0 si p € M+ entonces Q es una isometria
parcial con *Q proyeccion ortogonal sobre M.

Definicién A.6. Un operador 2 € B(H) se dice isometria parcial si:
Q*Q=F,
donde E es una proyeccién ortogonal.

Definicién A.7. Si Q) es una isometria parcial, definimos los siguientes conjuntos:

1. Espacio/conjunto inicial de Q:
RanE = Ran(2*QY).
2. Espacio/conjunto final de :

RanF = Ran(Q*).
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B. Teoria espectral de operadores autoadjuntos

Definicién B.1. Sea X un conjunto y ) una o-dlgebra en X. El mapeo p : @ — B(H) es llamado una
medida de proyeccion si las siguientes propiedades se cumplen:

a) Para cada F € , u(E) es una proyeccién ortogonal.

b) u(0) =0 y p(X)=1.
c) Si Ey, Es, Fs, ... € Q son disjuntos entonces, Vi) € H se tiene

o0

7 U E;j 4= Zu(EjW,
=1

j=1
donde la convergencia de la suma es en la topologiia de la norma en H.
d) Para todo E1, E2 € Q tenemos que p(Ey N Ea) = p(Eq)p(E2).

Observacién B.2. Se asociard una medida de proyeccién u? con cada operador autoadjunto acotado B. En
ese caso, la proyeccion uP (E) serd pensada como la proyeccién sobre el subespacio espectral correspondiente
a E. Observe que para toda medida de proyecciéon p y ¥ € ‘H, podemos formar una medida real positiva jiy
si consideramos:

pp(E) = (b, p(E)h)
para todo E € Q.

Proposicién B.3. (Operador de Integracién) Sea Q2 una o-dlgebra en un conjunto X y sea i : @ — B(H)
una medida de proyeccion. Entonces existe un unico mapeo lineal ¥ — fQ Ydu de las funciones complejas,
medibles, acotadas en Q) a B(H) con la propiedad

<w, (/Xsodu>¢>=/x<ﬂduw,

Yo, € H, donde py estd dado como antes. Se tienen, ademds, las siguientes propiedades:

a) Para todo E € ), tenemos

/X 1y dyt = p(E).

En particular, la integral de la funcion constante 1 es I

b) Para todo ¢, tenemos

H/ wduH < sup [p(A)].
X AeX

¢) La integracion es multiplicativa: ¥V @1, pa, tenemos

frost= ([ ) ()
fov ()

En particular, si ¢ es una funcion real, entonces fX p du es autoadjunto.

d) Para todo ¢, tenemos
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Teorema B.4. (Teorema Espectral, Primera Forma) Si B € B(H) es autoadjunto entonces existe una
iinica medida de proyeccion pP sobre la o-dlgebra de Borel en o(B), con valores en proyecciones sobre H,
tal que

/ AduB(\) = B.
o(B)
Como el espectro o(B) de B es acotado, la funcion f(A) := X es acotada en o(B).

Definicién B.5. (Calculo Funcional) Si B € B(H) es autoadjunto y f : 0(B) — C es una funcién acotada
y medible, se define un operador f(B) de la siguiente forma

f(B) = FOO) dpB(N),

a(B)
B . .7
donde 1P es la medida de proyeccién en teorema (B.4).

Proposicién B.6. Suponga que B € B(H) es autoadjunto y ¢ € H es un vector unitario. Entonces existe
una unica medida de probabilidad ,uf sobre R tal que

[ AmdnEo) = w.Bm).
para todo entero m no negativo.

Definicién B.7. Sea H un espacio de Hilbert y sea B un operador autoadjunto en H. Se tienen los siguientes
conjuntos:

i) Hpp(B) := {¢ € H| py es puramente puntual}
= @ Ker(H — \;), con {\; };er valores propios de H.
i€l
ii) Hae(B) := {t € H| py es absolutamente continua}
iii) He(B) = {¢ € H| py es continua}
iv) Hse(B) := {¢) € H| py es singular continua}

Observacién B.8. Sea B un operador autoadjunto en H. Si ¢ € H,,(B), existe un N € N tal que

N
H’L/} - ZPEk,(/)
k=1

donde Pg, es la proyeccién sobre el valor propio Ej asociado al vector propio .

2

—0 si N — +o0,
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