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Introduccion

Dados dos niimeros K2, x, el espacio de Moduli de superficies de tipo general
M=, es un objeto geométrico cuyos puntos parametrizan superficies de tipo
general con dichos invariantes. Su construccién es debida a David Gieseker (en
[GieTT]), y juega un papel andlogo al espacio de Moduli de curvas M, con género
g=2.

De manera anéloga a la compactificacién de Deligne-Mumford M, de M,
(por Pierre Deligne y David Mumford en [DMG69]), es interesante buscar com-
pactificaciones de M= ,. Este trabajo fue llevado a cabo por Janos Kollar,
Nicholas Shepherd-Barron y Valery Alexeev (en [KSBS8§| y [Ale94]), dando lu-
gar al espacio de Moduli de superficies estables o compactificacion KSBA.

Una pregunta interesante es poder entender las superficies nuevas que apa-
recen en Mg , como limite de superficies suaves. Mas precisamente, dada una
familia de superficies parametrizada por el germen pinchado de una curva suave
D* — M= ,, buscamos completar la familia a D — M= . El proceso anélo-
go para curvas es bien entendido en la compactificaciéon de Deligne-Mumford
(por ejemplo, ver [HMO98| §3C]). Idealmente, uno deberia tener un algoritmo
explicito para aplicar a ejemplos concretos.

En [HTUI17, Ch.5], Paul Hacking, Jenia Tevelev y Giancarlo Urztia cons-
truyen algoritmos explicitos para identificar este limite. El proceso se basa en
geometria birracional de 3-folds, al estudiar el espacio total X — D de la fa-
milia (cf. Seccién .2). Centrando la atencién en la fibra X sobre (0 € D) (y
bajo ciertas hipGtesis técnicas en el espacio total), se demuestra que se requie-
re realizar contracciones divisoriales y flips en vecindades mkl1A y mk2A para
obtener una superficie estable (cf. Proposicién B0). Al realizar flips, aparecen
las P-resoluciones extremales, descritas por (CT C X)) — (Q € Y), donde C*
tiene una o dos singularidades de Wahl, y (Q € Y) = x(1,€) es una singu-
laridad de cociente ciclico (cf. Capitulo B Seccién 3] y el Apéndice A para
implementaciones de estos algoritmos).

Con respecto a las P-resoluciones extremales, es posible probar que para una
singularidad de cociente ciclico %(1, Q) hay a lo més dos, y ademds comparten
invariantes numéricos (cf. [HTULT, Thm 4.3, Thm 4.4]). En la tesis se estudian
ambos teoremas, obteniendo dos demostraciones nuevas (cf. Teoremas B.21] y
B22). La primera reescribe la demostracién original en sucesiones indicadoras
(cf. Definicién BI2), que clarifica el argumento; la segunda es completamente
nueva y reduce el resultado a un calculo de trazas de matrices.




Con lo anterior, dada una familia de superficies suaves que degenera a una
superficie estable (X7 C A1) — (0 € D), si se identifica una curva C; C Xj que
produce una P-resolucién extremal de una singularidad, podemos preguntarnos
si la singularidad (@ € Y) asociada tiene una segunda P-resolucién extremal.
De ser asi, podemos pasar a ella obteniendo (Cy C A3) — (0 € D). Ahora bien,
nada asegura que X5 sea una superficie estable, y quizd es necesario realizar
nuevos flips y contracciones divisoriales. En caso de no requerir contracciones
divisoriales, la familia X5 cae en el mismo espacio de Moduli que X;, y nos
encontrarfamos con el wormhole phenomenon descrito en [Urz16a, Rmk 5.8]: dos
suavizaciones de superficies estables en el mismo espacio de Moduli, relacionadas
por la misma singularidad (Q € Y).

Conjetura 1 (Wormbhole conjecture). Dada una superficie estable X1 sélo con
singularidades de Wahl y (X1 C X1) — (0 € D) una suavizacion Q-Gorenstein,
supongamos que existe una curva Cy tal que (C1 C X1) = (Q € Y) es una
P-resolucion extremal. Si (Cy € X2) — (Q € Y) es una segunda P-resolucion
extremal, y (X2 C X2) — (0 € D) una suavizacion Q-Gorenstein, entonces solo
se necesitan flips para volver a Xo una superficie estable. En particular, ambas
familias de superficies pertenecen al mismo espacio de Moduli.

El objetivo principal de esta tesis es probar los siguientes dos teoremas, que
dan una respuesta afirmativa a la Conjetura[ll cuando (Q € Y') es el tinico punto
singular, y las P-resoluciones extremales tienen una curva de autointerseccion
-1 (Teorema [A]), o una curva de autointerseccién -2 y sélo una singularidad
(Teorema [Bl).

Teorema A (Teorema [5.2). Sea Y una superficie proyectiva cuya resolucion
minimal no es reglada. Sea Q € Y una singularidad de cociente ciclico, siendo
el unico punto singular en Y. Supongamos que QQ admite dos P-resoluciones
extremales f;' : (C; € X;) — (Q € Y),i = 1,2, de modo que se cumplen las
siguientes propiedades.

s La curva excepcional C1 de la P-resolucion X tiene autointerseccion —1
(en la resolucion minimal de X1 ).

= Kx, es nef.

= Las dos P-resoluciones extremales y la superficie Y son fibras de suaviza-
ciones F; : (X; CX;) = (Y CY), con (X; C X)) = (0 €D) deformacion
Q-Gorenstein sobre D.

Luego, se tiene que Kx, es nef.

Teorema B (Teorema [5.12). Sea Y una superficie proyectiva cuya resolucion
minimal no es reglada. Sea Q € Y una singularidad de cociente ciclico, siendo
el unico punto singular en Y. Supongamos que Q) admite dos P-resoluciones
extremales f;t 1 (C; € X;) — (Q € Y),i = 1,2, de modo que se cumplen las
siguientes propiedades.



s La curva excepcional Cy de la P-resolucion X1 tiene autointerseccion —2
(en la resolucion minimal de X1 ), y tiene sélo una singularidad.

= Kx, es nef.

» Las dos P-resoluciones extremales y la superficie Y son fibras de sua-
vizaciones F; : (X; C X;) - (Y C V), con (X; C X&) — (0 € D)
Q-Gorenstein.

Luego, al correr el MMP en Xy, se necesitan solo flips para obtener un divisor
canonico nef.

Los métodos utilizados son esencialmente combinatoriales, controlando las
discrepancias de las singularidades (cf. Lema [5.6]) y utilizando la existencia del
modelo minimal para descartar los casos restantes (cf. Lemas [5.9] y BIT).

El documento se divide en cinco capitulos. En el primer capitulo veremos
propiedades de las fracciones continuas de Hirzebruch-Jung desde un punto
de vista puramente combinatorial, recopilando resultados clasicos de distintas
fuentes. El Capitulo 2 estara dedicado a propiedades geométricas de superficies
proyectivas y singularidades de cociente ciclico, donde las fracciones continuas
juegan un rol fundamental.

El tercer capitulo se dedica a estudiar las P-resoluciones extremales desde
un enfoque combinatorial, siguiendo [HTUI17, Ch. 4]. Una novedad importante
son nuevas demostraciones de [HTUIT, Thm 4.3, Thm 4.4] (cf. Teoremas B.21]
vy B22)), més simples que las originales. El cuarto capitulo hace una exposicién
del método de MMP para familias de superficies explicado en [HTUL7, Ch. 5]
y [Urzl6al Ch. 2].

El quinto y tltimo capitulo estd enfocado en los wormholes o agujeros de
gusano. Ademds de resolver los casos con dos singularidades con una curva -
1, y una singularidad con una curva -2, se incluye un ejemplo que muestra
la necesidad de hacer flips en el segundo caso. Al final, se discuten posibles
extensiones de estos resultados.

Por dltimo, se incluye un apéndice con implementaciones computaciones de
los algoritmos del cuarto capitulo. Los cédigos ahi presentes permiten calcular
flips y contracciones divisoriales de vecindades mk1A/mk2A (cf. Seccién [AT]).
Ademas, se incluye un cédigo para obtener vecindades flips asociadas a una
P-resolucién extremal dada (cf. Seccién [A2]).



Capitulo 1

Fracciones continuas

Las fracciones continuas de Hirzebruch-Jung son un objeto introducido por
Heinrich W. E. Jung (en [Jun08]) y redescubiertas por Friederich Hirzebruch
(en [Hir53]). Su aparicién es natural al estudiar resoluciones minimales de sin-
gularidades de cociente ciclico.

En este capitulo estudiaremos fracciones continuas desde un punto de vis-
ta combinatorial, dejando la conexién con singularidades para el Capitulo 2.
Seguimos principalmente [OWTT], [Ste91] y [Rie74].

1.1. Definiciones basicas

Definicién 1.1. Sean aq,...,a, enteros positivos. Definimos la fraccion conti-
nua de Hirzebruch-Jung de manera recursiva. Si r = 1, definimos
[a1] := a1.

Si r > 2, definimos
1

l[az, ..., a.]

siempre que [ag, ..., a,] esté definido y sea distinto de cero.

[a1,...,a;] == a1 —

Tradicionalmente esta definicién exige a; > 2 para todo ¢; nosotros permiti-
mos que las entradas puedan valer 1.

Ejemplo 1.2. Tenemos

1 1 3
2 L 4

— 5_1
2—3

[2,2,2,2] =2 —

Al contrario de las fracciones continuas positivas, acd no es claro que cual-
quier secuencia de niimeros enteros positivos produzca una fracciéon, en cuanto
pueden producirse denominadores cero. Por ejemplo,

1,2,1]=1-
121 =1-3



de esta manera, cualquier lista [aq, . ..,a,—3,1,2,1] no va a dar origen a una frac-
cién continua de Hirzebruch-Jung. Tenemos asi una pregunta natural: ;cuando
podemos asegurar que ai, ..., a, dan lugar a una fraccién continua?

Pospondremos una respuesta completa a esa pregunta. Por ahora, nos con-
tentaremos con el siguiente resultado.

Lema 1.3 (J[OW77, Lemma A2]). Sean ai,...,a, naturales mayores o iguales
a dos. Luego, la fraccion [ay, ..., a,] estd bien definida, y es ademds mayor a 1.

Demostracion. Lo probaremos por induccién en el largo r de la sucesién. Para
r = 1 ambas afirmaciones son evidentes: [a;] = a; estd bien definida y es mayor
a 1 (de hecho, mayor o igual a dos).

Supongamos que ya probamos ambas afirmaciones para toda secuencia de
ntmeros naturales de largo r» — 1, y veamos qué pasa con [aq, ..., a,]. Tenemos

1

[aly--'aaT]:al_m

;

que muestra que estd bien definida, en cuanto [as, . .., a,] lo estaba y es no-cero.
Ademds, como [as, . ..,a,] > 1, su reciproco es menor a uno, y como aj > 2 se
sigue que toda la fraccién es mayor a 1. O

1.2. Expansiéon de niimeros racionales

En esta seccién nos centraremos en entender fracciones continuas asociadas
a numeros racionales mayores que 1. Acd, denotaremos siempre z = % nuestro

numero racional a estudiar, donde n > ¢ son nimeros naturales coprimos.

Proposicion 1.4. Ezxiste unico r > 1 y numeros naturales by, . ..,b,. mayores
o iguales a 2 tales que

n

E = [bla"'vbT]'

Demostracion. Probaremos tanto existencia como unicidad por induccién en n.
Primero que todo, cuando n = 2 la tnica fraccién posible es

2
2.
21
En efecto, supongamos que 2 = [a1,...,a,|, con r > 2. Tenemos que
1
——— =2-a; <0,
[az, ..., a;]

pues a; > 2. Esto es un absurdo, y asi{ necesariamente » = 1 (de donde es
directo a; = 2). Con ello, tenemos tanto la existencia y unicidad para todas las
fracciones con n = 2.



Supongamos ahora que sabemos existencia y unicidad de todas las fracciones

con numerador menor que n, y veamos qué ocurre con %. Llamamdo a; = (%1,
tenemos que o bien % = a1, o bien

1 q

al—% a1qg—n

es una fraccién mayor que 1 (pues a; es el techo de %) con numerador ¢ < n. En
el primer caso, tomamos [a1]; en el segundo, usamos la hipétesis de induccién

para escribir
q _
—— =lag,...,a],
a1qg—n
y conello & =la1,...,ar].
Para la unicidad, supongamos que % admite dos de dichas fracciones. En

primer lugar, supongamos que % es entero; esto es, ¢ = 1. Si

n

n= :[a’lv"'va’T]
para algin r > 1, tenemos que
1
—— =a; —n.
[ag, ..., a;]

Ahora bien, tenemos que a3 > n por la positividad del lado izquierdo, pero asi
[ag, ..., a,] es menor o igual a 1. Esto contradice el Lema[l.3l Con ello, tenemos
r =1, y asi la unicidad es clara.

Si % no es entero y % = [a1,...,a,], afirmo que a; debe ser (%1 En efecto,

tenemos que
1 n

— =qa— —.
[ag, ..., a;]

Como [as,...,a,] es mayor estricto que 1, el lado izquierdo estd entre 0 y 1.
Como a; es entero, tenemos que es un entero mayor que % y a distancia menor
que 1; esto es, a1 = (%1 De acé, aplicamos la unicidad para

L q
ap — 2 arqg—n’
q
y obtenemos as{ la unicidad de [ag, ..., a,] por la hipdtesis inductiva.
Esto cierra el proceso inductivo, y tenemos asi la existencia y unicidad de la
fraccién continua. O

Ejemplo 1.5. Si tomamos n =7,q = 3, tenemos

y asf L =[3,2,2].



Ejemplo 1.6. Inductivamente, tenemos que

donde utilizamos n — 1 nimeros 2. El caso n = 2 es evidente, y

n n—2 1

n—1 n—1 n—l-

Veremos luego otra derivacién de este resultado.

1.3. Fracciones duales

Al igual que en la seccién anterior, durante esta seccién n > ¢ seran dos
naturales coprimos.

Proposicién 1.7 ([Rie74, Lemma 3]). Sea [a1,...,a.],a; > 2 la fraccidn con-
tinua asociada a %. Sean n1,q1 ndmeros coprimos, by,...,bs > 2 tales que

n n

—:[CLQ,...,CLT], :[bl,...,bs].

q1 n—-—q

Luego, la fraccion continua de -~ es
n—q

n

= [2,...,2,(1)1—l—l),bg,...,bs],

n—q
donde hay a1 — 2 numeros 2 al inicio.

Demostracion. Haremos induccién en aq, el primer término de la sucesién. Si
a1 = 2, tenemos que

n_y_ L _2m-—a@
q ni/q q1 ’
y asi
L k| S S | S S
n—q n—q n1—q
por la hipétesis inductiva. Pero el lado derecho es exactamente [(by +1), ..., bs],

y asi tenemos completo el caso base.
Para el paso inductivo, supongamos que ya probamos esto para a; — 1. Asi,

n—gq
q

=[(a1 = 1),...,a,].

Asi, como numerador y denominador siguen siendo coprimos, y al truncar ob-
tenemos %, tenemos que

ﬁ = [2,...,2,b1 + 1,ba,...,bs]

10



por la hipétesis inductiva, donde hay (a; — 3) ndmeros 2 al inicio. Ahora, basta
usar que

no_ 1
n—q ,,?:zqq ’
de donde agregamos un 2 extra. Esto demuestra lo pedido. O

La manera de sacar provecho de este resultado se basa en los diagramas
de puntos de Riemenschneider ([Rie7d], cf. [Ste91], 1.2]). Si nuestra fraccién
es [ai,...,a,], comenzamos colocando a; — 1 puntos en horizontal. Debajo del
punto mas a la derecha, colocamos as — 1 puntos en horizontal, y asi hasta
el final. El lema de arriba esencialmente permite calcular la expansién de nL_q
intercambiando el rol de filas y columnas. Equivalentemente, los diagramas para

% y nL—q son simétricos respecto a la diagonal.

Ejemplo 1.8. La fraccién ¥ = [2,4, 3] produce el siguiente diagrama de Rie-

11
menscheider.

Figura 1.1: Diagrama de %.

Leyendo las columnas en vez de las filas, obtenemos

19
3,2,3,2] = —.
[575] 8

Ejemplo 1.9. La fraccién continua de 2 es [n] simplemente. Usando un dia-

I
grama de puntos, obtenemos

Esto da otra manera de calcular el Ejemplo

1.4. Admisibilidad

En esta seccién buscaremos dar condiciones de existencia de la fraccién con-
tinua [ay,...,a,], un poco menos restrictivas que el Lema En particular,
nos interesa poder trabajar con fracciones donde alguna de las entradas es 1.

Definicién 1.10. [OWT7, p. 76] Sea a1, ...,a, una secuencia de nimeros na-
turales. Definimos py = 1,p; = a1,q0 = 0,¢g1 = 1, junto con las recursiones

Pi = @iPi—1 — Pi—2, i = QiGi—1 — §i—2, 1> 2.

Diremos que secuencia es admisible si p; >0 parai=20,...,r — 1.

11



Proposicién 1.11 ([OWT7, p.77]). La secuencia aq,...,a, es admisible si y
sélo si la matriz

aq -1
-1 ag -1
-1 as
-1
-1 a,

es semipositiva definida de rango > r — 1.

Demostracion. Llamemos M a la matriz, y supongamos en primer lugar que la
matriz es semipositiva definida de rango mayor o igual a » — 1. En primer lugar,
tenemos que la esquina superior izquierda debe ser no-cero si r > 1. En otro
caso, la submatriz 2 x 2 de la esquina superior izquierda tendria determinante
—1, en contradiccién con el hecho que M es semipositiva definida.

Notemos que si P es una matriz invertible, entonces P*M P es semipositiva
definida. De esta manera, tomando

obtenemos la matriz

ai

-1 a,

Nuevamente, si r > 3, la entrada ag — % debe ser no-cero. Ahora bien, las dos

primeras casillas de la diagonal son a1 = z—; y ag — i = g—f; repitiendo este

procedimiento, obtenemos que existe una matriz @ invertible tal que Q*MQ es

P1
Po

2

Pr
pr—1’

donde solamente la tltima entrada puede ser cero. Ahora, la matriz es diago-
nal y semipositiva definida. Como py = 1 > 0, obtenemos inductivamente que
D2,D3, - -+, Pr—1 > 0. Con ello, {ay,...,a,} es admisible.

Reciprocamente, si {a1, ..., a.} es admisible, podemos llevarla a la forma de
arriba, y ahi es evidente que es semipositiva definida de rango mayor o igual a
r—1. O

12



Corolario 1.12. Si {a1,...,a,} es admisible, entonces [a1,...,a,] estd bien
definida.

Demostracion. Por la Proposicién [[LI1] la matriz asociada es semipositiva defi-
nida de rango > r—1. Con ello en mente, podemos hacer el mismo procedimiento
de la demostracién pero desde abajo. Obtenemos asi en el primer paso

_al -1
-1 a9 -1
-1 as
-1 ’
-1 Qp—1 — al

L aj,’,_
donde en la diagonal aparecen los dos primeros denominadores de [aq,...,a.].
Repitiendo, se sigue que [ay,...,a,] estd bien definida. O

En lo sucesivo, nos centraremos exclusivamente en fracciones admisibles. Una
de las ventajas es la siguiente proposicién, que permite extraer fracciones con
términos intermedios y tomar inversas.

Proposicién 1.13 ([OWT7, p. 77]). Sea {a1,...,a,} una sucesion admisible.
Luego, la sucesion {ar,...,a1} es admisible, al igual que {a;,...,a;} para todo
1<i<j<r.

Demostracion. La primera parte es consecuencia directa de la Proposiciéon [[L11]
ya que las matrices asociadas son conjugadas. Explicitamente, tenemos que

a; -1 a -1
-1 ay -1 -1 ar_1 -1
-1 a3 — p1 -1 ar 2 P

donde

(a)
—= O

p=p1l=
1 ... 00
lo que preserva el hecho de ser (semi)positiva definida. Preserva ademas el rango,
por lo que {ay,...,a,} admisible implica que {a,,...,a1} es admisible.
Para la segunda parte, es claro que si {a1,...,a,} es admisible, entonces
{a1,...,a;} lo es, en cuanto los valores de p, asociados a la segunda correspon-
den a los mismos de la primera. Luego, {a;, ...,a1} es admisible (por el parrafo

de arriba). Aplicando el mismo truco obtenemos que {a;,...,a;} es admisible,
y asi {a;,...,a;} lo es. O

13



De esta manera, convendra siempre trabajar con sucesiones admisibles, en
cuanto no hay riesgo de que las fracciones puedan indefinirse, incluso tomando
subfracciones o invirtiendo el orden.

1.5. Calculos con matrices

Dada {ay,...,a,} una sucesién admisible, le asociaremos la matriz

_far -1 as —1 a, —1
v=(7 ) T) (9
Esto sera til para demostrar algunas propiedades béasicas de fracciones conti-
nuas.

Proposicién 1.14. Si[aq,...,a,] = % con n,q coprimos, entonces

M= (” *> :
q *
Demostracion. Notemos que si M = [m;;], entonces det M = 1 (al ser producto
de matrices de determinante 1). Con ello, es claro que m11mezs—miama; = 1, con
lo que m11 y me;1 son coprimos. Basta probar entonces que [aq,...,a,] = 2L

may’
lo que demostraremos por induccion en el largo r.
Para r = 1 no hay nada que probar, en cuando

Y -1
y [a1] = 4. Inductivamente, si sabemos que la afirmacién es verdad para cual-

quier fraccién de largo r — 1y {ay,...,a,} es una sucesién admisible de largo
r, entonces su matriz asociada se escribe como

_far -1 z *\ _ [aix—y *
u=(1 )G )=

donde [az, ..., a,] = {. Pero
[ ] 1 1 a1x —y
Aly...,qr| =01 — 77— =Qa] — —F— = ———,
" [az, ..., a;] x/y x
que muestra el paso inductivo. Esto prueba lo pedido. O

Recordemos que en la Definicién [[.I0] armamos las secuencias p; y ¢; para
definir qué significaba ser admisible. Podemos ademas utilizarlas para calcular
algunas fracciones intermedias. Por comodidad, llamaremos

o aq -1 a; -1
= (D),
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Proposicion 1.15. Para todo 1 <i <r, tenemos que

M; = (pz' —pi1> '
qi —qi-1

En particular, tenemos que [aq1,...,a;] =

2

Demostracion. La demostracién es por induccién, donde el caso i = 1 es evi-
dente. Inductivamente, tenemos que

ajy1 —1 Giy1Pi —Pi—1  —Di
Mg = M; (7% = :
o ‘ ( 1 0 ) (ai+1Qi —Qi—1 —Qi)
Pero esto se sigue de que pi11 = @it1pi — Pi—1 Y ¢i+1 = @i+1¢i — ¢i—1 POr

construccién. Esto cierra el paso inductivo, y concluimos con la Proposiciéon

14 a

Corolario 1.16 ([OWT7, Lemma Al]). Para todo 1 < i < n, se tiene que
PiGi—1 — Pi—1¢i = —1.

Demostracion. Se sigue de que det M; = 1, en cuanto cada matriz que la forma
tiene determinante 1. O

En particular, este corolario permite ver que p; y g; son coprimos, con lo que

% estd en su forma reducida.

Corolario 1.17. Dada una sucesion {a1,...,a,}, se tiene que es admisible si
y solo si para todo 1 <1 <r —1, la matriz

(a1 a; —1\ _ (m{] m3
Ml_(l 0)"'<1 O)_<* *

cumple mgll) > 0, mgg < 0.

En los siguientes resultados vamos a analizar qué ocurre con fracciones for-
madas por los a; de manera inversa, a saber, [a;, ..., a1]. Para ello, llamaremos

o a; -1 aq -1
me (5 )5 3

Corolario 1.18 (JOWT7, Lemma A4]). Si1 <i < n, tenemos que [a;,...,a1] =
_Pi_
Pi—1’

a la matriz asociada.

Demostracion. Notemos que
(1 0 (1 0
(o ) b))

15



En efecto, la matriz que multiplica a M} es su propia inversa (por lo que en
verdad estamos conjungado por ella), y concluimos pues

b)) 6= )

Ahora, con esto y la Proposicién [[L.T5] tenemos que

N0 =1 \=pic1 —qi-1) \O —1)  \pi1 —qi-1)’

El resultado se sigue aplicando la Proposicién [[.14l O

Corolario 1.19. Las fracciones [a1,...,ar] y [ar,...,a1] tienen igual numera-
dor n, y sus denominadores son inversos modulo n.

Demostracion. Los corolarios anteriores dicen que

_ Pbr Dr
== [ar, ..., a1]

[a1,...,a;] = .
qr Pr—1

Tenemos asi que n = p,. es el denominador comun. Ahora bien, como

Pr4r—1 — Pr—14r = _17

se sigue tomando médulo p, que p,—1¢- = 1 (méd n). Esto demuestra lo pedido.

O

1.6. Blow-up y blow-down
Definicién 1.20 ([Ste91] 1.1]). Dada una secuencia {aq,...,a,}, a cualquiera
de las secuencias

{1,a1+ 1,a9,...,a.};

{ala"'va'iflva”i_k 1517a”i+1 + 15"'7&7“}7 1 < { <r-— 17

{a1,...,ar_1,a, +1,1}.
la denominaremos un blow-up de {a1,...,a,}. Al proceso inverso lo llamamos
blow-down.
Proposicién 1.21. Una secuencia {aq,...,a,} es admisible si y sdlo si la se-
cuencia obtenida por un blow-up de ella es admisible. Mds atn, si es admisible
ylar,...,a;] = 2 con med(n,q) = 1, entonces el valor de la fraccion luego del

blow-up es ., con ¢ =q (méd n).

Demostracion. Gracias al Corolario [LT7] basta entender qué ocurre con las
matrices M; como fueron definidas antes.
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= Veamos qué pasa con el segundo tipo de blow-up. Para la secuencia

{al,...,aifl,ai—kl,l,ai“ —|—1,...,a7«},

las correspondientes matrices M J’ son

M| = M,M})=Ms,....M]_| = M; ;.
Luego, tenemos que
M = (pil —pz‘2> (ai +1 —1> _ (pi + pi—1 —pz‘1> .
! gi-1  —¢i-2 1 0 ¢+ qi-1 —Gi-1
La siguiente matriz seria
M= (pi+pi—1 —Pz‘—1> (1 —1) _ (Pz‘ _(pi+pi—l))
o ¢%+q-1 —¢G-1)\1 0 ¢ —(q+q-1))’
y
i — (i +Pi— aiv1+1 —1 ; —Di
Mt = (3 o) () = (Gt D) = v
Luego, se verifica que
Mz'/+3 = Miya,..., ;+1 = M,.
Mirando las filas superiores asi obtenidas, se sigue que {a1,...,a,} satis-

face la condicién del Corolario [L17 si y s6lo si la secue
hacer blow-up lo cumple.

ncia obtenida al

Por 1ltimo, como la matriz final es igual, se sigue que las dos fracciones

resultantes son iguales, gracias a la Proposicién [L.141

= Para el tercer tipo de blow-up, tenemos M; = Mq,..
Luego,

M/ _ DPr—1  —DPr-2 ar + 1 -1 — Dr +p7"71

" qr—1 —qr—2 1 0 qr + qr—1

!/ —
GM_ = M,,.

).

—Pr
—qr-1

Asf, nuevamente el Corolario [[.I7 da la equivalencia de admisibilidad.

Tenemos ademés que

T +pr71 —Pr 1 -1 Dr
M =M., = (P —
T+l <Q7‘ + qr—1 _QT—1> <1 0 qr
de donde es claro que

[a1,...,a;] = [a1,...,ar + 1,1],

por la Proposicién [LT4

17
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= Por ultimo, si consideramos la sucesién blow-up {1,a; + 1,...,a,}, uti-
lizando la Proposicién [[L13] esto se reduce al caso 3. Un calculo andlogo

muestra que la matriz asociada a {1,a1 +1,...,a,} es
Dr —Pr—1
prtar —Gr-1—pr-1)’
De este modo, si [a1,...,a,:] = =, entonces [la1 +1,...,a.] = s que
muestra la congruencia del enunciado.
Esto demuestra lo pedido. o
Observacion 1.22. Notemos que si {as,...,a,} es admisible, entonces no pue-

de haber dos valores 1 consecutivos, salvo el caso [1,1]. En caso contrario,
tendriamos que

Pi+2 = Pit1 — Pi = (pi — Pi—1) —pi = —pi—1 <0,
que contradeciria el hecho que {ay,...,a,} es admisible. Pero aplicando el mis-
mo andlisis a {a,,...,a1}, se sigue que la unica manera de que haya dos 1
consecutivos es que r = 2.
De esta manera, al hacer un blow-down de una secuencia admisible no apa-
recen numeros 0.
Como consecuencia de esta proposicion, podemos obtener explicitamente los

valores de p; asociados a una secuencia y a la correspondiente via blow-up (cf.
[OWTT, Lemma A6]).

Definicién 1.23 ([OWT7, p.79]). Dadas dos secuencias admisibles
{al,...,ar}, {bl,...,bs},

diremos que son equivalentes si es posible obtener una a partir de la otra por
medio de blow-ups y blow-downs.

Es claro que esto es una relacion de equivalencia entre las sucesiones admi-
sibles. Mé&s atn, de la Proposicién [[L2Z1] resulta que dos sucesiones equivalentes
producen fracciones con igual numerador y denominadores congruentes. El con-
verso también es cierto, tal y como muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 1.24 ([OWT77, Lemma A7]). Dos secuencias admisibles son equi-

valentes si y solo si las fracciones asociadas
(méd n).

!
2% cumplen n = nyq=q

Demostracion. La Proposicién [L21] muestra que si son equivalentes se cumple
la igualdad de las fracciones. Para la otra implicancia, si tenemos dos secuen-
cias admisibles, haciendo blow-down a cada nimero 1, podemos llevar ambas
sucesiones a expresiones sélo con entradas mayores o iguales a 2, o bien a {1,1}.

Como [1,1] =0y [a1,...,ar] > 0si a; > 2, concluimos por la unicidad de estas
fracciones (Proposicién [[4)) y la Proposicién [[21] O
Observacion 1.25. De la demostracion, tenemos que si [ag, .. ., a,] = 0, entonces

a; = 1 para algin 1.
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1.7. Fracciones que representan cero

Definicién 1.26 ([Ste91] 1.3.1]). Diremos que una sucesién {aq,...,a,} ad-
misible representa a cero si [a1,...,a,] = 0. Denotamos K, al conjunto de
secuencias que representan a cero de largo 7.

Por nuestra eleccién de nomenclatura (en donde a; > 1), el primer momento
donde K, tiene sentido es para r = 2, con el tnico elemento [1, 1].

Vamos a demostrar una relacién inesperada pero conocida entre fracciones
que representan a cero y triangulaciones de poligonos. Para ello, serd necesario
dar una definiciones previas.

Definiciéon 1.27. Sea r > 2 un numero natural. Una triangulacion de r + 1
lados corresponde a dibujar algunas diagonales sobre un poligono convexo de
r 4 1 lados (de vértices Py, ..., P.), de modo que

= Las diagonales no se corten entre si (salvo quizé en los extremos).
= El poligono quede dividido en triangulos.

Ejemplo 1.28. La siguiente figura muestra una triangulacion de 8 lados.

Figura 1.2: Una triangulacién de 8 lados

Definiciéon 1.29. Dada una triangulacién de r» + 1 lados, a cada vértice P;
(donde 0 < ¢ < r) asociaremos un nimero natural v;, correspondiente a la
cantidad de diagonales incidentes mas uno. Equivalentemente, v; es la cantidad
de tridngulos que tienen a P; como uno de sus vértices.

Ejemplo 1.30. En el ejemplo anterior, hemos agregado los valores de v; para
los vértices.
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Figura 1.3: Una triangulacién de 8 lados con los valores de v;.

Proposicion 1.31. Dada una triangulacion de r + 1 lados, al menos dos de
los v; deben ser 1. Ademds, para r > 3 los valores de 1 no pueden estar en
posiciones consecutivas

Demostracion. Probaremos esto por induccién en r. Para r = 2, la tnica trian-
gulacién es la trivial, con vg = v; = vy = 1. Para r = 3, hay dos maneras de
triangular: vg = v9 = 2,v1 = v = 1, o viceversa. Esto da los casos base.

Para el paso inductivo, elijamos una diagonal dibujada cualquiera; sin pérdi-
da de generalidad va de Py a P;. Esto corta al poligono en dos, a saber PyP; ... P;
Yy Pz . PTP().

Py

Figura 1.4: Posicién de los vértices

Centremos nuestra atencién en el poligono Py P; ... P;. Si ¢ = 2, entonces el
vértice P; no estd adyacente a la diagonal escogida, y con ello la cantidad de
tridngulos que llegan a dicho vértice no cambia al volver a pegar los poligonos.
Si i > 3, la hipdtesis inductiva garantiza que debe haber al menos dos vértces
con un 1, y no pueden estar ambos sobre la diagonal escogida. De esta manera,
siempre aparece un vértice con 1 lejos de la diagonal.

Haciendo el mismo andlisis en la otra mitad se sigue que hay al menos un
nimero 1 a cada lado de la diagonal. Y para finalizar, de haber dos nimeros
1 consecutivos, podemos suponer que estan en vy y v1. De esta manera debe
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haber un tridngulo con vértices en v,, vy, v1,v2, lo que es un absurdo a menos
que r = 2. Esto muestra lo pedido. O

Proposicion 1.32. Sean vy, ...,v. numeros naturales que provienen de una
triangulacion de r + 1 lados. Luego, existe una unica manera de triangular el
poligono que produce dichos nimeros.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién, donde el caso base r =
2 es directo. Para el paso inductivo, supongamos que a; = 1 (que podemos
por la Observacién [L3T). Asi, al vértice P; no llegan diagonales, o de manera
equivalente, participa s6lo un tridngulo. Esto muestra que P;_1 P; y P;P;;+1 son
dos de los lados de dicho tridngulo, y por ello es obligatorio trazar la diagonal
P;_1P;11. Aplica asi la hipdtesis inductiva al cortar via esa diagonal, lo que
concluye lo pedido. O

Observacion 1.33. Si vy, ..., v, son numeros que corresponden a una triangula-
cién, entonces vg + - - - + v, = 3(r — 1).

El gran resultado de esta secciéon da una relacion entre fracciones continuas
que representan cero y triangulaciones de poligonos.

Proposicién 1.34. Dada {aq,...,a,} una sucesion que representa a cero, exis-
te un 1dnico ag tal que {ag, ..., a,} son los nimeros que provienen de una trian-
gulacion.

Reciprocamente, si{vg, ..., v} son los nimeros correspondiente a una trian-
gulacion, entonces {v1,...,v.} es admisible, y [v1,...,v,] =0.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién en r, donde el caso base
r = 2 es directo.

Para la primera afirmacién, si [a1,...,a,] = 0, existe un ¢ tal que a; =
1. Supondremos que i # 1,r; los otros dos casos son analogos. Haciendo un
blowdown, la hipétesis inductiva nos permite triangular

{al,...,ai,l—1,ai+1—1,...,ar}.

Si Py...P;_1P;11... P es el poligono respectivo, agregamos un triangulo en
P;_1P;1, con vértice nuevo P;. Es directo verificar que los nimeros v; que
aparecn corresponden exactamente con los a; respectivos.

Para la segunda afirmacién, si {vg, ..., v} son los nimeros provenientes de
una triangulacion, existe un i distinto de 0 tal que v; = 1, por la Observacién
[[3T] Tgual que antes, supondremos que 7 # 1, r. Cortamos el tridngulo que pasa
por P;; de esta manera, la hipétesis inductiva nos dice que

{’Ul,...,’l)i_l —1,Ui_1+1,...,’UT}

es admisible y representa a cero. Pero ahora la secuencia que estamos estudian-
do es un blow-up de ésta, por lo que es admisible y representa a cero. Esto
demuestra lo pedido. O
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Como consecuencia de esta correspondencia podemos calcular la cardinali-
dad de K., en términos de los nimeros de Catalan.

Proposicién 1.35 ([Stald]). Para unr > 2, la cantidad de triangulaciones de
un (r+ 1)-dgono es Cr_1, donde

1 (2%
C’“_k+1<k>

Corolario 1.36 ([Ste91] Thm 1.3.4]). Tenemos que

#Kr = Lr—1= % (28‘__11)) .

son los nimeros de Catalan.

Demostracion. De la Proposicién [[L.34] tenemos que la cantidad de fracciones de
largo r que representan a cero es igual a la cantidad de triangulaciones de un
(r +1)-4gono. Reemplazando en la férmula explicita de los nimeros de Catalan
se sigue lo pedido. O

1.8. Sucesiones de Wahl

Definicién 1.37. Diremos que una sucesién {a1,...,a,} con a; > 2 es de Wahl
si
m2
[a1,...,a,] = —T

para algunos m > a coprimos.

Estas fracciones llevan su nombre por Jonathan Wahl, quien las estudié al
mirar suavizaciones de singularidades de cociente ciclico (cf. Definicién [Z8). En
[Wah81, 5.9.1], se muestra que todas las singularidades 5 (1,ng — 1) poseen
suavizaciones con nimero de Milnor igual a cero. De hecho, por [LW86, Rmk.
5.10], estas son las tnicas singularidades de cociente ciclico con dicha propiedad.

Ejemplo 1.38. El ejemplo més pequeno es [4], con m = 2,a = 1. Los dos
ejemplos con m = 3 son

32 9
2 — 52
3-1—-1 2 5.2
Y 2
3 9
LA
3-2—-1 5 [2,5]
Observacion 1.39. Si [aq,...,a,] = ﬁil, entonces [a,,...,a1] = Mmmfga)_l,
pues

(ma —1)(m(m —a) —1) =m2a(m —a) —m?*+1=1 (méd m?),
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y gracias al Corolario[L.19y al Lema[[.3l De esta manera, la matriz asociada es

(5 9) (7 W)= (s T

puesto que la matriz debe tener determinante 1.

Proposicién 1.40. [KSB88, Prop 3.11] Toda sucesion de Wahl se obtiene a
partir de {4}, aplicando las operaciones

w {a1,...,a:} = {2,a1,...,ar-1,0a, + 1}
w {a1,...,ar} = {a1+1,a9,...,a.,2}
Demostracion. Lo haremos por induccion fuerte en m. Para m = 2, el tnico

valor posible esa =1,y % = 4.

Inductivamente, supongamos que el resultado es valido para toda sucesién
de Wahl con numerador menor que m2. Si m > 2a, notemos que

(m — a)?
(m—a)a—1

es de Wahl (pues m —a > a 'y (m — a,a) = (m,a) = 1). De esta manera, la
matriz asociada a dicha fraccion es

M:<((m_“)2 —<m—a><m—2a>+1>,

m—a)a—1 1—a(m —2a)
Ahora, una cuenta rapida muestra que
11 2 -1 m? —m(m—a)+1
M =
0 1 1 0 ma—1 1—a(m—a)

m2
ma—1"

Obtenemos asi la matriz que representa a Ahora bien, si [a1,...,a,] =

(m—a)?

m, entonces usamos que

1 1\ (fax -1} (a1 +1 -1
0 1 1 0/ 1 0 )’
de donde, comparando la matriz resulta que

[a1+1;a27"'7a’7“72]:

ma—1

(e . 2 . .
Esto muestra que la sucesion asociada a —=— se obtiene aplicando las opera-
ciones descritas. Para el otro caso, como m # 2a (por la coprimalidad, y pues
a > 1), necesariamente m < 2a. De esta manera, aplicamos el andlisis a la

.7 . 2 .
fraccién inversa —2—~— donde ahora m > 2(m — a). De esta manera, si
m(m—a)—1" ’

[ar,...,a1] = —————,



aplicando el andlisis a la fraccién reversa se sigue que

m? m?

é[2,a1,...,a7«,1,ar+1] =

[ar +1,ar-1,...,a1,2] =

m(m —a) —1 ma—1

’ . ’ . . . . .’ . 2
Nuevamente asi, por hipdtesis inductiva se sigue que la sucesién asociada a ——

se obtiene con los pasos de arriba. Esto demuestra lo pedido. O
Observacion 1.41. De la demostracién, tenemos que si [ag,...,a,] = #317
entonces ( )2
m—+a
1 e 2=
[a’1+ , A2, y Gy ] (m+a)a_1
’ ( )
2m —a
2,a1,02,...,0p + 1] = ————
2, 1,02 ar +1] 2m—a)m -1

Nuestra siguiente meta serd comprender bien las fracciones duales. Hay al-
gunas observaciones directas que uno puede hacer.
., . 2 Ld
Observacion 1.42. Notemos que si [a1, ..., a,] = =Z— es una fraccién de Wahl
ma—1 ’
;acd, (m—a,m) = (a,m) =1,y 0 <m—a < m. Recipro-

2
m
su dual es m

. 2 L
camente, si -5 es una fraccién con med(m, a) =1y a < m, entonces su dual

m

es m(m—a)—1"

Corolario 1.43. Toda sucesion dual a una de Wahl se obtiene a partir de
{2,2,2}, aplicando las operaciones

w {a1,...,a:} = {2,a1,...,ar-1,0a, + 1}
w {a1,...,ar} = {a1+1,a9,...,a.,2}

Demostracion. Se sigue directamente por la Proposicién [[L40, y usando diagra-
mas de Riemenschneider; acéd es importante notar que el paso

{a1,...,a,} = {2,a1,...,ar-1,a, + 1}

pasa a ser
{bl,...,bs} — {b1+1,b2,...,bs,2}

en la dual. O

Esta proposiciéon nos permite definir un indice marcado 1 < k < r aso-
ciado al 2 central de {2,2,2}, y segun descienda usando las operaciones. Mds
precisamente, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.44. Sea {a1,...,a,} una sucesién dual a una de Wahl. Definimos
su centro como un indice 1 < ¢ < r elegido de la siguiente manera.

= El centro de {2,2,2} es i = 2.
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= Si{as,...,a,} tiene centro 4, el centro de {2,a1,...,a,-1,a,+1} esi+1
y el de {a; +1,aq,...,a,,2} es i.

Esta definicién es exhaustiva gracias al Corolario [[.43] Por ejemplo, para
{2,2,2} — {2,2,2,3} — {2,2,2,2,4},

el indice k = 4 marca el centro de {2,2,2,2,4}. Tipicamente subrayaremos la
posicién marcada por claridad; asi, escribimos

{2,2,2,2,4}.

De la construccién ademds es claro que si {a1,...,a,} tiene indice i marcado,
entonces a; = 2.
Proposicion 1.45. Sea ma+1 =[a1,...,a;] y k su centro. Luego, si

n

2 fanye. s akal;

q
entonces

n

= [a’r'u L 7a’k+1]7
n—q

mds aun, tenemos que m =mn Yy a = q.

Demostracion. Utilizaremos el Corolario [[43] Para {2,2,2} no hay nada que
probar, y las dos sucesiones consideradas son {2} y {2}.

El procedimiento inductivo agrega un 2 a una de las dos sucesiones y suma un
1 en la ultima posicién de la otra. En diagramas de Riemenschneider, obtenemos
dos diagramas simétricos respecto a la diagonal, y asi se sigue lo pedido.

Para la otra parte, notemos que si ¢’ es el inverso multiplicativo de ¢ médulo
n (elegido de modo que 1 < g < n — 1), entonces

a; —1 ap—1 —1 AL —q'
1 o)\ 0)T g =)

puesto que la matriz debe tener determinante 1. Asi, usando que n — ¢’ es el
inverso multiplicativo de n — ¢, podemos escribir

ar —1 ag+1 —1) n —(n—¢)
1 o/ U1 0) \n—g 1-(n—q)(n—q") | -

Podemos asi calcular la matriz de {ay,...,a,} de manera explicita.
a1 — -1
1 0/ 1 0
n -1 n (n—q)
q 1— qq 0 n— (n— tjl)(n q)
2n n (n—gq)
2% n—g = (n 2)(n—q")
( 9)

n? —(n ( +1
ng+1 —qn—gq)— )
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Comparando términos, obtenemos m = n y a = ¢, lo que demuestra lo pedido.
O

Por ejemplo, tomando m = 7,a = 3, podemos calcular

m 7 m 7
Do S=B22 =t

Obtenemos asi
m? 72

ma+1 7-34+1
como es posible verificar directamente.
Una de las propiedades més interesantes del indice central definido arriba es
que al restar 1 en esa posicién obtenemos una fracciéon que representa a cero.
En nuestro ejemplo de arriba,

= [37 27 275747 2]7

3,2,2,1,4,2] = [3,2,1,3,2] = [3,1,2,2] = [2,1,2] = [1,1] = 0.
Proposicién 1.46. Sea {ai,...,as,...,a,} una sucesion dual-Wahl. Luego,
[al,...,ai_l,ai — 1,ai+1,...,aT] =0.

Demostracion. Utilizaremos fuertemente la Proposicién [[.34] para probar que la
fraccién da cero. Para ello, probaremos algo més fuerte de manera inductiva: con
a1y ,0i—1,0; — 1,041, ..,a, podemos triangular un r + 1-4gono, agregando
1 en el vértice vg.

En primer lugar, es claro que [2,1,2] = 0. Mds ain, podemos triangular un
cuadrilatero colocando un 1 en el vértice 0.

Supongamos que ya probamos

[CLl,.. s Qi—1,Q5 — 1,ai+1,. ..,CLT] = O,
con 1 en el vértice vg. Tenemos as{ una triangulacién de un (r + 1)-dgono con
vo =101 =a1,...,0i-1= -1,V = @ — 1,041 = Gip1,...,0r = Q.

Podemos ahora triangular un (r+2)-dgono de vértices Py, . .., P41 de la siguien-
te manera: trazamos un tridngulo en Py, P41, P, y el poligono PyP; ... P, lo
triangulamos como el anterior. Esto da una triangulacién con w,41 =1y

Wy = 2,’[1}1 =a1y...,Wij—1 = Qj—1,W; = Q5 — 1,wi+1 = Qj41y.--,Wyr = Qp + 1.
Por la Proposicién [[L34] obtenemos que
2,a1,...,a;—1,a; — 1, a1, .., Gr-1,a, + 1] = 0.
Ahora bien, gracias al Corolario [[.43 esto demuestra lo pedido. O

De hecho, esta propiedad caracteriza a las sucesiones dual-Wahl, en el si-
guiente sentido.
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Proposicion 1.47. Sean a1, ...,a, mayores o iguales a 2, con r > 2. Supon-
gamos que
[CLl, ceey Q1,05 — 1,ai+1, .. .,CLT] =0.

Luego, tenemos que {a1,...,a.} es dual-Wahl.

Demostracion. En primer lugar, notemos que a; = 2. En otro caso, la fracciéon
[a1,...,a;-1,a; — 1,a;41,...,a,] tendria todos sus términos mayores o iguales
a 2, lo que contradeciria al Lema
Notemos ahora que i # 1,r. En efecto, si ¢ = 1, tendriamos por lo de arriba
que
[1,a2,...,a,] =0=1=aqa,...,a]

Pero esto contradice el Lema [[.3l El caso ¢ = r es andlogo; tenemos asi que
2<i<r—1.

Si [ay,...,a;-1] = &, [ar,...,a;41] = %, podemos hacer el calculo para la
fraccién que da cero. Si @/, b’ son los inversos de a, b médulo m, n, resulta

(v ) () ) )
S s [
()" )
:<mn—7r:<b —a'n :)'

Pero la casilla superior izquierda debe ser cero, pues la fraccién representa a
cero. De este modo, mn —mb’ —a’n = 0. Obtenemos con ello que m | ny n | m,
pues med(m, a’) = med(n,b’) = 1. De este modo, m =ny a’ + = m. Con ello
también a + b = m, y de este modo

m m
[al,...,ai,l]:—, [a;r7...7a,i+1]: .
a m—a
Como a; = 2, la Proposicién [[.45 demuestra lo pedido. o
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Capitulo 2

Preliminares geométricos

Durante todo el capitulo estaremos interesados en superficies normales pro-
yectivas sobre los niimeros complejos. Nuestro mayor interés sera comprender
singularidades de cociente ciclico sobre superficies; por ello es que no nos res-
tringimos al caso suave.

2.1. Numeros de interseccion

Definicién 2.1 ([Bea96, Def 1.2]). Sean C, D dos curvas irreducibles distintas
en una superficie suave S, z € CND un punto, O, el anillo local de S. Si f y g son
dos ecuaciones en O, para C'y D respectivamente, definimos la multiplicidad
de interseccion de C'y D en x como

m;(C N D) :=dime O./(f, 9).

Definicién 2.2 (|[Bea96l Def 1.3]). Si C'y D son dos curvas irreducibles distintas
en una superficie suave .S, definimos su nimero de intersecciéon C - D como

C-D:= Y  mg(CND).

zeCND

Esta definicién puede extenderse para definir un nimero de interseccion en-
tre divisores de S, médulo equivalencia lineal (cf. [Bea96, Thm I1.4]). Podemos
hablar asf de la autointerseccion C? = C - C de una curva.

Para superficies normales la construccién es debida a Mumford (en [Mum61]
§IL.(b)]). El célculo de m,(C N D) se hace fijando una resolucién de singulari-
dades S” — S y definiendo preimdgenes de C'y D en S’ (cf. [Mum61], 11.(b).(a,

b)])-

2.2. Definiciones basicas

Definicién 2.3 ([Bea96l Def I11.1]). Una superficie suave S se dice reglada si es
birracional a P! x C, con C una curva; S es racional si es birracional a P! x P!,
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Definicién 2.4 (|Bea96, p.20]). Una curva C C S se dice una (-1)-curva si es
isomorfa a P! y cumple C? = —1.

Por la férmula de adjuncidén, en tal caso se tiene que K - C' = —1.

Para superficies suaves, este tipo de curvas son claves para obtener un modelo
minimal. Informalmente, cada vez que aparece una curva de ese estilo proviene
del blow-up de un punto suave. Podemos tomar el blow-down y repetir. Este
proceso eventualmente termina, pues el nimero de Picard de la superficie dismi-
nuye en 1 por cada blow-down, y es un ntmero positivo (cf. [Bea96, Prop. I11.3]).
Esto produce una superficie en cierto sentido “méds simple” que la original.

Las dos piezas claves del parrafo anterior son las siguientes.

Teorema 2.5 ([Bea96, Thm. I1.17]). Sea S una superficie suave, C C S una
(-1)-curva. Luego, existe una superficie suave S’ y un punto P € S’ tal que S
es isomorfa al blow-up de S’ en P, con C la curva excepcional del blow-up.

El Teorema es conocido como el criterio de Castelnuovo. Llamamos al
morfismo S — S’ que aparece el blow-down de la curva C.

Teorema 2.6 ([KM98, Thm. 1.29]). Sea S una superficie suave. Eziste una
secuencia de blow-downs S — S — -+ — S, = S’ tales que S’ satisface
exactamente una de las siguientes opciones.

(i) Ks: es nef; esto es, Kg/ - C > 0 para toda curva C.

(i) S' admite un morfismo suave S” — C hacia una curva, cuyas fibras son
isomorfas a P', y todo morfismo birracional desde S’ es un isomorfismo.

(iii) S’ es isomorfa a P2.

En el caso (i) decimos que la superficie S’ es un modelo minimal para S. En
(i), las propiedades sobre S’ es que es una superficie minimal y geométricamente
reglada (cf. [Bea96, Def. I1.15, Def. 111.3]).

Para superficies que admiten un modelo minimal tenemos el siguiente resul-
tado, que serd clave durante el Capitulo 5.

Proposicion 2.7. Sea S una superficie suave proyectiva tal que S admite mo-
delo minimal. Si C' C S es una curva, entonces Kg - C > —1. En particular, si
C C S es una curva suave proyectiva isomorfa a P!, necesariamente C? < —1.

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que Kg - C' < —2. Consideremos
S=85 —=-5%—=-- =8,

donde S,, es minimal y cada o; : S; — S;;+1 es el blow-down de una curva
Por comodidad, llamemos C; := C. Notemos que Cy # Ei, en cuanto Kg, -
Cy # —1. Por ello, Cy := 01(Cy) no es un punto, y

KS2'02:K51'Ol_m§K51'OIS_27
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donde m es la multiplicidad de C5 sobre el punto del blow-down. Inductivamente,
Cit1 := 04(C;) no se contrae, y Kg, - C; < 0. Esto contradice que Kg, es nef,
por lo que Kg-C > —1.

En el caso particular de que C sea suave e isomorfa a P!, tenemos que

Kg - C=-2-C?< -2,

gracias a la férmula de adjuncién, en cuanto g(C') = 0. Aplica asi la demostracién
anterior. Esto prueba lo pedido. O

2.3. Singularidades de cociente ciclico

Definicién 2.8. [Ishi8 Def. 7.4.12, Lemma 7.4.13] Una singularidad de cociente
ciclico es el germen analitico en 0 del cociente de C? por el grupo Z/nZ = (g),
con la accién

g (x,y) = (Cz,¢"y),

para ¢ raiz n-ésima primitiva de la unidad y med(n,q) = 1. En tal caso, deno-
tamos a la singularidad como 1(1,¢).

Definicién 2.9. [Ishl8| Def 7.1.14] Una resolucién de singularidades f : ¥ — X
de X se dice minimal si para toda resolucién de singularidades g : Y’ — X existe
un tnico morfismo ¢ : Y’ — Y tal que g = f o .

El resultado que maés nos va a interesar respecto a singularidades de cociente
ciclico hace referencia a su resolucion minimal. Explicitamente, si X es una
superficie proyectiva y @ € X es una singularidad de cociente ciclico, podemos
preguntarnos cuél es la preimagen de ) en la resoluciéon minimal X.

Proposicién 2.10. [Ishi8 Thm. 7.4.16] Sea (Q € X) una singularidad de tipo
1(1,q) con 0 < q < n, y escribamos 2 = le1,...,er] la dinica escritura con
e; > 2. Luego, la resolucion minimal de X tiene un divisor excepcional sobre
Q formado por una cadena de r curvas Ey, ..., E,, todas isomorfas a P!, y de

autointerseccion E? = —e;, como se muestra en la Figura[2.]]

X

-
Figura 2.1: Resolucién minimal de X.

Ejemplo 2.11. Si tomamos la singularidad %(1,3)7 podemos expandir % =

[3,2,2]. De este modo, la resolucién minimal de la singularidad viene dada por
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una cadena de tres curvas racionales F, Es, E5, con E? = —3,F2 = -2, E2 =
—2.

Observacion 2.12. Supongamos que tenemos una cadena de r curvas racionales

E1, ..., E,, con autointersecciones E? = —e;. Si hacemos un blow-up entre la
curva i e i + 1, tenemos una cadena Ei,...,E;,C, E;y1,...,E, (donde identi-
ficamos cada curva con su transformada estricta) con Ef = —ey,...,E? | =
—ei—1, B} =—¢;—1,C? = —1,EZ-2+1 =—eit1—1,..., E? = —e,. De este modo,

la lista de {—E?} hizo el cambio
{61,...,€T} — {61,...,61'_1,61'+1,1,6i+1+1,...,€,~}.

Un argumento analogo aplica para blow-ups en las curvas F; o E,. De este
modo, la definicién combinatorial de blow-up coincide con el cambio sobre las
autointersecciones de las curvas (cf. Definicién [[L20).

Es interesante comentar esto a la luz de la Proposicién [[LZIl Al realizar un
blow-up a la secuencia {ey,...,e,} es posible cambiar la fraccién asociada %
por otra %, con ¢’ = ¢ (méd n). En tal caso, la accién del grupo Z/nZ = (g)

no cambia, en cuanto ¢ era una raiz n-ésima de la unidad.

Definicion 2.13. Llamaremos singularidades de Wahl a las singularidades de
la forma #(1, ma — 1), donde 0 < a < m son coprimos.

Esta definicién es consistente con la de sucesion de Wahl, en cuanto la frac-
m2
ma—

cién asociada es de la forma T

2.4. Discrepancias

En esta seccién, tomemos n > ¢ coprimos, y consideremos en X la singu-
laridad %(1,(}), junto con o : X — X su resolucién minimal. Como sabemos
de la Proposicién 10, aparecen r curvas excepcionales todas isomorfas a P?,

Ei, ..., E,, formando una cadena, y con autointerseccién E? = —b;, de modo
que
n
[b1,...,b:] = —.
"
Escribiremos ,
Kg=0"Kx+ Y k. (2.1)

i=1

Definicién 2.14 (JKM98| Def. 2.22]). En las circunstancias anteriores, llama-
mos discrepancias a los nimeros k;.

Una pregunta obvia es cémo determinar estos valores. Haremos algunos ejem-
plos simples.
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Ejemplo 2.15. Si ¢ = 1, la singularidad es %(1, 1), ¥ la resolucién tiene sélo
una curva singular E;, con autointerseccién —n. Ahora, tenemos que

Ky By =k E} = —nky,

en cuanto la curva E; es excepcional, y gracias a ([2.I)). Por la férmula de adjun-
cién, esto implica

—2=FE-(BE1+Kg)=E}+F1-Kg = —n—nki,
pues E; = P! tiene género 0. Al despejar, resulta

2
oy =1+~
n

Ejemplo 2.16. Si % =[5, 2], tenemos una resolucién con dos curvas excepcio-
nales, E? = —5, E2 = —2. El mismo argumento de antes muestra que

Ky By =k E? + koEy - By = —5k1 + ko

Kg By =kiEy - By + ko E3 = ki — 2ko.

Aplicando la férmula de adjuncién en las dos ecuaciones, resulta el sistema

—2 = -5-—5k1 4+ ko
-2 =-2+ kl - 2]{32
Al resolver, k1 = —%, ko = —

Como se observa en los ejemplos, una aplicacién de la férmula de adjuncién
permite calcular los valores de las discrepancias. En efecto, si tenemos curvas
Ei,...,E, con E? = —¢; (y r > 2), resultan las relaciones

—2=—c;(14+ ki) + ki—1 + kiy1, 1<i<r, (2.2)

donde hemos llamado ky = k.41 = 0. La matriz asociada al sistema es la matriz
de autointerseccion de los Fj,

—c; 1 0 0 0
1 —C2 1 0 0
0 1 —C3 0 0
0 0 0 - —cp1 1
0 0 o - 1 —cp
que es invertible. Esto permite resolver y despejar ki, ..., k.

Si nos restringimos a singularidades de tipo Wahl en cambio, podemos dar
un procedimiento inductivo para calcular estas discrepancias.
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Lema 2.17 ([Ste91] Lemma 3.4]). Sea [by,...,b;| singularidad de Wahl, y su-
pongamos que k; = —%. Llamemos ademdas pg = 0. Luego, la singularidad de
Wahl [2,b1,...,by—1,b, + 1] cumple

k;:_Pl-i-Pi 0<i<r).

q+p1

Demostracion. Por la ecuacién ([222]), tenemos que si 1 < i <r — 1, entonces

_2__1,1.(1_&)_@_@7
q q q

donde nuevamente hemos denotado p,4+1 = 0. Resulta de aca

—92— _}. <1_p1 +pl) _pl +pi71 _pl +p1’+1
' q+m q+p a+p

Para ¢ = r, el mismo argumento muestra que

_9— _p <1_P1 +Pr) _h + Di—1 !
" q+p a+p q+p

o, al reagrupar,

= (b + 1) (1_ P -H?r) bk +Pz‘—1'
q+p1 q+p

Por dltimo, es claro que

_2:_2<1 p1 )_p1+p1

Cq+tp)  qtp
Esto muestra que los valores —pq fpﬁ L cumplen lo pedido. O
Por supuesto, hay un resultado anédlogo para [by + 1,...,b,,2]. Para llevar

esto a un resultado préctico, definiremos unos nimeros auxiliares.

Definicién 2.18. Dada una singularidad de Wahl [by, ..., b,], asignaremos va-
lores 41, . .., 0, inductivamente.

= Sir =1, asignamos §; = 1.

s Si [by,...,b,] tiene asignado d1,...,0,, a [2,b1,...,b, + 1] le asignamos
014+ 6p,01,...,0,, yalby+1,...,b.,2] le asignamos 01, ..., 9,01 + J,.

Llamaremos a §; los nimeros § asociados a [by, ..., b.].

En general, colocaremos arriba de cada niimero su § asociado. Asi, tenemos
por ejemplo

A, 5.2,
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Ejemplo 2.19. Calcularemos los ntiimeros asociados a [3,6,2,3,2]. A partir del
calculo de arriba, tenemos

12 123 4123 41237

[5,2] = [6,2,2] = [2,6,2,3] — [3,6,2,3,2].
Proposicién 2.20. Sea [by,...,b,] singularidad de Wahl, 61,...,0, los § aso-
ciados. Luego, tenemos que

0

ki=-1 .
t 5 1o,

Demostracion. La estrategia es utilizar la Proposicién [[L40, junto con el Lema
2.I7 para el paso inductivo.
Sir =1, tenemos que 61 = 1. Ac4,
o 1
01+ 01 X
que concuerda con lo calculado en el Ejemplo 2.15]
Supongamos asi que ya probamos

14

i
ki=-1+——, 1<i<mr.
+ 5110, <1<
El Lema 2T nos dice que para [2,b1,...,b, + 1] tenemos
- _P + Di
‘ q+p
Acdpo=0,pi=61+06, — 0, y ¢ =p1 +pr =01 + J,. Asi,
/ D1 q
= —-— = —1 —|— s
7 q+m q+0,
junto con
i —Di 0
k/:—p1+p:—1 q p:_1+ .
q+p q+ 0o, q+0r
Pero 8§} = 6;,60 = 61 + &, son los correspondientes niimeros § asociados a
[2,b1,...,b. 4+ 1]. De este modo,
A
K=—14—>_
T

que prueba el paso inducivo. Esto demuestra lo pedido gracias a la Proposiciéon
11.40 O

Observacion 2.21. Si [by,...,b,] es singularidad de Wahl, la Proposicién

muestra que
01+ 6, .

51 + 5r B
Ademas, necesariamente —1 < k; < 0 para todo ¢, en cuanto §; + 9, > §; para
todo 1.

ki+ k- =—-2+
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Ejemplo 2.22. Continuaremos el Ejemplo 219 donde calculamos
41237
3,6,2,3,2].

Con la proposicion anterior, tenemos que

4 1 2 3 7
Bp= 14 — hy=—14+—, kg=—1+4 — hy=—1+ — ks=—14—.
! RETR METRAS MR MR T

Como tltima aplicacién de estos valores § veremos cémo recuperar la fraccién

m’;il a partir de ellos.
Proposicién 2.23. Sea [b1,...,b.] = m’(’il una fraccion de Wahl, 61,...,0,

los nimeros ¢ asociados. Luego,
m:51—|—5r,a:51.
Demostracion. Utilizaremos la Proposicién [[.400 En primer lugar,
22
[4] = 5—
2-1-1

y aca 01 = 1, donde es directo verificar lo pedido.
Supongamos que ya verificamos m = d; + 6., a = 01 para

2

m
bi,...,b,] = .
(b br] ma — 1
De la Observacién [[L4] tenemos que
(2m — a)?
2,b1,...,b,+ 1] = ———F—F—.
(2,61, br 1] (2m—a)m —1

Ahora bien, acd 0, = 6, = m — a,0) = 1 + 6, = m. Asi,
S+ 0. =2m—a, §,=m

que satisface lo pedido. El otro caso es anélogo.
Por la construccién recursiva de la Proposicién [L40, esto demuestra lo pe-
dido. O

Ejemplo 2.24. Continuamos el Ejemplo 2.19 donde
41237
(3,6,2,3,2].

La proposicién anterior nos dice que

112 121

3,6,2,3,2] = T 1-1" 43"

como no es dificil verificar directamente.
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Capitulo 3

P-resoluciones extremales

Las P-resoluciones extremales son un objeto clave para construir un proceso
MMP en familias de superficies. Este capitulo estd dedicado a sus aspectos
combinatoriales, siguiendo principalmente [HTU17, Ch. 4].

3.1. Definiciones basicas

Definicién 3.1 ([HTUILT, p.322]). Sean 0 < Q@ < A con med(2,A) =1, (Q €
Y) la singularidad de cociente ciclico %(1,9). Una P-resolucién extremal de
(Q € Y) es una resolucién parcial fi : (C* C Xt) — (Q € Y) tal que
X7 tiene solamente singularidades de Wahl, C* es isomorfa a P!, y Kx+ es
relativamente amplio.

Siguiendo [HTUTT, p.322], la superficie X T tiene a lo m4s dos singularidades
de Wahl #(1,miai —1),i=1,2, con
2 2
ml _ m2 _
m1a1—1 [617"'767‘1]7 m2a2_1 [fla"'asz]

A
5 = [.f’l“za'"aflacvela"'aerl]-
Acd, —c es la autointerseccién de la transformada estricta de la curva Ct en
)
la resolucién minimal de X T. Si alguna de las singularidades resulta ser suave
)
definimos m; = a; = 1.
Definimos § = emima — mias — moay. Con ello
b)
1) —-A

> 07 O+ : C+ = 2 o < 0.
mimso myms

Kx+'c+:

Proposicién 3.2 (J[HTUI7, Prop 4.1]). Sean A,Q como antes y escribamos
ﬁ = [e1,...,¢s]. Hay una correspondencia biyectiva entre resoluciones extre-
males y pares 1 < a < B < s tales que

0= [Cla' -3 Ca—1,Ca — 1,Ca+1,. - CB—1,C3 — 1705+17' o acs]v
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de modo que

ma2 my

as :[017"'7001—1]7 a_lz[cs,...,CB_;’_l],
Acd, si « = 1 o B = s, los puntos correspondientes son suaves. Ademds, si
a+ 1= 0, tenemos que 6 = 1; en caso contrario,
)
g = [ca+17 ceey CB—I]

para algin 0 < e < 4.
Ejemplo 3.3. Tomemos A = 36,2 = 13. Tenemos

A 36
m = % = [2,3,2,2,4].

Tenemos aca dos parejas que generan cero, a saber
0=1[2,2,2,1,4]=12,3,1,2,3].
Para la primera, tenemos o = 2, 8 = 4. Con ello,

Mo_p=1 T2op=2.

al 1 ’ ag 1
Ademas, § = 2. Con esto podemos despejar el valor de ¢ como

5+m1a2+m2a1 2—|—2+4
CcC = = =

= 1.
mimeso 8
Como ) )
16 4
M 2 6,2,2, —2 =2,
myia; — 1 3 moas —1 1
podemos escribiir
A
— =1[4,1,6,2,2
Q [ ) Ly Yy 4y ]7

que denotaremos como [4] — 1 — [6, 2, 2]. El segundo par satisface a = 3,8 = 1.
Con ello, m; = a; =1 (que corresponde a un punto suave), y

mo 5
— =102,3]=-.
a9 [2.3] 3

Asi, uno de los puntos es suave, y el otro es

m3 25

= =13,5,2.

mQCLQ—l_ 9

Por otro lado, nuevamente 6 = 2. Asi, podemos despejar nuevamente ¢, resul-

tando
o 5+m1a2+m2a1 - 2—|—3+5 -

2.

mimso 5

Obtenemos con ello
Q) [ T ]
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Esta proposicién muestra que para entender las P-resoluciones extremales,
basta entender donde restar para obtener una fraccién que representa a cero. Es
este el enfoque seguido en [HTU17], que profundizaremos en las siguientes sec-
ciones. El plan asi es dar demostraciones nuevas de dos resultados en [HTUL7):
hay a lo més dos P-resoluciones, y en caso de haber dos comparten el valor de

J.

3.2. Autointerseccion de la curva excepcional

En esta secciéon veremos que si una singularidad %(1,9) admite dos P-
resoluciones extremales, ellas deben tener valores similares de la autointerseccién
de su curva excepcional. Més precisamente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.4. Sea %(17 Q) una singularidad de cociente ciclico, con

A
— = |by,...,b,
Q [17 ) ]

su resolucion minimal, b; > 2. Supongamos que la singularidad admite una
P-resolucion extremal con 1 singularidades (dondel =1 ol = 2) y la autoin-
terseccion de su curva excepcional (en la resolucidn minimal) es —c. Luego, se
tiene que

c:ibi—3r+3—l.
i=1

Una consencuencia directa es que de haber dos P-resoluciones extremales con
igual cantidad de singularidades, la autointerseccién de las curvas excepcionales
es la misma. El siguiente ejemplo muestra qué ocurre cuando hay una cantidad
distinta de singularidades.

Ejemplo 3.5. Tomemos % = % = [4,3,5,2]. El teorema nos dice que de haber

una P-resolucion extremal con una singularidad, la autointerseccion de la curva
excepcional es

(44+3+5+2)-3-4+3-1=14-12+2=4.
Si hubiera una con dos singularidades, en cambio, la autointerseccién seria
(44+3+5+2)-3-4+3-2=14-12+1=3.
De hecho, ambos casos ocurren, pues
[4,3,5,2] =4—1[3,5,2] = [4] —3 —[5,2].
Para la demostracion necesitamos el siguiente resultado.

Proposicion 3.6. Dada una singularidad de cociente ciclico %(1, Q), con

A
G =[]
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su resolucion minimal, y

[sza"-afl] —Cc— [617'-'767“1]
una P-resolucion extremal, entonces la cadena [fr,,..., f1,¢,e1,...,er] se 0b-
tiene de [b1,...,b.] sin hacer blow-ups en puntos que tocan sélo a una curva

(esto es, sobre las curvas by o by).

Demostracion. Es consecuencia directa de los Lemas 3.13 y 3.14 de [KSB8§].
El primer lema construye una resoluciéon mazimal sobre el germen de una sin-
gularidad de cociente ciclico haciendo blow-ups solamente en intersecciones de
curvas, y el segundo lema muestra que dicha resolucién domina a todas las
P-resoluciones (en particular, a las P-resoluciones extremales). (]

Demostracion. (del Teorema [34]) Para una cadena [cy, ..., ¢], estudiemos con

atencién la cantidad
t

ZCi — 3t.

i=1
Originalmente, esa cantidad es

t
Zbl — 3r.
=1

Notemos que cada vez que hacemos un blow-up en una interseccién de dos
curvas, la suma aumenta en 3 (pues aparece una curva —1 y la autointerseccién
de las dos que la tocan cambia en —1), mientras que el largo r aumenta en 1.
De este modo, esa cantidad es invariante al hacer blow-ups en intersecciones de
curvas.
Si
[frzv"'ufl] —Cc— [61,...,€r1]

es una P-resolucién extremal sobre la singularidad original, tenemos asi que

zl:ei-i-c—i—ifj —3(r1+ra+1) Zzbz‘—?ﬂ“,
im1 i=1 i=1

gracias a la discusién anterior y a la Proposicién Ahora bien, como

[61,...,67«1], [fl)"'vf’l"z]

son singularidades de Wahl, tenemos que

T1

Zei:37”1—|—1, ifj:?)’l”Q—Fl.
j=1

i=1

Reemplazando, obtenemos que
K
c—1= Z b; — 3,
i=1
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que es equivalente a lo pedido. El caso con una singularidad es andlogo, que
prueba lo solicitado. O

Observacidn 3.7. Si & = [by, ..., b,] cumple que 37, b; < 3r—1, el Teoremal34
implica que no hay P-resoluciones extremales. Si Y ._; b; = 3r, hay dos opciones
para posibles P-resoluciones extremales: o bien tienen una singularidad con una
curva de autointerseccion —2, o bien tienen dos singularidades con una curva de
autointerseccion —1.

En general, si )., b; = 3r+n conn > 0, tenemos como opcién que haya una
singularidad con una curva de autointerseccién —(n + 2), o dos singularidades
con una curva de autointerseccién —(n + 1).

3.3. Sucesiones WW

Definicién 3.8 ([HTULT, Def 4.5]). Una sucesién {a1,...,a,},a; > 2 es de tipo
WW si existen dos posiciones o < 3 tales que

[a1,...,00 —1,...;a3 —1,...,a,] = 0.

Es interesantre hacer el paralelo con la Proposicién [[47 Cuando existen
dos posiciones, necesariamente caemos en sucesiones dual-Wahl; més atn, la
posicién de la barra queda determinada autométicamente (y por ello es unica).
En el caso de las sucesiones WW es mucho méas complicado.

Ejemplo 3.9. La sucesién {2,2,3,2,2} es de tipo WW, pues
[1,2,3,1,2] = 0.

Mas atn, existe otra pareja de indices «, 8 que cumplen la condicién, en cuanto
2,1,3,2,1]=0

Tipicamente, para poder distinguir estas posiciones utilizaremos subrayados;
por ejemplo, anotaremos

{57 27 37 57 2}
Notemos que, luego de restar en ambas posiciones, la sucesién {aq, ..., a, —
1,...,ag—1,..., a,} representa a cero; asi, podemos asociarle una triangulacion.
Llamemos v1,...,v, a los valores de arriba, asi, segiin la Observacién [[.33]

necesariamente el vértice faltante satisface
n
vo—i—u-—l—vT:?’(r—l)évoz?)r—l—zai-
i=1

Esto nos dice que vg =: ag depende sélo de ay, ..., a,. Diremos asi que la sucesion
de vértices vg, v1, ..., v, es compatible con {ag,a1,...,a.}.
Siguiendo las ideas y notacién de [HTUI7, p. 325], tenemos dos posibilidades

(A) ag =vo > 1.
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(B) apg = Vg = 1.

El caso (A) es bien entendido: ya que toda sucesién de vértices de una trian-
gulacién debe tener dos valores 1 (por la Proposicién [[31]), necesariamente
aq = ag = 2.

Veamos qué podemos hacer en (B). Si ag = vy = 1, es claro que no podemos
restar en ese vértice. Mas atin, para una triangulaciéon necesariamente debe estar
trazada la diagonal P P, (pues en otro caso vy > 1). Por ello, el problema cae
en entender como triangular

a1 —1,a2,...,0,_1,a, — 1.

Sia; —1,a,—12> 2 caemos en el caso (A). Si alguno de los dos es un 1 caemos
en (B) nuevamente. Por tltimo, si ambos son 1, la Proposicién [[.3Tnos muestra
que 7 = 3 y no hay nada que probar.

En los resultados de este capitulo las demostraciones comenzaran suponiendo
que estamos en (A), para posteriormente ver cémo se extienden a (B).

Por completitud, veamos un ejemplo de cémo se ve el caso (B)

Ejemplo 3.10. La sucesién {3,2,2,2,4} es de tipo WW, pues
2,2,2,1,4] = 0.

Acé tenemos que ag = 1, y la triangulacién se muestra en la figura siguiente.

ol
(]|

Figura 3.1: Un ejemplo WW, caso (B)

En este caso era necesario hacer s6lo un corte para caer en el caso (A).

Observacion 3.11. Supongamos que {ap,ai,...,a.} estd en el caso (B), con
aop = 1. Supongamos adicionalmente que

[a’l_15a2;---7a:q_1,...7a,T]:O;

esto es, un par posible de indices es 1, ¢. Afirmo en estas condiciones que a; > 2
o T = 2; en otro caso, tendriamos una triangulaciéon de un poligono de r+1 > 4
con dos numeros 1 consecutivos. De esta manera, al cortar en el vértice asociado
a ap, el vértice marcado a; no puede ser 1, y con ello no vamos a poder cortarlo.
Esto muestra que la cantidad de parejas marcadas no cambia al realizar un
corte; méas aun, muestra que los lugares donde se resta no estan asociadas a
nimeros donde se hizo blow-up.
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3.4. Swucesiones indicadoras

Definicién 3.12. Sea {ag,a1,...,a,} una sucesién de ntimeros naturales, a; >
2. Asociaremos a ella una sucesién de nimeros cero y uno, que llamaremos
sucesion indicadora, de la siguiente manera: colocaremos r + 1 nimeros uno;
entre el 4-ésimo 1 y el (i + 1)-ésimo 1 colocaremos a; — 2 ceros. Al final anadimos
a, — 2 ceros.

Ejemplo 3.13. Si {2,3,4,2,3} es nuestra sucesién original, la sucesién indica-
dora asociada es {1,1,0,1,0,0,1,1,0}.
Observacion 3.14. Pensaremos tanto la sucesion {ao,...,a,} como la sucesién

indicadora asociada como indexadas ciclicamente. De esta manera, los ceros
agredados al final pasan a estar entre el r ésimo y el (r 4+ 1)-ésimo ntimero 1.

Nuestra primera meta es entender qué significa esto para sucesiones WW.

Siempre trabajaremos con sucesiones {ao,...,a,} de suma 3r — 3; asi, conocer
{a1,...,a,} determina ag. Supondremos adicionalmente que estamos en el caso
(A).

Proposicién 3.15 ([HTUILT, p. 326]). Sea {a1,...,a.} de tipo WW, con o < 3
sus dos indices marcados. Sea ay como antes, y supongamos adicionalmente que
ao > 1. Luego,

{Qat1s- -y Ay A0, A1, .., Ao—1}

es dual-Wahl.

Demostracion. Notemos que {aq41,---,Gr, ag, a1, .- .,aq—1} tiene todas sus en-
tradas mayores o iguales a 2, y al restar 1 en una de ellas, da cero. En efecto,
esto se sigue del hecho que {a1,...,a,} es de tipo WW, por lo que

a0, 01,..-,00 —1,...;a5 —1,...,a,
son numeros asociados a una triangulacién. Obtenemos asi que
[@at1s---ra8 —1,...,ar,00,01,...,G0-1] =0

gracias a la Proposicién [[L34l Ahora bien, la Proposicién [[L47 nos dice que la
sucesion pedida es dual-Wahl, lo que prueba lo pedido. O

Esta proposiciéon muestra que tenemos un algoritmo para producir sucesiones
WW (cf. [HTUILT, p. 326]). Basta tomar una sucesién dual-Wahl {ay,...,a,}
con vértice marcado ¢; agregamos un 2, y eliminamos alguno de los ntimeros
(que no sea a; ni el 2). Colocando barras en a; y en el 2 obtenemos nuestra
sucesion. Por ejemplo, tomamos la sucesion

(3,2,2,2,4,2].
Agregamos un 2 nuevo, y borramos el 2 en la segunda posicion. Resulta asi

2,2,4,2,2,3].
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Esto produce una sucesion WW

Describamos ahora este procedimiento desde el punto de vista de las suce-
siones indicadoras. Podemos comenzar escribiendo una sucesién 1, 1; posterior-
mente, podemos agregar un 1 a un extremo y un 0 al otro extremo. Por ejemplo,
vamos obteniendo

{1} = {0,1,1,1} = {1,0,1,1,1,0} — {1,1,0,1,1,1,0,0} — ...

Agregamos asi 1,1 al final de la sucesién. La sucesién indicadora asi obtenida
corresponde a una sucesion ao, . . . , a, de tipo WW, donde las posiciones a < 8
provienen de los pares 1,1 con una barra arriba. Esto se justifica gracias al
Corolario y la Proposicién

La ventaja de trabajar asi es que podemos traducir los problemas para su-
cesiones WW en problemas de sucesiones indicadoras. Por ello, serd importante
tener la siguiente definicién.

Definicién 3.16. Sea {ey,...,e,—1} una sucesién indicadora. Diremos que la
sucesion es de tipo WW si proviene del procedimiento anterior. Llamaremos ¢, ¢/
los dos indices tales que ey, €441 y ey, ey 41 son los pares de unos con una linea
encima.

Estamos abusando un poco de la notacion al llamar a estas sucesiones tam-
bién de tipo WW; no obstante, la correspondencia de arriba hace que esto sea
natural. Ademas, el contexto dejard claro si la sucesion es indicadora o no.

Ejemplo 3.17. La sucesién
{1,1,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1,1,0,0,0}
es de tipo WW, por ejemplo, con indices t = 0,¢' = 9.

Observacion 3.18. Si una sucesion es indicadora, n = 2m es un numero par,
en cuanto el procedimiento de arriba siempre genera nimeros pares. Ademés,
t' =t + m; asi, bastard llevar registro solamente de t.

3.5. Indices cruzados

La ultima observacién de la seccién anterior es més interesante de lo que
parece. Si t1,t] y to,t5 son dos pares de indices especiales para la sucesién
indicadora {eq, ..., eam_1} de tipo WW, tenemos que t] = t; +m y t) = ta +m.
Esto dice algo de las sucesiones (usuales) de tipo WW.

Proposicién 3.19. Si {ai,...,a,} es una sucesidn de tipo WW, y 0 < p; <
g <r—1,0<ps < g <r—1 son dos pares de indices que la vuelven una
fraccion que representa a cero, entonces los indices con 1 y 2 van intercalados;
mds precisamente, tenemos que p1 < p2 < q1 < g2 0 p2 <p1 < g2 < q1.
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Demostracion. Comenzaremos suponiendo ag > 1; esto es, que estamos en el
caso (A). Gracias a la correspondencia, basta demostrar esto para la sucesién
indicadora {eq, ..., eam—_1} asociada. Pero acd es directo: si t1,1],ta,t, corres-
ponden a p1, 1, P2, g2, entonces t; —t) = m (quizd médulo 2m), y asi son vértices
opuestos.

Para el caso (B), haciendo suficientes blow-down caemos en el caso (A) (acd
estamos haciendo implicitamente uso de la ObservaciénB.11l en cuanto la pareja
que la vuelve cero no puede estar sobre los blow-up). La demostracién de arriba
aplica, y es claro que el orden no cambia al hacer blow-up. Esto demuestra lo
pedido. O

Corolario 3.20. Si una singularidad % (1,9) admite una P-resolucion extremal
con 6 =1, no hay una seqgunda P-resolucion extremal.

Demostracion. Como %(1, Q) admite una P-resolucién extremal, la Proposicién
permite encontrar dos indices a < /3 sobre la fracciéon dual

m:[C1,...,CS]
tales que
[c1,..yca—1,...,e5—1,...,¢5] = 0.

Ahora bien, necesariamente o« + 1 = 3, pues § = 1. Con ello, si hubiera otra
P-resolucién extremal (y otro par o', '), no podrian ir intercalados segin la
proposicién anterior. Esto prueba lo pedido. O

3.6. A lo mas dos pares

El objetivo de esta seccion es demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.21 ([HTUIL7, Thm 4.3]). Dada una secuencia {ag,a1,...,a,} de
tipo WW, ezisten a lo mds dos pares de indices p < q tales que [a1,...,ap —
1,...,a4—1,...,a,] =0.

Demostracion. Para el caso (A), basta demostrar el resultado equivalente pa-

ra sucesiones indicadoras. Sea {eo, ..., e,—1} una sucesién indicadora de tipo

WW .y digamos que t,t + m es una posicién marcada para dicha sucesién.
Supongamos primero que m > 2. El método de construccion nos dice que

er=€41=2, ¢i_1+eqo=¢€_oteq3=--=1, em+eqriym =2 (3.1)
Tenemos asi la formula

ej:{2—e2t+1j, j=rr4+Lr+mr+m+l; (32)

1—esy1—j, j#rr+Lr+m,r+m+1.

Igual que en [HTUILT, p. 327], intentaremos asociar una suma de Gauss a esta
expresion. No obstante, serd necesario trabajar con una sucesién modificada, en
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cuanto para nosotros t y t +m son dos indices que definen la misma pareja.

Definimos asi
f_ _ ej + ej"l‘m
J 2 .

Pensaremos en f; como indexada por Z/mZ. Tenemos asi la relacién

£ 2= fop1-5, j=mnr+1
’ 1= faryr—5, J#mr+1

Sea p una raiz m-ésima primitiva de la unidad, y

m—1
F= Z 1 f:
=0

acd es directo notar que

[u

m—

F=> uf

Jj=

Multiplicando el sistema (3.3)) por 1/ y sumando, obtenemos

m—1

F=3 "1 (1= farsr—g) + ' + '™
§=0
m—1
_ _‘u2t+1 Z ,u]_2t_lf2t+1fj + ILLt(,LL +1)
§=0
= T 4t (u+ 1),
Si llamamos u = u!, tenemos asf{ la ecuacién

u? - pF —u(p+ 1)+ F =0,

de grado al menos 1, en cuanto p # —1 (al ser m > 2). Se sigue que hay a lo

mas dos valores de ¢t que cumplen lo buscado.

Falta hacer el caso m = 2. En ese caso, la sucesién indicadora es evidente-
mente {1,1,1,1}, que corresponde a la sucesién de tipo WW {2, 2,2, 2}. Resulta

directo que hay sélo dos parejas.

Para el caso (B), podemos hacer blow-down hasta llegar al caso (A) y usar
la demostracion de arriba para notar que hay a lo mas dos parejas en la sucesion
sin nimeros 1. Con ello, la Observacién [3.11] nos garantiza que la cantidad de

parejas es la misma entre ambas sucesiones, y por ello es a lo méas dos.

3.7. Iguales numeradores

El objetivo de esta seccién es demostrar el siguiente resultado
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Teorema 3.22 ([HTUIL7, Thm 4.4]). Dada una secuencia {ag,...,a,} de tipo
WW, si existen dos pares p1 < q1,p2 < q2 tales que

[a1,...,ap, —1,...,aq, — 1,...,a,] =0,

K3
entonces las fracciones

[a’;Di+1a s aath’*l] -
cumplen que 01 = 0s.

Nos restringiremos primero al caso (A). Gracias a la Proposicién [B.15] nece-
sariamente tenemos que ag;+1, Gg;+2; - - - , Gg;—1 €8s dual a una sucesion de Wahl.
De esta manera, la Proposicién [L.45] nos asegura que

2
o
SN + 1 - [CLQi+17QQi+27'-'7aha05-'-aaqi*1]7

i NG

para algin 0 < A; < §; con (d;, A;) = 1. M&s atin, notemos que

y de esta manera podemos armar la matriz asociada a {aq,+1, Gg 42, - - -, Qg -1}

como
Ag;+1 -1 Aq;+2 -1 Ag;—1 -1
1 0 1 0/ 1 0

B 5? —0;(8; —\i) —1
TN+ * ’

El hecho que la matriz deba tener determinante 1 nos asegura que la entrada
faltante debe ser —\;(d; — ;) — 1. Para la demostracién del teorema utilizaremos
el siguiente lema.

Lema 3.23. En las condiciones anteriores, tenemos que 07 — 2 es la traza de

la matriz
QAg;+1 -1 QAq; 42 -1 Qg; -1
1 0 1 0/ ""\1 0
Demostracion. El cdlculo de arriba muestran que la matriz es
52 —6;(0; = N) — 1 2 -1
oM +1 —)\1(51 — )\1) -1 1 0/’
pues a4, = 2. Haciendo la multiplicacién, resulta

512 + 6J)\l —1 —612
SN A2 +1 =6 —1)°

Tomando traza se verifica lo pedido. O
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Demostracion. (del Teorema [3.22) Por el Lema [3.23] tenemos que 67 — 2 es la

traza de
Qg1 +1 -1 gy +2 -1 aq -1
1 0 1 0/ ""\1 0)’

y 05 — 2 es la traza de

Qgy+1 -1 Qgo++2 -1 [ -1
1 0 1 0/) "\ 1 0 )"

Pero el producto de abajo es una permutacién ciclica del producto de arriba, y
as{ 2 —2 = 63 — 2, en cuanto la traza de un producto de matrices es invariante
bajo permutaciones ciclicas. Esto demuestra lo pedido en el caso (A).

Para el caso (B), basta notar que al ir cortando los vértices con 1 nun-

ca afectamos el tramo ap,y1, ap,+2,--.,aq—1 (que se sigue directamente de la
Observacién B11]), y as{ podemos aplicar la demostracién del caso (A). Esto
demuestra lo pedido. O
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Capitulo 4

MMP para familias de
superficies

Dada una familia de superficies suaves sobre una curva pinchada, podemos
pensarla como un mapeo de la curva al espacio de moduli Mg , de superficies
candnicas de tipo general. La existencia de la compactificacion KSBA Mg
permite buscar una superficie estable sobre el punto faltante. Mas atin, nos
interesa tener un procedimiento explicito para determinar dicho limite.

La primera seccién incluye un resumen de propiedades basicas de la com-
pactificacién KSBA. Porsteriormente, seguimos [Urz16a] y [HTUI7] para una
descripicion de cémo correr un MMP relativo para obtener una superficie esta-
ble.

4.1. La compactificacion KSBA

Definicién 4.1 ([KSBS88, Def. 5.4.], cf. [Ale94] 2.4.]). Una superficie estable
X es una superficie proyectiva reducida y conexa con singularidades semi-log
canénicas, y tal que existe un N > 0 tal que (w{)** es amplio, donde wx es el

haz dualizante y (-)** el doble dual.

La definicién de singularidad semi-log canénica puede verse en [KSB88| Def
4.17]. En nuestra situacion, nos interesan solamente superficies con singularida-
des de Wahl, que son semi-log canénicas (ver [KSB88, Thm 4.21]).

Teorema 4.2 ([KSBS88,[Ale94]). Fijados K2, la autointerseccion de la clase
candnica y X, la caracteristica de Euler, existe un espacio de Moduli Mg 5
cuyos puntos corresponden a superficies estables de pardmetros K2 y x.

En [KSBS8S, 5.4] se incluye una descripcion precisa del functor al que Mg ,
representa (gruesamente).
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4.2. Vecindades extremales

Definicién 4.3 ([Urzl6al, Def. 2.4], cf. [KM92l p.536]). Una vecindad extremal
(C CX)— (Q €)) es un morfismo birracional propio entre 3-folds normales
F: X — )Y tal que

(1) La clase canénica Ky es Q-Cartier y X tiene sélo singularidades termina-
les.

(2) F~1(Q) = C (como conjuntos).
(3) Ky -C<O.

En los casos que estaremos interesados, C' es una curva racional. Estudiando
el morfismo F', tenemos dos opciones.

= El lugar excepcional Excp es C. En tal caso, se dice que F' es una con-
traccion flip.

= El lugar excepcional Excp es un divisor D, con f(D) una curva que pasa
por Q. En tal caso, decimos que es una contraccion divisorial.

Para nuestros efectos, sera importante considerar dos tipos especiales de
vecindades extremales.

Definicién 4.4 ([Urzl6al Def 2.5.]). Sea (Q € Y) una singularidad de cociente
ciclico, f : X — Y una resolucién parcial, con f~1(Q) una curva C suave,
racional, y con una o dos singularidades de Wahl. Supongamos que Kx - C' < 0.
Consideremos (X € X) — (0 € D) una suavizacién Q-Gorenstein de X sobre
un germen analitico de una curva D, y sea (Y C V) — (0 € D) la deformacién
inducida. Llamamos a (C' C X) — (Q € Y) una vecindad extremal de tipo
mk1A/mk2A, dependiendo de la cantidad de singularidades sobre C.

En las dos subsecciones daremos una descripcién numérica de las vecindades
mk1A/mk2A (cf. [Urzl6al §2]).

4.2.1. Vecindades mklA

Sea (C' C X) — (Q € V) vecindad mk1A, y miremos la resolucién parcial
f:(CCX)— (Q€Y).Resolviendo la singularidad P, obtenemos X resolucién
minimal de X, con las curvas indicadas en la Figura [£.1]

Figura 4.1: Resolucién minimal de X.
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En tal caso, tenemos que C?=—1. Ademés, si llamamos e;

riamente P es de tipo #(l,ma —1), con

ma — 1 :[617"'765]'

Ma3s aln, tenemos que

A
—=ler,...,e; —1,... e,

donde (Q € Y) es x(1,9). Denotamos asf la situacién como
[81,...,6_1',...,65]-

Si escribimos

KX:O’*Kx—I—Z(—l—F%) E;

J

con 6; € N, entonces ¢ := ¢§; satisface

A
Ky -2 2__8
m

luego de hacer el célculo.

4.2.2. Vecindades mk2A

—EJZ, necesa-

Sea (C C X) — (@ € V) vecindad mk2A, y miremos la resolucién parcial
f:(CCX)— (Q€Y). Resolviendo las singularidades P; y P>, obtenemos X
resolucién minimal de X, con las curvas indicadas en la Figura

Figura 4.2: Resolucién minimal de X.

En tal caso, tenemos que C? = —1. Llamando e = —EJZ, fi= —Fj2, tenemos

que P; es de tipo #(1, m;a; — 1), donde

2 2

[61,...,651]: i [fl,-..,fsz]: 2

miay — 17

Esta situacién la anotamos como

[f52,...,f1]—1—[61,...,651],
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o incluso
[f527"'7f1] - [61,...,651],

si no presta lugar a confusiéon. En tal caso,

A
5 = [f52,...,f1,1,61,...,651]

cumple que (Q € Y) es de tipo £ (1,Q).
Definimos acd § := myas + moay — mims. De este modo, tenemos

A =m?+m3—omime, Q= (mg—0dmy)(ma —as)+mia; — 1,

y ademas
0 A
KX . O - — 5 02 - —— 5 o-
mimso mims

4.3. P-resoluciones extremales

Recordamos la siguiente definicién del Capitulo B (cf. [UrzI6al, Def 2.6]).

Definiciéon 4.5. Una P-resolucion extremal de una singularidad de cociente
ciclico (Q € Y) es una resolucién parcial f* : (CT C X*) —» (Q € Y) tal
que CT =2 P!, X7 tiene sélo singularidades de Wahl, vy Kx+ es relativamente
amplio.

En tal caso, necesariamente X+ tiene a lo mas dos singularidades de Wahl.
Igual que para vecindades mk2A, tenemos la situacién de la Figura [£3] al re-
solver las dos singularidades.

Figura 4.3: Resolucién minimal de X .

Si llamamos e¢; = —E7, fj = —F} y ¢ = —C?, tenemos que las (a lo més)
dos singularidades de X+ son de tipo —(1,m}a; — 1), donde

12 12
my ma
m/la/l_lz[elv"'vesl]v m/2a/2_1:[f17"'7f52]'

Acéa permitimos la posibilidad de que alguna de las dos sea de hecho un punto
suave; en tal caso mj = a} = 1y s1 = 0. Ademds, la singularidad en @ es
+(1,€), donde

A
5 = [f527'"7f1707617"'7es1]7
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y ¢ es la autointerseccién de (la transformada estricta de) C' en X.
En tal caso, definimos

o /N o o
0 = emimy — miay — Myay.

Obtenemos que A = m2 +mf2 + dmiml, y

0 A
Kx+-CT = CHY2 = ———
X+ myml}’ () mEmi

4.4. Modificacién en vecindades extremales

Vamos a ver como, a partir de vecindades mk1A y mk2A, es posible obtener
un nuevo 3-fold con mejores propiedades. Mdas precisamente, la existencia de
una vecindad extremal muestra una curva C que es negativa para el divisor
canodnico; veremos cémo se puede reemplazar por un punto o por una curva
positiva para el divisor canénico. Este proceso jugard el rol andlogo al criterio
de Castelnuovo para superficies.

El primer caso a analizar es cuando las vecindades son de tipo flip.

Proposicion 4.6 ([Urzl6a, Prop. 2.7.]). Sea (C C X) — (Q € V) una vecindad
extremal flip de tipo mk1A o mk2A, donde (C C X) — (Q € Y) es la contraccion
de C al mirar las fibras especiales. Luego, existe una P-resolucion extremal
(CTCXT) = (QeY) tal que el flip (CT C X) — (Q € ) se obtiene de hacer
blow-down a una suavizacion Q-Gorenstein de X. Tenemos el diagrama

W)e)’)/
|

(0 e D),

y en la fibra especial es

Por otro lado, para vecindades divisoriales tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.7 ([Urzl6al, Prop. 2.8.]). Sea (C C X) — (Q € V) una vecindad
extremal divisorial de tipo mk1A o mk2A, donde (C C X) — (Q €Y) es la
contraccion de C' al mirar las fibras especiales. Se tiene que @ debe ser una
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singularidad de Wahl. La contraccion del divisor excepcional X — Y induce el
blow-down de una curva (—1) entre las fibras suaves de X — D e )Y — D.

Es importante notar que una vecindad flip se realiza un cambio sélo sobre
la fibra especial, mientras que si es divisorial se contrae sobre todas las fibras.

4.5. Corriendo el MMP

Estamos interesados en buscar limites estables de superficies, que provienen
de una degeneracion solo con singularidades de cociente ciclico. Por ello, comen-
zaremos nuestro proceso con una suavizacién de una superficie X, con algunas
propiedades técnicas que estdn detalladas en el siguiente lema.

El primer paso es reducir el analisis al caso donde la superficie X tiene sélo
singularidades de Wahl.

Lema 4.8 ([HTUILT, Lemma 5.2]). Sea X — D wuna familia flat de superficies
proyectivas irreducibles reducidas tales que la fibra especial tiene singularida-
des cocientes (=log-terminales). Luego, existe un morfismo finito D' — D, un
espacio analitico X' y un morfismo propio birracional F : X — X xp D' tal que

(1) La fibra especial X' es irreducible y tiene sélo singularidades de Wahl.
(2) X' tiene singularidades terminales.

(3) F induce una resolucidn minimal entre las fibras generales X! — X;.
(4) Kx' es F-nef.

Posterior a esto, estamos en condiciones de presentar el proceso MMP. El
procedimiento comienza con una familia X — D como antes.

0. En caso de no serlo, cambiamos & — D de modo que la fibra en 0 tenga
solamente singularidades de Wahl.

1. Comenzamos con X — D sélo con singularidades de Wahl. Si Kx es nef,
paramos.

2. Si Kx no es nef, hay una curva C' que intersecta negativo, y toca a lo méas a
dos singularidades. Esto genera un entorno extremal (C' C X) — (Q € ))
de tipo mk1A/mk2A al contraer.

3. Verificamos si el entorno es flip o divisorial.

» Si es flip, efectuamos el flip y obtenemos (C C X) — (Ct C XT).
Volvemos a 1. con X',

= Si es divisorial, volvemos a 1. con la contraccién ).

Por supuesto, es necesario justificar que este procedimiento termina.
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Proposicién 4.9 ([HTUIL7, Thm 5.3.]). Si algin miltiplo de Kx es efectivo,
este procedimiento termina luego de finitos pasos.

Para las superficies cuyo divisor candnico no admite un multiplo efectivo, el
procedimiento requiere ser modificado para admitir que la fibra general pueda
no terminar con K x nef. Esto es andlogo a la situacién para superficies, donde
permitiamos obtener fibraciones sobre una curva, o P?, como se muestra en el
Teorema 2.6l En [Urz16bl §2] se incluye este proceso en detalle para incorporar
€s0s casos.

4.6. El algoritmo de Mori

En esta seccién resolveremos dos dudas naturales relacionadas al paso 3. de la
seccién anterior: cémo detectar si una vecindad mk1A /mk2A es flip o divisorial,
y cémo obtener explicitamente el flip. Para ello, seguimos el algoritmo de Mori
(presentado en [Mor02]), segiin la descripcién de [Urzl6al, §2.4].

Para comenzar, estudiaremos el algoritmo para el caso 6 > 1, con un entorno

mk2A.

P1. Comenzamos con [fs,,..., f1] — [e1,...,es,] vecindad mk2A. Escribiendo
m? n?
ma—l_[el"”’esl]’ nb_l_[f17"'7f52]7

sin pérdida de generalidad podemos asumir que m > n.
P2. Armamos las recursiones

d(1) =n, d2)=m, d(i—1)+d(i+1)=23d),

c(l)=n=0, ¢(2)=a, cli—1)+c(i+1)=1bci),
para todo i € Z.

P3. Existe un menor iy € Z tal que d(i) > 0 si i > 9. Armamos la cadena
infinita
[ d(ig)? } [ d(io + 1)? ] [ d(ip + 2)?
d(io)c(io) — 1 d(io + 1)c(ip +1) — 1 d(io +2)c(io +2) — 1]
Tomar dos términos consecutivos induce una vecindad mk2A de las mis-
mas caracteristicas que la original (esto es, ambas son o flip o divisorial,

y el flip es el mismo para las dos). Mds explicitamente, tomamos las ve-
cindades mk2A de la forma

[d(z‘)ci((?;— J - [d(z‘ +Ci()ic; 221) - 1] , 0>

P4. Por definicién, sabemos que d(ip — 1) < 0. Separamos en dos casos.
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= Sid(ip—1) = 0, estamos en el caso divisorial. Acd, tenemos de hecho
férmulas explicitas para d(ig), ¢(ig), d(ig+1), c(ig+ 1) en términos de

AdyQ
d(io) =6, d(ip+1) =08 = A,
Y Q+1
c(io)zT, clip+1)=Q+2.
» Sid(ip — 1) < 0, estamos en el caso flip. En tal caso, el flip es
[féw---af{]_c_[ellv"'veglL
donde
m/? my
[e’l,...,egl]zm, [f{,-.-,ft;]:m

se calculan via

my = d(ip), mh = —d(ip — 1) = d(io + 1) — dd(i),

a)y = c(ip), ay=c(ip—1) (méd mj).
I

Si m; = 1, debemos tomar a; = 1. Para obtener ¢, despejamos de la
férmula para el 0.

Veamos en un ejemplo concreto cémo correr este algoritmo.

Ejemplo 4.10. Tomemos la vecindad mk2A dada por
[25 27 35 27 25 77 4] - [27 25 37 25 27 27 27 57 77 4]

Un célculo rapido muestra que

[2232222574]—7502
PEY Yy Ey Ey Sy Ey My B _50.37_1
y ,
19
4,7,2,2,3,2,2) = ———
[777777] 195_1

De este modo,
0=19-37+50-5—19-50 = 3.

Armamos asi las recuesiones

d(1) =19, d(2) =50, d(i—1)+d(i+1)=3d(i),

c(1)=14, ¢(2)=37, c(i —1)+c(i+1)=3c(s).
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Con ello, podemos calcular los valores de d(i), ¢(¢) para distintos valores de i.

i 2 -1 0 1 2 3
di) [-1 2 7 19 50 131
ci)|-2 1 5 14 37 97

Cuadro 4.1: Valores de d(i) y ¢(i) del Ejemplo

Resulta asi que ip = —1, y como d(—2) < 0, estamos en el caso flip. Calcu-
lamos asi
my =2, mh=—(-1)=1, a) =1, ayb=1.
Despejamos asi el valor de ¢ via
3=¢-1-2-1-1-2-1,
de donde ¢ = 3. Obtenemos asi la P-resolucién extremal
3—[4],
y la cadena infinita
4] —[2,2,5,4] —[2,2,3,2,2,7,4] — [2,2,3,2,2,2,2,5,7,4],

donde el siguiente término es [2,2,3,2,2,2,2,3,2,2,7,7,4].
Ejemplo 4.11. Consideremos la vecindad mk2A dada por

[3,2,2,7,2] —[3,2,2,2,2,5,7,2].
Tenemos que

242 92
B 2,7,2,2,3] = .
24-11-1° 2,7,2,2,3] 9-5—-1

[37 2’ 27 2’ 27 57 77 2] =

Ademés,
0=9-11424-5—-24-9=3.

De este modo, podemos calcular d(i), ¢(i) como sigue.

i [-1 0 1 2 3
di)| 0 3 9 24 63
ci)|-1 1 4 11 29

Cuadro 4.2: Valores de d(i) y ¢(i) del Ejemplo 1Tl

Tenemos acd que ig = 0,y d(—1) = 0. De este modo, la vecindad es divisorial,
y
A=6=90=c0)-0-1=2.
Con ello, la singularidad obtenida al contraer el divisor excepcional es

9
S =02
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Observacion 4.12. Si § = 1, el Gnico cambio a tener en cuenta es en el paso
P3., pues ahora la secuencia d(i) no es positiva desde iy en adelante. Lo que si
es verdad es que es positiva desde 7o hasta 2; mds atn, en tal caso la vecindad
debe ser flip.

Ejemplo 4.13. Consideremos la vecindad mk2A (cf. [Urzl6al, Fig. 11])
[4] —[2,7,2,2,3].

En este caso, , ,

i Mo

El valor de § es 1 en este caso. Haciendo el cdlculo, obtenemos los valores de
d(i), c(i) que siguen.

2,7,2,2,3] =

i [0 1 2 3 4
di) | -7 2 9 7 -2
ci)|-4 1 5 4 -1

Cuadro 4.3: Valores de d(i) y ¢(i) del Ejemplo

Como se observa, la sucesién d(i) ya no es positiva desde ig = 1 en adelante.
La vecinidad es flip, y resulta la P-resolucion extremal

[2,6,2,3] — 1 — [4]

con
my =2 mh=T7, a;=1, aH=3.
Observacion 4.14. Dada una vecindad mk2A [fs,,..., f1] —[e1,.-.,€s], con
m? n?
ma—l_[el"”’esl]’ nb_l_[f17"'7f82]7

y 0,d(i), (i), ip como en el algoritmo de Mori, entonces tenemos que
d(k)e(k +1) —d(k+ 1)e(k) =0, VEkeZ.
La demostracion es directa por induccién en k, donde el caso base
d(1)e(2) — d(2)c(1) = na — m(n —b) =na+mb—mn =94

es por definiciéon de ¢ para vecindades mk2A y por P2. del algoritmo de Mori.
Esto permite dar una férmula explicita para P4. si la vecindad es flip; si d(ig) =
1, entonces c(ip — 1) = =3 y c(ip) = 0; si d(ig) # 1, entonces c(ipg — 1) =
—cma + ag. Esto es 1til para obtener vecindades mk2A flip a partir de la P-
resolucién extremal.
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Observacion 4.15. Si la singularidad (Q € Y) de tipo % (1,£) no es de Wahl (por
ejemplo, si A no es cuadrado perfecto, o si su resoluciéon minimal % = [b1,...,b,]
cumple que >_, b; # 3r + 1), entonces la vecindad mk1A /mk2A debe ser flip
(gracias a la Proposicién [47). Ademads, si hay s6lo una P-resolucién extremal
para la singularidad (por ejemplo, si 6 = 1 por el Corolario B.20)), en tal caso
ese es el unico posible resultado del flip, y no es necesario realizar el algoritmo
de Mori para decidir.

Falta estudiar el caso de vecindades mk1A. La siguiente proposicién reduce
su estudio al caso mk2A.
Proposicion 4.16 ([Urzl6a, Prop 2.12.]). Sea [ey,...,&, ..., es] la informacidn
numérica de una vecindad mk1A, donde

m2

ma — 1 :[617"'765]'

Sean A, 2,0 como en la descripcion numérica de una vecindad mki1A. Sea

ma mi

:[61,...,61',1], :[65,...,€i+1]

ma — a2 my —a
cuando sea posible (i.e. el primero si i > 1, el sequndo si i < s). Luego existen
vecindades mk2A con informacion numeérica

[fSQ?"'?fl]_[el7"-7eS] Y [61,-..765]_[91,.-.,951],

donde

2 2
my my

1:[f17"'7f52]7 :[gl""’gsl]'

moag — miayp — 1

Mas ain, estas vecindades mk2A comparten la singularidad %(1,9) y el valor
de §. Ademds, estos entornos comparten la propiedad de ser flip (y con igual
(Q € Y) de contraccidn) o divisoriales (con igual P-resolucidn extremal).

El Apéndice [A.T] incluye una implementacién computacional del algoritmo
de Mori para vecindades mk1A y mk2A.

Ejemplo 4.17. Consideremos la vecindad mkl1A (cf [Urzl6a, Fig. 11]) con
informacién

3,2,2,2,2,2,10,2].
Siguiendo la notacién de la Proposicion .16, tenemos que

152

[3, 2, 2, 2, 2, 2, 10, 2] = m,

por lo que m = 15,a = 7. Ademas,

13
[37 2727 2727 2] = Fu
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de donde mo = 13, a2 = 7. Obtenemos asi una vecindad mk2A de la forma
(oo 1] —[3,2,2,2,2,2,10,2],
donde 152
[fisoos o] = B7_1

Calculando, § = 1 Apicamos acd el algoritmo de Mori, obteniendo los siguientes
valores.

i -1 0 1 2 3
di) |-15 -2 13 15 2
ci)| -7 -1 6 7 1

Cuadro 4.4: Valores de d(i) y ¢(i) del Ejemplo AT7

Esto da una vecindad flip con la siguiente P-resolucién extremal
4] -1-13,2,2,2,2,9,2].

Ejemplo 4.18. Consideremos la singularidad &(1,49), cuya resolucién mi-
nimal es [2,2,2,5,4]. Esta tiene dos P-resoluciones extremales, a saber, 2 —
[2,2,5,4] v [2,2,2,7] — 1 — [2,5]. El pardmetro § comiin es § = 2.

Utilizamos la Observacién 14 para producir vecindades mk1A/mk2A aso-
ciadas a estos valores.

= Para la P-resolucién extremal 2 — [2,2, 5, 4] tenemos la siguiente tabla de
valores d(i), c(i).

0 1 2 3 4 5
di) | -1 7 15 23 31 39
ci)|-1 5 11 17 23 29

Cuadro 4.5: Valores de d(i) y c(i) para 2 — [2,2,5,4].

Esto produce la siguiente lista de singularidades

[27 25 57 4] - [27 25 37 ia 67 4] - [25 27 35 27 25 ga 87 4]
—[2,2,3,2,2,2,2,2,10,4] — [2,2,3,2,2,2,2,2,2,2,12,4] — ...

Tomando dos consecutivas obtenemos una vecindad mk2A; tomando una
de ellas (a partir de la segunda) obtenemos una vecindad mk1A. El algor-
timo de Mori garantiza que estas son las uncias vecindades mk1A /mk2A
que producen a 2 — [2,2,5,4] y que, o bien la fraccién de la derecha tiene
numerador mds grande (para las mk2A), o bien la fraccién de la derecha
del vértice marcado tiene numerador mas grande (para las mk1A).
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Esto se puede arreglar calculando el algoritmo de Mori para [4,5,2,2] —
2 y luego reflejando la cadena obtenida. En primer lugar, tenemos los
siguientes valores de d(i) y ¢(i).

i [0 1 2 3 4 5
d@) |-7 1 9 17 25 33
ci)|2 0 2 4 6 38

Cuadro 4.6: Valores de d(i) y c(i) para [4,5,2,2] — 2.

Reflejando la cadena obtenida, resulta
e —12,2,2,11,2,2,2,2,2,2,5] — [2,2,2,9,2,2,2,2, 5]
—-[2,2,2,7,2,2,5] — [2,2,2,5,5].
Todas las vecindades mkl1A/mk2A que aparecen acd son flip y producen
la P-resolucién extremal 2 — [2,2,5, 4].

Para la P-resolucién extremal [2,2,2,7] — 1 — [2, 5], tenemos la siguiente
tabla de valores d(i), c(4).

i [0 1 2 3 4 5
dGi) | -5 3 11 17 25 31
ci) |4 2 8 14 20 26

Cuadro 4.7: Valores de d(i) y ¢(i) para [2,2,2,7] — 1 — [2,5].

Igual que antes, obtenemos la siguiente cadena
[2,5] —[2,2,3,5,4] — [2,2,3,2,2,7,4]
—[2,2,3,2,2,2,2,9,4] — [2,2,3,2,2,2,2,2,2,11,4] — ...
Del mismo modo que en el caso anterior, para obtener las otras vecinda-

des extremales corremos el algoritmo de Mori a [5,2] — 1 —[7,2,2,2] y
reflejamos. Resulta la siguiente tabla de valores.

Cuadro 4.8: Valores de d(i) y c(i) para [5,2] — 1 —[7,2,2,2].

Obtenemos con ello la siguiente cadena

e [2,2,2,12,2,2,2,2,2,2,2,5] — [2,2,2,10,2,2,2,2,2, 5]
_[25 2725875725 275] - [2727 276757 5] - [2727 277]
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Estas listas de vecindades son todas asociadas a la singularidad é(l, 49), en
cuanto no hay vecindades divisoriales (pues no es una singularidad de Wahl).
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Capitulo 5

Agujeros de gusano

En este capitulo veremos como relacionar dos P-resoluciones extremales para
superficies con una singularidad. Los dos teoremas principales controlaran el
caso de dos singularidades y una curva —1, y una singularidad con una curva
—2.

5.1. Introduccion

Estamos interesados en estudiar el espacio de Moduli M g-= ,, de superficies
de tipo general (debido a Gieseker), y su compactificaciéon Mg , de superficies
estables (debida a Kollar, Shepherd-Barron y Alexeev).

Dada una familia de curvas D* — Mg, sobre el germen pinchado de
una curva, la existencia de la compactificacién permite buscar un limite estable
D — Mg, quizd luego de un cambio de base. El Capitulo dl explicaba cémo
obtener explicitamente este limite, cuando la familia era flat, con singularidades
terminales, y la fibra especial tenia solamente singularidades de Wahl.

Uno de los ingredientes claves eran las P-resoluciones extremales. Por el
Teorema [3.21] una singularidad de cociente ciclico (@ € Y) admite a lo mas dos
P-resoluciones extremales

G cXhH—=(QeY).

De este modo, si X;~ C X;" es un limite estable, y existe una curva C; C X"
y una singularidad de cociente ciclico (Q € Y) como arriba, podemos cam-
biar (C; € X;") por (C2 € X3). Suponiendo que existe una deformacién Q-
Gorenstein Xy C A5 — D, la superficie X3 no tiene por qué ser estable, pues
podrian haberse producido nuevos entornos mk1A /mk2A.

Ejemplo 5.1. Consideremos la superficie de Enriques con las cuatro curvas
racionales y de autointerseccién —2 marcadas en la Figura 5.1l La superficie y
la suavizacién Q-Gorenstein existen gracias a [DRU20| (ver Fig. 4 (ii)).
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A

Ay
Az
As

Figura 5.1: Curvas en la superficie de Enriques

Realizamos cinco blow-up para obtener la configuracion de la Figura[5.2l Las
curvas excepcionales F1, ..., F5 estdn numeradas segun el orden en que fueron
hechos los blow-ups.

Figura 5.2: Luego de cinco blow-ups.

El divisor canénico de esta superficie es E1 + Es + E3 + 2E4 4+ 3E5, puesto
que la superficie original tenfa divisor canénico trivial.

Es importante notar que Ff = E5 = E2 = —1,F2 = Ei = -2, A} =
—3,A% = A3 = —4, A% = —5. La cadena de curvas

Ey—FEs—Ay— A3 — Ay — By — A4,

al contraer E corresponde a la resolucién minimal de la singularidad 5= (1, 169),

235
pues

235
2,2,4,5,3,3] = —.
[77777] 169

Esta singularidad tiene dos P-resoluciones extremales. En ambos casos, la su-
perficie obtenida se puede deformar gracias a [DRU20, Lemma 2.4.].

= Si contraemos A; y Ay — A3 — Ay — E3 — E4 a singularidades P, y Ps,
obtenemos la superficie X; con la P-resolucién extremal

2,2,3,5,4] — 1 — [4].

Notar que

17 25 1 8 10 9
0*(KX1) = El+E2+HE3+ﬁE4+3E5+§A1+—A2+—1A3+ﬁA4.

11 1

2

Asi, se tiene que Kx, es nef, en cuanto K -Ey = K- Fy = % y K-Es= 1.
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= Si contraemos F; y luego contraemos F3 — A4 — A3 — As — A1 a un punto
P3, obtenemos la superficie X5 con la P-resolucion extremal

2 -[2,3,5,3,3].

Tenemos que K- FEy = % y K-F5 = —%3. La curva E5 induce una vecindad
mk1A con la singularidad Q.

Viendo la informacién numérica de la vecindad, tenemos que

129
2,3,56—-1,3,3] = —,
[ ==
que no es una singularidad de Wahl. De este modo, la Observacién
muestra que la vecindad es flip. Mas ain, como hay s6lo una P-resolucién
extremal,
(2,3,5,3] —1—1[2,5,3],

no es necesario correr el algoritmo de Mori.

Realizado el flip, en la resolucién minimal obtenemos la Figura[5.3] donde
hemos llamado Fi, Fs, F3 a las curvas que aparecen al hacer blow-up.
Notar que ahora F2 = E = —1 son las dos tinicas curvas que podrian
ser negativas, puesto que F3 es de la P-resolucién extremal y Fy — As —
Ay, Fy — A3 — Ay — E3 las de las singularidades.

Ey Es

A gy As Ay

Figura 5.3: Luego del flip.

Al calcular, tenemos que K - Fy = %,K - Ey = % Con ello, la superficie
ahora es nef.

Obtenemos que las suavizaciones de X7 y X3 pertenecen al mismo espacio
de Moduli (con K? = 1,y = 1), pero que emanan de dos superficies distintas.
Llamamos a este fenémeno un agujero de gusano en dicho espacio. Es importante
destacar que eso fue posible gracias a que, al correr el MMP en Xs, no fue
necesario realizar contracciones divisoriales.

Como muestra el Ejemplo B0l es necesario permitir la posibilidad de flips
en algunos casos.

5.2. Sin curvas negativas

El objetivo de esta seccion es demostrar el siguiente resultado.
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Teorema 5.2. Sea Y una superficie proyectiva cuya resolucion minimal no
es reglada. Sea Q € Y wuna singularidad de cociente ciclico, siendo el inico
punto singular en Y. Supongamos que @@ admite dos P-resoluciones extremales
fF:(Ci € X)) = (QeY),i=1,2, de modo que se cumplen las siguientes
propiedades.

s La curva excepcional Cy de la P-resolucion X1 tiene autointerseccion —1
(en la resolucion minimal de X1 ).

= Kx, es nef.

= Las dos P-resoluciones extremales y la superficie Y son fibras de suaviza-
ciones Fy : (X; CX) = (Y CY), con (X; CAX;) — (0 € D) deformacion
Q-Gorenstein sobre D.

Luego, se tiene que Kx, es nef.

Durante toda la secciéon seguiremos la notacién del teorema. Llamaremos
+(1,9) = (Q € Y) a los pardmetros de la singularidad, y

%:[fs,...,fl]—l—[61,...,67«]

a la informaciéon numérica de la P-resolucién extremal X; — Y. Llamaremos
o Xl — X1 a la resolucién minimal, P;, P> a las singularidades, y F;, I a
las curvas nuevas (que aparecen al resolver P; y P», respectivamente); de este
modo, tenemos una situacién como en la Figura [5.4]

X1

Y

l

Figura 5.4: P-resolucién en Xj.

En primer lugar, para que Kx, no sea nef, la Proposicién [£.9] muestra que
debemos tener una vecindad mklA o mk2A (pues la resolucién minimal de
la superficie admite modelo minimal, y ya que estamos en presencia de una
suavizacién Q-Gorenstein). Con ello, deberfa existir una curva I' C X; suave
isomorfa a P!, con Ky, -T' < 0. Necesariamente debe tocar a (f;") 71 (Q); en otro
caso, podemos enviar I' a X5 sin cambiar su interseccién con el divisor canénico,
que contradeciria el hecho que Kx, es nef.

Por otro lado, la curva I' debe intersectar a C; sélo en las singularidades.
En caso contrario, en X, podemos contraer la transformada estricta de C7, ob-
teniendo una curva I de interseccién con el canénico < —2 (pues originalmente
Kg - C = —1por la férmula de adjuncién). Esto contradice la Proposicién 271
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Obtenemos asi que I' pasa por las singularidades. Mas ain, como la curva
debe producir una vecindad mk1A/mk2A, tenemos dos opciones: o bien toca a
solo una de las singularidades, o bien toca a dos de ellas en las curvas de los
extremos (al mirarlo en la resolucién minimal). Para la primera opcién (que
inducirfa una vecindad mk1A) hay dos casos.

s Al contraer C y las siguientes curvas (—1) que aparezcan, se toca a T
Esto provocaria que K -T' < —2, que contradice a la Proposicién 2.7

= Al contraer C y las siguientes curvas (—1), la curva I" no se ve afectada.
En tal caso, al hacer los blow-ups para pasar a X5, la curva I' seria negativa
para el divisor canénico, pues tocaria sélo a una singularidad. Esto da una
nueva contradiccién.

Con ello, T' debe intersectar en las curvas de los extremos (esto es, en
E1, E,, F1 o Fy) de cada singularidad de manera transversal.

Para los siguientes resultados serd importante contar con una manera explici-
ta de calcular Kx, - T'. Por la Ecuacién (1)) esto es

(KX{—E:mEy—E:QEJ~f,
i l

donde hemos llamado k;, [; a las discrepancias respectivas, y I ala transformada
estricta de I'. El primer término podemos calcularlo con la férmula de adjuncién,
y los otros dos utilizando la transversalidad, para obtener

Kx, T=—1—Fk—1j (5.1)

donde ¢t =1,ry j =1,s, dependiendo de dénde intersecta la curva I
De los cuatro pares de opciones, hay dos que son faciles de descartar.

= Sil intersecta a Ey y Fi, entonces Kx, -I' = Kx, -C; > 0, pues ambas son
curvas (—1) en la resolucién minimal que intersectan a las mismas curvas
excepcionales de la resolucion.

= Si I intersecta a E, y F§, entonces I' estd intersectando a las dos curvas
de los extremos. La Proposicion garantiza asi que I' intersecta a las
dos curvas de los extremos en X5. Esto implica que X5 debe tener dos sin-
gularidades (en otro caso, I" tocarfa sélo una singularidad y seria negativa
en Kx,), y gracias a la Observaciéon BTl resulta que C3 = —1. Pero ahora
es facil verificar gracias a la Ecuacién (B1) y la Observacién 2271 que

KX2 ~F—|—KX2 Cy=—-2—-k—k.—1l1 —-1s=0,
por lo que I' seria negativa en Kx,, una contradiccion.

Por simetria, podemos asumir sin pérdida de generalidad que I" intersecta a
F1 y Fs en la resolucién minimal, situacién que hemos senalado en la Figura
0.0l
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r
Cy

Figura 5.5: La curva [ en X;.

Lema 5.3. En las condiciones anteriores, tenemos que r,s > 1.

Demostracion. Supongamos primero que s = 1; tenemos asi

A
5:[4]—1—[61,...,67«].

Al hacer el calculo, resulta que
KX1 'FZI(X1 'Cl >07

en cuanto ambas intersectan a {E;}, { F;} en los mismos lugares. Por otro lado,
si r = 1, tenemos

A

5 = [fSa"'afl]_l_ [4]
Ahora bien, la curva I' estaria intersectando a las dos curvas de los extremos FE,.
y Fs, pues r = 1. Esto daria una contradiccion, probando lo pedido. O

Como ahora las singularidades de X tienen largo al menos dos, exactamente
uno de los dos valores eq, e, es 2, al igual que f1, fs.

Lema 5.4. En las condiciones anteriores, se tiene que e, = fs = 2.
Demostracion. Verificaremos que los tres otros casos son imposibles.

= Sie; = f1 =2, tenemos que Fy, C1, F} generan una curva de autointersec-
cién 0 al contraer primero Cp y luego E1, lo que genera una contradiccion
con la Proposicién 2.71

= Sie; = fs =2, el argumento es andlogo con El,f‘, F,.

= Sie, = f; =2, tenemos que Kx, -I' = —1—k; —Is. Ahora bien, al calcular
los valores de ¢ para [eq,...,e.], resulta que §; < §, (pues la entrada ey
fue la dltima en ser agregada). De este modo,
01 01 1

< -1+

ki =-—1 - =,
S Sito 2

Un argumento analogo muestra que l5 < —%, y con ello

1 1
KX1~F>—1+§+§:O,

que contradice Kx, -I' < 0.
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Esto muestra que la tnica opcién es e, = f; = 2. O

Con el lema anterior, necesariamente e, f1 > 2. Asi, en la resoluciéon
=
Q

al contraer la curva central resulta

fs,...,fl]—1—[61,...,64,

A
52 [f57"'7f27f1_1761_17627"'767‘]7

donde f; —1,e; — 1 > 2. Esto muestra que X; proviene de un unico blow-up.

La demostracion del lema anterior utilizé una cota en las singularidades bas-
tante elemental. Para refinar esa cota, serd necesario separar las singularidades
de Wahl en dos grupos.

Definicién 5.5. Sea [by, ..., b;] una singularidad de Wahl, con ¢ > 2 y b, = 2.
Diremos que es de tipo M si by = bg = --- = by; en caso contrario, diremos que
es de tipo B.

Si [b1,...,b] es de tipo M, es directo verificar que by = t + 3. En efecto,
eliminamos los ¢ — 1 niimeros 2 para obtener [b; — (t — 1)], que debe ser igual a
[4]. Asi, las singularidades de tipo M son

[5,2],06,2,2],[7,2,2,2],...

Para las singularidades de tipo B, al eliminar los ntimeros 2 de la derecha nos
quedamos con una singularidad

b, ...,b]

de largo mayor a uno, y con b} = 2. Asi, si llamamos p a la cantidad de ntimeros
2 de la derecha,
bp—p=2=b=p+2

De este modo, toda singularidad de tipo B tiene la forma
[p+2,b2,...,0—p,2,...,2].
—
P

Lema 5.6. Sea [b1,...,b] singularidad de Wahl, t > 2, y denotemos sus dis-
crepancias por mai,...,my. Tenemos entonces las siguientes cotas.

= Sies de tipo M,

1 1

m1=—1+ma
=

= Sies de tipo B,
ma=—14p m=—p,

1 1
dOnd6E<,UJ<bl—_l
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Demostracion. Calcularemos las discrepancias utilizando la Proposicion 2.20

= Toda singularidad de tipo M viene de [4], agregando niimeros 2 al lado
derecho. De este modo,

0 =1 6=2, ..., 0=t
Al calcular, las discrepancias son

1 t

S S
my +t+17 my +

Como by =t + 3, al reemplazar resulta lo pedido.

= Llamemos b; = p + 2 por comodidad. Eliminando los nimeros 2 de la
derecha, caemos a
(2,b2,...,b1—p],
con by, > 2. De este modo, d; > d;—,,, pues en la primera entrada hay un
2. Agregando las curvas 2 de la derecha de vuelta, resulta que
6t—p+i = 6t_p+i61, 1=0,...,p.
o1

En particular, &, = d;—p + pd1 De este modo, si llamamos p = 595,
resulta que

01
m 31+ o K
Y 1) 0
t 1
my = —1+ =- = —L.
' o +0; oitoe
Basta entonces saber acotar p. Como 61 > 6y—p,
01 1 1
n>s = =,
1+ (01+pd) p+2 b
Por otro lado, como todos los §; son positivos,
1 (p+1)6; 1 1

P11 o+ Do+6p ptl -1

1 1
Las dos cotas dan by <M< g7
Esto demuestra lo pedido. O

Lema 5.7. En las condiciones anteriores, necesariamente [e1,. .., e,] debe ser
de tipo M. Ademds, si[f1,...,fs| es de tipo B, entonces ey = f1+1; si[f1,..., fs]
es de tipo M, entonces ey = f1 — 1.
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Demostracion. Laidea basica es notar que en X 1, la curva F sufrird las contrac-
ciones de f‘, o y luego Fy, ..., Fy. En efecto, al contraer f‘, la autointerseccién
de F pasa de —2 a —1, y podemos contraerla; el procedimiento se repite para
las curvas —2 adyacentes a Fy. Esto impondra condiciones sobre e; y f1, lo que
permitiré acotar las discrepancias sobre I

Haremos asi los cuatro casos posibles, dependiendo de si las singularidades
son de tipo B o de tipo M

= Siley,...,er]y[f1,.-.,[fs] sondetipo B, entonces tenemos f1 —2 entradas
2 a partir de fs. Por ello, en

A

— = [fsy..-s 1] —1—[e1,..., €],

5=l fl = 1= o1, er]
la curva Ey sufrird 1+ 1+ (fi —2) = f1 contracciones, por la curva
I,Cy y {Fs,...,Fs}. Es necesario exigir e; > f1 + 1; en caso contrario,

obtendriamos una contradiccién con la Proposicién 2.7

Ahora bien, por el Lema [5.6, tenemos que

1 1
k< =14 ——, ;< ——.
! er —1 J1
Asi,
1 1 €1 — 1-— fl
Kx, T>-141-——+4—=— >0,
X1 €1 — 1 fl (61 — 1)f1

pues e; > f1+1. Esto es una contradiccién, pues Kx, -I' < 0 por hipétesis.

s Sifey,...,e ] esdetipo By [f1,..., fs| esdetipo M, tenemos s—1 = f1—4
entradas 2 a la derecha. De este modo, en

%:[fs,...,fl]—1—[61,...,67«],

la curva Eq sufrird 1 + 1+ (f1 —4) = f1 — 2 contracciones, andlogo a la
parte anterior. Exigimos asi e; > f; — 1. La cota de la discrepancia k; se
mantiene, mientras que

1
-2

ls =
De este modo,

1 + 1 - 61—f1—|—1
er—1 fi—=2 (e1—1)(/1—2)

pues e; > f1 — 1. Nuevamente esto es una contradiccion.

Ky, T>-14+1- >0,

= Si[e1,...,er] es de tipo M y [f1,..., fs] es de tipo B, entonces tenemos
f1 — 2 entradas dos a partir de fs, y con ello E sufrird f; contracciones.
Igual que antes, obtenemos e; > f; + 1.
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El Lema permite escribir

1
k=14 ——, ly<——,
' er —2 1
y asi
1 1 —2-
Ky, T>-141-— 4+ =9 f1

61—2 fl_ (61—2)](‘1'
Sie; > fi+ 2 esto daria una contradiccion, en cuanto Kx, - I' < 0 por
hipotesis. De este modo, necesariamente e; = f1 + 1.

w Silel,...,er] ¥ [f1,-.-,fs] son de tipo M, tenemos f; — 4 entradas 2 a la
derecha, y asi E7 sufrird f; — 2 contracciones. Obtenemos asi e; > f; — 1.

El Lema nos entrega
1 1
fi—2
de donde

1 4 1 - el—fl
er—2 fi-2 (e—2)(f1i—2)

De este modo, si e; > f; obtenemos una contradiccién. Por ello, necesa-
riamente e; = f; — 1.

Ky, -T=-1+1-

Esto demuestra lo pedido. O

Observacion 5.8. Supongamos que [eq, ..., e, es de tipo M, [f1,..., fs] de tipo
B,y e1 = f1 + 1. Usando el Lema [5.6 obtenemos

1 1 —-2— 1

. _a fitl 0.

61—2 fl—l (61—2)(f1—1)
Esto muestra que de hecho la curva I' resulta negativa en este caso. Lo mismo se
puede probar si [eq, ..., e], [f1,.-., fs] son de tipo M y e; = f; — 1. Se necesita
asi un enfoque distinto para descartar esta posibilidad.

KXl'F<_1+1_

Para demostrar que estos dos casos tampoco van a provocar contraejemplos,
el plan es centrar nuestra visiéon en la resolucién minimal X, eir contrayendo
curvas (—1). Por hipétesis, este proceso debe terminar, obteniendo eventualmen-
te un divisor canénico K nef. Mas importante atn, si en algin paso obtenemos
una curva no contractible C' con K -C' < 0, resulta una contradiccién, en cuanto
futuras contracciones sélo haran disminuir K - C, y as{ X; no admitiria modelo
minimal.

Comenzaremos estudiando el caso méas simple: donde ambas singularidades
son de tipo M.

Lema 5.9. En las condiciones anteriores, necesariamente [ey, ..., e,| es de tipo
My [f1,...,fs] de tipo B.
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Demostracion. Probaremos el resultado por contradicciéon. Por el Lema B.7]
necesariamente [eq,...,e;] ¥ [f1,..., fs] son de tipo M, junto con e; = f; — 1.
Llamamdo g = f; > 5, tenemos

—=2,...,2q-1-[¢-1,2,...,2]
Q ——— ——
q—4 q—>5

Acé necesariamente r = ¢ — 4, s = ¢ — 3. En X3 tenemos una situacién como la

de la Figura5.6, donde C? =12 = —1,F = —q, E? = —(q¢ — 1)?, y el resto de

curvas tienen autointerseccion —2.

I
Foor /S F2 Fy B, B2 E3 4

Cy

Fy

Figura 5.6: Situacién en X, caso M-M.

Vigilaremos de cerca qué ocurre con la curva Fj. Por ahora, notemos que
9(F1) = g(P') = 0, y asi

K-Fy=-2-F=q-2,

gracias a la féormula de adjuncién.

Como las curvas C; y I' son disjuntas, isomorfas a P* y de autointerseccién
—1, podemos aplicar el criterio de Castelnuovo para contraerlas. Abusaremos
de la notaciéon y conservaremos los nombres de todas las curvas. La curva F}
intersecta sélo a una de ellas, por lo que K - Fy disminuye en 1 y F? aumenta
en 1. El mismo anélisis puede realizarse con todas las otras curvas. Resulta una
situacién como la de la Figura5.7] donde F? = —1, F2 = —(q¢—1), E? = —(¢—3),
y el resto de curvas tiene autointerseccion —2.

E2E3.'. k

Figura 5.7: Situacién luego de contraer I' 'y Cf.

Como la curva Fj sufrié una contraccién en un punto suave, la interseccién
con el divisor canénico disminuye en uno, obteniendo

K-Fi=(@-2)—-1=q-3.
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Podemos ahora aplicar el criterio de Castelnuovo para contraer la curva Fj,
en cuanto sigue siendo suave e isomorfa a P!. Esto disminuye en 1 la expresién

K - Ey, y aumenta en 1 los valores E? y F2 ;. De este modo, F?2 ; = —1,y
podemos contraerla. El proceso se repite para contraer Fs_q, ..., Fb.
Al final, obtenemos la situacién de la Figura 5.8 donde E? = —1,F? =

—(q — 2), y el resto de curvas tienen autointerseccién —2.

E2E3 A & k

Fy Ey

Figura 5.8: Situacién luego de contraer Fs, ..., F.

Como sdlo la contraccion de Fy afectd a Fi, obtenemos
K-Fi=(q-3)-1=q—4.

Podemos contraer ahora FE;. Esto convierte a la curva F; en una curva
nodal, en cuanto F; y Fj intersectan en dos puntos. En particular, F} es no

contractible, y Ff = —(¢—2)+4 = —(¢—6). Por otro lado, como la contraccién
de F; genera un punto de multiplicidad 2 sobre F7,

K-Fi=(@—4)—-2=q—6.

Obtenemos una situacién como la de la Figura 5.9 donde F3 = —1,FZ =
—(g — 6), y el resto de curvas tienen autointerseccién —2.

Fy E2E3.'. k

Figura 5.9: Situacién luego de contraer Ey

Podemos contraer Es, luego F3, y asi hasta contraer E,. Cada una de ellas
pasa con multiplicidad 2 sobre F}, y asi

K-Fi=(@-6)—2-(r—1)=(¢g—6)—2(q—5)=4—¢<0,
pues q > 5. Esto es una contradiccién, lo que prueba lo pedido. O

Con el lema anterior, necesariamente la singularidad [eq, ..., e.] es de tipo
My [f1,..., fs] de tipo B. Podemos escribir asi

[flu"wa]:[p7f27'-'7ft727"'72]7
——

p—2
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donde t > 2 en cuanto la singularidad era de tipo B. Eliminando los nimeros 2
de la derecha, resulta que la singularidad

[27f27 .. '7ft]
es de Wahl. Como tiene largo al menos dos, podemos preguntarnos si la reversa
[ft,- -, f2,2] es de tipo M o de tipo B. Para los dos lemas siguientes, diremos

que la singularidad [f1, ..., fs] es de tipo BM o BB, respectivamente.

Lema 5.10. El caso donde [e1,...,e;] es de tipo M y [f1,...,fs] de tipo BM
no aporta con contraejemplos.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que si hay. Llamando p = f; =
e1 — 1 (por el Lema [51), podemos escribir

le1,...,er] =P+ 1,2,...,2]
——
p—3
[flu"wa]:[p727"'727q727"'72]7
—_—— =
q—5 p—2

donde ¢ > 5, y hemos usado que [f1,..., fs] es de tipo BM. Llamaremos por
comodidad t = ¢ — 3 a la posicién de la entrada q. Tenemos asi una situaciéon
como en la Figura5.10, donde E? = —(p+1), F2 = —p, F? = —q,C? =T?% = —1,
y el resto tiene autointerseccion —2. Nos centraremos en estudiar F;. Por ahora,
la féormula de adjuncién nos garantiza que

K-Fi=-2-F=q-2,

pues F} = P!,

T

m P Fy Yy = B, B2 Es 4

1

Fst—l. 3

Figura 5.10: Situacién inicial en X1, caso M-BM.

Contraemos asi las curvas I' y C'1, que cambian la autointerseccién de E7, Fy
y Fsa E? = F2 = —(p—1),F? = —1. El resto de curvas se mantienen igual que
antes. En particular, seguimos teniendo K - F; = ¢ — 2, y la situacién es como
muestra la Figura 5111
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By
Ey B3N\ Er
F.FoN PR P\ FsN(F

Figura 5.11: Situacion al contraer I' y C1.

Podemos contraer la curva Fs, que aumenta la autointerseccién de E; y de

F,_1 en 1. De este modo F? | = —1, y podemos contraerla también. Esto se
repite hasta contraer Fyy;.
La situacién actual, expresada en la Figura (.12 tiene E? = —1,F? =

—(p—1),F? = —(q—1), y el resto de curvas con autointerseccién —2.

IO

A : E2 E3 A E,p

Fy FiroaN F3 Fy 7y
Figura 5.12: Situacion al contraer Fy, ..., Fyy1.

Sélo la dltima contraccion realizada afecta a la curva Fy, a saber, el blow-
down de Fi;i1. Como fue realizada en un punto suave de manera transversal,
resulta

K- -F,=(@-2)—-1=q-3.

Estamos ahora en condiciones de contraer F;. Esto provoca un punto triple,
donde concurriran F, Fy y E5. La interseccion ahi sigue siendo transversal de a
pares, como muestra la Figura 513

Figura 5.13: Situacion al contraer Ej.

Obtenemos asi FZ = —(p—2), F? = —(q—2), E5 = —1, y el resto de curvas
tienen autointerseccion —2. Ademads, como la curva que se contrajo tocaba de
manera transversal a F; en un punto suave, resulta

K- -F,=(@-3)—-1=q—4.
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Podemos ahora contraer Fo, F3, v repetir sucesivamente hasta contraer F,.
La argumentacion es andloga a cuando se contrajo Fs. No obstante, merece
especial detencién la situacién de Fy y F;.

Tanto F} como F; van a seguir siendo suaves, pues Fo, E3, ... F, serdn
transversales. Sin embargo, la interseccién F; - F; aumentard en 1 por cada
curva contraida. Al final, tendremos

F-F=1+(r—-1)=r=p-—2.

Cabe destacar que implicitamente estamos asumiendo g > 5 para que F; N F}
consista solamente en un punto. Esto no generara problemas en el resultado
final. La situacién resulta como en la Figura 514

Fy

FN BN(F: Fy

Figura 5.14: Luego de contraer Fo, ..., E,.

Por otro lado, tenemos F12 =—(p-2)+(p-3)=-1,y
K-F=(@-4)-(p-3=q-p-1L

Procedemos a contraer en orden las ¢g—4 curvas Fi, ..., F;_1. La primera produce
una singularidad de multiplicidad p — 3 en F}, que prohibira su contractibilidad.
Esto en particular disminuird K - F} en p — 3. El resto curvas contraidas pasan
por la singularidad de manera transversal, por lo que disminuiran K - F}; en
la misma razén. La iltima pasa ademés de manera transversal por F; en un
segundo punto, por lo que disminuird K - F; en (p — 3) 4+ 1. Obtenemos asf

K -F=(q-p-1)~-(—-4)(p-3) -1

Es importante explicitar que para ¢ = 5 el calculo F} - F} no es correcto, pero
esto se ve reflejado en el —1 que aparece aca. De este modo, el argumento sigue
resultando valido para Fj.

Esto provoca una contradiccion, pues

K-F,=—-(p—-4)(q—-3)—-2<0,
lo que concluye lo pedido. o

El dltimo caso a verificar es completamente andlogo al Lema [5.10] salvo que
ahora [f1,..., fs] es de tipo BB.

Lema 5.11. Fl caso donde [ey, ..., e;] es de tipo M y [f1,..., fs] de tipo BB no
aporta con contraejemplos.
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Demostracion. Por contradiccién, supongamos que si lo hay. Llamando p =
f1=e1 —1 (por el Lema[57), podemos escribir

le1,...,er] =P+ 1,2,...,2]
——
p—3
y
[fl)"')fS]:[p72)'"72)"'7q727"'72])
——— —
q—3 p—2

donde ¢ > 5, y hemos usado que [f1,..., fs] es de tipo BB. Llamaremos por
comodidad t = s—(p—2) a la posicién de la entrada g. Tenemos asf una situacién
como en la Figura5.I5] donde E? = —(p+1), F2 = —p, F? = —q,C? =T% = —1.
Ademés, B} = —2sii>2, F7 = -2si2<j<qg—20j>t+1. Las curvas
{Fy=1,..., Fi—1} no serdn relevantes para nuestro andalisis (ademds de que hay
al menos una, en cuanto [fi,..., fs] es de tipo BB), y por ello no llevaremos
registro de sus autointersecciones. Nos centraremos en estudiar F;. Por ahora,
la féormula de adjuncién nos garantiza que

K-Fo=-2-F=q-2,

pues F, = P,

T
B W F3 Fy Fy 3 fol) Eo Es3 4

1

Figura 5.15: Situacién inicial en X, caso M-BB.

Contraemos asi las curvas I' y C. Obtenemos la situaciéon de la Figura [5.16]
donde los tinicos cambios son Ff = E? = —(p—1) y F? = —1.

£y

- : Ey B3N\,  Er

Figura 5.16: Situacion luego de contraer I' y C.

En particular, la curva F; no fue afectada, por lo que seguimos teniendo

K - Ft =4q— 2.

Contraemos ahora las p — 2 curvas Fy, ..., Fy41. Sélo la dltima contraccién
afecta a Fy, por lo que obtenemos F? = —(¢q— 1)y K-Fy = (¢—2)—1=¢q—3.
Ademis, resulta que E? = —1. La situacién se muestra en la Figura 517
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Figura 5.17: Situacion al contraer Fy, ..., Fi 1.

Podemos contraer ahora F1, obteniendo la Figura[B.18] con un punto triple
entre Iy, F1 y Fy. Ademés, ahora tenemos F? = —(¢—2)y K-Fy, = (¢—3)—1 =
q— 4, junto con FZ = —(p—2),FE3 = —1.

Iy
‘LX BN\ Fs Iy Eﬂ;,-'k

Figura 5.18: Situacion al contraer Ej.

Ahora podemos contrear de a una las curvas Es, F3, ..., E,, pues E5 =
-+~ = E? = —2. Esto genera una tangencia entre F; y F; a orden p — 2, pues
contrajimos p—3 curvas transversales en la interseccion. La situacion se muestra

en la Figura [5.19
Fy

Figura 5.19: Situacion al contraer Es, ..., E,.

Cabe descacar que las curvas Fy y Fj siguen siendo suaves. Tenemos ahora
F22:—1,F32:-~-:F(12_2:—2,y
K-F=(q-4)-(p-3)=q-p—1

Contraemos ahora las curvas F, F3, ..., F;_2 de una en una. La primera es
tangente a orden p— 2, por lo que genera una singularidad de multiplicidad p—2
en F}. Las siguientes curvas pasan de manera transversal por ese punto singular.
Asi, cada una de las ¢ — 2 curvas disminuye K - Fy en p — 2, obteniendo

K -F=(q-p-1)-(@q-2)p-2)=-(p-3)(¢—-1) -2

Como p > 3,q > 5, se sigue que K - F; es negativa. Ahora bien, F}; no es
contractible, en cuanto es singular. Esto demuestra lo pedido. o
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5.3. Solo flips

El objetivo de esta seccién es demostrar el siguiente teorema.

Teorema 5.12. Sea Y una superficie proyectiva cuya resolucion minimal no
es reglada. Sea Q € 'Y wuna singularidad de cociente ciclico, siendo el inico
punto singular en Y. Supongamos que Q@ admite dos P-resoluciones extremales
fF:(Ci € X)) = (QeY),i=1,2, de modo que se cumplen las siguientes
propiedades.

s La curva excepcional Cy de la P-resolucion X1 tiene autointerseccion —2
(en la resolucion minimal de X1 ), y tiene sélo una singularidad.

= Kx, es nef.

» Las dos P-resoluciones extremales y la superficie Y son fibras de sua-
vizaciones F; : (X; C X)) — Y C ), con (X; C X)) — (0 € D)

Q-Gorenstein.

Luego, al correr el MMP en Xy, se necesitan sélo flips para obtener un divisor
canonico nef.

Antes de comenzar la demostracién, vamos a extraer la mayor cantidad de
informacién de P-resoluciones extremales con una singularidad de Wahl y una
curva de autointerseccién —2, que no dependan de la existencia de otra P-
resolucién extremal. La razén fundamental de esto es que acé si admitiremos
que ocurran flips, lo que puede cambiar la situacién en X;.

Lema 5.13. Sea X una superficie suave proyectiva que admite modelo minimal.
2

Sea [b1,...,by] = 2= una singularidad de Wahl, y supongamos que X tiene

una cadena de curvas racionales C, Eq, ..., E,, con C* = =2 E? = —b;. Supon-

gamos ademds que hay una (—1)-curva T’ que corta a E; de manera transversal,

y que corta a C. Luego,

(i) T debe cortar transversalmente a C en un punto;

(ii) b; £ 2;

(iii) i # .
Demostracion. Notemos en primer lugar que podemos contraer la curva I' en
X, gracias al criterio de Castelnuovo. Con ello, e identificando cada curva con
su imagen en el blow-down, la autointerseccién E? aumenta en 1. M4s atn,
originalmente tenfamos K - C' = 0 (pues C es suave y de autointersecién —2);
por el blow-down, K -C disminuye en C-I' = m, que es al menos 1. Perosi m > 2,
tendriamos que K - C' < —2, que serfa una contradiccién por la Proposiciéon 2.7
Con ello, resulta que C -T' = 1, y asi I intersecta transversalmente a C' en un
tnico punto, lo que demuestra (i).

Para (ii), notemos que luego de contraer I', podemos contraer C, pues ahora
C? = —1. Con ello, la autointerseccién de E; debe haber aumentado en dos, y
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asi E? = b; + 2 a partir de ahora. Esto muestra que b; # 2, pues en otro caso
E? serfa cero, que darfa una contradiccion.

Por dltimo, supongamos por contradiccién que I' corta a E,.. Como b, # 2,
tenemos tres casos.

= Sir = 1, entonces luego de contraer I', obtenemos una curva C de au-
tointerseccién —1 y una curva F; de autointersecciéon —3, que se cortan
transversalmente en dos puntos. Tenemos que

K-El=-2-E?=1,

por la férmula de adjuncién. Al contraer C, la curva FE; queda con un
nodo (por lo que no es contractible), y K- E; =1—2= -1 <0, lo que
produce una contradiccién.

s Sir>1ylby,...,b1] es de tipo M, el argumento es andlogo al de [4], salvo
que ahora la curva E,. sufre (r — 1) + 1 = r contracciones, por las curvas
I Ey,...,E 1.

» Sir>1yl[b,...,b1] es de tipo B, la curva E, va a sufrir (b, — 1)+ 1=
b, contracciones, por la curva I' y las curvas Ey, Fa, ..., F; (de manera
andloga al caso anterior). Cada una de ellas aumenta E? en uno, y asf
E? =0 luego de contraerlas todas. Esto produce una contradiccién.

Esto muestra (iii), probando lo pedido. O

El siguiente lema muestra como una clase importante de curvas va a generar
vecindades mk1A flip. Mds atn, impone un cierto control a cémo serd la P-
resolucién extremal obtenida.

Lema 5.14. Sea X una superficie proyectiva no reglada con una unica singu-
laridad de Wahl P, y con una curva racional C. Supongamos que al resolver
P con una cadena de curvas racionales E1, ..., E,, la transformada estricta de
C corta transversalmente a Ey, y C? = —2. Adicionalmente, consideremos una
suavizacion Q-Gorenstein (X C X) — (0 € D).

SiT'C X es una curva racional que corta a C e induce una vecindad mk1A
con la singularidad P, entonces debe ser una vecindad flip. Mds aiun, la P-
resolucion extremal obtenida luego del flip debe tener una de las siguientes con-
figuraciones.

= Dos singularidades de Wahl con una curva de autointerseccion —1.

= Una singularidad de Wahl con una curva de autointerseccion —2.

Demostracion. Denotemos a la singularidad (P € X) por %(1,q)7 donde % =

[b1,...,b;] y E? = —b;. En la resolucién minimal de X, tenemos la situacién de
la Figura [5.20
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Figura 5.20: Situacién en X.

La curva I' es transversal en un punto a E; al ser una vecindad mkIlA, y
gracias al Lema [5.13 ella también es transversal a C' en un punto. En el entorno
mk1A inducido por I', tenemos la informaciéon numérica

A
q-= [b1,...,b; —1,...,b,].
Ahora bien, por el Lema [5.13] tenemos que b; > 3, y asi esa es la resolucién
minimal %. Con ello, notemos que Y .,_, b; = 3r + 1 al ser una singularidad de
Wahl, y asi

bi4+be+--+b;i—1)+---+b.=3r.

Con ello, % no puede ser una singularidad de Wahl, y asi la Observacién
nos dice que la vecindad es flip.

Para la ultima parte, el calculo que hicimos arriba junto con la Observacién
BT nos dice que la P-resolucién obtenida debe tener dos singularidades de Wahl
con una curva —1, o bien una singularidad de Wahl con una curva —2. Esto
demuestra lo pedido. O

Estamos en condiciones de comenzar con la demostracién del teorema. Lla-
maremos Z; := X7 a nuestra superficie original, y F1, ..., E, a las curvas de la
resolucién minimal de X; de modo que Bj := (1 intersecte a Ej.

Si Kz, es nef, no hay nada que probar. En caso contrario, debe haber un
entorno mk1A/mk2A (T'; € Z;) — (Q € Y). La curva I'; es negativa para Kz, ,
pero es positiva para Kx,, pues Kx, es nef por hipétesis. Con ello, I'; debe
intersectar al menos a dos curvas provenientes de la P-resolucion extremal en la
resolucién minimal de X5s.

Ahora bien, las curvas de la P-resolucién extremal de X5 son By, E1,..., E,
y quizé algunos blow-ups. Como I'; no puede estar tocando a las curvas excep-
cionales de los blow-ups (pues al contraer la curva I'; tocarfa a alguno de los
E; en una interseccién), necesariamente debe tocar al menos a dos de las cur-
vas By, E1, ..., E, (contando multiplicidad). Pero como I'; forma una vecindad
mk1A, sélo puede tocar una vez a las curvas F, ..., E,.. Resulta asi que I'; debe
intersectar a Bi, que por el Lema debe intersectar de manera transversal.
Tenemos una situacién como en la Figura 521 en Z;.
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Figura 5.21: Situacién en Z.

Aplica asf el Lema[5.14] por lo que la vecindad es flip. Llamemos (B C Zs)
al resultado del flip. En las resoluciones minimales, para pasar de Z1 a Zo, es
necesario contraer I' y luego se hacen blow-ups (de ser requerido) para obtener
las curvas de la nueva P-resolucién extremal. En particular, obtenemos que la
curva B pasa a tener autointerseccién —1 en Zs, y estd cortando E; y Fj.

Como consecuencia del Lema [5.14] tenemos tres posibles opciones.

= Lascurvas [Fa, ..., F;_1,..., E.] se contraen para formar una singularidad
de Wahl, y E? = —2 es la curva excepcional.

s Las curvas [E1,...,FE;_1,...,E._1] se contraen para formar una singula-
ridad de Wahl, y E? = —2 es la curva excepcional.

= Luego de algunos blow-ups, obtenemos las curvas
Gt,...,G1,Ba, F, ..., Fs.

Las curvas [Gy,...,G1] v [F1,..., Fs] se contraen para formar singulari-
dades de Wahl, y B3 = —1 es la curva excepcional.

Prestemos atencién al primer caso. Si Kz, no fuera nef, tendriamos una
vecindad (T'y C Z3) de tipo mklA, pues Z5 tiene sélo una singularidad. En
particular, I's debe estar tocando sélo a una de las curvas Fs,...,E, en la
resolucién minimal.

Ahora bien, I's debe ser positiva en X5 para el divisor canénico. Igual que
antes, 'y debe intersectar a dos curvas entre By, E, . .., E,.. Pero ahora B? = —1
en Zs, por lo que I's no puede intersectarla (a menos que sean la misma); en otro
caso, luego de contraer I'y obtendriamos una B; de autointerseccion no-negativa.

La situacion asi es andloga a la del inicio, y podemos repetir este procedi-
miento. Més atin, en este caso es posible chequear que I's = By (pues o si no
E? = 0 luego de contraer I's y By).

El segundo caso se trata igual que el primero, salvo que el comentario anterior
ya no es valido. Al menos combinatorialmente es posible que la curva I's esté
tocando E,. y un Ey con 2 <k <r — 1.

Repitiendo esto, podemos llegar a una superficie Z, con candnico nef, o
podemos caer en el tercer caso. Por simplicidad notacional, supondremos que
esta es la situacion en Zs, y conservaremos los nombres de las curvas de arriba.
Tenemos una situaciéon como en la Figura Es importante recalcar que la

82



curva Bj estd intersectando a alguna otra curva de la P-resolucién extremal (la
que corresponderfa a E;), pero no lo hemos senalado en la figura.

B

e\ ety /

Figura 5.22: Situacién del caso tres en Zs.

Si Kz, no es nef, debe haber una curva Iy que induce un entorno mklA o
mk2A. Ahora bien, 'y debe ser positiva en X3, por lo que debe estar tocando
al menos a dos de las curvas By, E1, ..., E,.. Todas salvo By forman parte de
las singularidades de Z3, y como B? = —1, la curva I's no puede intersectarla.
Con ello, I's toca a dos curvas de las singularidades, y debe estar induciendo un
entorno mk2A.

Igual que en la secciéon anterior, a priori la curva I'y tiene cuatro opciones
para intersectar: a la primera singularidad puede cortarla en F} o Fy, v a la
segunda en G; o G;. Para descartar estos casos, no tenemos el argumento de
“pasar a la otra P-resolucién extremal” que realizdbamos en la seccién anterior,
pues no sabemos si hay dos para [g¢,...,91,1, f1,..., fs] (e incluso si hubiese,
no sabemos si la superficie obtenida tiene canénico positivo). El argumento es
més complicado pero sigue funcionando. Es clave la existencia de By (o de Bj,—1
si estamos aplicando este argumento para Z,,).

Lema 5.15. En las condiciones anteriores, I's no puede estar intersectando a
FS Yy Gt.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que si estd intersectando a Fj
y Gy. La curva B; no puede estar tocando Fs (pues I'1 no lo hacia, gracias al
Lema[5.13l De este modo, las dos curvas By y I's son distintas. Tenemos asf una
situacién como en la Figura[5.23]

X s
Bll\[\ J/
B

Figura 5.23: Situacién del caso tres en Z.

Notemos que g; > 3, pues en otro caso podriamos contraer By y I'; para
obtener una curva de autointerseccién no-negativa. Con ello, necesariamente
fs = 2, pues en otro caso la curva I'y serfa positiva (pues estaria tocando a las
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dos curvas de los extremos de las singularidades con autointerseccién # —2). En
particular, esto muestra que s > 2.

Veamos ahora que si t = 1 (y con ello g; = 4 al ser de Wahl), al contraer
B, B2,'5 la curva GG pasa a tener autointerseccion —1, al igual que F. Como
ahora ambas se intersectan, esto genera una contradiccién. Necesariamente asi
t>2,yconello g =2.

Llamando p = f1,¢ = g¢, y {k1,.-.,ks}, {l1,...,0:} a las discrepancias res-
pectivas, tenemos los siguientes cuatro casos.

w Si[f1,...,fs] ¥ [gt,-..,91] son de tipo B, entonces hay p — 1 curvas —2 a
partir de F§. Con ello, la curva G, sufrird p — 142 = p+ 1 contracciones,
gracias a By, I'9, y todas las curvas —2 que vienen de Fs. De esta manera,
necesariamente ¢ > p + 2 para no producir una curva de autointerseccién
no-negativa.

Utilizando el Lema [5.6, obtenemos que

1 q-p-—1
g—1 plg—1)°

Como q > p + 2, esto es positivo, que contradice K - I'y < 0.

1
K'FQZ—l—ks—lt>—1+——|—1—
p

s Si[f1,...,fs] es de tipo B y [g:,...,¢1] es de tipo M, seguimos teniendo
p — 1 curvas —2 a partir de Fy, y con ello ¢ > p + 2 de la misma manera
que en el caso anterior. El Lema 5.6l nos da en este caso

1 1 —p—2
K Ty=—l-hy—l>-1+-+1-——=9"P725
p q—2  plg—2)

pues ¢ > p + 2. Nuevamente, esto contradice que K - I'y < 0.

s Si[f1,...,fs] esdetipo My [gs,...,91] es de tipo B, tenemos p —4 curvas
—1 a partir de Fs. Con ello, ¢ > p — 4+ 2 = p — 2, igual que antes. Esto
implica ¢ > p — 1. Obtenemos
1 1 1-—

41— __atl-r

p—2 ¢—1 (p—-2)(¢-1)

gracias a que ¢ > p — 1. Esto contradice K - I's < 0.

K- -To=—-1—-ki—1l; >—-1+

w Si[f1,...,fs] ¥ [gts--.,01] son de tipo M, tenemos igual que en el caso
anterior ¢ > p — 1. Calculando

1 1 p—q
K -By=—1+4Fk +11 =— + = .
2 t p—=2 q-2 (p—2)(¢—-2)

Como K - By > 0, necesariamente p > q.

Ahora bien, en este caso la curva G; de hecho recibe al menos p —4+3 =
p — 1 contracciones, pues al contraer Bs, y sucesivamente G1,...,Gi_1,
esta ultima toca a Gy. De este modo, tenemos ¢ > p — 1, lo que implica
q > p. Esto da una contradiccién con lo anterior.
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En todos los casos llegamos a una contradiccién, lo que demuestra lo pedido. [

Como la curva I'y tampoco puede estar intersectando en Fy y G1 (pues
K -T9 =K - By >0 en ese caso), tenemos que I's debe intersectar a Fy y Gy,
o a Fs; y G1. Podemos continuar la demostracién de la seccién anterior desde
el Lema[5.4] pues desde ese punto ya no se utiliza la existencia de una segunda
P-resolucién extremal. Esto muestra que no existe una curva I's que induzca
una vecindad mk2A.

En resumen, probamos que a partir de la situacién original, sélo pueden ocu-
rrir flips en vecindades mk1A. Si en algiin momento llegamos a una P-resolucién
extremal con dos singularidades, la superficie no tiene curvas negativas y ob-
tenemos un divisor canénico nef. De otra forma, repetimos hasta que no haya
curvas negativas. Esto prueba lo buscado.

5.4. Preguntas a futuro

En esta secciéon dejamos detalladas algunas preguntas sin responder, que
pueden ser abordadas en futuros trabajos.

5.4.1. Acotar flips

Una primera pregunta que dejamos abierta es acotar la cantidad de flips que
requiere el Teorema[5.12] De la demostracién puede extraerse que se requieren a
lo mas r—1 flips, donde r es el largo de la resolucién minimal de la singularidad.
La demostracion es inductiva, donde el caso base r = 1 corresponde a la P-
resolucién extremal 2 — [4], que no admite flips.

El Ejemplo B muestra que hay situaciones donde se requiere un flip. Es
interesante estudiar si hay una cota de la cantidad de flips independiente de r,
o si hay cotas mejores que 7 — 1.

5.4.2. Estudiar casos de autointerseccion menor

La siguiente pregunta a resolver es mirar las otras P-resoluciones extremales,
con curvas de autointerseccién menor. Gracias a la Observacién B.1 el primer
caso no resuelto son P-resoluciones de las dos siguientes formas.

= Una singularidad de Wahl con una curva de autointerseccién —3.
= Dos singularidades de Wahl con una curva de autointerseccion —2.

No obstante, en estos casos es posible dar contraejemplos combinatoriales; esto
es, desconocemos si son realizables en una superficie.

Ejemplo 5.16. Consideremos la cadena de nueve curvas racionales E, ..., Ey,
donde E? = —e; en Z, y

le1,...,e0 = [5,2,2,2,8,2,2,2,5].
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Supongamos ademés que hay una curva racional I" de autointerseccion —1 que
intersecta a F7 en dos puntos de manera transversal.

Veamos primero que la superficie no esconde una contradicciéon. Notar que,
luego de contraer I, las curvas Es, ..., Ey son positivas para el divisor canénico,
por la férmula de adjuncién (y gracias a que son suaves y E? < —2). La curva
F; satisface

K -Ei=K-E—-2=(-2+5)—-2=1>0.

Esto muestra que la superficie Z’ obtenida al contraer I" tiene divisor canénico
nef.

Volviendo a Z, la cadena Ej,..., Fg admite dos P-resoluciones extremales
posibles.
= Podemos contraer Eg, ..., F; a un punto P;, obteniendo la superficie X;.

La curva I satisface ahora

5 10 13
KT=-1-(-1+—]-2=1—==-"
( +23> %30

por lo que es positiva. Ya que estamos suponiendo que son las tnicas
curvas, resulta una superficie con Kx, nef.

= Podemos contraer Fs, ..., EFg a un punto P, obteniendo la superficie X5.
La curva I" es ahora contractible, y produce una curva F; con una singu-
laridad nodal al contraer. En esta nueva superficie X3,

18 28
KX3'E1:KX3'E1_ (—14‘%) :%,

pues de hecho Z/ = X3. Tuvimos asi que hacer una contraccién divisorial
(al contraer I)

Con ello, obtenemos una contradiccién.

Observacion 5.17. Sin > 3, tenemos un contraejemplo similar considerando

[n+2,2,...,2,n+5,2,...,2,n+ 2|,
—— ——

n n

y una curva I' de autointersecciéon —1 que corte a la primera con multiplicidad
n— 1.

De este modo, hay dos posibles cursos de accion.

= Lograr realizar estos contraejemplos en superficies que puedan suavizarse.
La pregunta interesante entonces es intentar clasificar estos contraejem-
plos, o ver para qué tipo de P-resoluciones extremales no hay contraejem-
plos. Para el caso de dos singularidades de Wahl con una curva —2, o una
singularidad de Wahl con una curva —3 no tenemos ejemplos combinato-
riales, por lo que seria el primer caso a analizar.
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= Probar que estos contrajemplos no son realizables en superficies que pue-
dan suavizarse. Las técnicas que se utilicen para descartar esos contra-
ejemplos podrian intentar adaptarse para imponer mas restricciones en
las superficies. Esto podria utilizarse para probar la existencia de agujeros
de gusano en total generalidad.
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1

Apéndice A

Implementaciones
computacionales

Las siguientes secciones incluyen algunos cédigos en Python relativos al dis-
tintas secciones del documento. Todos los cédigos estan verificados para funcio-
nar con Python 3.6, y pueden obtenerse en https://colab.research.google.
com/drive/1LAVmYOshb1d6PxD6ncHH4I0pjEEJOklg.

A.1. El algoritmo de Mori

En la Seccién se presento el algoritmo de Mori, con el que es posible
identificar y realizar el flip o contracciéon divisorial asociado a una vecindad
mk1A /mk2A.

El siguiente programa permite obtener el flip/contraccién divisorial asociado
a una vecindad mk2A. M4ds precisamente, comenzamos con una configuracion

[f52a"'7f1]_1_[617"'7851]7

donde
2 2

i [.flv"'vfsz]: il

Asumiremos que my > ma, sin pérdida de generalidad. El ProgramalA Tl permite
recuperar el flip o contraccién divisorial asociado.

le1,... €8] =

miayp — 17 moag — 1

def expandir(n, q):

if n% = 0:
return [n//q]
else:
a=n//q +1

return [a]+expandir(q, a%q-n)

ml = int (input(” Inserte ml: 7))
al = int (input(”Inserte al: 7))
m2 = int (input(” Inserte m2: 7))
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a2 = int (input(”Inserte a2: 7))

delta = ml*a2+m2«al-—mlsm?2
ladoizq = "7
ladoder = 77
if ml = 1:
ladoder = ?—"+str (expandir (mlx*2, mlxal—1))
if m2 1= 1:

ladoizq = str(expandir (m2xx2, m2x(m2-a2)—1))+"—"

print (?La vecindad mk2A es”, ladoizq+”1”+ladoder)

print (”El valor de delta asociado es”, delta)

o
I

i =

{1: ml, 2: m2}
{1: al, 2: m2-a2}

2

while True:

if d[i] <= 0:
break
i4=1
d[i] = deltaxd[i—1] — d[i—2]
c[i] = deltaxc[i—1] — c[i—2]

if d[i] = 0:

print (”Estamos en la situacion divisorial”)
print ("La singularidad asociada es 1/7+str(delta**x2)4+" (1, "+str
(c[i—=1]=2)4+")")

else:

print (”Estamos en la situacion flip”)
mlprima = d[i—1]

m2prima = —d[1i]
alprima = c[i—1]
a2prima = c[i] %m2prima
if mlprima =— 1:
alprima = 1
if m2prima =— 1:
a2prima = 1
ladoizq = 7"
ladoder = 77
if mlprima != 1:
ladoder = 7—"+str (expandir (mlprima%%2, mlprimakxalprima—1))
if m2prima != 1:
ladoizq = str (expandir (m2prima**2, m2primax(m2prima—a2prima)
71))_,’_77777
print (”Los valores de ml’, al’ son”, mlprima, alprima)
print (?”mientras que m2’, a2’ son”, m2prima, a2prima)
¢ = (deltat+mlprimakxa2prima+m2primaxalprima)//(mlprima*m2prima)
print ("La autointerseccion de la curva asociada es —"+4str(c))

print ("La situacion es”, ladoizq+str (c)+ladoder)
Programa A.1: El algoritmo de Mori mk2A
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Para vecindades mk1A la situacion es similar. Comenzamos con

m2

[61, e ,ei,l,e_i, 6i+1, e ,65] =,
m-a—1

donde la barra indica una curva —1 cortando transversalmente a la curva e; en

un punto. El programa determina la situacién de flip o contraccién divisorial, e

indica el resultado correspondiente.

def expandir(n, q):

if n% = 0:
return [n//q]
else:
a=n//q +1

return [a]+expandir(q, a%q-n)

def sumar(lista):
if lista == None:
return 1, 1
if len(lista)
return 1,
if len(lista) 1:
return lista [0], 1
else:
a, b = sumar(lista [1:])
if a<=0:
return —1, 0
else:
return lista [0O]xa—b, a

0:

=

int (input(”Inserte m: 7))
int (input (” Inserte a: 7))

m
a

sing = expandir (m**2, mxa—1)

print (”?La singularidad original es”, sing)
posi = int (input(”Inserte la posicion de la curva —1: 7))—1

if posi = 0:
mitadizq = []

else:
mitadizq = sing [: posi]

if posi = len(sing)—1:
mitadder = []

else:
mitadder = sing [( posi+1):]
mitadder.reverse ()

ml, al = sumar(mitadder)
m2, a2 = sumar(mitadizq)

if ml = 1:
al =1

else:
al = m

if m2=— 1:
a2 =1
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else:

a2 = m2—a2

if ml>m:

delta = —ml*atmsal
print ("El valor de delta es”, delta)
d = {1: ml, 2: m}
¢ = {1: al, 2: a}

=2
while True:
if d[i] <= 0:
break
i4=1
d[i] = deltaxd[i—1] — d[i—2]
c[i] = deltaxc[i—1] — c[i—2]

if d[i] = o0:

print (”Estamos en la situacion divisorial”)

print (?La singularidad asociada es 1/7+4str(deltax*2)4+" (1, ”
+str(c[i—2]-2)+")")
else:

print (”Estamos en la situacion flip”)

mlprima = d[i—1]

m2prima = —d[i]
alprima = c[i—1]
a2prima = c[i] %m2prima
if mlprima =— 1:
alprima = 1
if m2prima =— 1:
a2prima = 1
ladoizq = 7"
ladoder = 7”7
if mlprima != 1:
ladoder = 7—"+str (expandir (mlprima*%2, mlprimasalprima—1)
)
if m2prima != 1:
ladoizq = str (expandir (m2prima%*2, m2primax(m2prima—
a2prima)—1))4+"—"
print (?Los valores de ml’, al’ son”, mlprima, alprima)
print (?mientras que m2’, a2’ son”, m2prima, a2prima)
¢ = (delta+mlprimasa2prima+m2primaksalprima) //(mlprimas
m2prima)
print (?La autointerseccion de la curva asociada es —"+str(c

))

print ("La situacion es”, ladoizq+str(c)+ladoder)

if m2>m:

delta = m2katmska2-—m+m2

print ("El valor de delta es”, delta)
d = {1: m2, 2: m}

¢ = {1: a2, 2: ma}

i =2
while True:
if d[i] <= 0:
break
i4=1
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deltaxd[i—1] — d[i—2]
= deltaxc[i—1] — c[i—2]

dfi]
c[i]
if d[i] = O0:

print (”Estamos en la situacion divisorial”)

print ("La singularidad asociada es 1/”+str(deltax%2)4+" (1, ”
+str(deltax(delta—c[i—1])—1)+")")

else:
print (”Estamos en la situacion flip”)
m2prima = d[i—1]
mlprima = —d[i]
a2prima = c[i—1]
alprima = c[i]%mlprima
if m2prima =— 1:
a2prima = 1
if mlprima =— 1:
alprima = 1
ladoizq = 7"
ladoder = 7”7
if mlprima != 1:
ladoder = 7—"+str (expandir (mlprima*%2, mlprimaxalprima—1)
)
if m2prima != 1:
ladoizq = str (expandir(m2prima%*2, m2primax(m2prima—
a2prima)—1))4+"—"
print (?Los valores de ml’, al’ son”, mlprima, alprima)
print (?”mientras que m2’, a2’ son”, m2prima, a2prima)
¢ = (delta+mlprimasa2prima+m2primaksalprima) //(mlprimas
m2prima)
print (?La autointerseccion de la curva asociada es —"+str(c
))

print ("La situacion es”, ladoizq+str (c)+ladoder)
Programa A.2: El algoritmo de Mori mk1A

A.2. Familias de vecindades mk1A /mk2A
Dada una P-resolucién extremal

[fsns---s f1] —c—le1,. .., e,

con

2 2
my

_ my
m1a1—1 —[617---7631]7 m2a1—1 [

fla"'7f82]7

el siguiente c6digo encuentra todas las vecindades mk1A /mk2A flip que produ-
cen dicha P-resolucion extremal,

[Craseyer] = b1y oybr], a1,..., @G, ..., as),

que cumplen ademds que el numerador de la mitad derecha es més grande que
la de la izquierda.

El codigo pide los valores de mq, ms, a1, az, y un largo n. Devuelve n singu-
laridades distintas; tomando dos de ellas consecutivas obtenemos una vecindad
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mk2A. Ademsds, desde la segunda singularidad en adelante obtenemos un nime-
ro extra, que representa la posicién marcada de una vecindad mk1A.

def expandir(n, q):
if n% = 0:
return [n//q]
else:
a=mn//q +1
return [a]+expandir(q, a*qmn)

?Inserte ml: 7))
»Inserte al: 7))
m2 = int (input(”Inserte m2: 7))
a2 = int (input(”Inserte a2: 7))
autocurva = int (input(”Inserte c: 7))

ml = int (input
al = int (input

Py

delta = autocurvasxmlxm2-mlxa2—m2xal

” 9

ladoizq =
ladoder = 77

if ml != 1:
ladoder = ?—"+str (expandir (mlx*2, mlxal—1))
if m2 != 1:
ladoizq = str(expandir (m2xx2, m2x(m2-a2)—1))+"—"

print (?La P—resolucion extremal es”, ladoizq+str (autocurva)+ladoder

)

print (”El valor de delta asociado es”, delta)

s k = int (input(”Inserte cantidad de singularidades a producir: 7))

if ml==1:

d = {1: —m2, 2:1}

¢ = {1: —delta, 2:0}
else:

|
-~
—

: —m2, 2:ml}
¢ = {1: —autocurvaxm2+a2, 2:al}

for i in range (0, k):
d[i+43] = deltaxd[i+2]—d[i+1]
c[i43] = deltaxc[i+2]—c[i+1]

if ml = 1:
pos = 1

; else:

print (expandir (d[2]*x2, d[2]*xc[2]—1))
pos = len (expandir(d([2], c[2]))+1
for i in range (0, k—1):
print (expandir (d[i+3]*%2, d[i+3]*c[i+3]—1), pos)
pos = len (expandir(d[i+3], c[i+3]))+1
Programa A.3: Familias de vecindades mk1A /mk2A
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