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Introduccién

Dado un espacio topolégico arcoconexo X, podemos asociarle un
grupo 7 (X), llamado Grupo Fundamental. Este es un invariante to-
pologico clasico, el cudl es relevante en diversas areas de la matemaética,
como por ejemplo teoria de grupos, geometria compleja y geometria di-
ferencial.

Poniéndonos ahora en el contexto de la geometria algebraica, po-
demos formularnos tres preguntas bésicas

1. ;Sera posible construir un objeto andlogo en el caso de esquemas?

2. {Qué propiedades podria compartir este grupo fundamental con
su simil topolégico?

3.  Qué propiedades particulares de este grupo fundamental podrian
decirnos algo acerca de la estructura de un esquema o variedad?

La respuesta acerca de la existencia es afirmativa. Alexander Grot-
hendieck define en [9] lo que conocemos como Grupo Fundamental Etale
71 (X)%. Este es un grupo profinito, y su definicién no tiene que ver
con “loops” como en el caso del grupo fundamental clasico, pero si
de crear un concepto de cubrimiento para esquemas con propiedades
analogas a las de un cubrimiento topoldgico. Notar que en el caso to-
polégico, el grupo fundamental se recupera a través de los cubrimientos
topoldgicos.

Este trabajo de tesis cae dentro de la segunda pregunta, pero antes
daremos una motivacién. En el contexto de superficies algebraicas, un
problema importante es el Problema de Geografia, el cual esta orientado
a engrosar nuestro conocimiento acerca de la existencia de superficies
de tipo general con invariantes ¢? y ¢y dados, es decir, si (a,b) € Z2,
Jexistira una tal superficie S con c?(S) = a y ¢»(S) = b? En términos
sencillos, los nimeros ¢? y ¢y son exactamente los dos invariantes que
se fijan para hablar de espacio de méduli, asi como para curvas fijamos
el género. Los niimeros ¢? y ¢y se llaman nimeros de Chern de la
superficie.

Ante la pregunta de geografia, es inmediato preguntarse si existen
condiciones a priori sobre los nimeros de Chern las cuales sean validas
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para toda superficie de tipo general minimal. Dentro del ambito de las
superficies complejas, tenemos las desigualdades cldsicas ¢ > 0, ¢y > 0,
%cg — % < 2,y la famosa desigualdad de Bogomolov-Miyaoka-Yau (c.f
3], [19] v [35] )

c? < 3cs.

Esto origina interrogantes, ;hasta qué punto se pueden exhibir su-
perficies cuya razén c? /c; rellene lo més posible [1/5,3]? ;jqué pasa si
las superficies en cuestion son ademas simplemente conexas? Reciente-
mente se ha probado (c.f. [23]) que las superficies simplemente cone-
xas poseen pendientes de Chern arbitrariamente cercanas a cualquier
ntimero r € [2, 3] dado, lo cual completa el intervalo [1/5, 3] por traba-
jos anteriores. Ver la introduccién de [23] para historia y referencias.

¢ Qué sucede en caracteristica positiva? En primer lugar nos referi-
mos al grupo fundamental étale, y ahora la pregunta es si existe una
cota como la de Bogomolov-Miyaoka-Yau, y cudl es el papel de las
superficies étale simplemente conexas respecto a esa posible cota. En
general, es sabido que no existe una cota de Bogomolov-Miyaoka-Yau
en ninguna caracteristica prima, y ademads existen ejemplos de super-
ficies con ¢?/cy tendiendo a infinito para cada caracteristica (ver por
ejemplo [32, 33|, los primeros ejemplos son de Parshin y Szpiro).

Particularmente, las superficies en [33] son especiales, pues estan fi-
bradas sobre P! sin fibras multiples y con una fibra distinguida, la cuél
es un arbol de P!’s. De esta forma, si estas superficies fueran comple-
jas, tendriamos que son simplemente conexas en la topologia analitica,
debido a un resultado de fibraciones de superficies sobre curvas de G.
Xiao [34], el cual es también usando en [23].

Inspirado en dicha estrategia para calcular grupos fundamentales, lo
principal en esta tesis es haber obtenido un resultado analogo al de Xiao
para el caso de grupos fundamentales étales. Dicho resultado aplicado a
las superficies en [33] permite demostrar que son simplemente conezas.
De esta forma, el problema de geografia simplemente conexa tampoco
tiene restricciones del tipo Bogomolov-Miyaoka-Yau.

En el capitulo 1, se presentan los conceptos bésicos de la teoria de
esquemas, curvas y superficies algebraicas, junto con los grupos profi-
nitos, para continuar en el capitulo 2 con la definiciéon y propiedades
basicas del grupo fundamental étale. En el capitulo 3 se expone el con-
cepto de fibracién y el resultado de Xiao para fibraciones. A continua-
cién probaremos el resultado central de este trabajo. Finalmente, en el
capitulo 4 se discuten direcciones posibles de investigacién basados en
los resultados del capitulo 3.



CAPITULO 1

Preliminares

En este primer capitulo, revisaremos los conocimientos necesarios
para el desarrollo de este trabajo. Comenzaremos viendo limites direc-
tos y grupos profinitos, para pasar a la teoria de haces y esquemas, y
finalizaremos con curvas y superficies. Cuando nos refiramos a algin
anillo de aqui en adelante, seran todos conmutativos con 1 y todos
los homomorfismos de anillos enviardan 1 en 1 a menos que se diga lo
contrario.

1.1. Limites Directos y Grupos Profinitos

Para ambas definiciones, necesitamos los siguientes conceptos:

DEFINICION 1. Sea I un conjunto. Una relacidn < en I es un Or-
den Parcial si:

= Para todo v € I se cumple que 1 < 1.
s Sii,5 € I verifican que i < j y j <1, entonces i = j.
w Sean 1,7,k € I los cuales satisfacen que i < 7 yj < k, entonces
1 < k.
Si I es un conjunto con una relacion de orden parcial <, se dice que I
es un Conjunto Parcialmente Ordenado.

DEFINICION 2. Sea I un conjunto parcialmente ordenado bajo la
relacion <. Decimos que el conjunto I es Dirigido si para cada i,j €
I, existe k € I tal que i <k yj <k.

Establecido lo anterior, podemos definir:

DEFINICION 3. Sea {A;},.; una coleccion de grupos abelianos in-
dezxados sobre un conjunto dirigido I con la propiedad de que para todo
par de indices i < j existen morfismos ¢;; 1 A; — A, los cuales satisfa-
cen ¢y = 1d Yy ¢k 0 @i = ¢ir cuando i < j < k. La coleccion {A;, ¢;;}
se llama Sistema Dirigido de Grupos.

Se define el Limite Directo de un sistema dirigido {A;, ¢;;} co-
mo el unico grupo abeliano 11’_r>n A; con las propiedades:

3



4 1. PRELIMINARES

» Ezisten morfismos ¢; : A; — lim A; tales que ¢; o ¢;; = ¢; para
—
todo i < j.
» lim A; satisface la propiedad universal de que todo grupo abe-
—
liano L que posea morfismos p; : A; — L que satisfacen la

propiedad que cumplen los morfismos ¢; anteriores, genera un
unico morfismo ¢ : im A; — L tal que p; = ¢ o ¢; para todo
%

ve 1.

—

OBSERVACION 1. De la propiedad universal, no es dificil probar que
los limites directos son unicos.

Para las siguientes secciones, es necesario darle forma a los limites
directos:

PROPOSICION 1. Sea {A;, ¢i;} un sistema dirigido de grupos abe-
lranos, entonces:

» Su limite directo existe y es el cociente del producto directo de
los A; por el subgrupo generado por a; — ¢;;(a;) con a; € A; para
todo iy j > i.

» Es también el grupo de clases de equivalencia de los pares (A;, a;)
bajo la relacion (A;,a;) ~ (Aj,a;) siy solo si existe k > i,
tal que ¢ix(a;) = ¢j(a;), con el producto (A;, a;) + (Aj,a;) =
(Ak, dir(a;) + ¢ji(a;)) donde k > 1, 7.

DEMOSTRACION. Sea S la suma directa de los A; y N el subgrupo
del enunciado. Para cada A;, sea ¢; : A; — S/N la composicién de
la inclusién a S y la proyeccién al cociente, abusando un poco con la
notacién, en el cociente se tiene que a = ¢;;(a) para todo a € A; y
© < 7, luego es claro que ¢; o ¢;; = ¢; para todo i < j.

Sea G un grupo abeliano, con morfismos p; : A; — G que satisfacen
p;opi; = pi para todo ¢ < j, como S es la suma directa, existe un tnico
morfismo ¢ : S — G tal que po1); = p; donde ¥; es la inclusién de A; en
la suma directa, debido a esto, no es dificil probar que p(a) = ¢(¢;;(a))
para todo a € A; y 7 > 1, lo cual permite inducir un morfismo en el
cociente ¢ : S/N — G con las caracteristicas requeridas.

Para la segunda parte, sea H el grupo de las clases de equivalencia, los
morfismos ¢; vienen dados por ¢;(a) = (A;, a;), los cuales trivialmente
satisfacen ¢; = ¢; o ¢;;. Ademds, si G es un grupo abeliano como el
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del parrafo anterior, se puede definir un morfismo ¢ : H — G me-
diante ¢ ((A;,a;)) = pi(a;). Este morfismo esta bien definido por las
propiedades de los p;, y asi se concluye la demostracion. 0

EJEMPLO 1. Consideremos los grupos Z./p'Z para p un primo fijo e
i > 1y los morfismos ¢; : Z/p'Z — 7.)p" ' Z el cual envia n (mod p*) en
pn (mod p't). Estos grupos con dichos morfismos forman un sistema
dirigido, y su limite directo se conoce como el Grupo de Prifer
Z(p™).
Este grupo es de hecho isomorfo al grupo {z eC:3i>1; ' = 1},
es decir, es isomorfo al grupo de p-raices de la unidad, identificando

2ami

(Z]p'Z,a) cone v .

Ahora definiremos los grupos profinitos, para ello necesitamos pri-
mero:

DEFINICION 4. Sea {G,},.; una coleccion de grupos indexzados sobre
un congunto dirigido I con la propiedad de que para todo par de indices
it < j existen morfismos ¢;; : G; — G; los cuales satisfacen ¢;; = id
Y ¢ij © Gjr = ¢ix cuando i < j < k. La coleccion {G;, ¢i;} se llama
Sistema Inverso de Grupos.

Se define el Limite Inverso de un sistema dirigido {G;, ¢;;}

como el subgrupo del producto directo H G, conformado por todas las
iel
secuencias (g;)ier tales que ¢;;(g;) = gi para todo i y j > i. Se denota
por lim G; .
(—
Un Grupo Profinito es el limite inverso de un sistema inverso de
grupos finitos.

OBSERVACION 2. = Si consideramos cada grupo G; de un sis-
tema inverso con la topologia discreta, entonces podemos darle
al producto directo de todos ellos la topologia producto y asi en
consecuencia darle una topologia al limite inverso usando la to-
pologia subespacio. Con dicha topologia, el limite es un grupo
topoldgico.

= Con esta topologia, las proyecciones p; : lgn G; — G; son con-
tinuas y sus kernels son base de vecindades de 1.
» No es dificil probar que h'in G, es un cerrado dentro del producto

directo.

Las observaciones anteriores mas el hecho de que los grupos finitos
son compactos con la topologia discreta, muestran que
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PROPOSICION 2. Los grupos profinitos son compactos y totalmente
disconexos (los unicos conjuntos conexos son los singletons). Ademds,
todo subgrupo abierto es un subgrupo cerrado de indice finito.

DEMOSTRACION. La compacidad sale del hecho de que el limite di-
recto es un cerrado en el producto, el cual es compacto por el Teorema
de Tikhonov.

Como los kernels de las proyecciones son clopen, el 1 posee una base
clopen de vecindades, lo cual asegura que todo elemento del limite in-
verso las posee, pues la funcion h — gh es siempre un homeomorfismo
en un grupo topoldgico para g fijo. Esto prueba que el limite es total-
mente disconexo. Finalmente, si H es un subgrupo abierto, entonces
sus clases laterales gH son abiertas, son disjuntas y cubren el grupo
entero, por lo tanto, estas clases deben ser finitas por compacidad y
ademas H debe ser cerrado. Por otro lado, si H es cerrado de indi-
ce finito, posee finitas clases laterales, que son cerradas y dado que el
complemento de H es una unioén finita de cerrados, se concluye que H
es abierto. U

OBSERVACION 3. La afirmacion conversa, grupos topoldgicos com-
pactos y totalmente disconexos son profinitos es cierta. El lector intere-
sado puede consultar [29, §1 Teo. 2].

La siguiente construccion es muy importante en teoria de grupos y
para este trabajo, ademéas nos permitirda dar ejemplos de grupos profi-
nitos:

DEFINICION 5. Sea G un grupo cualquiera. Sea I familia de todos
los subgrupos normales de G que tienen indice finito, entones {G/H } ger
es un sistema inverso, con el orden H < K si y solo si H D K y el
homomofismo natural ¢px : G/K — G/H que envia aK en aH. El
limite inverso de dicho sistema se llama Completacion Profinita
de G y se denota por G.

OBSERVACION 4. » Claramente G es un grupo profinito.

e siempre existe, pero podria ser trivial si por ejemplo G no
posee subgrupos de indice finito distintos del mismo G.

s FEriste un morfismo natural w : G — G que envia a € G en la
tupla de todas sus clases en los cocientes respectivos.

= Se podria pensar a primera vista que T es inyectivo, eso no
siempre es verdad como se verd en los ejemplos siguientes. La
myectividad es equivalente a que la interseccion de todos los
subgrupos normales de indice finito sea trivial lo cual se llama
ser Restdualmente Finito.
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EJEMPLO 2. 1. La completacion profinita de 7 se llama Z Y
es un grupo profinito. Usando la divisibilidad de los enteros se
puede probar que 7. es residualmente finito, pero notar que el
morfismo natural ™ no es sobreyectivo.

2. Ezisten ejemplos de grupos que no son residualmente finitos,
luego G no se inyecta en G, uno de los primeros grupos conoci-
dos con esta propiedad es G = {a,bla"'b?a = b%) el cual no es
Hopfiano (Hopfiano significa que todo homomorfismo ¢ : G —
G sobreyectivo es isomorfismo), propiedad que posee todo grupo
finitamente generado y residualmente finito [14, Thm. 4.10].

3. El grupo G = HZ/QZ es un grupo profinito. Como espacio
i=1
topoldgico, es homeomorfo al conjunto de Cantor.

OBSERVACION 5. Las definiciones de limite directo e inverso, no se
limitan solo a grupos, sin dificultad alguna la definicion puede hacerse
extensiva a anillos, modulos, espacios vectoriales y dlgebras.

1.2. Haces y Cohomologia

Para poder definir los objetos de estudio de la geometria algebraica,
primero necesitamos definir lo que son los esquemas, los cuales tiene dos
piezas estructurales, un conjunto con cierta pavimentacion especial, en
esquemas afines, y un "haz estructural”, el cual puede pensarse como
una generalizacion de las funciones regulares definidas en abiertos de
las variedades de la geometria algebraica clasica, los conjuntos de ceros
de polinomios.

DEFINICION 6. Sea X un espacio topoldgico, un Prehaz F de
Grupos Abelianos sobre X consiste en los siguientes datos:

» Por cada abierto U C X, un grupo abeliano F(U). Los elemen-
tos de F(U) se llaman Secciones.

» Por cada inclusion de abiertos V-C U, un morfismo de grupos
abelianos pyy : F(U) — F(V), llamado Restriccion. Gene-
ralmente, si g € F(U), su restriccion a V' se denota por g|,,.

Mas las siguientes condiciones

0. F(0) =0.
1. puu es la identidad del grupo F(U).
2. i W CV CU, se cumple que pyw = pyw o pUV..
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NOTACION 1. Generalmente, un prehaz se denota como una funcién
poniéndose U — F(U) y especificando las restricciones a menos que se
subentienda cuales son.

Los prehaces sirven para mantenerse al tanto de la informacién local
de un espacio topoldgico que posea cierta estructura algebraica local
intrinseca, estan inspirados en tomar funciones definidas en U a un
grupo abeliano, de donde viene la notacién para las restricciones. Sin
embargo, la definicién de prehaz no permite ciertas cosas que parecen
obvias para funciones, como definir una funcién globalmente a partir
de sus restricciones en subconjuntos més pequenos, cuidando que estas
restrinjan bien en las intersecciones. Es posible realizar eso agregando:

DEFINICION 7. Sea X un espacio topoldgico y F un prehaz de gru-
pos abelianos sobre X. Si F cumple adicionalmente con:

3. 81 U es un abierto, que posee un cubrimiento abierto V; y una
seccion s € F(U) tal que sy, = 0 para todo i, entonces s = 0.

4. Si U es un abierto, que posee un cubrimiento abierto V; y sec-
ciones s; € F(Vi) tales que silyy, = Sj‘vimvj para todo par
i,7, entonces existe una (unica por la parte anterior) seccion
s € F(U) tal que s|y, = s; para todo i.

Entonces F es un Haz de Grupos Abelianos.

OBSERVACION 6. En la definicién de prehaz y haz, se pueden per-
fectamente cambiar las palabras “Grupo Abeliano” por “Anillo” o
“Médulo”, y en tal caso se dird que F es un Prehaz (Haz) de anillos
(mddulos) sobre X o sencillamente Prehaz (Haz) si se subentien-
de cual es la estructura algebraica involucrada.

EJEMPLO 3. s Sea A un grupo abeliano fijo con la topologia
discreta. Dado un espacio topologico X, si le asignamos a cada
abierto el grupo abeliano A(U) = {f :U — A, fes continua},
entonces A es un haz de grupos abelianos (las restricciones son
las restricciones usuales de funciones) llamado Haz Constan-
te.

» 51 X es una superficie de Riemann, el haz Ox dado por U —
{f:U = C| f es holomorfa} es también un haz sobre X

s 51V es una variedad quasi-afin, o sea, un abierto Zariski irre-
ducible (no es la union de dos cerrados no vacios) de un con-
Junto cerrado Zariski de A} irreducible (hablando ligeramente,
el conjunto de ceros de un polinomio irreducible o un conjunto
finito que genera un ideal primo en el anillo de polinomios).
La asignacion U — Oy (U) ={f : U — k| f es regular} con las
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restricciones de funciones es también un haz, el Haz de Fun-
ctones Regulares de V Oy .

DEFINICION 8. Sea X un espacio topoldgico y F un haz sobre X.
Dado un punto p € X el Tallo de F en p como el limite directo de
los grupos F(U) para los abiertos U que contienen a p (los morfismos
estdn dados por las restricciones). Se denota por F,.

EJEMPLO 4. Sea X = C y consideremos el haz de funciones holo-
morfas respectivo H. Notar que el tallo en 0 es

Ho={f(z) =Y 2ga:iz": a; € C y existe r > 0 tal que la serie converge para |z| < r}

Es decir, Hy es la C-dlgebra de las series convergentes en vecindades
de 0, o gérmenes en 0.

DEFINICION 9. Sean F,G dos prehaces(haces) sobre X.
Un Morfismo de prehaces (haces) f : F — G es una coleccion de
morfismos de grupos abelianos f(U) : F(U) — G(U) el cual satisface
que f(U)(s)l,, = f(V)(sly) para todo V' C U. Estos morfismos se
pueden componer de la forma obvia, y se dice que f es Isomorfismo
St posee uNa NVErsa.

OBSERVACION 7. Todo morfismo de prehaces induce un morfismo
de tallos f, : F, = G, que envia (U,s) en (U, f(U)(s)). Dicho morfis-
mo esta bien definido por la propiedad con las restricciones que se le
pide a un morfismo de haces en su definicion.

Al hablar de haces y morfismos de ellos, es natural definir kernels
e imagenes pues estamos trabajando con grupos abelianos. Dado un
morfismo f : F — G, intuitivamente uno querria definir el “haz kernel”
y “haz imagen”, como U — ker(f(U)),im(f(U)). No es dificil probar
que la primera asignacién si es un haz, el cual llamaremos Ker(f) o
Haz Kernel pero en general la segunda asignacion es sélo un prehaz,
por lo que debemos introducir un concepto adicional para poder definir
un haz imagen.

DEFINICION 10. s Sea F un haz sobre X, un Subhaz de F
es un haz G tal que para todo abierto U, se tiene que G(U) <
F(U), es decir, los grupos que corresponden a G son subgrupos
de los que corresponden a F. Si G es subhaz de F anotaremos
G < F.

s Sea F un prehaz sobre X, entonces existe un haz F* y un mor-
fismo 0 : F — F* con la propiedad de que para todo haz G que
posea un morfismo ¢ : F — G, entonces existe un unico morfis-
mo : F — G tal que ¢ = 1pof. Esta propiedad universal hace
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que el haz F sea tnico bajo isomorfismos y se conoce como €l
Haz Asoctado al Prehaz F.

» 51 f: F — G es un morfismo de haces, entonces se define el
Haz Imagen como el haz asociado al prehaz U — im(f(U)),
el cual se denota por Im(f).

OBSERVACION 8. » 51 f: F — G es un morfismo de haces,
claramente Ker(f) < F e Im(f) <G.
= Dado cualquier haz F, se puede precisar una construccion para
FT. El lector interesado puede consultar [10, Prop. 1.2, Chap.
11].

Con las definiciones de kernel e imagen, podemos decir mas cosas
acerca de los morfismos de haces.

PROPOSICION 3. Sea f : F — G un morfismo de haces sobre X .
Entonces:

» f es inyectiva si y solo si Ker(f) = O donde el lado derecho
corresponde al “Haz Cero”, el cual envia todo abierto al grupo
{0}, y equivalentemente si el morfismo inducido sobre los tallos
es inyectivo para todo punto p € X.

» f es sobreyectiva si y solo si G = Im(f) siy sdlo si el morfismo
inducido sobre los tallos es sobreyectivo en todo punto.

» f es isomorfismo si y solo si el morfismo inducido entre los
tallos es isomorfismo para todo punto.

Ademas de kernel e imagen, existen también los cocientes.

DEFINICION 11. Sean F, F' dos haces sobre X con F' subhaz de F.
El Haz Cociente F/F' es el haz asociado al prehazU — F(U)/F'(U).

OBSERVACION 9. n Bl tallo de un haz cociente es
(F/F), = Fp/ Ty

» Si¢p: F — G, entonces siempre se tiene que Im(¢p) = F /Ker (o).

s Al igual que en los grupos abelianos, uno puede definir cuando
una secuencia de haces es exacta. Basta cambiar ker por Ker e
im por Im donde corresponda.

Hemos hablado tnicamente acerca de haces para un espacio to-
pologico fijo. Pero si consideramos mas de un espacio, es posible llevar
haces sobre uno en haces sobre el otro y viceversa de varias maneras,
la que nos interesara después es esta:

DEFINICION 12. » Sea f: X — Y una funcion continua en-
tre espacios topologicos. Si F es un haz sobre X, se define
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su Imagen Directa como el haz f.JF sobre Y definido por
LFU) =F(fHU)).
s Sea f: X =Y una funcion continua. Dado un haz G sobre Y,

se define el haz f=*G como el haz U — lim  G(V) donde la
Vi f)cv

notacion anterior denota al limite directo de los anillos G(V)
para aquellos abiertos V' que contengan f(U).

= [n el caso particular de tener Z C X y la inclusion i : Z — X,
el haz f~'F para un haz sobre X se denota por F|, y se llama
Restriccion de F a Z. Notar que el tallo en cada puntop € Z
para la restriccion es sencillamente F,.

1.3. Esquemas y Haces Coherentes

Esta seccion explora algunos de los conceptos principales para este
trabajo, asociados a los elementos basales de la geometria algebraica
moderna, los “Esquemas”. No trataremos todos los esquemas posibles,
pero necesitamos algunas definiciones necesarias para lo que sigue. Eso
si, antes debemos definir:

DEFINICION 13. Sea A un anillo. Dicho anillo es Local si posee un
tnico ideal mazimal, a veces se nombran dichos anillos como (A, m)
donde m es el unico ideal maximal de A.

Un homomorfismo local entre anillos locales es un homomorfismo de
anillos ¢ : (A,m) — (B,n) tal que f(m) C n. Esto es equivalente a
que f~1(n) = m.

DEFINICION 14. Un Espacio Anillado es un par (X, Ox) donde
X es un espacio topologico y Ox es un haz de anillos sobre X .
Los morfismos entre espacios anillados serdn pares (f, f#) donde f es
una funcién continua f : X =Y y f# : Oy — f.(Ox) es un morfismo
de haces.
Si pedimos ademds, que el tallo en cada punto Ox,, sea local para todo
punto p el par (X, Ox) es un Espacio Localmente Anillado y sus
morfismos son morfismos de espacios anillados, tales que el homomor-
fismo inducido entre tallos [ : Oy sy — Ox,p es local.
Dos espacios anillados son ismomorfos si (f, f#) poseen ambos inversa,
lo que es lo mismo a que f sea un homeomorfismo y 7 un isomorfismo
de haces.

NOTACION 2 (Secciones Globales). Sea (X, Ox) un espacio anilla-
do. Se denota por I'(X,Ox) a Ox(X).

Los esquemas son todos espacios anillados, pero estan compuestos
de partes “mas pequenas”.
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EJEMPLO 5 (Espectros de Anillos). Sea A un anillo, definimos para
todo ideal I de A el conjunto V(1) = {p C A : p es ideal primo e I C p}.
No es dificil ver que los conjuntos V(1) satisfacen las propiedades de
los conjuntos cerrados en un espacio topologico. Luego, si denotamos
por SpecA al conjunto de todos los ideales primos de A, podemos darle
una topologia a SpecA en la que los cerrados son exactamente los con-
guntos V(I). Ahora que tenemos un espacio topoldgico, nos falta dar
un haz y para ello consideremos la siguiente construccion:

DEFINICION 15. n Sea A un anillo y f € A un elemento no
nulo. El conjunto {f™ :n > 0} es multiplicativamente cerrado,
luego uno puede considerar el anillo de fracciones respectivo, el
cual se denota por Ay.

n Sea A un anillo y p un ideal primo, el conjunto
A—p es multiplicativamente cerrado y no contiene al cero, luego
podemos localizar A en dicho conjunto, es decir, tomar fraccio-
nes 4 cona € A yd & p. Dicho anillo se denota por A, y se
llama Localizacion de A en p.

Notar ademds que A, es un anillo local con ideal maximal
{%:aEp,dgép}.

Con esto, para todo abierto U C SpecA, definimos O(U) como el
conjunto de las funciones s : U — ]_[peU A, que “localmente se ven
como cocientes”, esto es, dado p € U, existe una vecindad de p, V
contenida en U, y elementos a, f € A tales que f & q para todo q € V
y s(q) = ¢ para todo g € V.

No es dificil probar que O(U) es un anillo con la suma y productos
punto a punto y cuyo 1 es la funcion que envia todop € U a 1. Ademds,
la restriccion de funciones usual O(U) — O(V') permite probar que el
prehaz O definido antes es efectivamente haz. El espacio topoldgico
SpecA mds el haz O forman un espacio anillado, llamado Espectro
del Anallo A.

Ademds, tenemos:

PROPOSICION 4. Sea (SpecA, Q) el espectro del anillo A. Entonces:
a) Dado p € SpecA, el tallo O, es isomorfo a la localizacion A,.

b) Para todo f € A, O(D(f)) = Ay. Donde D(f) =V ((f))°.
c) De lo anterior, tenemos que A = T'(SpecA, O).

De la parte a) de la Proposicion anterior, se concluye que (SpecA, Q)
es un espacio localmente anillado.
Ademds, podemos caracterizar los morfismos entre espectros
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PROPOSICION 5. s Sea ¢ : A — B un homomorfismo de ani-
llos. Entonces, este induce un morfismo de espacios localmente
anillados

(f, f%) : (SpecB,Op) — (SpecA,0,).

= Y al revés, todo morfismo de espacios anillados
(f, f7) : (SpecB,Op) — (SpecA, Oy)

Induce un homomorfismo de anillos ¢ : A — B.

Definidos los esquemas afines, podemos definir finalmente los es-
quemas:

DEFINICION 16. Un Esquema Afin es un espacio localmente ani-
llado (X, Ox) isomorfo al espectro de un anillo.
Un Esquema es un espacio localmente anillado tal que todo punto po-
see un abierto U tal que (U, Ox|,;) es un esquema afin, dichos abiertos
se llaman Abiertos Afines.
En el caso de esquemas, el haz Ox se llama Haz Estructural y X
el Espacio Subyacente. Generalmente nos referiremos al esquema
como X si se entiende cual es el haz estructural.
Un morfismo de esquemas es un morfismo de espacios localmente ani-
llados entre esquemas.

EJEMPLO 6. Consideremos Speck|x] para k un cuerpo algebraica-
mente cerrado. Los ideales primos de este anillo son el ideal 0 y los
ideales (x — a) para a € k, los cuales son mazimales. No es dificil
probar que para un ideal primo p en cualquier anillo A, se tiene que
{p} =V (p), luego, como los ideales (x —a) son mazimales, se tiene que
el singleton {(z — a)} es cerrado, pero {(0)} es denso y esta situacion
serd frecuente en los esquemas que se nos presentardn.

Por ello definiremos:

DEFINICION 17. Sea X un esquema, un Punto cerrado es un
punto de X que es cerrado como singleton y un Punto Genérico es
un punto denso.

En el caso de espectros afines, (0) es un punto genérico y los ideales
maximales corresponden a puntos cerrados.
Para lo que sigue, cuando nos refiramos a puntos en un esquema, nos
referiremos a puntos cerrados a menos que se diga lo contrario.
Ello esta inspirado en que por ejemplo, para un cuerpo algebraicamente
cerrado k, en Speck|z,y], los ideales mazimales son de la forma
(x—a,y—"0) para a,b € k, los cuales se sabe que corresponden a puntos
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de A2, y en cambio, el resto de los ideales primos corresponden a curvas
afines dentro de el espacio afin.

Definidos los esquemas, estaremos ahora interesados en definir las
“variedades abstractas” que son el analogo de las variedades topoldgicas
en la geometria algebraica. Para ello partamos con:

DEFINICION 18. = Sea X un esquema. Dicho esquema es In-
tegral si para todo abierto U C X, el anillo Ox(U) es un do-
minio integral.

s Un esquema X es Reducido si para todo abierto U C X, el
anillo Ox(U) no posee nilpotentes. Esto es equivalente a que
todo tallo es libre de nilpotentes.

s Un esquema es Conexo si X es conexo como espacio topoldgi-
co.

= Un espacio topologico es Irreducible si no puede escribirse
como la union de dos cerrados propios. Un esquema es Irre-
ducible X es irreducible como espacio topolégico.

Los esquemas integrales se caracterizan por:

PROPOSICION 6. Un esquema X es integral si y solo si es irreducible
y reducido.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. 2, Prop. 3.1]. O

Algunos esquemas tienen propiedades de finitud especiales en sus
espacios topoldgicos subyacentes.

DEFINICION 19. » Sea X un espacio topologico, se dice que X
es Noetheriano si cumple con la condicion descendente para
cerrados, esto es, Si

FlQFQQQFnQFn—HQ

Es una cadena descendente de cerrados X, entonces exister > 1
tal que F; = F,. para todo v > r.

= Un anillo A es Noetheriano si cumple con la condicion as-
cendente para ideales. Es decir, si

LCLC---[,C Iy C©---

entonces existe r > 1 tal que I; = I, para todo i > r. Notar que
si A es noetheriano como anillo, entonces Spec A es noetheriano
como espacio topologico.

= Un esquema X es Localmente Noetheriano si posee un cu-
brimiento por abiertos afines, cuyos anillos correspondientes
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son noetherianos. Esta condicion puede ser verificada en ca-
da abierto afin de X en lugar de un cubrimiento [10, Chap. 2,
Prop. 3.2]. X es Noetheriano si es localmente noetheriano
y cuasi-compacto, esto ultimo significa que todo cubrimiento
abierto de X posee un subcubrimiento finito.

Luego, X es noetheriano si puede ser cubierto por una cantidad
finita de abiertos afines Spec A; donde cada A; es noetheriano.
Notar que esto implica que X es noetheriano como espacio to-
poldgico, pero un esquema noetheriano como espacio topolégico
no tiene por qué ser noetheriano como esquema. En el caso de
esquemas afines, que el anillo sea noetheriano es equivalente a
que el esquema afin lo sea.

En lo referente a subesquemas, tenemos los conceptos de subesque-
mas abiertos y cerrados, junto con las inmersiones.

DEFINICION 20. Sea X un esquema.

» Un esquema (U, Opy) es un Subesquema Abierto si U es un
abierto de X y Oy es isomorfo a Ox|,;.

s Una Inmersion Abierta es un morfismo de esquemas f :
X —= Y el cual es un isomorfismo de X con un subesquema
abierto de Y .

= Un morfismo de esquemas f : X — Y es una Inmersion
Cerrada si el morfismo a nivel de espacios es un homeomor-
fismo con un cerrado de 'Y y el morfismo de haces respectivo es
sobreyectivo.

= Sea X un esquema. Un Subesquema Cerrado es una clase
de equivalencia de inmersiones cerradas. Dos inmersiones ce-
rradas f Y — X y f': Y — X son equivalentes si existe un
isomorfismo i 1Y — Y’ tal que f'oi = f.

Lo segundo que necesitamos para poder definir variedades, es un
cuerpo algebraicamente cerrado, el cual influya en la estructura de los
anillos del haz estructural, dicha influencia se define asi:

DEFINICION 21. » Un morfismo de esquemas f : X — Y es
Localmente de Tipo Finito si existe un cubrimiento de Y
por abiertos afines V; = Spec B;, tales que para todo 1, el abierto
F7Y(Vi) es una unidn de abiertos afines U;; = Spec A;; donde
cada A;; es una B;-dlgebra finitamente generada. St la canti-
dad de abiertos U;j en la definicion anterior es finita para todo
F7YV;), se dice que el morfismo es de Tipo Finito.

» Un morfismo de esquemas f : X — Y es Finito si existe un
cubrimiento de 'Y por abiertos afines V; = Spec B;, tales que
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para todo i, el abierto f~1(V;) es un abierto afin Spec A; y A;
es una Bj-dlgebra que a su vez es un B;-mddulo finitamente
generado.

OBSERVACION 10. Las condiciones de las definiciones anteriores
son equivalentes a verificarlas para todo abierto afin, es decir, para
verificar que tipo de morfismo es f basta tomar cualquier abierto afin
SpecB C'Y y probar que f~1(SpecB) es lo que tenga que ser segin cada
definicion.

La siguiente definiciéon importante es lo analoga a la condiciéon Haus-
dorff para variedades topoldgicas. Es sabido que un espacio topolégico
X es Hausdorff si y sélo si el morfismo diagonal A : X — X x X es
una inmersién cerrada, o sea A es continua, inyectiva y la imagen A(X)
es un cerrado en el producto. De lo anterior, necesitamos primero un
“producto” para esquemas:

DEFINICION 22. Sean X,Y dos esquemas sobre un esquema S, es
decir, cada esquema posee un morfismo hacia S. El Producto Fibra-
do de X con'Y sobre S es un esquema, denotado por, X XgY , junto
a dos morfismos py : X XgV = X ypo: X XgY =Y tales que estos
conmutan con los morfismos de X eY a S.

El producto fibrado satisface la propiedad universal de que st Z es un
esquema con morfismos ¢ 1 Z — X y Y : Z — Y que conmutan
con los morfismos de X eY a S, entonces existe un unico morfismo
0:7 — X xgY que también se denota generalmente por phi X 1, tal
queprol =¢ ypyold =1

Se define el producto X x'Y como el producto fibrado X X gpez Y (el
morfismo a SpecZ. es el que proviene del morfismo de anillos que envia
el 1 de Z en el 1 de cualquier anillo, el cual induce un morfismo de
esquemas afines).

PROPOSICION 7. Dados dos esquemas X,Y sobre S. Su producto
fibrado existe y es unico salvo isomorfismos.

DEMOSTRACION. Ver [10, Chp. 2, Thm. 3.3]. O
Aprovechando este nuevo concepto, definiremos:

DEFINICION 23. w Sea [ X — Y un morfismo. Dado un
puntoy € Y, el Cuerpo Residual de y es el cuociente k(y) =
(’)y,p/my donde m, es el tunico ideal mazimal del anillo local
Oyp. La Fibra de f sobre y es el esquema

X, = X xy Speck(y)
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donde el morfismo del espectro es el morfismo Speck(y) — Y es
la composicion del morfismo Speck(y) — SpecA donde SpecA es
un abierto afin que contiene a y el cual proviene de A — A, —
A,/m donde p es el ideal primo de A que representa a y y la
inclusion SpecA — Y.

» Sea X un esquema sobre S. Si tenemos un morfismo S — S,
entonces el esquema X' = X xXg S" es un Cambio de Base
dado por la Extension de Bases S' — S.

» Sea f: X =Y un morfismo de esquemas. El Morfismo Dia-
gonal es el morfismo A = id x id : X — X xy X. X es
Separado sobre Y si el morfismo diagonal es una inmersion
cerrada. Se dice que X es Separado si es separado sobre SpecZ..

OBSERVACION 11. Si f : X — Y es un morfismo de esquemas, el
espacio topoldgico asociado a la fibra sobre un punto y € Y es sencilla-
mente el conjunto f~1(y).

Para saber si un morfismo de esquemas es separable, hay una pe-
quena simplificacion:

PROPOSICION 8. Un morfismo f: X — Y es separado si y sélo si
la imagen del morfismo diagonal es un cerrado en X Xy X.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. 2, Cor. 4.2]. O

DEFINICION 24. Un morfismo de esquemas f : X — Y es Pro-
pto si es separado, cerrado, de tipo finito y universalmente cerrado.
Un morfismo de esquemas f : X — Y es Cerrado si la imagen de
todo cerrado en X es cerrado en'Y y es Universalmente Cerrado
st para todo cambio de base X' = X xy Y', el morfismo X' — Y’ es
cerrado.

Un morfismo f : X — Y es Proyectivo si f se factoriza como
una inmersion cerrada © : X — Py Xgpeez Y sequido de la proyeccion
]P)% X SpecZ Y —»Y.

Un morfismo es Cuasi-Proyectivo si en la definicion anterior cam-
biamos la inmersion cerrada por inmersion abierta.

El producto P X gpeczY se conoce como el Espacio Proyectivo sobre
Y, notar que P, es por supuesto lo mismo que el espacio proyectivo so-
bre un cuerpo pero las coordenadas son sobre Z 1y las coordenadas son
equivalentes si difieren por un maultiplo entero.

TEOREMA 1. Un morfismo proyectivo entre esquemas noetherianos
es propio. Un morfismo cuasi-proyectivo entre esquemas noetherianos
es separado y de tipo finito.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. 1T, Th. 4.9]. O
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PROPOSICION 9. Asumiendo que todos los esquemas mencionados
en esta proposicion son Noetherianos, se cumplen:

(a) Las inmersiones cerradas son propias.

) La composicion de morfismos propios es propia.

(¢) Los morfismos propios son estables bajo cambios de base.

) Si tenemos dos morfismos propios f : X =Y y f': X =Y’
donde Y €Y' son dos esquemas sobre un esquema Z, entonces
el morfismo producto f X f': X =Y xzY' es propio.

(e) Sif: X =Y yg:Y — Z son dos morfismos tales que g o f
es propio y f es separado, entonces g es propio.

(f) Un morfismo f: X — Y es propio si y sdlo si existe un cubri-
miento abierto {Vitier deY tal que flp 1y f7H(Vi) = Vi es
propio para todo v € 1.

(g) Los morfismos finitos son propios.

DEMOSTRACION. Para las 6 primeras afirmaciones ver [10, Ch. II,

Cor. 4.8], la ltima proposicién aparece en [10, Ch. II, Excercise 4.1].
O

Después de todas esas definiciones, podemos definir las variedades
que consideraremos.

DEFINICION 25. Una Variedad Abstracta es un esquema inte-
gral, separado y de tipo finito sobre Speck con k un cuerpo algebraica-
mente cerrado. St ademds es propio, se dice que la variedad es Com-
pleta.

OBSERVACION 12. Notar que si X es una variedad abstracta, la
condicion de ser de tipo finito (Definicion 21) sobre el espectro de un
cuerpo k nos dice que X esta cubierto por una cantidad finita de abier-
tos afines U; = Spec A;, donde A; es una k-dlgebra finitamente gene-
rada, o sea, es el cociente de un anillo de polinomios klxy,--- ,x,] los
cuales son noetherianos por [4, Ch. 15, Sec. 15.1, Cor.5]. De esto, se

concluye que todas las variedades abstractas son esquemas noetherianos
(c.f Definicion 19).

Ademas del concepto de variedad, necesitamos un concepto de di-
mensiéon, analogo al que tienen las variedades topoldgicas, sin embargo
la definicién misma dista de parecerse al caso topoldgico.

DEFINICION 26. = Sea X un espacio topologico. Definimos la
Dimension de X dim X como el supremo sobre todos los ente-
ros n, para los cuales existe una cadena ascendente de cerrados
wrreducibles distintos de X

Lo C L1 C--Clhp1C Iy
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Notar que dicho supremo puede ser infinito.

s 5i X es un esquema la Dimension de X es la dimension de
X como espacio topologico.

» Si 7 es un cerrado irreducible de un esquema X, su Codimen-
sion codim(Z, X) es el supremo sobre todos los enteros n para
los que existe una cadena ascendente de cerrados irreducibles

=4y C L C---ClLy1CJL,

= 51Y es cualquier cerrado en un esquema X, su Codimension
es el entero

codim(Y, X) = inf codim(Z, X)
ZCY
donde Z es un cerrado irreducible contenido en Y .

Ademas del concepto de variedad, necesitamos agregar un concepto
de no singularidad.

DEFINICION 27. n Sea A un anillo y p un ideal primo de A.
La Altura de p es el supremo sobre todos los enteros n para los
cuales existe una cadena ascendente de ideales primos distintos

PoCPC- - CPr1 CTPr=p

La Dimension de A es el entero dim A definido como el su-
premo de las alturas de todos los ideales primos de A.

n Sea A un anillo local con ideal mazimal m y cuerpo cuociente
k = A/m. Notar que m/m? posee una estructura natural de
k-espacio vectorial. Se dice que A es Regular si
dimy(m/m?) = dim A. Un esquema integral es Regular si to-
dos sus tallos son anillos locales regulares.

s Un esquema integral X es Normal si todos sus tallos son ami-
gos integralmente cerrados (dentro de sus cuerpos de fraccio-
nes). Equivalentemente, un esquema es normal si todos los ani-
llos que corresponden a sus abiertos afines son integralmente
cerrados.

» Una variedad abstracta X es No Singular si todos los tallos
del haz estructural Ox son anillos locales requlares.

» Una variedad abstracta sobre un cuerpo k algebraicamente ce-
rrado es Proyectiva, si esta inmersa en algun espacio proyec-
tivo P} como variedad proyectiva.

OBSERVACION 13. = 51 X es un esquema reqular, entonces es
normal, sin embargo la afirmacion contraria no es cierta en
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general, aunque si es cierta en el caso de curvas, las cuales
definiremos en la siguiente seccion.

» La condicion de ser normal es equivalente a que para todo abier-
to U C X, el anillo Ox es integralmente cerrado en su cuerpo
de fracciones.

OBSERVACION 14. Recordaremos a continuacion, algunos conceptos
basicos de geometria algebraica cldsica, expuestos en [10, Chapter I.

» Recordar que en PP} existe una topologia en la que los cerra-
dos son los conjuntos de ceros de polinomios homogéneos. Una
variedad proyectiva es un cerrado trreducible de P}. Dichas va-
riedades tienen estructura de esquemas, pues sus funciones re-
gulares en subabiertos son cuocientes § donde f y g son po-
linomios homogéneos con coeficientes en k del mismo grado y
dichas funciones forman un haz. De aqui en adelante, cuando
hablemos de variedades proyectivas, nos estaremos refiriendo a
variedades abstaractas proyectivas.

Del mismo modo, una variedad cuasi-proyectiva serd un abierto
irreducible de P}, e igualmente al caso de variedades proyecti-
vas, corresponden a variedades abstractas.

» Las variedades proyectivas, al ser subconjuntos de P}, poseen un
cubrimiento en variedades cuasi-afines: abiertos irreducibles de
espacios afines A} con funciones requlares dadas por cuocientes
de polinomios, cuyo denominador no se anula en subabiertos de
la variedad. O variedades afines, los cuales son cerrados de A}
con las mismas funciones requlares en el caso de abiertos.

= Lo anterior permite dar una caracterizacion mds simple para
ser no singular. Si V.= V(f1, fa,- -, ft) es una variedad afin
en A7, la variedad es no singular en un punto p si el rango de
la matriz jacobiana (0f;/0x;) esn—r donde r = dim V. Luego,
para verificar que una variedad proyectiva es no singular, basta
remitirse al cubrimiento por variedades afines (c.f. [10, Ch. I,
Exercise 5.8] ).

= [n realidad las variedades proyectivas, son variedades cuyo mor-
fismo sobre Speck es proyetivo, esto implica en particular que
las variedades son propias sobre Speck por el teorema 1.

DEFINICION 28. s Sea X una variedad proyectiva sobre el cuer-
po k. Una Funcion Racional es un elemento del limite direc-
to del sistema dirigido que conforman los anillos Ox(U) para
U C X abierto con las restricciones. Es decir, una funcion ra-
cional, es un par (U, ¢y) donde ¢y : U — k es reqular y dos
pares (U, oy), (V,oy) son iguales si las funciones respectivas
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coinciden en la interseccion U NV,

Las funciones requlares tienen estructura de anillo y de hecho
forman un cuerpo, el Cuerpo de Funciones Racionales
K(X). Generalmente, se describen las funciones racionales co-
mo f : X --+ k para hacer distincion con las funciones definidas
en todo X.

» 51 Y es otra variedad proyectiva. Un Mapeo Racional ¢ :
X --»Y es un par (U, ¢y) donde U es un abierto de X y ¢y :
U — Y es un morfismo de variedades proyectivas, es decir, en
subabiertos se ven como un cuociente de polinomios homogéneos
del mismo grado en los que el denominador no se anula. Dos
pares (U, ¢y), (V,oy) son iguales si las funciones respectivas
coinciden en la interseccion U NV . Observar que los morfismos
racionales son ademds morfismos de esquemas, si se considera
U con el haz restringido Ox|y;.

Si f: X --+Y es un mapeo racional que esta representado por
(X, @) donde ¢ es un morfismo, diremos que f es un Morfismo
Racional.

s Un morfismo de esquemas f : X — Y es Dominante si la
imdgen de f es densa en'Y . Un mapeo racional es Dominante
si el morfismo de (U, py) es dominante. Los mapeos racionales
dominantes se pueden componer, restringiendo abiertos en el
dominio o recorrido si es necesario.

s Un mapeo racional ¢ : X --+ Y es Biracional si posee una
inversa racional ¥ @Y --» X, siendo (X,idx) e (Y, idy) las
wdentidades respectivas. Un Morfismo Biracional es un mor-
fismo f : X — Y que es también biracional, o sea, su inversa
¢ 1Y = X es una funcion racional.

OBSERVACION 15. » Los mapeos y funciones racionales po-
seen siempre un abierto mazimal en donde son funciones bien
definidas en dicho abierto.

s 5i f 2 X --» Y es un mapeo racional dominante de varieda-
des sobre k, representado por fy : U — Y. Dada una funcion
racional de K(Y), (V, ), el “pull back” ¢ o f definido como
(f'(V),¢0 fu) es una funcion racional de X. Esto induce
una funcion f': K(Y) — K(X) que es de hecho una extension
de cuerpos y un morfismo de k-dlgebras. Ademds, toda exten-
sion K(Y') < K(X) proviene de un mapeo racional dominante
f: X =Y. Esta correspondencia entre mapeos es parte de una
equivalencia de categorias, la categoria de las variedades con
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los mapeos racionales dominantes y las extensiones finitamente
generadas de k.

s De la correspondencia anterior, los morfismos biracionales co-
rresponden isomorfismos de cuerpos de funciones racionales.

s Ademds, un morfismo racional f : X — Y es biracional si y solo
si existen abiertos U C X y V C Y los cuales son variedades
1somorfas, si y solo si los cuerpos de funciones racionales son
1somorfos.

» En muchos casos, las extenciones K(Y) — K(X) son separa-
bles, inseparables o puramente inseparables. En tal caso, se dice
que el morfismo racional respectivo es Separable, Insepara-
ble o Puramente Inseparable segin corresponda. Como re-
ferencia para todo lo relacionado con teoria de cuerpos, el lector
puede consultar [4], especificamente en los capitulos 13 y 14, las
extensiones separables e inseparables se tratan el la seccion 13.5
y las puramente inseparables en la seccion 14.9.

Existe una forma equivalente a ser no singular para variedades,
la cual contiene el concepto de diferenciales, que son una generaliza-
cién de los diferenciales que se tienen, por ejemplo, para superficies de
Riemann o variedades diferenciables. Los diferenciales son una especie
distinguida de haz, el cual definiremos a continuacion.

DEFINICION 29. Sea (X, Ox) un espacio anillado. Un

Haz de Ox-Mddulos es un haz F sobre X tal que F(U) es un
Ox (U)-mdédulo para todo abierto U C X y paraV-C U las restricciones
F(U) — F(V) son compatibles con las restricciones Ox(U) — Ox (V)
en el sentido que ponderaciones por secciones de Ox(U) se vuelven
ponderaciones por secciones de Ox (V') al restringir.

Un Haz de Ideales es un haz F sobre X que es subhaz de Ox y a la
vez un Ox-mddulo. Esto dice escencialmente que F(U) es un ideal del

anillo Ox(U).

OBSERVACION 16. Los kernels, imdgenes, cokernel, imdgenes di-
rectas, cuocientes, restricciones, sumas directas, productos directos y
limites directos e inversos de Ox-mddulos son Ox-maodulos.

Ademas de las operaciones listadas anteriormente, la naturaleza
especial de los Ox-mdédulos permite definir méas operaciones:

DEFINICION 30. s Sean F, G dos haces de Ox-modulos. Se
define el Haz Tensor como el haz F Qo G asociado al prehaz

U ' F(U) @ow) G(U).
» Sea f: X =Y un morfismo de espacios anillados. Notar que
si G es un haz de Oy, entonces f~1G es un f~1Oy-mddulo.
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Ademds, por la propiedad adjunta de la operacion f~' ([10,
Chap. 2, Ex. 1.18]) existe un morfismo de haces f'Oy — Ox.
Ambas cosas juntas, permiten definir el Pull-Back de G como

G =f"6®s 10, Ox.

EJjeEMPLO 7 (Haz de Ideales de un Subesquema Cerrado). Sea X
un esquema. Los subesquemas cerrados, se identifican naturalmente con
un subconjunto cerrado Y C X y una inclusion v :Y — X que es una
immersion cerrada. El haz estructural de I es el haz de algin esquema
en la clase de equivalencia dei :'Y — X. Como i es inmersion cerrada,
el morfismo inducido entre los haces i" : Ox — 1,0y es sobreyectivo.
El kernel de este morfismo es un haz de ideales, I el cual se conoce
como Haz de Ideales Asociado a'Y .

EjempLO 8 (Haz de mdédulos asociado a un moédulo). Sea A un
anillo y M un A-mddulo. Definiremos el Haz Asociado a M sobre
SpecA, que se denota por M, como sigue:

Por cada ideal primo p C A, consideramos la localizacion M,, que es
el A, mddulo de las fracciones m/a conm € M ya € A—p y por cada

abierto U C SpecA definimos M (U) como el conjunto de las funciones
s: U = [],cp M, tales que s(p) € My, para todo p € U y son localmente
fracciones en el sentido de que para todo p € U, existe un vecindad V
de p contenida en U y elementos m € M y a € A tales que a & q para
q €V ys(q) =" para los mismos q € V.

Claramente M es un Ogpea-mddulo, y ademds tenemos:

PROPOSICION 10. Sea A un anillo y M un A-mddulo. Entonces:

s Dado p € SpecA, el tallo en p de M es isomorfo M,.

» Dado f € A, M(D(f)) es isomorfo a la localizacion My que
consiste en localizar M por el conjunto {f™}n>o.

» De lo anterior, I'(SpecA, M) = M.

DEMOSTRACION. La construccién de M es similar a la del haz es-
tructural de SpecA, por ende, la demostracion es similar a [10, Chap.
2, Prop. 2.2], basta cambiar M por A donde corresponda. O

Ademas estos haces son compatibles con las operaciones tipicas que
se definen sobre modulos y permiten ver la categoria de los A modulos
desde otro punto de vista.

PROPOSICION 11. Sean A, B dos anillos. Y sea f : B— A el mor-
fismo de espacios anillados inducido por el homomorfismo de anillos
A — B. Entonces,
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» El funtor M — M es un funtor exacto y completamente fiel (la
funcion inducida sobre los conjuntos de morfismos entre objetos
es biyectiva) desde la categoria de los A-mddulos a la categoria
de los Ogpec a-modulos.

s Dados dos A-mddulos, M y N se tiene que

—_~— ~

M®N =M ®o,,,, N

w Si {M;} es una familia de A-mddulos, entonces é\l\z = G}]\Z.
» Para todo B-mddulo N, se tiene f.(N) = 4N donde 4N es N

considerado como un A-mddulo a través del morfismo que hay
entre A y B.

» Para todo A-mddulo M se tiene f*(M) = M/gA/B.
DEMOSTRACION. Ver [10, Chap. 2, Prop. 5.2]. O

Ahora que conocemos la estructura y propiedades basicas de estos
haces, los usaremos para definir una clase especial de haces de médulos
sobre esquemas.

DEFINICION 31. Sea X un esquema. Un haz de Ox-mddulos F es
Cuasi-Coherente si existe un cubrimiento de X por abiertos afines
{Ui = Spec A} tales que F|y; es isomorfo M; donde M; es un A;-
modulo. Si ademds, cada modulo M; es finitamente generado sobre A;
decimos que F es un Haz Coherente.

Si F es un haz cuasi coherente, tal que todo A;-modulo M; es libre.
Decimos que F es Localmente Libre.

OBSERVACION 17. Si F es un haz localmente libre, el rango de
cada maodulo libre es constante en cada componente conexa de X, dicho
numero se conoce como el Rango de F para el caso en que X es
conexo.

Uno puede probar que para comprobar la propiedad de ser cuasi-
coherente o coherente se puede analizar cada abierto afin de un esquema
X en lugar de un cubrimiento particular. En el caso de probar que un
haz es coherente, necesitamos hipotesis adicionales:

PROPOSICION 12. Sea X un esquema y F un Ox-mddulo. F es
cuasi-coherente si y solo si para todo abierto afin de X, U = Spec A, se

tiene que F|,; = M donde M es un A-mddulo. Si X es noetheriano,
F es coherente si y solo si para todo abierto afin U = Spec A se tiene

que F|,; = M donde M es un A-mddulo finitamente generado.

DEMOSTRACION. Ver [10, Chap. 2, Prop. 5.4]. O
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Esta proposicion le agrega mas propiedades al funtor M — M.

COROLARIO 1. Sea X = Spec A con A un anillo. El funtor M — M
es una equivalencia de categorias, con funtor inverso M — T'(X, M)
entre la categoria de los A-maodulos y los Ox-maodulos cuasi-coherentes.
Si A es noetheriano, el mismo funtor restringido a los A-maédulos finita-
mente generados es una equivalencia de categorias entre los A-maodulos
finitamente generados y los haces de Ox-maodulos coherentes.

Ademas, los haces cuasi-coherentes y coherentes se comportan bien
con la mayoria de operaciones sobre los esquemas.

PROPOSICION 13. » FEl kernel e imagen de un haz cuasi-coherente
por un morfismo es cuasi-coherente. Si X es noetheriano, lo
mismo aplica para haces coherentes.

= 51 f X — Y es un morfismo de esquemas y G es cuasi-
coherente sobre Y, entonces f*G es cuasi-coherente. Si X eY
son noetherianos, entonces lo mismo aplica para haces coheren-
tes.

» Si X es noetheriano o f es un morfismo cuasi-compacto (un
morfismo es cuasi-compacto si Y puede ser cubierto por abier-
tos afines, cuyas preimdgenes son cuasi-compactas), entonces
dado cualquier haz cuasi-coherente F, se tiene que f.JF es cuasi-
coherente.

DEMOSTRACION. Para el primero ver [10, Ch. II, Prop. 5.7] y para
los demads [10, Ch. II, Prop. 5.8]. O

Lo que sigue, son una clase especial de haces cuasi-coherentes, lla-
mados de diferenciales relativos, los cuales generalizan los diferenciales
que uno tiene, por ejemplo, en superficies de Riemann. Como los ha-
ces son de naturaleza local, y los esquemas se componen localmente
de esquemas afines, vamos a definir diferenciales para esquemas afines.
Como referencia en este tema, el lector puede remitirse a [10, Ch. II,
Sect. 8]

DEFINICION 32. » Sea B una A-dlgebra, notar que hay implici-
tamente en ello un morfismo f : A — B, y M un B-maodulo.
Una Derivacion de B en M es una funcion d : B — M tal
que d(b+ ) =db+db, dbb') =b-db' + b -db y da =0 para
todos b,b' € B y a € A.

» Manteniendo las hipotesis sobre A y B de la definicion ante-
rior. Definimos el Modulo de Formas Diferenciales Re-
lativas de B sobre A como el B-médulo Q0,4 junto con una
derwacion d : B — Clp/a que satisface la siguiente propiedad
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universal: Para todo B-mddulo M y derivacion d : B — M,
ewiste un inico morfismo de B-mddulos f : Q1g/a — M tal que
d = fod.

OBSERVACION 18. La propiedad universal hace que el mddulo de
formas diferenciales relativas sea unico salvo isomorfismo. Ademds, es-
te modulo se puede construir con el B-mddulo libre generado por los
simbolos db : b € B cocientado por el submodulo generado por los ele-
mentos, d(b+ V') —db — db', d(bb') — V/db — bd' y da para b,b' € B y
a € A. La proyeccion b — db induce un morfismo al cociente, el cual
es una deriwacion y la denotamos por d.

De esta construccion, se deduce que Qg4 estd generado por los db como
B-madulo.

EJEMPLO 9. Si B = Alzy, 29, -+ ,x,) es el anillo de polinomios
sobre A, entonces Slpsa es el B-mddulo libre de rango n generado por
dxy,dxs, - -+, dx,.

La siguiente proposicién resume algunas de las propiedades basicas
de los diferenciales relativos.

PROPOSICION 14. » Sea B un A-dlgebra. Sea f : BB — B
el “morfismo diagonal” definido por f(b®b') = bb y sea I =
Kerf. Notar que B ®4 B posee una estructura de B-mddulo
con la multiplicacion a la izquierda por elementos de B, y dicha
estructura le da una estructura de B-mddulo a I/I* también.
Con todas estas hipdtesis, la funcion d : B — I/I?* definida por
db=1®b—b®1( mddulo I*?) da una estructura de mddulo de
formas diferenciales relativas de B sobre A.

» Si A"y B son A-dlgebras y B' = B ®4 A'. Entonces, Qprja =
Qpa®pB'. Ademds, si S es un subconjunto multiplicativamente
cerrado de B, entonces (dg-1p/4 = S‘lQB/A.

s 5i B es una A-dlgebra finitamente generada, o si B es una
localizacion de una A-dlgebra finitamente generada, entonces
Qp/a es un B-mddulo finitamente generado.

DEMOSTRACION. Ver respectivamente [16, p. 182], [16, p. 186] y
(10, Ch. II, Cor. 8.5] O

Definidos los diferenciales entre anillos, podemos definir los diferen-
ciales para esquemas.

DEFINICION 33. Sea X un esquema sobre un esquema Y, o sea, X
viene con un morfismo f : X — Y. El morfismo diagonal A : X —
X Xy X da siempre un isomorfismo de X con su imagen, el cual es un
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cerrado dentro de un abierto W de X xy X (ver [10, Ch. II, Cor. 4.2]),
es decir, A es una inmersion cerrada a un abierto de X xy X. Si T es
el haz de ideales de A(X) en W, se define el Haz de Diferenciales
Relativos de X sobre Y como Qxy = A*(Z/1?) en X.

OBSERVACION 19. » Notar que I es un Op(x)-modulo pues es
un Ox .y, x-modulo al ser un haz de ideales y entonces restrin-
giendo ponderadores se tiene la estructura de Oa(x), entonces
T/I? también lo es. Como X es isomorfo a A(X), y Qx/y es
un pullback desde A(X), este tiene estructura de Ox-mddu-
lo, ademds es cuasi-coherente pues I es cuasi-coherente al ser
haz de ideales por [10, Ch. II, Prop. 5.9], su cociente es cuasi-
coherente (Proposicion 13), y entonces cualquier pull-back es
cuasi coherente (Proposicion 13 también). Si'Y es noetheriano
y [ es de tipo finito, entonces X Xy X es noetheriano, ya que
X es noetheriano por un argumento andlogo al de la Observa-
cion 12, luego Qdx/y es coherente por la Proposicion 13.

m SiU = SpecA C X eV = SpecB C'Y son abiertos afines
con f(U) CV, entonces V xy V es el esquema afin B&y B, y
A(X)NV xyV es un subesquema cerrado (el morfismo diagonal
restringido a U es separable [10, Prop. 4.1] ), y su haz de ideales
esta dado por el kernel I del morfismo diagonal B ® 4 B — B.
Luego, restringido a V el haz Z/I? no es nada mds que el haz
de mddulos asociado a I/1?, luego QX/Y‘V =J/1?= @/}
Por lo tanto, restringido a abiertos afines, el haz de diferenciales
relativos se ve como el haz asociado al modulo de diferenciales
relativas que vimos antes. Y en ese sentido, se puede pensar
que Qx/y es un pegado de haces Qg/a para un anillo B tal que
U = SpecB un abierto afin de X y V = Spec A es un abierto
afin de’Y con f(U) C V. Pensar Qlx/y como un pegado, permite
definir una derivacion d : Ox — Slx/y pegando las derivaciones
d: B — Qpa para todos los abiertos afines U = SpecB C X.

La segunda parte de la proposicién 14 tiene un analogo para esque-
mas en general. Basta notar que el tensor de dicha parte corresponde
en el lenguaje de esquemas afines a un cambio de base.

PROPOSICION 15. Sea f: X — Y un morfismo, y sea g:Y' — Y
otro morfismo. St f' : X' = X xyY' = Y’ es el morfismo que se obtiene
por cambio de base, entonces Qx:/yr = h*(Qx/y) donde h: X' — X es
la primera proyeccion.
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Con las diferenciales, podemos dar una forma equivalente para pro-
bar que una variedad sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k£ es no
singular.

TEOREMA 2. Sea X wun esquema irreducible, separado y de tipo
finito sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k. X es una variedad

no singular si y solo si Qdx/y es un haz localmente libre de rango n =
dim X.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. II, Th. 8,15] O

Notar que segun las hipdtesis, el haz de diferenciales es coheren-
te (Observacién 19), luego tiene sentido que 2yx,y tenga rango finito.
Ademas, para variedades no necesariamente suaves se tiene.

COROLARIO 2. Si X es una variedad sobre k. Entonces, existe un
abierto denso U de X que es no singular.

La ultima parte de esta seccién esta dedicada a la Cohomologia
de Haces. Si X es un esquema y F es un haz sobre X, tendremos
los grupos de cohomologia H'(X,F). No definiremos las cadenas que
definen la cohomologia, asumiremos la existencia de dichos grupos y
daremos las reglas basicas como se comportan dichos grupos. El lector
interesado en los detalles, puede consultar [10, Ch. ITI].

TEOREMA 3 (Reglas de la Cohomologia). 1. (Secciones Globa-
les) Dado cualquier haz F sobre un espacio topolégico X, se
tiene que H(X, F) = T(X, F).

2. (Sucesion exacta Larga) St 0 — F' — F — F" — 0 es una
sucesion exacta corta de haces, entonces dicha secuencia induce
una sucesion exacta larga de grupos de cohomologia

0= DX, F) = T(X,F) > (X, F') > H(X,F) > H(X,F) — - -

= H(X,F") S HYYX,F) = -

3. (Teorema de Anulacion de Grothendieck [6, Thm. 3.6.5]) Sea X
un esquema noetheriano de dimension n. Entonces, para todo
i > n se tiene que H'(X,F) = 0 y lo anterior es vdlido para
cualquier haz de grupos abelianos sobre X .

4. (Cohomologia de Esquemas Afines , J.P. Serre [25] ¢ [10, Ch.
III, Thm 3.7]) Si X es un esquema noetheriano. Son equivalen-
tes:

= X es afin.
» H(X,F) = 0 para todo i > 0, y haz cuasi-coherente F
sobre X.
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» H(X,Z) = 0 para todo i > 0 y haz de ideales coherente T
sobre X.

5. (Cohomologia de Haces Coherentes) Sea X un esquema pro-
yectivo sobre un anillo noetheriano A, esto es, X esta inmerso
en P’y como una variedad proyectiva. Entonces, para todo haz
coherente F, los grupos de cohomologia H (X, F) son A-mddu-
los finitamente generados. En tal caso, se anota h'(X,F) =
dimy HY(X, F).

6. (Cdlculo de la Cohomologia usando Cohomologia Cech, [10, Ch.
III, Thm. 4.5]) Sea X un esquema separado y noetheriano. Dado
un cubrimiento abierto afin Y y un haz cuasi-coherente F, se
tiene el isomorfismo de grupos abelianos para todo p > 0

HP(X,F) = HP(8, F)

donde los grupos de cohomologia de la derecha corresponden
a los grupos de Cohomologia Cech de F. El lector puede
consultar dicha cohomologia en [10, Ch. 111, Sec. 4].

Finalmente, definimos la Caracteristica de Euler de una coho-
mologia cuyos grupos sean finitamente generados y solo una cantidad
finita de ellos no sea nula (como en el caso de haces coherentes sobre

variedades) como x (X, F) = > (—1)"h' (X, F).

1.4. Curvas

Ahora nos centraremos en las variedades proyectivas de dimensién
1, o curvas proyectivas.

DEFINICION 34. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, una
Curva es una variedad abstracta de dimension 1 sobre k. Una cur-
va es Lisa si es no singular.

OBSERVACION 20. » 51 k = C, una curva proyectiva lisa es

esencialmente lo mismo que una superficie de Riemann com-
pacta, a través de la topologia analitica que heredan éstas al ser
subconjuntos del espacio proyectivo complejo, que es una varie-
dad analitica. No es facil establecer el puente entre la definicion
algebraica y la analitica, pero el lector puede consultar [5, Ch.
IV, Sect. 11].
Sin embargo, en dimensiones mayores a 1 no es cierto. Es ver-
dad que las variedades proyectivas no singulares son analiticas,
pero en general las variedades analiticas compactas no son al-
gebraicas.
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» Si C es una curva proyectiva cualquiera. Entonces H°(C, O¢) =
k y el nimero p,(C) = hY(C,0¢) se conoce como el Géne-
ro Aritmético. Notar que no hay mds cohomologia relevante,
pues para todo haz F, H(C,F) =0 sii > 2 por el teorema de
Grothendieck (ver Teorema 3 ).

» 51 C es lisa, el género aritmético se llama Género Geométri-
co, se denota por g(C), y en el caso complejo coincide con el
correspondiente género de la superficie de Riemann compacta
asociada.

s Dada una curva proyectiva C, siempre existe un morfismo bira-
cional C — C con C una curva proyectiva lisa. Este morfismo
esta dado por la Normalizacion de la curva C, y al género de
C lo llamaremos el Género Geométrico de C. Si el género
de C es 0, diremos que C es una curva Racional. El lector que
desee consultar detalles sobre la normalizacion puede dirigirse
a [26, Ch. II, Sec. 5.3].

» Si C' es una curva completa como wvariedad (Definicion 25),
entonces es proyectiva por [10, Ch. III, Exc. 5.8].

DEFINICION 35. Sea C una curva proyectiva lisa. Un Divisor es
un elemento del grupo abeliano libre con base en los puntos de C'. Es
decir, es una suma formal finita

k
E n;pPi
i=1

Conn; € Z yp; € C. El grupo de todos los divisores se llama Div(C').
Si los coeficientes enteros de un divisor son todos no-negativos, se dice
que un divisor es Efectivo y en ese caso se escribe D > 0.

Si f € K(C) entonces se define el divisor div(f) como

div(f) = Ceros de f — Polos de f.

Un divisor D es Principal si D = div(f) para alguna f € K(C).
Los divisores principales forman un subgrupo de Div(C'), denotado por
PDiv(C). El Grupo de Picard es el grupo

Pic(C) = Div(C)/PDiv(C).

Dos divisores que poseen la misma clase en el grupo de Picard se dicen
Linealmente Equivalentes.

Dado que los coeficiente son enteros, es natural definir lo siguiente:

DEFINICION 36. Sea D = Zle n;p; un divisor. El Grado de D

es el entero deg(D) = S5 n,.
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PROPOSICION 16. Sea D un divisor principal, entonces deg(D) = 0.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. II, Cor. 6.10]. O

De lo anterior, la funcién grado en el grupo de divisores induce una
funcién grado deg(-) : Pic(C) — Z.

OBSERVACION 21. Como una curva X es un esquema sobre Speck,
su haz de diferenciales es lxy,. Como X es no singular, es un haz
localmente libre de rango 1 por el Teorema 2, o sea, siU C X es abierto,
entonces Qx/x(U) = Ox(U) y entonces este modulo esta generado por
una diferencial dg con g € Ox(U). Luego, todo elemento es de la forma
fdg donde f es una funcion reqular en U y dg corresponde al generador
de Qx/k(U). De esto, los diferenciales se ven como funciones requlares
en abiertos de X mds un dg que esta fijo en cada abierto.

Por ejemplo, en Py, los diferenciales en el abierto afin A} = Speck[z]
son de la forma p(x)dx donde p € k[z] es una funcidén reqular en A y
dx es el diferencial que corresponde a la funcion reqular x. En efecto,
notar que d(z") = nz" 'dx usando la férmula d(z-x" ) = wd(z" 1) +
2" Ydx y aplicando un paso inductivo sobre d(z™ ).

Notar que si C' es una curva proyectiva, entonces no posee funciones
requlares globales ademds de las constantes, es decir, I'(X,Ox) =k y
la diferencial de una funcion constante es 0, luego I'(X, Qx /) = 0.
Los detalles especificos pueden hallarse en [26, Ch. 111, Sec. 5].

Luego, el hecho de que los diferenciales se ven como funciones requlares
en abiertos, motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 37. Sea C una curva no singular. Un Diferencial
Racional (c.f. [26, Ch. III, Sec. 5.4]) es una clase de equivalencia,
que se denota por (U,w), donde U es un abierto de C y w € Qx/(U),
o sea, es de la forma w = fdg(U) donde f es reqular en U y g es
una funcion regular en U fija. Dos pares (U,w) y (V,w') son iguales si

W’Umv = CL’,|UmV'

OBSERVACION 22. Una diferencial racional no es nada mds que un
elemento del limite directo de los modulos Q2x,,(U) y los morfismos que
corresponden a las restricciones.

Dadop € C, el tallo de Qx 1, es un Ox p-mddulo libre de rango 1. Luego,
sobre p una diferencial racional se ve como fdt donde f es una funcion
racional (que podria no estar definida en p) y es parte del cuerpo de
fracciones de Qx/, yt es un generador del ideal mazimal de Ox .

Notar que si p € C es un punto, el tallo en p, Ox,, es un anillo
reqular de dimension 1, lo cual es equivalente a que sea un anillo de
valuacion discreta [1, Ch.5, Prop. 62 y Ejercicios en la pag. 72 ]. Si R
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es un anillo de valuacion discreta con cuerpo de fracciones K, existe
una Valuacion Discreta v : K* — 7 la cudl es una funcion que
satisface: v(zy) = v(z) +v(y) y v(x +y) > min(v(x), v(y)).

Ademds, se tiene que

R={0}u{z e K: v(x) >0}

ym={x € K: v(zx) >0} es el unico ideal mazimal de R, luego R
es local, por ende, los elementos con valuacion 0 son los invertibles de
dicho anillo.

Las valuaciones permiten calcular divisores de diferenciales.

DEFINICION 38. Sea w una diferencial racional no nula en un curva
no singular C (estamos omitiendo el abierto que le corresponde). El
Divisor de w es el divisor (w) dado por

@) = S vplfr)P

Dondew = fpdtp es la forma que tiene la diferencial w en una vecindad
de P y vp es la valuacion discreta del anillo Ox p.

PROPOSICION 17. » (w) es un divisor bien definido, o sea,
s6lo para finitos P € C se tiene que vp(fp) # 0.
s St w es una forma regular en P, su coeficiente respectivo en el
divisor es no negativo, es positivo si w se anula en P, es decir,
la funcion reqular que lo representa cerca de P se anula.

DEMOSTRACION. La primera parte aparece en [26, Pag. 202].
Lo segundo sale del hecho de que en Ox p podemos escribir a la forma
como wp = fpdtp, donde fp € Ox p. Luego, w se anula en P siy s6lo
si fp pertenece al ideal maximal de Ox p, si y sélo si vp(f,) > 1 por
la observacion anterior. O

DEFINICION 39. SiC' es una curva no singular, el Divisor Candni-
co es el divisor K¢ de una diferencial racional.

DEFINICION 40. Sea C' una curva no singular y D un divisor de C.
Definimos el haz L(D) (también se denota por Oc(D) ) por la formula

L(D)(U) = {f racional no nula en U : (f) + D|, > 0}
donde si D =% ,..npP, entonces D, es el divisor Y p; npP.

PROPOSICION 18. Para todo divisor D, el haz L(D) es localmente
libre de grado 1.

DEMOSTRACION. Ver [27, Pdg. 64]. O
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De la proposicién, el haz £(D) es coherente, y entonces sus grupos
de cohomologfa tienen dimensién finita (c.f Teorema 3 parte 5).

DEFINICION 41. Sea D wun divisor en una curva no singular C.
Definimos H'(D) = H'(C,L(D)) , hi(D) = h'(C,£(D)) y x(D) —
X(C, L(D)).

OBSERVACION 23. Como C tiene dimension 1, los 1inicos grupos
de cohomologia relevantes para cualquier divisor son H°(C,L(D)) y

HY(C,L(D)), ademds

X(D) = h’(D) — h'(D)
Los grupos H' son en general dificiles de calcular, pero hay una forma
de convertir h*(D) en un h° de otro divisor.

TEOREMA 4 (Dualidad de Serre para Curvas). Sea D un divisor,
entonces H'(C, L(D)) =2 H'™(C,L(K¢c — D)) parai=0,1.

DEMOSTRACION. Ver la primera parte de [10, Ch. IV, Thm. 1.3].
U

Ademas, x(D) solo depende del género de la curva y el grado del
divisor D.

TEOREMA 5 (Riemann-Roch para Curvas). Sea C' una curva y D
un diwvisor no nulo. Entonces, H'(D) es independiente de la clase de D
en el grupo de Picard y siempre se cumple

X(D) = deg(D) +1—g
Usando la dualidad de Serre uno puede escribir esta ecuacion como
h°(D) = deg(D) + 1 — g + h°(K¢ — D)
DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. IV, Thm. 1.3]. O
Ahora nos resta ver que sucede con los morfismos entre curvas.

Notar que las curvas no singulares que son proyectivas sobre Spec k,
luego son variedades completas, luego podemos probar:

PROPOSICION 19. Sea f: X — Y un morfismo entre curvas sobre

un cuerpo k con X no singular y completo. Entonces f es constante o
f(X) =Y. En el seqgundo caso, K(X) es una extension finita de K(Y'),
el morfismo f es finito, e Y es completo sobre k como variedad.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. II, Prop. 6.8]. O

OBSERVACION 24. » Notar que si f : X — Y es un morfismo
finito entre esquemas, entonces para todo y € Y, el conjunto

f~Yy) es finito (Ver [10, Ch. 2, Exercise 3.5 (a)]).
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s De la proposicion anterior, los morfismos entre curvas no sin-
gulares siempre son finitos, por lo que nos enfocaremos ahora
en dichos morfismos.

» Como las curvas completas son proyectivas (Observacion 20),
la proposicion antertor nos dice que tanto X como 'Y son curvas
proyectivas.

DEFINICION 42. Sea f : X — Y un morfismo finito entre curvas no
singulares. Definimos el Grado de f como deg(f) = [K(X) : K(Y)]
donde el lado derecho corresponde al grado de una extension de cuerpos.
El grado esta bien definido por la proposicion anterior.

En superficies de Riemann, sabemos que para todo punto y € Y, la
preimagen f~!(y) es una cantidad finita de puntos, con multiplicidades,
las cuales suman el grado de f. Para nuestras curvas, este comporta-
miento se mantiene, y se puede expresar en términos de divisores.

DEFINICION 43. Sea f: X — Y un morfismo entre curvas no sin-

gulares. Definiremos un homomorfismo de Pull-Back de Divisores
f*: Div(Y) — Div(X), mediante la siguiente formula: Si definimos el
pullback para un punto P € Y, podemos definir el pull-back para todos
los divisores extendiendo linealmente.
Ahora, sea P €Y, yt una Parametro Local en P, esto es, un ele-
mento de Oy p con valuacion vp(t) = 1, notar que esto implica que t
es una funcion reqular en P que se anula en dicho punto. Con esto,
definimos

Q: f(Q)=P
Recordar que los morfismos de esquemas inducen morfismos entre los
haces y en particular entre los tallos, luego vo(t) denota a la valuacion
en Ox g de la imagen de t por el morfismo f(g : Oy p — Oxg.

OBSERVACION 25. s Como f es finito, hay una cantidad fi-
nita de Q@ € X tales que f(Q) = P, luego f*(P) estd bien
definido.

» La definicion de f*(P) es independiente del pardmetro local es-
cogido en P, pues el pardmetro genera el ideal maximal de Oy, p
y dos generadores del mismo ideal difieren por una unidad, lue-
go si t' es otro pardametro local, t' = ut donde u es una unidad
del anillo local en P. Como la imagen de u por f;f es de nuevo
una unidad (por la condicion de que el morfismo es local), la
valuacion de t' es la misma que la de t al ser la suma de la de
t mds la de una unidad, que tiene valuacion 0.
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s La definicion se puede extender entre los grupos de Picard res-
pectivos, esto es porque el pull-back del divisor de una funcion

racional, es el divisor de una funcion racional.
n Se tiene siempre que f*(L(D)) = L(f*(D)).

PROPOSICION 20. Sea f: X — Y un morfismo finito entre curvas
no singulares. Entonces, para todo divisor D € Div(Y), se tiene que

deg(f*(D)) = deg(f) - deg(D).
DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. II, Prop. 6.9]. O

OBSERVACION 26. De lo anterior, como los puntos tienen grado 1,
se tiene que deg(f*(P)) = deg(f) para P € Y, por lo que los puntos en
la preimagen de P son finitos, y sus multiplicidades, i.e. los coeficientes
que les corresponden en el divisor f*(P), suman deg(f) al igual que en
el caso de superficies de Riemann.

Ademas del concepto de grado de un morfismo, también tenemos
el concepto de ramificacion:

DEFINICION 44. Sea f : X — Y wun morfismo finito entre curvas
no singulares. Dado Q € X y P = f(Q), definimos el Indice de
Ramificacion eg en () como la valuacion en Ox g de la imagen por
7 Oyp — Ox g de un parametro local t € Oy p (Recordar que un
pardmetro local es un elemento con valuacion 1).

Como se dijo en una observacion anterior, el indice es independiente
de la coordenada local escogida en Oy p.

Sieg =1 se dice que f es No Ramificada en () y es Ramificada
en Q sieg > 1, en el dltimo caso se dice que P es un Punto de
Ramificacion de f.

Ademds, considerando la caracteristica de k, si char(k) = 0 6 char(k) =
p > 0y p no divide a eq, se dice que la ramificacion es Mansa. Si no,
la ramificacion es Salvage. (c.f. [10, Pag. 299]).

Recordar que un morfismo entre curvas f : X — Y sera separable
o inseparable dependiendo si la extension de cuerpos K (X)/K(Y) es
inseparable. Para los morfismos separables tendremos un teorema de
Riemann-Hurwitz, que es un poco mas complicado que el de superficies
de Riemann para el caso char k > 0. Y en el caso inseparable podemos
caracterizar los morfismos. Partamos por el caso separable.

PROPOSICION 21. Sea f : X — Y un morfismo finito y separable
entre curvas no singulares. Entonces, la siguiente sucesion natural de
haces de diferenciales (ver [10, Ch. II, Sec. 6]) es ezacta:

0— f*Qy/k — QX/k — QX/Y — 0
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DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. III, Prop. 2.1]. O

De la proposicién, podemos decir que €2x,y mide la diferencia entre
los haces Qx/k vy Qy. SiQ € X y P = f(Q), y t,u son pardmetros lo-
cales para Py @) resp. entonces se puede probar que dt y du generan los
modulos libres (sobre quién corresponda) Qy/k,p Y Qy/i,g- Pero ademds,
tenemos un morfismo entre tallos inducido por f, f : Qypp —
Qx/r0, y entonces existe un tnico g € Ox g tal que f#(dt) = gdu.

Denotaremos a dicho g por j—t.
U

DEFINICION 45. Sea M un A-mddulo. Si
NeC N G- C Nt G N,
es una cadena ascendente de submodulos de M, decimos que tiene Lar-
go l.

El Largo de M es el supremo sobre todos las cadenas ascendentes de
submaodulos, de los largos de dichas cadenas.

PROPOSICION 22. Sea f : X — Y un morfismo finito y separable
entre curvas no singulares. Entonces:

(a) Qx/y es un Haz de Torsion, i.c., el tallo en el punto genérico
de X es 0y su soporte (los puntos con tallo no nulo) son exac-
tamente los puntos de ramificacion de f. En particular estos
son finitos.

(b) Para todo P € X, el tallo Qx/y.p es un Ox, p-mddulo principal,
es decir, todo submaddulo es generado por un elemento.

(¢) Si f esta ramificado de forma mansa en P € X, entonces

Largo(Qx/y,p) = ep — 1
St la ramificacion es salvaje en P, entonces
Largo(Qx/y,p) > ep —1
DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. IV, Prop. 2.2]. O

La proposicién anterior, permite definir el divisor de ramificacion,
el cudl es el mismo que uno pone en el teorema de Riemann-Hurwitz
para superficies de Riemann.

DEFINICION 46. Sea f : X — Y wun morfismo finito y separable
entre curvas no singulares. El Divisor de Ramificacion de f (c.f.
[10, Pag. 301]) es el divisor

R = Z Largo(Qx/v,p) P

PeX
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OBSERVACION 27. En el caso de que k tenga caracteristica 0, es-
te divisor es exactamente igual al que se obtiene de un morfismo de
superficies de Riemann.

Queda sélo un paso antes de probar Riemann-Hurwitz, sélo basta
relacionar los divisores canénicos de dos curvas que poseen un morfismo
entre ellas.

PROPOSICION 23. Sea f : X — Y un morfismo separable y finito
entre curvas no singulares. Entonces, Kx el divisor canonico de X es
linealmente equivalente a f*(Ky)+ R donde R es el divisor de ramifi-
cacion de f.

OBSERVACION 28. Si X es una curva no singular de género g,
entonces deg(Kx) = 2g — 2 ([10, Ch. III, 1.3.3] ).
Esto mas el hecho de que divisores linealmente equivalentes tienen el
mismo grado, nos da el teorema de Riemann-Hurwitz.

TEOREMA 6 (Riemann-Hurwitz para Curvas). Sea f: X — Y un
morfismo separable y finito entre curvas no singulares. Entonces,

29(X) — 2 = deg(f)(29(Y) — 2) + deg R

Y st las ramificaciones de f son todas mansas, ademds tenemos

29(X) — 2 = deg(f)(29(Y) =2+ 3 ep— 1.

PeX

Ahora que completamos el caso separable, estudiaremos el caso pu-
ramente inseparable.
Recordar que una extension de cuerpos de caracteristica positiva p,
L/K, es Puramente Inseparable si para todo a € L existe n > 0
tal que o?" € K. Si dicha extensién es finita, el grado siempre es una
potencia de p (c.f. [4, Pdg. 649]).

DEFINICION 47. Sea X un esquema, tal que todos sus anillos locales
son de caracteristica prima p > 0, lo cual significa que dichos anillos
contienen a Z/pZ. Definimos el Morfismo de Frobenius F : X — X
como el morfismo que es la identidad sobre los espacios topologicos y
el morfismos entre haces f7* : Ox — Ox es el que corresponde a
tomar la p-ésima potencia. Notar que f* es un morfismo dado que
los anillos locales son de caracteristica p, donde elevar a la potencia
p-ésima claramente es un morfismo.

OBSERVACION 29. Si X esta sobre Speck mediante el morfismo
7w : X — Speck, entonces el morfismo de Frobenius no es k lineal. Pero
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si se tiene el diagrama conmutativo

Xx—Ff . x

|

Spec k — Spec k

Luego, podemos definir un esquema X, de modo tal que la accion de k
sea lineal para F'. Definimos X,, como el mismo esquema X pero con
el morfismo F om hacia Speck. Con esta construccion, el morfismo de
Frobenius F' : X, — X queda k-lineal pues los elementos de k sobre
los anillos del haz Ox, actian como k- f =FkPf si f € Ox,(U). A este
morfismo lo llamaremos Morfismo k-lineal de Frobenius.

OBSERVACION 30. El morfismo k-lineal de Frobenius esta ramifica-
do en todos los puntos del dominio con indice de ramificacion p. (|10,

Ch. III, 2.5.1])

PROPOSICION 24. Sea f : X — Y wun morfismo finito entre cur-
vas no singulares. Supongamos que K(X) es una extension puramente
inseparable de K(Y). Entonces X e Y son isomorfos como esquemas
abstractos y f es una composicion de morfismos k-lineales de Frobe-
nius. En particular g(X) = g(Y).

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. III, Prop. 2.5]. O

OBSERVACION 31. Si f : X — Y es un morfismo finito e inse-
parable de curvas no singulares. Como la extension K(X)/K(Y) es
inseparable, se puede dividir en una extension separable sequida de una
puramente inseparable. Esto se traduce en que existe una curva C' por
la que f se factoriza, luego se puede tratar cada parte de la extension
de cuerpos por separado.

Esto permite probar por ejemplo que siempre que se tiene un morfismo,
debe suceder que g(X) > g(Y).

1.5. Superficies
Comenzaremos con la definicién bésica de esta seccidn.

DEFINICION 48. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, una Su-
perficie es una variedad abstracta de dimension 2 sobre k. Una super-
ficie es Lisa si es no singular.

OBSERVACION 32. » 51 S es una superficie, esta podria ser
singular, o sea, algun tallo podria no ser reqular y los puntos
con dichos tallos se llaman Singularidades. Dichas singulari-
dades se pueden eliminar bajo un proceso llamado Resolucion
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de Singularidades que consiste en una superficie no singular
S mds un morfismo biracional propio ¢ : S — S. El méto-
do de resolucion depende de la caracteristica, Zariski en 1935
probo el resultado para superficies en caracteristica 0 y en 1953
Abhyankar hizo lo mismo para superficies sobre un cuerpo de
caracteristica positiva.

= 5i.S es una superficie lisa, al ser proyectiva y de dimension 2,
tenemos que h°(S,Og) = 1 pues H(S,Os) = k ya que las va-
riedades proyectivas no tienen funciones requlares no constantes
globales, ademds, los nimeros ¢ = h'(S,Og) y p, = h*(S, Os)
son las unicas dimensiones de los grupos de cohomologia que
podrian no ser 0, dichos nimeros se conocen como la Irregu-
laridad y el Género Geométrico de S respectivamente.
Notar en ese caso que tenemos x(S) =1—q + p,.

DEFINICION 49. Sea S una superficie proyectiva no singular. Un
Divisor es un elemento del grupo libre abeliano con base en las curvas
proyectivas irreducibles de S.

Es decir, un divisor es una suma formal finita

=1

Con C; C S una curva, considerada como un subesquema cerrado de
S. El grupo de los divisores de S se denota por Div(5).

Si f: S — Pl es una funcidn racional, para todo punto P € Py la fibra
de f sobre P tiene dimension 1 ([10, Ch.III, Prop. 9.6 y 9.7]), luego
es una union de curvas proyectivas irreducibles dentro de S. Luego,
los ceros y polos de f corresponden a una union finita de curvas con
multiplicidades, por lo que tiene sentido definir el Divisor de una
Funcion Racional o Principal

(f) = (Ceros de f — Polos de f)

Dos divisores D y D' son Linealmente Equivalentes, y se denota
por D ~ D' si estan en la misma clase modulo el subgrupo de Div(S)
compuesto por los divisores principales. El cociente de Div(S) se conoce
como el Grupo de Picard de S Pic(X).

Si f S — S es un morfismo entre variedades (pensar en curvas o
superficies), definimos el Pull-Back de un Divisor D definiendo el
pullback de un punto/curva P € S como sigue: Si elegimos un pardme-
tro local en P, o sea, un generador del ideal maximal de su anillo local
con valuacidn 1, en cada componente Q de f~1(P) se tiene un morfismo
de anillos [# : Ogp — Og y como el anillo de llegada también es de
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valuacion, podemos calcular la valuacion de la imagen del parametro.
Si llamamos a dicha valuacion vg, el pull-back es

F(P)= > Q.

f(Q)=pr

OBSERVACION 33. Si D es un divisor, definimos el haz Og(D) de
manera andloga a como definimos los haces L(D) para el caso de cur-
vas (ver Definicion 40) y [10, Ch. II, Sec. 7]), los cuales también son
coherentes. Entonces, de la misma manera que para divisores en curvas
no singulares definimos también H'(D) y hi(D).

Lo siguiente que necesitamos es la nocién de interseccién de curvas.
Sabemos que en el caso del plano proyectivo P2, dos curvas cualquiera
se intersecan, y ademas la suma de las multiplicidades en cada punto
de interseccion es el producto de los grados de las curvas intersecadas
(c.f. [10, Ch. I, Sec. 7] ).

En general uno no puede esperar que todas las curvas se intersequen,
por lo que dicho inconveniente se arregla dandole la libertad de “mover-
se” a la curvas y probando que dos curvas se pueden mover, de modo
tal que su interseccién sea calculable, es decir, que se intersequen trans-
versalmente en un sentido algebraico por supuesto.

No definiremos explicitamente como es la interseccion pero mostrare-
mos sus propiedades principales, al igual que lo hicimos con la coho-
mologia de haces previamente.

TEOREMA 7. Sea S una superficie lisa. Dados dos divisores D y D’
existe un unico pareado

(.) : Pic(S) x Pic(S) — Z
El cudl satisface:

(i) Si C y C" son dos curvas no singulares de S, entonces C.C" es
la cantidad de puntos en la interseccion C N C".
(ii) Siempre se tiene D.D" = D'.D.
(iii) Si E es otro divisor, entonces (D + D').E = D.E+ D".E.
(iv) Si D ~ E, entonces D.D' = E.D'.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. IV, Sec. 1]. O

DEFINICION 50. Sea S una superficie. Definimos el Haz Candni-
co de S como el producto exterior /\2 Qx/i = Qxm N\ Qxyk, este es
un Og-mddulo libre de rango 1. Si U C S es un abierto N\* Qxr(U)
es el Os(U)-mddulo libre generado por dxz A dy (siempre se tiene que
dy \drx = —dx A\ dy) donde dx y dy son los generadores de Qx/,(U)
que es un Og(U)-mddulo libre de rango 2. O sea, los elementos de
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/\2 Qx/k(U) son de la forma fdx A dy donde f es una funcion reqular
en U, este elemento es llamado 2-Diferencial Regular.

Una 2-Diferencial Racional es un elemento del limite directo de los
mddulos |\’ Qx/k(U) con las restricciones y esencialmente se ve como
fdx Ndy donde f es una funcion racional.

De forma parecida al caso de curvas, si C' C S es una curva en S, el
tallo en el punto genérico de dicha curva es un anillo local regular de
dimension 1, luego es un anillo de valuacion discreta y entonces una
2-forma racional posee una valuacion ve en dicho anillo dada por la va-
luacion del elemento fp en la descomposicion wp = fpdxp A dyp. Con
esto, se define el Divisor de un Diferencial Racional w como

@) = velfr)C
ccs
FEste divisor es bien definido igual que en el caso de curvas ([10, Ch. 11,
Lem. 6.1]). El divisor de cualquier 2-forma se llama Divisor Candni-
co y se denota por Kg.

OBSERVACION 34. La auto-interseccion del divisor candnico K% es
un invariante bajo isomorfismos que solo depende de S.

DEFINICION 51. Sea S una superficie lisa. Dado un punto P € S
se define el Blow-up de S en P como a la unica superficie S que
posee un morfismo biracional € : S — S tal que:

» La restriccion de € a € (S — {P}) es un isomorfismo sobre
S —{P}.
s La fibra sobre P es una curva E C S isomorfa a P}.
La curva E se llama Curva Excepcional del Blow-up.

OBSERVACION 35. FEl blow-up se construye tomando una vecindad
de P, de modo tal que existan dos funciones regulares x,y en U tales
que la interseccion de las curvas x = 0,y = 0 sea sélo P en U, luego
se construye el blow-up considerando la subvariedad U C U X gpeck IP’,lC
de los puntos [x : y; X : Y] tales que xY — yX = 0.

Entonces, fuera de p la proyeccion e : U— U esun isomorfismo pues
eziste un solo punto de U dado que sélo una de las funciones x oy se
anula fuera de P y ademds tenemos € 1(P) = {P} X gpeck P}, luego se
extiende esta proyeccion a todo S pegando el resto, utilizando el hecho
de que U — {P} = U — ¢ (P).

Notar que cada punto de {P} X speck ]P’,{; se identifica con una direccion
tangente en S a p.

Ademas de ser una superficie, tenemos:
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PROPOSICION 25. Si S es una superficie lisa, el blow-up de S en

cualquier punto también lo es. Ademads, la curva excepcional satisface
E? = —1.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. IV, Prop. 3.1]. O

A continuacién mostraremos algunas propiedades que relacionan
los divisores y su interseccion en el blow-up con los de la superficie
original.

Si C' es una curva en S que pasa por P y hacemos el blow-up S de
S en P, definimos la Transformada Estricta de ' como la curva
e(C' —{P}) C 5, se denota por C.

PROPOSICION 26. Sea S una superficie lisa y S su blow-up en un
punto P. Entonces:

= 50 C es una curva que pasa por Py tiene multiplicidad P,
entonces € (C) = C +mkE.

= Pic(S) es isomorfo a Pic(S)®Z mediante el isomorfismo (D, n) —
(D) 4+ nkE.

» Si D, D’ son dos divisores en S, entonces €*(D).e" (D) = D.D’
y E.*(D) = 0.

« Kz =e(Kg)+ E.

El blow-up no sélo inside en los divisores de una superficie, si no
que ayuda a convertir funciones racionales en funciones regulares tras
eliminar los puntos donde la funcién regular se indeterminada. Notar
que siempre hay una cantidad finita de puntos en los que las funciones
racionales no estan definidas.

TEOREMA 8. Sea S una superficie lisa y f : S — X un mapeo
racional de S a una variedad proyectiva X . Entonces, eriste una_su-
perficie S con morfismos requlares € : S S yg: S — X tal que S se
obtiene de S mediante una secuencia finita de blow-ups y g = f oe.

TEOREMA 9. Sea S una superficie lisa y f : S — Sy un morfis-
mo biracional entre superficies. Entonces, existe una sucesion finita de
blow-ups € : Sy — Skp_1 para 1 < k < n y un isomorfismo g : S — S,
tal que f =€ 0€y0---0€,04.

El primer teorema “arregla” las indeterminaciones para f y el se-
gundo las de f~! en el caso de una funcién racional. Por ende:

COROLARIO 3. Sea f : S — S un morfismo biracional entre su-
perficies lisas. Entonces, existe una superficie S y morfismos requlares

g:S—=>Syh:S — 5 tales que h = f o g y ambos morfismos son
composiciones de blow-ups con isomorfismos.
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Notar que el blow-up de una superficie es un morfismo biracional,
luego, el blow-up sirve para cambiar el modelo biracional de una super-
ficie a considerar. Sin embargo, el blow-up no es tnico pues se puede
hacer en muchos puntos de muchas maneras posibles, por lo que es mas
conveniente buscar un modelo biracional “ canénico ” en algin sentido.
Dicho sentido sera el siguiente:

DEFINICION 52. Sea S una superficie. Diremos que S Domina a
una Superficie X si existe un morfismo biracional f : S — X y lo
denotaremos por S > X.

OBSERVACION 36. El blow-up mos permite ir “hacia arriba” en
términos de dominacidon dentro de una clase biracional (superficies bi-
racionales a ...), pero también es posible ir “ hacia abajo 7.

TEOREMA 10 (Criterio de Castelnuovo). Sea S una superficie, que
posee una curva Y isomorfa a P* y con Y2 = —1. Entonces, existe
un morfismo biracional f : S — Sy con Sy una superficie no singular
proyectiva y un punto Xog € Sy tal que S es isomorfo al blow-up de Sy
en Xo y cuya curva excepcional sea Y .

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. IV, Teo. 5.7]. O

Como podemos ir siempre para abajo gracias a este teorema, po-
demos considerar los elementos “minimales” respecto al orden de la
dominacion de superficies.

DEFINICION 53. Sea S una superficie. Se dice que S es Minimal
st no existe una superficie X biracional a S que sea dominada por
ella. Un Modelo Minimal para una superficie S es una superficie X
biracional a X que es minimal.

OBSERVACION 37. » De existir un modelo minimal, este no
necesariamente es tinico, como en el caso de P' x P!,
s Notar que ser minimal es equivalente a que todo morfismo bi-
racional S — X es siempre un isomorfismo y también a que
S no posee curvas “ -1 7, o sea, curvas isomorfas a P* con
auto-interseccion -1.

TEOREMA 11. Sea S una superficie lisa. Entonces, S siempre posee
un modelo minimal en su clase biracional.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. IV, Teo. 5.8] d

OBSERVACION 38. Toda superficie lisa tiene dos invariantes prin-
cipales. Son los llamados Nimeros de Chern y se denotan por ¢ y
Co.
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No diremos como se obtienen (el lector puede consultar (10, Appendix
A]), pero es cierto que ¢ = K% y en caracteristica 0, cy corresponde
a la caracteristica de Euler topologica de X. Esto es, es la suma alter-
nada de sus niumeros de Betti, en otras palabras, de los rangos de sus
grupos de homologia topologica.

Estos dos niumeros estan presentes en las identidades mds importantes
en el contexto de superficies.

TEOREMA 12. Sea S una superficie lisa. Entonces:

» (Formula de Adjuncion) Si C' es una curva proyectiva irredu-
cible en S, entonces C.(C + Kg) = 2p,(C) — 2 donde p, es el
género aritmético de C.

» (Dualidad de Serre) Para todo divisor D en S se tiene que
HY (D)=~ H**(Ks — D) para i = 0,1,2. En particular h*(D) =

h*(Kg— D).
» (Teorema de Riemann-Roch) Sea D un divisor en S, entonces
1
X(D) = 5D.(Ks = D) + x(Os).

» (Férmula de Noether) 12x(Og) = K% + co.

OBSERVACION 39. De la ltima férmula, podemos definir cy en ge-
neral como

co = 12x(O0s) — K3.

DEFINICION 54. Sea X wuna wvariedad proyectiva sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado k. Se define la Dimension de Kodaira de
X como el grado de trascendencia sobre k menos 1 de

R=EDH (X, L(nK))

n>0

donde K es el divisor canonico de X .

OBSERVACION 40. Si X es de dimension n la dimensién de Kodai-
ra varia entre —1 y n, luego las superficies pueden tener nimeros de
Kodaira —1,0,1 y 2.

Si la dimensidn es -1, tenemos H°(X, L(nK)) = 0 para todo n > 0.

DEFINICION 55. Una superficie proyectiva S es de Tipo General
st tiene dimension de Kodaira 2.

TEOREMA 13. Sea S una superficie. Entonces, S es de tipo general
sty sdlo si existe n > 0 tal que las secciones globales de L(nK) definen
un morfismo X --» PN que es biracional entre X y su imagen.
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Ahora tenemos suficiente lenguaje para hablar de la motivacién de
este trabajo (ver la seccién 3.5 de Aplicaciones).
Para contextualizar, estamos interesados en un problema de Geografia
para superficies sobre un cuerpo de caracteristica positiva. Un problema
de geografia es considerar en el plano un par (a,b) € Z? y encontrar una
superficie minimal y de tipo general S tal que ¢;(S5)* = a y (S) =
b. Por supuesto, uno podria agregar condiciones a la superficie si es
necesario.
A priori podria pensarse que hay una gran porciéon del plano que esta
cubierta por superficies, sin embargo, hay desigualdades béasicas que
debe cumplir toda superficie. De partida, ¢? > 0 y ademés

TEOREMA 14 (Desigualdad de Noether, [22] [13]). Sea S una su-
perficie lisa minimal y de tipo general, entonces se cumple que

12
pg§§cl+2'

Luego, debemos separar dos casos: Si la caracteristica del cuerpo
base es 0, tenemos ademas

TEOREMA 15 (Desigualdad de Castelnuovo). Sea S una superficie
lisa minimal y de tipo general sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
de caracteristica 0, entonces se cumple que co(S) > 0

DEMOSTRACION. Ver [2, Ch. X, Prop. X.1]. O
Y también la famosa:

TEOREMA 16 (Desigualdad de Bogomolov-Miyaoka-Yau, [3, 19,
35]). Sea S una superficie lisa minimal y de tipo general sobre un cuer-
po algebraicamente cerrado de caracteristica 0, entonces

c? < 3cs.

En caracteristica 0, recientemente se han podido hallar superficies
de tipo general, minimales y simplemente conexas con ¢?(S)/cy arbi-
trariamente cercano a todo r € [2, 3] [23].

En caracteristica positiva, no se cumplen las desigualdades de Cas-
telnouvo y Bogomolov-Miyaoka-Yau, y en el caso de la segunda hay
ejemplos de superficies con ¢? > pcy donde p es la caracteristica e in-
cluso ejemplos con ¢? > p"cy, para un n apropiado. En nuestro caso,
mostraremos ejemplos de superficies de tipo general, sobre una carac-
terfstica p > 0 fija, con ¢3(S),c2(S) > 0 y cocientes % tendiendo a
infinito, ademas de que dichas superficies son “Simplemente Conexas”
en un sentido analogo al del grupo fundamental de espacios topoldgi-
cos, definido por A. Grothendieck en [9], el cudl mostraremos en el
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siguiente capitulo.
Haremos finalmente una dltima observacién:

OBSERVACION 41. Si S es una superficie de tipo general y minimal
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0, y ademds
es simplemente conexa. Entonces se puede probar fdcilmente que

c% > @ _ %
) 5
Solo basta reemplazar el género geométrico p, en la desigualdad de
Noether luego de haber despejado este ultimo en la formula de Noet-
her.
Por otro lado, para cualquier superficie, independiente de su carac-
teristica se tiene
C% < 502 + 12h0(5’, QS/k)

FEsto es debido al Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch (c.f. [10, Ap-
pendix A, Thm. 4.1]) el cudl dice en el caso de una superficie que

C% — 562 = 6X(S, QS/k:) = 6h0(S, QS/k) — 6h1(S, Qs/k) + 6h2(S, Qg/k)

Pero Qg = Qi‘g/kQZ)/\2 Qs = Q*S/k@)KS donde Qg/k es el dual de Qgyp,
por (10, Ch. II, Exc. 5.16 b)] ya que Qg es un haz localmente libre de
rango 2 por el Teorema 2, pero entonces por dualidad de Serrre ([10,
Ch. III, Cor. 7.7] y [10, Ch. III, Cor. 7.12]) tenemos que h°(S, Qs/i,) =
h*(S,Qs)1), de donde se concluye

¢ — by = 12h°(S, Q1) — 6R(S, Q1) < 12h°(S, Qi)

Y si consideramos una superficie simplemente conexa en caracteristica
0, la Teoria de Hodge dice que h°(S, Qg/i) < %1 donde by es el primer
numero de Betti de la superficie, o sea, es el rango del primer grupo de
homologia topoldgica, el cudl es 0 si la superficie en cuestion es sim-
plemente conexa. Por lo tanto, ¢3 < 5cy.

Notar en ultimo lugar, que los ejemplos de superficies que construire-
mos tienen ¢i/cy tendiendo a infinito, esto obliga a que h°(Qg/;) tam-
bién tienda a infinito.



CAPITULO 2

Morfismos y Grupo Fundamental Etale

2.1. Introduccién

Este capitulo esta orientado en presentar el concepto de “Grupo
Fundamental Etale” y sus propiedades béasicas.

El grupo fundamental étale es una analogia del grupo fundamental
usual para las variedades topoldgicas. Su definicién esta basada en to-
mar el grupo fundamental respecto a los cubrimientos y no los lazos,
de manera de que se puedan generalizar al contexto de esquemas.
Usaremos los resultados expuestos en el libro [15] para el caso topoldgi-
Co.

La forma clasica de definir el grupo fundamental de un espacio to-
pologico X es a través de los lazos en este espacio y sus homotopias
entre ellas. Esto no tiene como generalizarse apropiadamente para es-
quemas, salvo en el caso sobre C, pues la topologia dista mucho de la
de los espacios topoldgicos usuales, como las variedades topoldgicas.
Sin embargo, se puede definir alternativamente el grupo fundamental
mediante cubrimientos.

DEFINICION 56. Sea X un espacio topoldgico, un espacio topoldgico
Y con una funcion continua sobreyectiva f : X — Y es un Cubri-
mziento si para todo v € X existe una vecindad abierta de X, llamada
Vecindad Elemental , U tal que f~*(U) es una unidn disjunta de
abiertos V; C'Y tales que f|\4 : Vi = U es un homeomorfismo. Un
Morfismo de Cubrimientos es una funcion continua g : Y1 — Y5
entre los cubrimientos f; : Y; — X tal que fi = faog.
Un Isomorfismo es un morfismo de cubrimientos que posee inversa.
Un Automorfismo de un cubrimiento f :' Y — X es un isomorfis-
mo g : Y — Y donde el segundo Y esta considerado como el mismo
cubrimiento, se denota ademds por Aut(f :Y — X) al grupo de auto-
morfismos del cubrimiento f.

OBSERVACION 42. = Notar que de la definicion tenemos que
st U es una vecindad elemental, entonces f~1(U) =[], U; donde

47
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U; = U, el particular f~1(x) es una unién disjunta de puntos,
con la topologia discreta.

s SiY es arcoconexo, y f 1Y — X es un cubrimiento, entonces
para todo v € X la cardinalidad de f~'(x) es constante y se
conoce como el Grado del Cubrimiento.

» Si f:Y — X es un cubrimiento, el grupo Aut(f : Y — X)
actia sobre f~(x) mediante goy = g(y).

= Dicha accion es libre puntos fijos, es decir, todo automorfismo
g # id no posee ningun punto fijo.

Para obtener el grupo fundamental, necesitamos un tipo especial
de cubrimiento. No todos los espacios topoldgicos lo poseen pero si una
mayoria aceptable, como las variedades topologicas y analiticas.

DEFINICION 57. Un espacio topoldgico arco-conexo X es Simple-
mente Conexo si dados dos lazos con los mismos puntos iniciales y
finales, estas siempre serdn homotdpicas.

St X es un espacio topoldgico, un Cubrimiento Universal es un
cubrimiento f : X — X con X simplemente conexo.

OBSERVACION 43. » Bajo ciertas condiciones especiales (|15,
pag. 142]), un espacio topoldgico posee siempre un cubrimiento
universal.

= Dos caminos en un espacto topologico son equivalentes en un
espacio topologico st y solo si la curva que resulta de recorrer
el primero y después el sequndo en sentido inverso, el cual es
un lazo, es homotopica al lazo constante. De esto, el grupo fun-
damental, obtenido usando clases de homotopia de curvas, es
trivial si y solo si el espacio topologico en cuestion es simple-
mente conexo.

= Fl cubrimiento universal de un espacio topologico X tiene la
propiedad universal de que todo cubrimiento Y — X es cubier-
to a su vez por el cubrimiento universal, o sea, existe un cu-
brimiento g : X — 'Y de modo tal que el cubrimiento universal
factoriza a través de Y.

Una vez que se tiene el cubrimiento universal, el comportamiento
de los cubrimientos se simplifica.

TEOREMA 17. Sea X un espacio topoldgico arcoconexo que admite
un cubrimiento universal X. Entonces:
1. Dado g € X, se tiene que G = m (X, x0) = Aut(f : X — X).
2. A todo subgrupo H < m(X, o) le corresponde un cubrimien-
to Yy. Ademas, las clases de isomorfismo del cubrimiento Yy
corresponden a los subgrupos en la clase de conjugacion de H.
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3. 8t H C K entonces existe un homomorfismo de cubrimientos
Yy — Yk que es de hecho un cubrimiento, donde Yy e Yk son
los cubrimientos que corresponden a H y a K resp. .

4. §i'Y es un cubrimiento que corresponde al grupo H, entonces
Aut(Y — X) = N(H)/H donde N(H) es el subgrupo normali-
zador de H en G.

5. En particular si H es normal en G, e Y es el cubrimiento que
le corresponde se tiene que Aut(Y — X) = G/H.

6. Los cubrimientos cuyo subgrupo correspondiente es normal, se
caracterizan por tener una accion transitiva de Aut(Y — X)
en cualquier fibra sobre puntos x € X. De esto, el grado de un
cubrimiento Galois serd la cardinalidad del grupo de automor-
fismos.

Los cubrimientos que corresponden a subgrupos normales se llaman
Cubrimientos Regulares o Galois en analogia con las extensiones
Galois en de cuerpos. Son especiales en el sentido a que dominan a
todos los cubrimientos de un espacio topoldgico. Para explicar de que
forma los dominan, debemos definir primero.

DEFINICION 58. Sea Y un espacio topoldgico y G un grupo de ho-
meomorfismos de Y que actian sobre este espacio. Decimos que la ac-
cion es Proptamente Discontinua st para todo punto x, existe una
vecindad abierta U tal que los abiertos gU = {gou : u € U} son
disjuntos para todo g € G.

OBSERVACION 44. El grupo de automorfismos de un cubrimiento
Galois es un grupo que actiua de forma propiamente discontinua.

PROPOSICION 27. Sea Y un espacio topoldgico arco-conezo y que
posee cubrimiento universal, y G un grupo de homeomorfismos que
actua de forma propiamente discontinua sobre Y. Entonces, la pro-

yeccion al cociente :Y — Y /G es un cubrimiento topoldgico Galois
yG=Aut(r: Y = Y/G).

Con esto, tenemos:

TEOREMA 18. Sea X un espacio topoldgico arco-conero que posee
un cubrimiento universal X, entonces:
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n Para todo cubrimiento Y — X existe un cubrimiento Galois
7 — X con
VA

.

Y

/

X

Ademas, si H es el subgrupo que corresponde al cubrimiento
Y — X, el cubrimiento Galois Z — X corresponde al grupo
ﬂgem(x) gHg™' y es el cubrimiento “mds prézimo” a'Y en el
sentido de que no hay cubrimientos Galois intermedios.

s SiY — X es un cubrimiento Galois, todo cubrimiento interme-
dio Z — X es de la formaY — Y/H donde H es un subgrupo
de Aut(Y — X)), en particular todos los cubrimientos Y — Z
son Galois y ademds X =2 Y/ Aut(Y — X).

= Bajo las hipotesis de la parte anterior, si H C K entonces se
tiene un cubrimiento Y/H — Y /K y un morfismo de subcubri-
mientos Zy — Zy corresponden a dos subgrupos de Aut(Y —
X), Hy y Hy resp. con Hy C Hj.

El contenido de los dos teoremas que enunciamos antes se puede
resumir en los siguientes diagramas: Primero para la correspondencia
entre cubrimientos y subgrupos

X {1}
| /H\
Zl—E>Zg—%>Z3--- H, Hy = g, Hyg;" H3 = goHyg5" -+
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Y para la correspondencia entre automorfismos cuando se tiene un
cubrimiento Galois

Y G = Aut(Y — X)
7 G/H

Z G/K (H C K)
X {1}

Ahora que hemos expuesto al grupo fundamental desde el punto de
vista de los automorfismos de un cubrimiento, adelantaremos que ca-
racteristicas son similares en el grupo fundamental étale. De partida,
la definicién de cubrimiento universal es imposible de trasladar a un
contexto algebraico pues su definicion esta puramente asociada a lazos,
y ademas estaremos interesados sélo en cubrimientos finitos, es decir,
cuyas fibras tengan finitos puntos.

Una objecion a lo anterior seria que atin es posible considerar un cu-
brimiento universal por la propiedad de que domina a cualquier cubri-
miento, el problema con ello es que si quisiéramos que este cubrimiento
universal coincida con los cubrimientos universales en el caso analitico,
tendriamos que este cubrimiento no seria en general algebraico, como
en el caso de superficies de Riemann de género mayor que 2, las cua-
les tienen al disco unitario como cubrimiento universal, el cual no es
de tipo algebraico. Ademas, dicha propiedad haria que el cubrimiento
universal no tuviera fibras finitas, lo cual se sale de los cubrimientos
que vamos a considerar.

Para reparar la falta de cubrimiento universal, nuestro grupo funda-
mental étale estard armado a partir de los cubrimientos Galois finitos de
un esquema, que dominaran a los cubrimientos de un esquema de una
forma andaloga al caso topolégico. Nuestra definicién de Galois serd si-
milar al caso topoldgico pues pediremos una accion transitiva al grupo
de automorfismos del cubrimiento, sobre un tipo especial de fibra.

Como los cubrimientos Galois seran ademas finitos, los grupos de
automorfismos seran todos finitos, y el grupo de automorfismos del
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cubrimiento universal serd reemplazado por el limite inverso de los
grupos de automorfismos de los cubrimientos Galois, por lo que el grupo
fundamental étale sera profinito.

2.2. Morfismos Etales

En el camino a definir el grupo fundamental étale debemos definir
lo que entenderemos como cubrimientos para esquemas, este sera el
objetivo de esta seccion.

El concepto de morfismo “étale” requiere dos ingredientes importantes,
los morfismos planos y los no ramificados. Partiremos con el primero.

DEFINICION 59. Sea f : A — B un morfismo de anillos, el cudl
le da a B una estructura de A-modulo, diremos que f es Plano si el
funtor M — M ®4 B es exacto, es decir, si

0— M, — My — M;—0
Es una sucesion exacta de A-mdodulos, entonces
0—>M1®AB—>M2®AB—>M3®AB—>O

es también exacta.

OBSERVACION 45. s Bl funtor de la definicion anterior siem-
pre es exacto por la derecha, o sea, en general el primer cero no
aparece en la sucesion exacta al tomar productos tensoriales.

» Si f: A— B es plano, para todo ideal I de A se tiene que el
morfismo I @4 B — A®y B = B es inyectivo, la afirmacion
conversa también es cierta.

PROPOSICION 28. Un morfismo de anillos f : A — B es plano si
para todo ideal I de A, el morfismo a®@b— f(a)b de [ ®4 B — B es

mnyectivo.
DEMOSTRACION. Ver [18, Ch. I, Prop. 2.1]. O

Ademas del criterio anterior para probar que un morfismo es plano,
los morfismos planos se comportan bien con las localizaciones.

PROPOSICION 29. Sea f : A — B un morfismo de anillos. Enton-
ces:

s Para subconjuntos multiplicativos S C A y T C B tales que
f(S)C T, si f es plano, entonces f': ST'A — T7'B es tam-
bién plano.

= Si para todo ideal maximal n C B, el morfismo entre localiza-
ciones f, 1 Ap-1,) — By es plano, entonces f es plano.

DEMOSTRACION. Ver [18, Ch. I, Prop. 2.2]. O
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DEFINICION 60. Un morfismo de esquemas f : Y — X es Plano
st para todo y € Y, el morfismo inducido entre tallos Ox fy — Oy,
es plano.

Equivalentemente, f es plano si para todo par de abiertos afines U CY
yV C X con f(U) CV, el morfismo inducido Ox (V) — Oy (U) es

plano.

Listaremos a continuacién las propiedades basicas de los morfismos
planos.

PROPOSICION 30. a) Las inmersiones abiertas son planas.

b) La composicion de morfismos planos es plana.

c) El cambio de base de un morfismo plano es plano.

d) Si f: X =Y es plano y localmente de tipo finito, entonces f
es abierta (lleva abiertos en abiertos).

DEMOSTRACION. Ver [18, Ch. I, Prop. 2.4] para las 3 primeras. La
cuarta aparece en [18, Ch. I, Teo. 2.12]. O

EJEMPLO 10. Sea A un anillo y consideremos
"= Spec A[xy, 9, -+, xy).
Una Hipersuperficie corresponde al esquema
H = Spec A[z1,x9,- -+ ,x,]/(P)

donde P es un polinomio no nulo. El morfismo natural H — Spec A
que corresponde a incluir A en el cociente, es plano, si y solo si para
todo ideal maximal m C A, se tiene que

A[xh'r% T ,:L'n]/(P) ®a k(m) 7é AZ(m)v

sty solo si el ideal de A generado por los coeficientes de P es todo A
(en el caso de que Spec A sea conezo).

Notar que el tensor anterior corresponde a una fibra sobre un punto ce-
rrado de A, ademds es isomorfo a Speck(y)[x1,zo, -+ ,x,]/(P)] donde
P es el polinomio P con los coeficientes proyectados al cuerpo residual,
este anillo tiene dimension n — 1 a menos que todos los coeficientes de
P hayan estado en el ideal m, en cuyo caso tendrd dimension n y la
fibra serd isomorfa a AZ(m)’ por lo que si el morfismo es plano, todas
las fibras sobre puntos cerrados tendrdn la misma dimension. Como
ejemplos especificos, podemos notar que la proyeccion en la variable t
de la curva yt —1 = 0 en A} es plana para cualquier cuerpo k, notar
que el anillo k[t,y]/(yt — 1) es la localizacion k[t]q) la cual es plana
sobre k[t], ya que las localizaciones son planas.

Por otro lado, k[t,y]/(ty —t) no es plano sobre k[t] pues la fibra en 0
del morfismo inducido es isomorfa a kly], es decir a un Aj..
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En el caso de variedades suaves, la propiedad de que todas las fibras
poseen la misma dimension para morfismos planos se enuncia asi:

PROPOSICION 31. Sea f : X — Y un morfismo plano de esque-
mas de tipo finito sobre un cuerpo k con Y irreducible. Entonces, las
siguientes son equivalentes:

s Cada componente irreducible de X tiene dimension n + dimY
para cierto n > 0.

= Para todo punto y € Y cerrado o no, cada componente de la
fibra X, tiene dimension n.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. III, Cor. 9.6]. O

Para finalizar con los morfismos planos, la siguiente proposicién
muestra el comportamiento de morfismos f : Y — X planos y finitos,
en términos de Ox y f.Oy.

DEFINICION 61 (Def. 5.2.1 de [30]). Un morfismo finito de esque-
mas f : X — Y es Localmente Libre si f.Ox es un Oy-mddulo
libre. El Rango de f es el rango del haz f,Ox.

EiempPLO 11. Sea f : X — Speck un morfismo finito de esquemas
cualquiera. Entonces [ es localmente libre pues por la definicion de un
morfismo finito, tenemos en primer lugar que X es afin, y corresponde
al espectro de un k-maodulo finitamente generado, es decir, X es el es-
pectro de un espacio vectorial de dimension finita, o sea, X = Speck™
y de esto se tiene claramente que f es localmente libre.

Por otro lado, si consideramos el morfismo de esquemas Spec k[z] —
Speck, este no es localmente libre pues k[z] no es un k-espacio vectorial
de dimension finita, mds aun, este morfismo no es finito.

PROPOSICION 32. Sea M un A-mddulo finitamente generado. En-
tonces son equivalentes:

(a) M es plano sobre A.

(b) La localizacion M, es un A,,-mddulo libre para todo ideal ma-
zimal m de A.

(¢) M es un haz localmente libre sobre Spec A.

(d) dimpp) (M ®4 k(p)) es la misma para todos los ideales primos
p de A.

OBSERVACION 46. Sea f : X — 'Y finito. De acuerdo a la proposi-
cion anterior, un morfismo es plano st y solo si es localmente libre.
Luego, un morfismo localmente libre es plano y finito.
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Lo segundo que necesitamos para definir morfismos étales es el con-
cepto de morfismo no ramificado.

DEFINICION 62. Sea f : Y — X wun morfismo localmente de ti-
po finito. Diremos que f es No Ramificado si para todo y € Y y
x = f(y), se tiene que Oy, /m,Oy,, es una extension de cuerpos fini-
ta y separable de k(z) = Ox,/m,Ox ., notar que siempre se tiene un
morfismo entre tallos f# : Ox, — Oy, el cual satisface f#(m,) C m,,
por lo que podemos considerar el ideal generado por m, en Oy, el cual
es sencillamente m,Qy,, y pasando al cociente tenemos un morfismo

OX@/TI’LJ;OXJ; — Oxy/mJ;Oy’y.

OBSERVACION 47. s Fn términos de anillos, un morfismo f :
A — B es no ramificado si para todo ideal primo q de B, se
tiene que p = f~1(q) genera el ideal mazimal del anillo local
B, y k(q) = B,/qB, es una extension finita y separable de
k(p) = A,/pA,. Claramente dicha definicion es equivalente a
que el morfismo inducido para esquemas Spec B — Spec A sea
no ramificado.

» Para curvas y puntos cerrados, la definicion de no ramificado,
significa que el generador t, del ideal mazimal de un punto p
genera al ideal mazimal de ¢ € f~(p), por lo que tendrd va-
luacion discreta iqual a 1, luego la definicion de no ramificado
coincide con la de Superficies de Riemann: El pullback de cual-
quier punto (como divisor) sdlo tiene coeficientes 1, luego no
hay ramificacion.

Vamos ahora a enunciar equivalencias para morfismos no ramifi-
cados, para ello necesitaremos dos conceptos, el segundo sera usado
bastante cuando hablemos de grupo fundamental y morfismos étales:

DEFINICION 63. Sea k un cuerpo y K su clausura algebraica. Una
k-dlgebra A es Separable o Etale sobre k si la K-dlgebra A =
A® K tiene ideal de Jacobson 0. El ideal de Jacobson de un anillo es
la interseccion de todos sus ideales mazimales.

PROPOSICION 33. Sea A una k-dlgebra finitamente generada como
k-modulo y K = k. Son equivalentes:

(a) A es una k-dlgebra separable.

(b) A es isomorfo a un producto finito de copias de K.

(¢) A es isomorfa a un producto finito de extensiones separables y
finitas de k.

(d) Independiente de la base escogida para A, el discriminante es no
nulo. Bl discriminante de la funcion lineal A™ — A™ que resulta
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de tomar para n = dimy A elementos x1,xo, -+ , T, la matriz
(a; ;) cuyas entradas son las trazas T(x;, x;), donde, para x € A
fijo, la traza T'(x,-) corresponde a la traza de la funcion k-lineal
A — A dada por y — xy.

PROPOSICION 34. Ver [18, Ch. I, Prop. 3.1].

DEFINICION 64. Sea f :Y — X un morfismo de esquemas. Dado
r € X, definimos la Fibra Geométrica sobre x como el producto
fibrado Y X x Spec ) donde €2 es una extension algebraicamente cerrada
de k(x), y el morfismo a la sequnda coordenada corresponde al morfismo
SpecQ) — X que tiene como imagen a x. (Notar que esto es equivalente
a que Q es una extension de k(z)).

PROPOSICION 35. Sea f:Y — X un morfismo localmente de tipo
finito. Entonces son equivalentes:

(a) f no es ramificado.

(b) Para todo x € X, la proyeccion de la fibra Y, — k(x) es no
ramificada.

(c) Todas las fibras geométricas son no ramificadas. En el sentido
de la equivalencia de arriba.

(d) Para todo x € X, la fibra Y, tiene un cubrimiento abierto por
espectros de k(x)-dlgebras separables.

(e) Para todo x € X, la fibra Y, es una union disjunta ][ Speck;,
donde cada k; es una extension finita y separable de k(x).

(f) f es no ramificado.

(g) El haz Qy/x es 0.

(h) El morfismo diagonal A :'Y — Y Xx Y es una inmersion
abierta.

Si f es de tipo finito, podemos agregar en (d) que Y, es de hecho el
espectro de una k(x)-dlgebra separable y finitamente generada. En (e)
podemos agregar ademds que la union disjunta es finita.

DEMOSTRACION. Ver [18, Ch. I, Prop. 3.2] para las 5 primeras y
(18, Ch. I, Prop. 3.5] para las tres ultimas. O

EJEMPLO 12. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica positiva p. Consideremos en A3 la curva

C={y"—y+ flx)=0}
donde f € k[z].

Entonces, la proyeccién a la variable x, C — AL es un morfis-
mo no ramificado. En efecto, este morfismo corresponde al morfis-
mo de anillos klx] — A = kl[z,y|/(y* —y + f(x)), luego el mddulo
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Qa/k esta generado por dx y dy, pero de = 0 y d(y* —y + f(z)) =
pyPtdy — dy + f'(z)dx = —dy, y como este diferencial es 0, tenemos
que dy = 0, luego, Q4 k) = 0 y entonces el morfismo es no ramificado.

Por otro lado, si k es cualquier cuerpo y consideramos k(s| — k[t] el
morfismo que envia s en t2, entonces este morfismo si es ramificado ya
que k(s no es 0 ya que se tiene ds # 0. Sin embargo este diferencial
satisface 2sds = 0 pues d(s*) = 0. La ramificacion claramente estd en

0, debido a que el morfismo de anillos corresponde a elevar al cuadrado
en A}

Con esto tenemos suficiente para definir morfismos étales.

DEFINICION 65. Un morfismo localmente de tipo finito f: X —Y
es Ftale si es plano y no ramificado. Si ademds es finito es Etale
Finato, y si es étale finito y sobre es un Cubrimiento FEtale.

Antes de dar ejemplos de morfismos étales, vamos a enunciar pro-
piedades basicas de estos.

PROPOSICION 36. (a) Las inmersiones abiertas son étales.

(b) La composicion de morfismos étales es también étale.

(c) El cambio de base de un morfismo étale es étale.

Ademds, en el caso de tener morfismos étales finitos o cubrimientos
€tales, dichas proposiciones se mantienen vdlidas.

DEMOSTRACION. Ver [18, Ch. I, Prop. 3.3]. O

EJEMPLO 13. » 51 X es cualquier esquema, este siempre po-
see cubrimientos étales. Basta tomar la union disjunta Y =
[1 X de finitas copias de X y considerar el morfismo Y — X
que es la identidad en cada copia de X . Dichos cubrimientos se
llaman Cubrimientos Triviales.

» Sik esun cuerpo y P € klx| es un polinomio irreducible monico,
entonces k[x]/(P) es un cuerpo y es una extension de k. Si P
es separable, o sea, no posee raices multiples en alguna clausura
algebraica de k, entonces la extension es separable. Esto nos
dice que el morfismo Speck[z]/(P) — Speck es étale.

» Si A es un anillo, decimos que un polinomio monico P € Alx]
es Separable si (P, P') = k[x], lo cual es equivalente a que P’
es una unidad en klx]/(P), ademds se puede probar que P es
separable si y sdlo si su imagen en k(p)[x] es separable para todo
ideal primo p de A.

De esto, si B = Alz]|/(P) y consideramos el morfismo A — B,
como B es un A-mddulo libre de rango igual al grado de P,
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tenemos que es plano sobre A y serd no ramificado si y solo si
B®ak(p) = k(p)[x]/(P) es no ramificado para todo ideal primo
p de A, donde P es la imagen de P en k(p)[z]. Esto nos dice
que B serd étale sobre A si y sdlo si P’ es una unidad en B, si
y sélo si su imagen en cada k(p)[z]/(P) es una unidad en cada
anillo correspondiente.

Generalizando lo anterior, si B = Alxy, -+ ,x,)/ (P, -+, P),
donde cada polinomio P; es monico, B serd étale sobre A si y

sélo si el determinante de la matriz con entradas 22 es una

ox;
unidad en B.

PROPOSICION 37. Consideremos los morfismos f : X — S, g :
Y — X. Si fog es étale y f es no ramificado, entonces g es étale.

DEMOSTRACION. Ver [18, Ch. I, Cor. 3.6]. O

De aqui en adelante, nos preocuparemos sélo de los morfismos étales
finitos, partiremos con equivalencias de dicho concepto.

PROPOSICION 38. Sea f:Y — X un morfismo finito. Son equiva-

lentes:

1
2
3

f es étale finito.

f es no ramificado y localmente libre.

f es plano y el morfismo diagonal Y — Y Xx Y es una inmer-
sion abierta y cerrada.

. [ es plano (o localmente libre) y el haz de diferenciales relativos

Qy/X es 0.

. [ es plano (o localmente libre) y para todo x en la imagen de f,

se tiene que la fibra Y, es el espectro de una k(x)-dlgebra étale.

. [ es plano (o localmente libre) y para todo x en la imagen de

f, se tiene que la fibra Y, es una union disjunta de espectros de
extensiones finitas y separables de k(zx).

f es plano (o localmente libre) y para todo x en la imagen
de f, se tiene que la fibra geométrica Y X x m es isomorfa
Speck(z) .

. [ es plano (o localmente libre) y para todo x en la imagen de

f, se tiene que la fibra geométrica Y X x k(x) es isomorfa a una
union disjunta finita de esquemas afines Speck(x).

DEMOSTRACION. De la parte (c¢) de la Proposicién 32, se deduce
que plano es equivalente a localmente libre para morfismos finitos, lue-
go 1 & 2. De esto también, tenemos que las proposiciones de la 4 a la
8 son equivalentes entre si y a la proposicién 1 pues no son mas que
morfismos planos mas alguna equivalencia la Proposicion 35.
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Por 1ltimo, todo morfismo finito es propio (parte (g) de la Proposi-
cién 9), en particular es separado y entonces el morfismo diagonal es
inmersion cerrada, ademdas es inmersion abierta porque f es no ramifi-
cado, y como la tltima afirmacién es reversible por la Proposicién 35,
tenemos que 1 es equivalente a 3. U

2.2.1. Cubrimientos Etales. El proposito de esta seccion es
exponer las propiedades méas importantes de los cubrimientos étales.
Notar que segtn la parte 8 de la ultima proposicién, la fibra geométri-
ca de un morfismo étale es una unién disjunta de finitos puntos, y
cada punto posee el mismo cuerpo residual, esto motiva la siguiente
definicion.

DEFINICION 66. Sea f : Y — X un morfismo de esquemas. Un
Punto Geométrico es un morfismo T : Spec{)l — X donde €2 es una
extension algebraicamente cerrada de k(x) para un punto cualquiera
x € X. Para un punto geométrico T, denotaremos a la fibra geométrica
asociada como Yz =Y X x Spec§l.

OBSERVACION 48. Notar que cada punto geométrico estd marcado
sobre un punto de X, ya que SpecS) posee un solo punto, por lo que
en el futuro si x es algun punto del esquema X, denotaremos por T al
punto geométrico que tiene por imagen a x.

os morfismos étales son bastante restrictivos, no cualquier esquema
L fi tal bastante restrictivos, ]

Y podria ser un cubrimiento étale de X cuando este esquema es normal
o regular, por ejemplo. Esto es porque si X posee ciertas propiedades,
entonces Y “heredard” dichas propiedades.

PROPOSICION 39. Sea f: Y — X un cubrimiento étale. Entonces,

s 51 X es normal, entonces también Y .

s 50 X es reqular, entonces también Y .

= 51 X es normal y localmente Noetheriano, también lo serd Y .
» Para todo y € Y, se tiene que dim Oy, = dim Ox ().

Si X es reducido, entonces también Y

DEMOSTRACION. Las tres primeras proposiciones se prueban en
(30, Ch. 5, Prop. 5.2.12], la penultima en [18, Ch. I, Prop. 3.17 (a)] y
la dltima en [30, Ch. 5, Prop. 5.2.12]. O

Sigamos con mas propiedades:

PROPOSICION 40. Sea f : Y — X wun cubrimiento étale, y sea
s: X — Y una Seccion, esto es, un morfismo tal que f o s = idx.
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Entonces, s induce un isomorfismo de X con un subconjunto abier-
to y cerrado de Y. En particular, st X es conexo, entonces s es un
isomorfismo entre X y una componente conexa de Y .

DEMOSTRACION. Ver [30, Ch. 5, Prop. 5.3.1]. O

Esta proposicién permite probar una propiedad para cubrimientos
étales que es andloga a una de cubrimientos topologicos: Seap : Y — X
q : Z — X dos cubrimientos topolégicos y ¢; : Y — Z (i = 1,2) son
dos morfismos de cubrimiento tales que existe y € Y con p(¢;(y)) =
p(¢2(y)), entonces @1 = ¢y.

Primero definamos morfismos de cubrimientos étales.

DEFINICION 67. Sean f:Y — X y g : Z — X dos cubrimientos
étales de X. Un Morfismo de Cubrimientos es un morfismo de
esquemas h :'Y — Z tal que f = g o h, un morfismo es Isomorfis-
mo de Cubrimientos si posee una inversa. Un Automorfismo de
Cubrimziento es un isomorfismo ¢ : Y — 'Y tal que f = f o ¢.

OBSERVACION 49. Si f:Y — X yg: Z — X son dos cubrimientos
étales de X, y existe un morfismo de cubrimientos h : Z — 'Y, siempre
se tiene que Z es cubrimiento étale de' Y por [30, Ch. 5, Lemma 5.3.2].

PROPOSICION 41. Sea Y — X un cubrimiento étale con'Y conezxo,
y sean ¢1,¢0o Y — Z dos morfismos de cubrimiento. Si existe un
punto geométrico Yy para algun y € Y tal que ¢1 0y = @2 07y, entonces

¢1 = ¢a.
DEMOSTRACION. Ver [30, Ch. 5, Prop. 5.3.3]. O

DEFINICION 68. Sea f : Y — X un cubrimiento étale, el Grupo

de Automorfismos del Cubrimiento serd el grupo Aut(Y|X) =
{6:Y =Y : ¢ es Automorfismo de Cubrimiento}.

OBSERVACION 50. Si ¢ : Y — Y es un automorfismo de cubri-
miento, entonces para cualquier punto geométrico T : Spec) — X, el
cambio de base de ¢, ¢' 'Y xx SpecQ) — Y induce un isomorfismo
entre las fibras geométricas Y X x Spec€) — Y x x SpecQ) (tomando el
morfismo ¢ X ps donde py es la sequnda proyeccion del producto), por
lo que Aut(Y|X) actia sobre la fibra geométrica Y X x SpecQ a través
de dichos morfismos.

Por convencién, la accion de Aut(Y|X) sera siempre por la izquier-

da.
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La siguiente proposicién nos dice que la accién del grupo de auto-
morfismos sobre una fibra geométrica actia del mismo modo que en el
caso topolégico.

PROPOSICION 42. Si f : Y — X es un cubrimiento étale con X
conerxo, entonces los elementos no triviales de Aut(Y|X) actian sin
puntos fijos sobre las fibras geométricas. Luego, el grupo Aut(Y|X) es
finito.

DEMOSTRACION. Ver [30, Ch. 5, Cor. 5.3.4]. O

En el caso topoldgico, los cubrimientos con accién transitiva sobre
las fibras los llamamos Galois, ahora podemos definir el mismo concepto
para cubrimientos étales.

DEFINICION 69. Un cubrimiento étale conexo f:Y — X es Ga-
lois si la accion Aut(Y|X) sobre las fibras geométricas es transitiva.

Los cubrimientos topolégicos Galois se caracterizan por dominar a
los demds cubrimientos y regularizar a sus cubrimientos subordinados,
en el sentido que todos ellos son cocientes por subgrupos de su gru-
po de automorfismos. Lo mismo sucede para cubrimientos étales, pero
necesitamos primero definir una nocién de esquema “Cociente”.

DEFINICION 70. Sea f : X — Y un morfismo de esquemas. Dire-
mos que f es Afin si para todo abierto afin U CY, f~H(U) es también
afin.

Sea ¢ 'Y — X un morfismo afin y sobreyectivo de esquemas,
podemos definir un grupo de automorfismos Aut(Y|X) de la misma
forma en que lo definimos antes para cubrimientos étales. Dado G C
Aut(Y'X), definiremos el Cociente de Y por G como el espacio ani-
llado G\Y junto a una proyeccion w:Y — G\Y como sigue:

El espacio topolégico de G\Y serd el cociente Y/G y la funcion m la
proyeccion natural. El haz estructural sera el subhaz de m,Ox , denotado
por (m.0x)¢ de elementos G-invariantes, es decir, cada g € G induce
un automorfismos del haz estructural oy : Ox — Ox el cudl induce a
su vez un automorfismo o, de m.Ox, en cada abierto V.C G\Y los
elementos G-invariantes, son los elementos de a € m,.Ox (V') tales que

/

o,(a) = a para todo g € G.

La definicién anterior da un espacio anillado, pero no un esquema
a priori. Sin embargo,
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PROPOSICION 43. El espacio anillado G\Y es un esquema, el mor-
fismo 7w es afin y sobre, y el morfismo f 'Y — X factoriza como
f = ¢om para cierto morfismo afin ¢ : G\Y — X.

DEMOSTRACION. Ver [30, Ch. 5, Prop. 5.3.6]. O

De forma analoga al caso topoldgico, los cocientes son cubrimientos
étales.

PROPOSICION 44. Sea f : Y — X un cubrimiento étale conexo y
G C Aut(Y|X). Entonces m : Y — G\Y y ¢ : G\Y — X son ambos
cubrimientos étales.

DEMOSTRACION. Ver [30, Ch. 5, Prop. 5.3.7]. O

Las siguientes dos proposiciones son andlogas al caso topoldgicos,
en lo que respecta al comportamiento de los cubrimientos Galois.

PROPOSICION 45. Sea f :Y — X un cubrimiento étale Galois. Si
¢ Z — X es un cubrimiento intermedio, entonces Y es un cubri-

miento étale Galois de Z y ademds Z es isomorfo a G\Y para cierto
G C Aul(Y|X).

Luego, existe una correspondencia entre subgrupos de Aut(Y'|X) y
cubrimientos intermedios de f 1Y — X.

Ademds, el cubrimiento ¢ es Galois si y solo el subgrupo G que le
corresponde es normal y en tal caso el grupo de automorfismos es el

cociente Aut(Y'|X)/G.
DEMOSTRACION. Ver [30, Ch. 5, Prop. 5.3.8]. O

PROPOSICION 46. Sea ¢ : Z — X un cubrimiento étale conezo.
Entonces existe Y y un morfismo m : Y — Z tal que ¢ o es un
cubrimiento étale Galois, ademds, todo cubrimiento étale Galois que
domine a Z dominard a 'Y, luego Y es una suerte de cubrimiento Galois
“minimal”.

DEMOSTRACION. Ver [30, Ch. 5, Prop. 5.3.9]. O

Expuestas ya las propiedades de los cubrimientos Galois, procede-
remos a definir el grupo fundamental étale de un esquema.

2.3. Grupo Fundamental Etale

Ahora podemos definir el grupo fundamental étale. Nos basaremos
para esta seccién en [30, Ch. 5, Sec. 5.4] como referencia para el lector,
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también este puede consultar [17]. Esta seccién ademads, utiliza con-
ceptos bésicos de categorias, expuestos en [30, Secc. 1.4].

La primera definicién que daremos no esta directamente relaciona-
da con los cubrimientos Galois, por lo que necesitaremos un par de
teoremas primero para definirlo usando dichos cubrimientos.

DEFINICION 71. Sea X un esquema, definimos la cateqoria Fetx

como la categoria de los cubrimientos étales con los morfismos de cu-
brimiento.
Sea T : SpecQ — X (con Q = Q un punto geométrico fijo de X, a cada
cubrimiento Y de X podemos asignarle su fibra geométrica respectiva
Yz, pero mds aun, si g 1Y — Z es un morfismo de cubrimientos, la
composicion g opy mas la proyeccion a la seqgunda coordenada ps da un
morfismo g’ Y Xx SpecQ) — Z xx Spec). Esto se puede apreciar en
el siguiente diagrama:

Y X x Spec()

7 X x Spec)

/\

\ Spec )
X /

Luego, si a cada cubrimiento Y le asignamos el conjunto subyacente de
su fibra geométrica sobre T, y denotamos a este conjunto como Fibz(Y),
la asignacion Y — Fibz(Y') por lo discutido antes serd un funtor

Fibs : Fetx — Conjuntos

dicho funtor se llama Funtor de Fibra en el Punto Geométrico

x.

Con el funtor de fibra definido, definiremos el grupo fundamental en
términos de “automorfismos de funtor” el cual definiremos a continua-
cién. La gracia de dichos automorfismos es que codifican globalmente
los automorfismos de todos los cubrimientos de un esquema X, co-
sa que harian los automorfismos del cubrimiento universal en el caso
topoldgico.
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DEFINICION 72. Sean F,G : C — D dos funtores, y asumamos por
el momento que son covariantes. Una Transformacion Natural n
es una asignacion X — nx donde nx : F(X) — G(X) es un morfismo
en la categoria D, tal que st X — Y es un morfismo en la categoria C,
entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo

F(X) —F(Y)

nxt lny

G(X) —=G(Y)

Si los funtores son ambos contravariantes, las flechas horizonta-
les deben cambiarse de sentido en el diagrama anterior. Las transfor-
maciones naturales se denotan por n : F = G. Las transformacio-
nes naturales se pueden componer en el sentido de que la composicion
Qonden: F =Gyl :G = H asigna a cada X el morfismo
Ox onx : F(X) — H(X). (0 al revés en el caso de funtores contrava-
riantes).

Si m es una transformacion natural que posee inversa, diremos que
es un Isomorfismo Funtorial.

Si F' es un funtor, un Automorfismo de F es una transforma-
cion natural ¢ : F' = F que posee inversa.

La composicion de automorfismos le da estructura de grupo al con-
gunto Aut(F') de todos los automorfismos de F.

OBSERVACION 51. Si F : C — D es un funtor, todo automorfismo
de F, ¢, induce por definicion un automorfismo F(X) — F(X) para
todo X € C. Si la categoria D es de conjuntos, dichos automorfismos
inducen una accion (izquierda) de Aut(F) en cada F(X).

De esto, como cada elemento de la imagen del funtor posee una ac-
cion, la imagen ya no serdn conjuntos sino que conjuntos con accion de
un grupo por la izquierda, los cuales se llaman G-Conguntos Izquier-
dos, dichos conjuntos conforman una categoria con los G-Morfismos,
un G-morfismo f : X — Y entre G-conjuntos izquierdos es una fun-
cion entre conjuntos tal que g- f(x) = f(g-x) para todox € X yg € G,
es decir, es una funcion que preserva la accion.

Como los automorfismos que actian sobre la imagen del funtor F
vienen de transformaciones naturales, se tiene que el funtor F' es un
funtor de la categoria C a una categoria de Aut(F')-conjuntos izquierdos,
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el diagrama conmutativo de la definicion anterior prueba que morfismos
X =Y enC inducen G-morfismos F(X) — F(Y).

Ahora podemos definir el grupo fundamental étale.

DEFINICION 73. Sea X un esquema y T : SpecQ) — X un punto
geométrico. Definimos el Grupo Fundamental Etale de X en el

Punto T como el grupo m1(X,Z)% de automorfismos del funtor de fibra
Fibg.

OBSERVACION 52. Por lo discutido en la observacidn anterior, el
funtor de fibra tiene sus imdgenes en los m (X, T)%-conjuntos izquier-
dos.

EJEMPLO 14. St X = Speck donde k es un cuerpo, un cubrimien-
to étale corresponde a un morfismo Y = SpecL. — Speck donde L es
una k-dlgebra separable. Si escogemos un punto geométrico T, enton-
ces el funtor de fibra para un cubrimiento conexo entregard el conjunto
subyacente de SpecL ® €1, el cual corresponde a los homomorfismos de
k-dlgebras de L en €.

Notar ademads, que como L es una extension separable, tenemos que
las imagenes de cada inclusion estan dentro de la clausura separable de
k, ks, y el homomorfismo definido por T corresponde a escoger una in-
clusion de k en kg, luego los elementos de la fibra son homomorfismos
de k-dlgebras a ks. Por lo tanto Fibz(L) = Homg (L, ks) para el caso
de cubrimientos conezos, esto nos dice por [30, Ch. 1, Teo. 1.5.2] que
los automorfismos del funtor de fibra, corresponden a los elementos del
grupo de Galois de ks/k, luego en este caso, el grupo fundamental étale
serd ™ (X, 7)4 = Gal(ky|k).

Notar que el grupo de la derecha es profinito, pues corresponde al
limite inverso de los grupos de Galois de las subextensiones Galois
k — K — kg, los cuales son finitos.

Ademas, notar que el funtor se identifica con el funtor
X — Hom(Specks, X)

el cual es Representable en la categoria de los esquemas X con un
morfismo a Speck, un funtor F' sobre una categoria C, cuyas imdgenes
son conjuntos es representable si existe un elemento C' € C tal que para
todo X se tiene F(X) = Hom(C, X)) ={f:C — X : f es morfismo}.
Sin embargo, esto no quiere decir que el funtor de fibra sea representa-
ble, pues Specks; NO ES un cubrimiento étale de Speck y entonces no
es posible considerarlo pues se sale de la categoria de los cubrimientos
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étales.

Esto es un ejemplo de lo que deciamos antes, ks es una suerte de
cubrimiento universal, el cual no es cubrimiento étale. Sin embargo,
es la union de sus subextensiones Galois finitas, lo cudl es andlogo al
hecho de que en cubrimientos topologicos, los cubrimientos Galois nos
sirven para recuperar toda la informacion acerca de los cubrimientos
de un espacio topologico. En el caso del grupo fundamental, aunque el
funtor no sea representable en general, lo sera tomando limites inver-
sos, construidos a partir de los cubrimientos Galois.

DEFINICION 74. Sea F : C — Conj. un funtor con imdgenes en
la categoria de los conjuntos. Diremos que F' es Pro-Representable
si existe un sistema inverso { Py, ¢ap} en el mismo sentido de la De-
finicion 4 para el caso de grupos (cambiar homomorfismos de grupos
por morfismos en la categoria C) tal que para todo X se tenga que un
1somorfismo funtorial

F(X) = lfm Hom(P, X)

El limite directo de un sistema dirigido (como en la Definicion 3) de
conjuntos, {Sa, bas}, se define como el cociente de la union disjunta de
los conjuntos S, por la relacion de equivalencia s, Sg (So € Sa, Sp €
Sg) siy solo si existe v > a, f tal que sq~(Sa) = Spv(58).

OBSERVACION 53. Si F' es un funtor pro-representable sobre una
categoria C mediante un sistema inverso {P,, ¢as}, para todo o, la
identidad de P, corresponde a un morfismo de Hom(P,, P,), y a su vez
corresponde a una clase en el limite h’_r}n Hom(P,, P,). Como el limite

es F(P,), dicha clase corresponde a un elemento p, € F(P,).
Ademds, ¢ap lleva pg en p, mediante F(¢ap), pues si denotamos para
Xec

SX = Hom(P,, X)

entonces las funciones del sistema dirigido son

Sap(¥) = ¥ 0 Pap, ¥ € Hom(Pa, X)
y si tenemos un morfismo f : X — Y, entonces el morfismo induci-
do F(f) que llevard lim Hom(P,, X) en lim Hom(P,,Y') esta dado por

— —

F(f)([¥]) = [f o @] donde los corchetes denotan clases en los limites
respectivos, y ¥ € Hom(P,, X).
Luego,

F(¢ap)(ps) = [das © idp,] = [das]
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Pero esta ultima clase es igual a [idp,]| pues sfg(idpa) = sgg (Pap)-

Por ende, si consideramos el limite inverso (definido igual que en la

definicion 4) lim F'(P,), entonces la tupla (p,) define un elemento en
<+

dicho limite por lo visto anteriormente, esta tupla permite dar con el
isomorfismo F(X) = lim Hom(P,, X) ya que cada homomorfismo 1 :
—

P, — X cuando es mapeado a F(¢)(pa) da el isomorfismo deseado.

PROPOSICION 47. Sea X un esquema conexo yT un punto geométri-
co. Entonces, el funtor de fibra es pro-representable.

DEMOSTRACION. Sea A el conjunto de indices, consistente en todos
los cubrimientos étale Galois P, — X de X, diremos que P, < Pj si
existe un morfismo de cubrimientos Pg — P,.

Para definir el sistema inverso que necesitamos, vamos a tomar los
mismos cubrimientos Galois P, y necesitamos definir morfismos ¢,3 :
Ps — P,. A priori, no hay una forma canénica y tnica de elegir morfis-
mos cuando P, < Pg, por lo que consideraremos la siguiente eleccion:
Sea p, un elemento arbitrario de la fibra Fibz(P,. Si P3 > P,, como la
accion de Aut(Ps|X) es transitiva y tenemos un morfismo ¢ : P3 — P,,
entonces existe un unico automorfismo A tal que ¢ o A(pg) = pa, luego
podemos definir ¢,p = ¢ o A.

Bajo dicha eleccién, tenemos que { P,, ¢os} €s un sistema inverso, con la
propiedad adicional de tener una tupla (pa)aea tal que Fibz(éas)(ps) =
Po cuando o < 3. Con este sistema inverso, dado Y un cubrimiento de
X, tenemos para cada cubrimiento Galois P, una funcién Hom(P,,Y") —
Fibz(Y") en el caso que este conjunto no sea vacio, definida por

¥ : Py — Y — Fibz(v¥)(pa)

Notar que si no existen morfismos de P, — Y, Hom(FP,,Y) = 0 y este
conjunto no aporta nada al limite directo.

Si 3 > a, tenemos que Fibs( 0 ¢as)(ps) = Fibs(1)(pa), y por ende

podemos inducir una funcién bien definida lim Hom(P,,Y) — Fibz(Y),
H

la cual ademds es una transformacién natural.

Sélo resta entonces definir una inversa para dicha transformacién, sea
Y un cubrimiento conexo (si no lo es analizar cada componente por
separado y tomar uniones disjuntas donde sea necesario), y sea 7 :
P — Y el cubrimiento Galois de Y que se obtiene de la Proposicion 46.
Claramente P es uno de los P,, y como este cubrimiento es Galois, para
cada ¥ € Fibz(Y') existe un unico automorfismo A de P sobre X, tal
que Fibz(m o \) lleva p, en 3. Luego, la asignacién y — [r o A] es la
inversa que buscamos. U
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OBSERVACION 54. Notar que los morfismos ¢op del sistema inverso
anterior, dependen de las elecciones de los p,, sin embargo, fijada una
tupla (pa), €l sistema inverso correspondiente es unico.

COROLARIO 4. Cada automorfismo del funtor de fibra proviene de
un automorfismo del sistema inverso { Py, ¢ap} de la proposicion ante-
Ti0T.

Un automorfismo de {P,, ¢o5} es una coleccién de automorfismos
Ao € Aut(P,|X) los cuales satisfacen ¢ng 0 Ag = Ay © Pagp.

DEMOSTRACION. Un automorfismo de Fibz lleva la tupla (p,) en
otra tupla del mismo tipo (p),). Como cada P, es Galois, existe un au-
tomorfismo A, de P, que lleva p, en p , como los (p,) son compatibles
con los morfismos ¢, tomando funtor de fibra, entonces los automorfis-
mos A, son compatibles entre si y entonces el automorfismo del funtor
esta determinado por los \,, terminando la demostracién. U

DEFINICION 75. Sea G un grupo, definimos el Grupo Opuesto
G como el mismo grupo G con la multiplicacion (z,y) — yx.

COROLARIO 5. Los grupos Aut(P,| X )% forman un sistema inverso,
cuyo limite inverso es isomorfo a m (X, T)%.

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto de indices de la Pro-
posicion 47. Notar que si a < 3, tenemos un morfismo Aut(Ps|X) —
Aut(P,|X), el cual es sobreyectivo pues el segundo grupo de automor-
fismos es un cociente del primero por la Proposicién 45.

Los elementos del limite inverso hzn Aut(P,|X) corresponden a auto-

morfismos del sistema inverso {P,, ¢,3} v por el corolario anterior,
corresponden biyectivamente a automorfismos del funtor de fibra.

Que el isomorfismo sea con el grupo opuesto viene del hecho de que A,
induce un automorfismo de Hom(FP,,Y') mediante ¢ — 1 o A, luego,
el morfismo que corresponde a A\, o A, es ¢ — 1 o X o \,, por lo que
necesitamos invertir la composicién en el grupo de automorfismos para
obtener un homomorfismo de grupos. O

Este corolario nos muestra que el grupo fundamental étale es profi-
nito y corresponde al limite inverso de los automorfismos de los cubri-
mientos Galois, en el caso de esquemas conexos.

El siguiente teorema muestra ademas que el funtor de fibra no sélo
tiene imagenes en (X, Z)% sino que es de hecho una equivalencia de
categorias sobre una subcategoria un poco mas restrictivo.

TEOREMA 19 (Grothendieck). Sea X un esquema conexo y sea T
un punto geométrico. Entonces,
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1. El grupo 7 (X, T)% es profinito y la accién en cada fibra Fibz(Y)
es continua para todo Y € Fetx (a cada fibra le damos la topo-
logia que viene del esquema que le corresponde).

2. El funtor de fibra es una equivalencia de categorias entre la ca-
tegoria Fety vy la categoria de los 7 (X, T)%-conjuntos finitos
con accion continua. Bajo dicha equivalencia, los cubrimien-
tos conexos corresponden a conjuntos con accion transitiva y

los Galois a la accion de multiplicacion izquierda en cocientes
finitos de (X, @)

DEMOSTRACION. Ver [30, Ch. 5, pdg. 169]. O

OBSERVACION 55. Si X es un m(X,T)%-conjunto con accion tran-
sitiva, entonces para cualquier x € X, tenemos que la accion en X es
equivalente a la accion sobre las clases laterales de 7 (X,7)%/U para
cierto subgrupo U = Stab,. Este subgrupo es ademds abierto y de indice
finito, luego también es cerrado (Proposicion 2) y la afirmacion contra-
ria también es obviamente cierta, es decir, la accion de m (X, T)% en
el conjunto de clases laterales de un subgrupo abierto de indice finito
es una accion transitiva.

Antes de pasar a la subseccién siguiente, mencionaremos la propie-
dad del grupo fundamental étale de mantenerse igual si uno cambia el
punto geométrico en esquemas conexos, esto es completamente analogo
al caso topoldgico.

PROPOSICION 48. Sea X un esquema conexo y T, T dos puntos
geométricos de X. Entonces los funtores de fibra correspondientes son
1somorfos.

DEMOSTRACION. Ver [30, Ch.5, Prop. 5.5.1]. O
Con esto es facil probar lo siguiente

COROLARIO 6. St X es un esquema conexo. Para cualquier par de
puntos geométricos T, T se tiene un isomorfismo continuo de grupos
fundamentales étales (X, T) = m (X, 7).

DEMOSTRACION. Si A : Fibz — Fibz es el isomorfismo de funtores,
para todo automorfismo ¢ de Fibz, el homomorfismo ¢ — A1 o ¢ o A
es el isomorfismo deseado. Es continuo ademés, por la construccion de
la proposicién anterior. O

OBSERVACION 56. Notar la analogia con el caso topoldgico, en ese
caso el isomorfismo de grupos es de la forma o — X"t o a o X donde
A es un camino entre los dos puntos base sobre los que se consideran
los grupos fundamentales. Inspirado en esta analogia, al isomorfismo
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de funtores de fibra se le llama Camino o Chemin (chemin es ca-
mino en francés) entre los puntos geométricos, este isomorfismo no es
canonico, pero dos caminos difieren por una conjugacion en los grupos
fundamentales, es decir, por un automorfismo interno.

Notar que los puntos geométricos escogidos pueden estar sobre un
punto cerrado o no de X.

Antes de ir a la otra seccién, hablaremos de que significa que un
esquema conexo X tenga grupo fundamental étale trivial

DEFINICION 76. Sea X un esquema conexo. Diremos que X es
Etale Simplemente Conexo si 7 (X,7)% = 1 para cualquier punto
geométrico .

PROPOSICION 49. Sea X un esquema conexo. Entonces son equi-
valentes:

1. X es étale simplemente conexo.
2. X solo posee cubrimientos triviales.

DEMOSTRACION. Sea X simplemente conexo, basta probar que to-
do cubrimiento étale conexo ¥ — X es trivial. Si Y no fuera un cu-
brimiento étale trivial, entonces existiria un cubrimiento Galois Z —
Y — X por la Proposiciéon 46, cuyo grupo de Galois corresponderia a
un cociente finito de 71 (X,7)% = {1}, luego Aut(Z|X) = {1} y como
la accién de este grupo debe ser transitiva sobre las fibras, se concluye
que las fibras de Z tienen un sélo elemento, luego Z =Y = X lo cuél
contradice el hecho de que Y no es trivial.

Por otro lado, si X posee un cubrimiento no trivial y conexo Y, enton-
ces m(X,T)% posee un subgrupo de indice > 1, que corresponde a la
cantidad de elementos de una fibra geométrica por el Teorema 19. [

2.3.1. Propiedades del Morfismo Inducido. El propdsito de
esta subseccion es mostrar las propiedades basicas de los morfismos
inducidos en los grupos fundamentales étales. Por morfismo induci-
do, nos referimos a que si f : X — S es un morfismo de esquemas,
para puntos geométricos compatibles, tendremos un homomorfismo
(X, 7)% — 7(9,3)* de forma andloga a lo que sucede para el grupo
fundamental topoldgico con las funciones continuas. Esta seccion esta
basada en [30, Ch. 5, Sec. 5.5].

DEFINICION 77. Sean X, X' dos esquemas conezos, y consideremos
dos puntos geométricos T : Specd — X y T : Spec) — X' de X y X’
respectivamente. Si tenemos un morfismo ¢ : X' — X con ¢oT =T.
¢ induce un funtor cambio de base CBx x' Y — Y xx X' de Fetx en
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Fetx: por la parte (c) de la Proposicion 36. Gracias a que ¢ relaciona
los puntos geométricos, tenemos la igualdad de funtores Fibyz = Fiby o
CBx xr. Por lo mismo, todo automorfismo del funtor de fibra Fiby
induce un automorfismo del funtor Fibz via componer con CBx x.
Luego, ¢ induce un homomorfismo de grupos

¢y m (X, T = 1 (X, T)%
Dicho homomorfismo se conoce como Morfismo Inducido por ¢.

OBSERVACION 57. Otra forma de entender el cambio de base, es que
gracias al Teorema 19, el cambio de base Y — Y X x X' corresponde
a tomar el 7 (X, T)%-conjunto Fibz(Y) y considerarlo un 7 (X', 7')%-
conjunto via ¢., ese serd Fibz (Y xx X').

PROPOSICION 50. Sea ¢ : X' — X un morfismo de esquemas que
compatibiliza los puntos geométricos T y T de X y X' respectivamente.
Sea ¢, el morfismo inducido entre los grupos fundamentales étales.

= @, es trivial si y solo si para todo cubrimiento étale conexo Y
de X, el cambio de base Y X x X' es un cubrimiento trivial de
!/
X'
= @, es sobre si y solo si para todo cubrimiento étale Y conexo,
el cambio de base también es conexo.

DEMOSTRACION. (c.f. [30, Ch. 5, Prop. 5.5.4]) Como los cubrimien-
tos étales triviales de X’ corresponden a (X', 7' )%-conjuntos con ac-
cién trivial de acuerdo a la prueba de la Proposicion 49, si cada cambio
de base es trivial para un cubrimiento conexo Y, el 71 (X, T)-conjunto
Fibz(Y) tendrd accién trivial al considerarse la accién de 71 (X', 7'),
por lo que cada elemento en la imagen ¢, sera trivial.

Supongamos ahora que Im(¢,) no es trivial, entonces existe un subgru-
po abierto U de 71(X, )% que no contiene completamente a Im(¢,).
Entonces, m1(X’,7')% actia sobre las clases laterales de 7 (X,T)%/U
mediante a - bU = ¢,(a)bU y gracias a que U no contiene a la imagen
de ¢., esta accién no es trivial, de esto, el cubrimiento (no trivial) de
X que corresponde a la accién de 7 (X, 7)% en m (X, 7)%/U al cam-
biarse de base corresponde a la accién mencionada antes, la cual no es
trivial, luego el cambio de base no es trivial, lo que nos da la parte “si”.
Para la segunda parte, que cada cambio de base sea conexo, significa
que todo 71 (X T)-conjunto con accién transitiva tendrd también una
accién transitiva de m (X', 7).

Ahora bien, si Y es un cubrimiento Galois de X, la accién del grupo
fundamental, corresponde a la multiplicacion izquierda sobre un co-
ciente finito (X, )% /N, esta accién es transitiva, el estabilizador de
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cualquier clase es N y el cociente es isomorfo a Aut(Y|X). Esta accién
no es nada mas que la accién del grupo de automorfismos en la fibra
del cubrimiento Galois Y y en términos de la accién del cociente, esta
accion esta libre de puntos fijos. Ahora, el cambio de base convierte
a m(X,T)®/N en un (X', 7')%conjunto y la accién de este grupo
es transitiva pues el cambio de base es conexo por hipétesis, como la
accién es transitiva, tenemos que (X, 7)*/N = Im(¢,) - Stab, don-
de ¢, es la composicién de ¢, con la proyeccién a N e y es cualquier
punto de la fibra sobre Y. Como la accién de Y es sin puntos fijos, el
estabilizador es 1, luego ¢, es sobre para todo cociente finito, es decir,
¢, : m (X, T) — Aut(Y,|X) es sobre para todo cubrimiento Galois
P, de X, y estos morfismos sobreyectivos son compatibles con los mor-
fismos estructurales del grupo profinito que conforman, lo cual nos dice
que 7 (X', 7)% — 71 (X, 7)% es sobre.

Para la segunda parte, si Im(¢,) no fuera todo 7 (X, Z)%, entonces es
un cerrado propio de 71 (X, Z)® ya que este grupo es compacto y existe
un subgrupo abierto no trivial U que contiene a Im(¢.) (ver el lema de
mds adelante).

Entonces, 71 (X', 7’)¢ actia trivialmente sobre 7 (X, Z)® /U por la cons-
truccién de U. Por ende, el cubrimiento que corresponde a 71 (X, T)¢ /U
es conexo, no es trivial (igual a X), y su cambio de base es trivial, lo
cual es contradictorio, y asi termina la proposicién. 0

OBSERVACION 58. Notar que un m(X,T)%-conjunto con accidon
transitiva y continua F' se identifica con un conjunto de clases latera-
les m (X, Z)%/U para un subgrupo abierto U, si identificamos el punto
y € F que corresponde a la clase lateral 1 - U, este corresponde a uno
de los puntos de la fibra geométrica del cubrimiento Y — X sobre el
punto geométrico T, como esta fibra es igual a la fibra de un cambio de
base, podemos también identificar y con un punto de la fibra geométrica
de Y xx X'. Este punto y define un punto geométricoy : Spec) — X.

PROPOSICION 51. Sea U C m(X,T)% un subgrupo abierto, y sea
Y — X el cubrimiento conexo correspondiente al conjunto de clases
laterales 7 (X, 7)%/U, junto al punto y descrito en la observacién an-
terior.
El subgrupo U contiene a la imagen de ¢, si y solo si el cubrimiento
Y xx X' — X’ posee una seccion X' =Y xx X' que envia T en y.

DEMOSTRACION. (c.f. [30, Ch. 5, Prop. 5.5.5]) Notar que Im(¢,) C
U siy sélo si (X', 7')% actia trivialmente sobre la fibra geométrica
de Y y por ende sobre 7.
En la componente conexa del cambio de base que contiene a y, el grupo
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fundamental étale 7, (X', 7')% actiia trivialmente, por ende, esta com-
ponente conexa es un cubrimiento trivial, el cual debe ser conexo, es
decir, dicha componente es isomorfa a X’ via Y xx X' — X', lo cuél
nos da la seccién deseada. 0]

Ahora que tenemos caracterizada la imagen del morfismo inducido,
nos centraremos en el kernel.

PROPOSICION 52. Sea U’ C m (X', @)% un subgrupo abierto, y sea
Y’ — X' el cubrimiento que corresponde a la accion en las clases late-
rales de m (X', 7)¢/U".
El subgrupo U’ contiene al kernel de ¢, si y sdlo si existe un cubri-
miento Y — X y un morfismo Y; — Y’ sobre X', donde Y; es una
componente conezxa de'Y xx X'.

Antes de probar esta proposicién, probaremos el siguiente lema:

LEMA 1. Sea G un grupo profinito y H C G un subgrupo cerrado.

1. La wnterseccion de todos los subgrupos abiertos de G que con-
tienen a H es exactamente H.

2. Dado cualquier subgrupo abierto V' C H, entonces existe un
subgrupo abierto V de G tal que VN H =V".

DEMOSTRACION. (c.f. [30, Ch. 5, Lem. 5.5.7]) Sea g € G — H,
debemos encontrar un subgrupo abierto de G que no contenga a g.
Notar que para todo g € G, una base de vecindades para ¢ son los
conjuntos gN donde N es un subgrupo normal abierto de G, ya que
todos los subgrupos normales abiertos son una base de vecindades de
1 (c.f. [29, §1 Teo. 2 (2)]), v la traslacién izquierda h — gh es un
homeomorfismo. Luego, existe un subgrupo normal abierto tal que g NN
H = () ya que H es cerrado.

Sea p : G — G/N la proyeccién al cociente, entonces el subgrupo
abierto p~!'(p(H)) = Uy BN es el buscado.
Para la segunda parte, notar que [H : V'] es finito, pues el subgrupo
H es compacto y hV’ es un cubrimiento abierto de H y el mismo
argumento sobre G dice que V' es cerrado en GG. Luego, podemos aplicar
la parte anterior a V'

V' = N 1%

V Abierto y V/CV
Luego,
H—V'| JV Abjertoy V! CVH -V
Pero H —V es un abierto de H (pues los K son también cerrados), por
lo que existen finitos abiertos Vi, V5, Vs, -+ - |V}, que contienen a V' pero
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no a H,luego V' = VinVyN---NV,NH, porloque V =ViNV,N---NV,
es el abierto buscado. U

DEMOSTRACION PROPOSICION 52. (c.f. [30, Ch. 5, Lem. 5.5.6])
Partamos con el “sélo si”: Sea X como en el enunciado, y sea U C
71 (X, 7)® el subconjunto abierto del grupo fundamental étale tales
que X = 1 (X,7)/U como 71 (X, T)*-conjunto.

Ahora bien, podemos identificar un punto geométrico en una com-
ponente conexa de Y; C Y’ xXx X’ con un subgrupo abierto U” de
T (X', 7')¢ ya que Y; corresponde a un cubrimiento étale conexo de
X',

Notar que Ker(¢,) estabiliza al punto geométrico de Y; obviamente,
pero U” es el estabilizador de la accién de 7 (X’,7')¢ sobre el punto
geométrico de Y;, luego Ker(¢,) C U”, pero el morfismo sobre X', el
cual es morfismo de cubrimientos étales, corresponde a una inclusién
U” C U’ pues la tnica forma de que la accién en m (X', 7)%/U" se
restrinja a la accién sobre m; (X', @)% /U’ es si tenemos la inclusién de
arriba. De esto finalmente, como U” contiene a Ker(¢.), U’ contiene
al kernel como deseabamos. Para la otra implicacién, supongamos que
Ker(¢,) C Uy sea H = Im (¢,). Este es un subgrupo cerrado pues
(X', 7')¢ es compacto, y ademés V' = ¢,(U’) el cual es un subgru-
po abierto, pues U’ es abierto en (X', 7')%, por lo que es cerrado, y
entonces compacto, por lo que V' es compacto, y abierto en H, pues
notar que [H : V'] < [ (X', 7)¢ : U'] < oo, y entonces V' es abierto
porque es compacto y de indice finito.

Con esto, podemos usar el lema anterior para encontrar un subgrupo
abierto V' C m(X,7)® tal que V. N H = V’. Dicho V da a lugar un
cubrimiento conexo Y — X.

Igual que antes, una componente conexa Y; de Y X x X’ corresponde
a un conjunto de clases laterales 7 (X’,7')/U" para cierto subgrupo
abierto U” C m (X', @)% el cual contiene a Ker (¢,) igual que antes,
ademas, existe un morfismo de cubrimientos de X’ Y; — Y’ si y sélo si
U"” C U'. Pero en nuestro caso tenemos que ¢,(U") C ¢.(U') = V' ya
que los elementos de U” estabilizan a un punto de la fibra de Y x x X/,
luego, los elementos de ¢.(U") estabilizan al mismo punto considera-
do como parte de la fibra de Y, pero este estabilizador es V', luego
o (U") C V.

Por lo tanto, como ¢,(U") C V, H = Im(¢.), entonces ¢.(U") C
VN H=V"y como tanto U’ como U” contienen a Ker (¢,), entonces
tomando preimédgenes tenemos que U” C U’ y por ende tenemos un
morfismo de Y’ en Y; sobre X’ O
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COROLARIO 7. El morfismo ¢, es inyectivo si y solo si, para cada
cubrimiento conexo Y’ — X', existe un cubrimiento étale Y — X y un
morfismo de cubrimientos de X', Y; — Y’ donde Y; es una componente
conexa de Y x x X'.

En particular, si todo cubrimiento Y' — X' es de la forma Y xx X'
para un cubrimiento Y — X entonces ¢, es inyectiva.

DEMOSTRACION. (c.f. [30, Ch. 5, Lem. 5.5.8]) Notar que {1} es un
subgrupo cerrado, luego la interseccion de todos los subgrupos abiertos
de 7 (X', %) es {1}. Por ende, todo cubrimiento conexo de X', que
corresponde a la accion sobre las clases laterales de un subgrupo abierto
del grupo fundamental cumple las hipétesis de la proposicién anterior
y entonces la primera parte del corolario es cierto. La segunda parte es
s6lo un caso particular de la primera parte. 0

COROLARIO 8. Sea X" % X' % X wuna sucesidn de morfismos
de esquemas, y sean T, T, T' puntos geométricos de X, X' y X" resp.
tales que T = ¢ oT yT =1 oT". Entonces, la secuencia

Wl(X//,f”)ét ﬂ; ﬂl(X/,f/)ét ﬂ) 7T1(X, E)ét
es exacta st y solo si se cumplen:

1. Para todo cubrimiento Y de X, el cambio de base Y xx X" es
un cubrimiento trivial de X".

2. Para cada cubrimiento conexo Y’ — X' tal que Y' x xr X" posea
una seccion sobre X", existe un cubrimiento étale Y — X y un
morfismo Y; — Y’ de cubrimientos de X', donde Y; es una
componente conexa deY xx X'.

DEMOSTRACION. (c.f. [30, Ch. 5, Lem. 5.5.9]) La primera parte
es consecuencia de la Proposicion 50 y la segunda es una aplicacién
combinada de las Proposiciones 51 y 52 U

OBSERVACION 59. Si cambiamos la sequnda parte del corolario an-

terior por la frase “ Todo cubrimiento conexoY’ — X' tal que Y’ x x» X"
posea una seccion sobre X", es de la forma Y x, X' para cierto cu-
brimiento Y de X 7, esta frase mds la primera implican que la suce-
sion anterior siga siendo exacta, ya que la imagen de v, es cerrada en
(X', 7)) y entonces es la interseccion de todos los subgrupos abiertos
que la contienen.
Ademds, la sequnda parte del corolario necesita solo ser verificada pa-
ra cubrimientos Galois de X', ya que como Ker(¢.) es un subgrupo
normal cerrado, es igual a la interseccion de todos los subgrupos abier-
tos normales que lo contienen (esto es porque el cociente de un grupo
profinito es profinito).
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. : t
2.4. Comparacién entre 75t y m,°P

El propdsito de esta seccion es mostrar la comparacion entre el
grupo fundamental étale de un esquema X de tipo finito sobre C y
el grupo fundamental “analitico” que posee X. Pero primero debemos
hablar de que significard la parte “analitica” del esquema X. En lo que
sigue, denotaremos por X (C) al conjunto de todos los puntos de X
cuyo cuerpo residual sea C.

DEFINICION 78. Sea U C C™ un abierto y sea H el haz de fun-
ciones holomorfas de U, si consideramos m funciones holomorfas en
U, fi, fa, -+, fm, podemos considerar el haz de ideales cuasi-coherente
sobre H definido por V-C U — (fily, faly -, fmly) C H(V) y lo
denotamos por I.

Con esto, definimos un Espacio Amnalitico Afin como el espacio
anillado (X, Hx) donde

X={yeU: fily) = foly) =--- = fuly) =0} CU

yHx =1 Y(H/ZI) dondei: X — U es la inclusion. Notar que de esto
el tallo en cada x € X es Hx o = Hai/(f1, fo, -+ s fn)-

Definimos en general un Espacio Amnalitico como un espacio to-
poldgico Hausdorff que posee un cubrimiento (V;, Hxlv) POT €SPAcios
analiticos afines.

OBSERVACION 60. Si X es un espacio analitico, para todo punto
r € X, se tiene que Hx, es isomorfo a C{xy, 9, -+ ,x1} el anillo de
gérmenes alrededor de 0 en k variables o C{x1, o, -+ ;2 }/(f1, f2, 5 [r)
donde f; es una funcion holomorfa. Y mds aun, los tallos pueden ser
C{zy, 29, -+ ,xm} para cierto m positivo o C{xy,xs, -+ ,x,}/1 donde
I es un ideal no trivial tal que I C m?2 donde m es el (inico pues el
anillo de gérmenes es local) ideal mazimal del anillo de gérmenes. En
el primer caso se dice que el punto x es Suave y en el sequndo que x
es una Singularidad Analitica.
Si todos los puntos de x son suaves, se dice que X es Suave y en tal
caso X no es nada mds que una variedad compleja de dimension m.

Ahora, dado un esquema X localmente de tipo finito sobre C, le
asignaremos un espacio analitico X*" y un morfismo de espacios local-
mente anillados X" — X

DEFINICION 79. Sea X un esquema localmente de tipo finito sobre
C. Entonces, (X(C), Ox|x()) €s un espacio localmente anillado.
Si X es afin, tenemos que X = SpecClxy,xq, -+ ,x,]/I y el espacio
topoldgico del esquema esta representado por el conjunto de ceros de
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los polinomios en el ideal I en C", por ende, podemos considerar di-
cho conjunto con la topologia que hereda de la topologia usual de C y
llamarle X", al cudl le agregaremos un haz Hxa de modo tal que el
tallo en cada © € X sea H,/I - H, donde H es el haz de funciones
holomorfas de X" de modo tal de que (X", Hxan) sea un espacio lo-
calmente anillado.

En general, X" se obtiene pegando los espacios anillados construidos
antes sobre un cubrimiento afin de X.

Este espacio anillado se llama Espacio Analitico Asociado a X.

OBSERVACION 61. Eriste un morfismo de espacios localmente ani-
llados ¢ : (X Hxaw) — (X,O0x) que lleva biyectivamente X" en
X(C) y su morfismo entre haces ¢* consiste en llevar una funcién re-
gular f € Ox(U) a la funcion regular f o ¢ : U™ — C donde una
funcion reqular para espacios analiticos es sencillamente una funcion
que se ve localmente como un cociente de polinomios con coeficientes
complejos.

Los espacios analiticos asociados son universales en el sentido que
todo morfismo de espacios localmente anillados X — X induce un
morfismo X — X",

PROPOSICION 53. Sea X un esquema de tipo finito sobre C vy sea
X% su espacio analitico asociado. Entonces, el funtor ®x que envia
un espacio analitico X en el conjunto de morfismos de este espacio
a X, Hom(X,X) es representable por X", es decir, Hom(X,X) =
Hom(X, X ") para todo espacio analitico X.

DEMOSTRACION. Ver [9, XII, Thé. 1.1]. O

COROLARIO 9. Todo morfismo entre esquemas de tipo finito sobre
C, f : X — Y induce un morfismo entre espacios analiticos f* :
X — Y de modo tal que el siguiente diagrama conmuta:

X an fa” Y an

¢XL l(ﬁy
X ——Y
f

Ademas, si X eY son esquemas sobre otro esquema Z, entonces
(X XzY)"™ = X9 X za Y donde el producto fibrado del lado derecho
se define andlogamente al caso de esquemas por su propiedad universal.

OBSERVACION 62. Notar que existen las nociones de morfismos fi-
nitos, planos, no ramificados y étales para espacios analiticos. Ya que
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la definicion de plano o no ramificado depende de los tallos y el mor-
fismo a nivel de haces que define un morfismo de espacios localmente
anillados.

Para el caso de morfismos finitos para variedades analiticas asocia-
das a esquemas, la definicion es la misma, ya que las partes afines
de un espacio analitico corresponden a los puntos cerrados del esque-
ma SpecClxy, xa,- -+ ,x,|/1 y entonces tiene sentido hablar de que la
preimagen de un abierto afin es un abierto afin correspondiente a modu-
los finitamente generados.

Los cubrimientos (ver definicion mds abajo) étales finitos de varieda-
des analiticas asociadas, son sencillamente cubrimientos topoldgicos,
y el teorema siguiente relaciona los cubrimientos étales de X con los
cubrimientos topologicos de X"

DEFINICION 80. Sea f : X — X un morfismo de espacios analiti-
cos. Diremos que f es un Cubrimiento Finito si f es finito y toda
componente irreducible (ser irreducible para espacios analiticos es esen-
cialmente lo mismo que para esquemas, si X = UY; con Y; irreducible,
dicho conjunto se conoce como componente irreducible de X ) de X
tiene por imagen a una componente irreducible de X .

TEOREMA 20 (Teorema de Existencia de Riemann). Sea X un es-

quema localmente de tipo finito sobre C y X" su espacio analitico
asoctado. Entonces, f 1Y — X es un cubrimiento étale si y solo si f*"
es un morfismo étale finito y sobre y por ende un cubrimiento topoldgi-
co.
Ademds, el funtor ® : Fetxy — Fetxa donde Fetxa es la categoria de
los cubrimientos étales finitos de X que envia cubrimientos étales
f Y — X en el cubrimiento topologico f* : Y — X es una
equivalencia de categorias.

DEMOSTRACION. Ver [9, XII, Prop. 3.2] para la primera parte y
[9, XII, Thé. 5.1] para la equivalencia de categorias. O

Como corolario a este teorema, tenemos la relacion entre el grupo
fundamental étale y el topoldgico.

COROLARIO 10. Sea X un esquema localmente de tipo finito sobre
C yx € X, entonces el grupo fundamental étale de X en x (x es un

punto geométrico en este caso) w1 (X, 1) es isomorfo a la completacion
profinita de (X, )

DEMOSTRACION. Ver [9, XII, Cor. 5.2]. O

OBSERVACION 63. Si X es una curva suave sobre C, entonces X "
es también suave (c.f. [9, XII, Prop. 3.2]) y entonces es una superficie
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de Riemann.

Para estas superficies, se sabe que el grupo fundamental topoldgico
es residualmente finito (c.f. [11]), por lo que el grupo fundamental to-
poldgico de estas superficies se inyecta en el grupo fundamental étale.
Sin embargo, ya en superficies hay ejemplos de superficies S cuyo grupo
fundamental no se inyecta en el grupo fundamental étale (c.f. [31]).

2.5. Ejemplos
En esta seccion presentaremos ejemplos de grupos fundamentales.

EJEMPLO 15 (Esquemas sobre C). Aprovechdndonos de que tene-
mos grupos fundamentales para variedades sobre C, tenemos 71 (Pg, x)% =
7 (AL, 2)% = {1} ya que la linea proyectiva no es nada mds que una
esfera y el espacio afin es el plano. R
También, tenemos por ejemplo m (PL — {0,00},2)% = Z ya que P —
{0,1} es homeomorfo a la esfera menos dos puntos, lo cual se retrae
por deformacion a una circunferencia.

Si ahora quitamos 3 puntos, el grupo fundamental étale

7-‘-1<]P)(1C - {07 17 00}7 x>ét

se conoce como el Grupo Profinito Libre en dos letras, este nom-
bre no es al azar pues posee al igual que los grupos libres una propiedad
universal: Una funcion 6 : X — G de un conjunto X a un grupo pro-
finito G es 1-Convergente si para todo subgrupo normal abierto N
de G, el conjunto {x € X : O(x) € N} es finito. Un grupo profinito G
es Libre sobre un Conjunto X si posee una funcion 1-convergente
0: X — G de modo tal que si F' es otro grupo profinito, con una fun-
cion 1-convergenten : X — F', entonces existe un unico homomorfismo
de grupos ¢ : G — F tal que po 6 =n.

EJEMPLO 16 (7$' de Variedades). Sea X un esquema normal e
integral. Al igual que en el caso de variedades, X posee un “cuerpo de
funciones racionales”. En este caso, corresponde al cuerpo residual de
su (unico) punto genérico o equivalentemente al cuerpo de fracciones
de F(X, Ox)

Sea K el cuerpo de fracciones de X, entonces tenemos la siguiente
Proposicion.:

PROPOSICION 54. Sea X un esquema integral y normal, con cuerpo
de funciones racionales K. Sea Ky una clausura separable de K fija y
sea K la union de todas las extensiones finitas L/K de K, que co-

rresponden a morfismos finitos y sobreyectivos X — X donde X es un
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esquema integral normal cuyo cuerpo de funciones racionales es L (X
se llama Normalizacion de X en L), tales que el morfismo anterior
es un cubrimiento étale.

Entonces Ks/K es una extension Galois, y Gal(Kg|K) es isomorfo a
71(X, %)% para el punto geométrico T : SpecK — X donde K corres-

ponde a una extension algebraicamente cerrada de K que contiene a
K.

DEMOSTRACION. Ver [30, Ch. 5, Prop. 5.4.9]. O

Esta proposicion nos permite calcular el grupo fundamental étale de
cualquier variedad normal, las cuales estan dentro de las hipotesis de
la proposicion anterior.

EJEMPLO 17 (Linea Proyectiva). Sea k es un cuerpo algebraica-
mente cerrado, ya vimos antes que P& es étale simplemente conexo.
Este comportamiento se replica en general: Sea f : X — Pt un cubri-
miento étale conexo de la linea proyectiva, como la linea es una curva
suave, por herencia de propiedades (Proposicion 39) tenemos que X
es reqular y localmente noetheriano, ademas, por la Proposicion 31, la
dimension de X es 1 ya que el cubrimiento es plano y la fibra sobre
cualquier punto de P}, es finita y por ende de dimensidn 0.

De esto se concluye que X también es una curva proyectiva ya
que el cubrimiento también es propio, al ser finito (Proposicion 9 y
Observacion 20). Ademdas, f es separable aplicando la definicion de no
ramificado sobre su punto genérico. Luego, podemos usar la Formula
de Riemann-Hurwitz (Teorema 5).

29(X) — 2 = deg(f)(29(P},) — 2) +deg R

Pero R =0y g(P}) = 0 porque este niimero corresponde a T'(P}, Qp1 /1)
y la linea proyectiva no posee diferenciales globales. Luego tenemos,

29(X) —2 = —2deg(f)

luego las tnicas posibilidades para deg(f) y g(X) son g(X) = 0 y
deg(f) =1, luego f es isomorfismo y X = P}, por lo que P} no posee
cubrimientos conexos no triviales.

EJEMPLO 18 (A}). Vimos antes que m (AL, )% = {1}, sin embargo
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p > 0 esto
no es cierto: Recordemos el morfismo C = {y? —y + f(x) = 0} — A}
donde f(x) € k[x] (Ejemplo 12). La curva C' es suave pues la matriz
de las derwadas parciales tiene rango 1, ademds el morfismo es plano
por [10, Ch. III, Prop. 9.7], por lo tanto el morfismo es un cubrimiento
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étale no trivial, lo cual implica que w (AL, x)% # {1} para cuerpos
algebraicamente cerrados de caracteristica positiva.

Nuestro siguiente ejemplo son los arboles de lineas proyectivas, pero
primero necesitamos unas definiciones previas:

DEFINICION 81. Sea {X;}ier una coleccion de espacios anillados,
tal que para cada pari,j € I existen un espacio anillado Z; ; y morfis-
mos G jyi : Lij — Xi Y D), - Lij — Xj-

Definimos la Union de los espacios X; sobre los Espacios Z; ;
Uz, Xi como el cociente [1,c; Xi/ ~ por la relacion de equivalen-
cia x; ~ x; siy solo si existe z;; € Z;j tal que ¢ )i(zij) = % Y
Pig).(7i5) = ;.

Dotamos a Uzm- X; de la topologia mas fina que hace a cada inclusion
natural o © X; — Uzm X; continua.

Dotamos también de un haz a esta union: Dado U C Uzm X, abier-
to, notar que ¢; (U) es abierto en X; y ademds (b&}j)’i(a;l([])) =
gzﬁ&}j)’j(oz;l(U)) para todo par i,j € I. Definimos el anillo de secciones
en U, como el subanillo producto directo [],.; Ox,(a™(U)) consisten-
te en todas las sucesiones (a;);e; tales que ¢?§7j)7i(ai) = 925?%,;‘),]‘(@]') para
todo 1,7, donde (bt’j),i es el morfismo de haces asociado al morfismo de
espacios anillados correspondientes.

Finalmente, si I es vacio se define la union como vacia, y en el caso de
tener dos espacios anillados X,Y y un solo Z; ; anotaremos X Uz Y.

OBSERVACION 64. La unidén de la definicion anterior siempre es
un espacio anillado (c.f. [24, Prop. 2.1]) pero no necesariamente es un
esquema cuando los espacios anillados X; son todos esquemas (ver [24,
Example 3.2]).

Sin embargo, cuando X,Y son dos esquemas y Z es un subesquema
abierto de ambos, la union sobre Z es un esquema (c.f. 24, Example
3.1]). Para lo que vamos a hacer, necesitamos:

PROPOSICION 55. Sean X,Y dos esquemas y Z un subesquema
cerrado comun, entonces X Uz Y es un esquema.

DEMOSTRACION. Ver [24, Cor. 3.7]. O
Con esto podemos definir un arbol de lineas proyectivas.
EJEMPLO 19 (Arbol de lineas proyectivas).

DEFINICION 82. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Un Arbol
de Lineas Proyectivas es una union UZU X; donde X; = P; para
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todo i € {1,--- ,n} y Z;; corresponde a un punto cerrado de X; y de
X;.

Los puntos cerrados Z; j estan asociados a los indices i,j de modo tal
que el grafo cuyos vértices representan al conjunto {1,--- n} y tiene

una arista que une i con j siy sdlo si X; N X; # 0 es un drbol.

Un drbol de lineas proyectivas X es Stmple si su grafo correspondien-
te consiste en n puntos y una arista que une i con v + 1 para cada
ie{l.n—1}.

OBSERVACION 65. = Un arbol de lineas proyectivas, se pue-
de descomponer como la union de drboles simples, pues basta
considerar el grafo del drbol y dividirlo en sub grafos que co-
rresponden al grafo de un drbol simple.

» Fn el caso que k = C, un drbol de lineas proyectivas simples es
simplemente conexo, debido al teorema de Van Kampen para el
grupo fundamental topoldgico, mds el hecho de que cada linea
proyectiva es simplemente conexa. Por lo tanto, todo drbol sobre
C es simplemente conexo topolégicamente y asi también es étale
simplemente conezo.

En general, un arbol de lineas proyectivas siempre es étale simple-
mente conexo.

Basta considerar la union de dos lineas, pues la afirmacion en gene-
ral sale por induccion en drboles simples para luego concluirse para todo
arbol. El argumento es general, si tenemos dos cerrados, unidos por un
punto, y los dos cerrados son étale simplemente conexo, su union lo
serd también.

Sea X = X; U Xy una variedad sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado k donde X; es una subvariedad cerrada étale simplemente co-
nexo de X parat=1,2 y X1 N Xy es un punto cerrado.

Dado un cubrimiento étale f :' Y — X, en nuestro caso la fibra
geométrica coincide con la fibra usual, sea F la fibra sobre el punto
p de interseccion de X1 con Xo e Y; es el subesquema cerrado de Y
que corresponde a f~1(X;). Entonces, tenemos el siguiente diagrama
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/\
\/

Donde las flechas corresponden a las inclusiones respectivas.
Ahora bien, la union de 'Y, con Ys sobre F' tiene una propiedad universal
(c.f. [24, Thm. 2.2] ): Para todo diagrama conmutativo:

/\
\/

existe un unico morfismo Y1 Up Yo — Z tal que el siguiente diagrama

es conmutativo
/ F \
Y, Y,

YiUr Y,
L¢
A

En particular, tenemos un morfismo Y1 Up Yo = Y el cudl no es dificil
ver que es un isomorfismo por la construccion del producto sobre F,
estamos simplemente volviendo a pegar 'Y .

Por otro lado, como X1 y X5 son étale simplemente conexos, tenemos
que Y1 2 " X1, V2 2 [[" X, y F = ][ Spec donde la notacion []*
denota a la union disjunta de d copias. Notar ademdas, que la fibra F
sobre p por f es también la fibra del cubrimiento étale Y; — X; sobre
p, luego debe tener la misma cantidad de puntos que la cantidad de co-
pias de X; hay presentes en Y;, por lo tanto n = m =k y no es dificil
tampoco ver que [[" X1 Ur [[" X =2 [I" X.

conmutativo:
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En efecto, la fibra del punto p es una fibra comun de Y1 e Yo y en
cada uno de estos esquemas esta fibra corresponde a tomar k copias de
p, una por cada copia de X; en la union disjunta. Cada punto de F,
corresponde a un punto p en una copia de Xy y en una copia de Xs,
los cuales al ser pegados nos dan X.

Luego, como todas las copias de Xy estdan pegadas a una de Xo por
un punto de la fibra de p, tenemos entonces el isomorfismo deseado y
asi todo cubrimiento de X es trivial.

EJEMPLO 20 (7{" como invariante biracional de variedades no sin-
gulares). Partamos con el siguiente hecho acerca de morfismos biracio-
nales entre variedades:

PROPOSICION 56. Sea f : X — Y un morfismo biracional entre
variedades. Si X es normal, el conjunto de puntos de X donde f no
estd definida es un cerrado consistente de puntos de codimension mayor
o igual a 2.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. V, Prop. 5.1]. O

TEOREMA 21 (Teorema de Pureza de Zariski-Nagata). Sea ¢ : X —
Y un morfismo finito y sobreyectivo entre esquemas integrales, con X
normal e Y regular. Suponer que cada fibra X, sobre un puntoy € Y
de codimension 1 es étale sobre k(y). Entonces, ¢ es un cubrimiento
étale.

DEMOSTRACION. La codimensién de un punto corresponde a la
dimensién de su tallo Oy,,. La afirmacion es de tipo local pues necesi-
tamos estudiar si un morfismo es étale, por lo que podemos reducirnos
al problema de que X sea el espectro de un anillo local regular.

Bajo esa simplificacion, demostrar el teorema es una travesia dificil en
el mundo del algebra conmutativa: La prueba original de M. Nagata
estd en [21, Th. 41.1] y también existe un demostracién de Grothen-

dieck en [8, X, Thé 3.4]. O

Esto dice que el conjunto de “Puntos Rama” o donde un morfismo
no es €tale, es un subconjunto cerrado, cuyas componentes irreducibles
tienen todas codimension 1.

Como corolario al teorema, tenemos lo siguiente:

COROLARIO 11. Sea X wun esquema regqular e integral, y U C X
un subesquema abierto cuyo complemento consiste de puntos de codi-
mension > 2. Entonces, el cambio de base Y — Y Xx U induce una
equivalencia entre cubrimientos étales de X con los cubrimientos étales

de U.
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DEMOSTRACION. Ver [30, Ch. 5, Cor. 5.2.14]. O

La equivalencia de categorias anterior, nos dice que bajo las hipote-
sis del corolario (X, 7)) = 7 (U, %)% donde T es un punto geométrico
sobre un punto de U, el isomorfismo se alcanza mediante el homomor-
fismo inducido inclusion U — X. St juntamos la primera proposicion
de este ejemplo con la ultima, tenemos

PROPOSICION 57 (Invariancia Biracional de 7$'). Sea f : X —
Y un mapeo biracional entre variedades no singulares. Entonces, f.
induce un isomorfismo de grupos fundamentales étales, para puntos
geométricos compatibles.

DEMOSTRACION. Segtin la Proposicién 56, los conjuntos de puntos
donde f y f~! estan definidos es un abierto cuyo complemento tiene
puntos de codimensiéon > 2, luego, si Uy y Us-1 son los conjuntos don-
de fy f~! estdn definidas respectivamente, tenemos que (omitiendo
puntos geométricos) i (X)) = 7 (Uy)* y m (V) = 1y (Up-1)®.

Como entre Uy y Uy la funcién f es isomorfismo, se tiene la proposi-
cién. U
EJEMPLO 21 (Grupo Fundamental del Esquema Reducido).

DEFINICION 83. Sea X un esquema. Definimos el Esquema Re-
ducido Asociado a X como un esquema reducido (c.f. Definicion 18)
Xeq Junto a un morfismo X,.q — X con la propiedad de que si f : Y —
X es un morfismo de esquemas con Y reducido, entonces f factoriza
a través de X, eq.

OBSERVACION 66. El esquema reducido asociado se construye to-
mando para todo abierto U C X, la reduccion de Ox(U),

OX(U)red - OX(U)/NZZ(OX(U))

donde Nil(A) denota al Nilradical de un Anillo A el cudl es el ideal
de elementos nilpotentes de A.

Luego, consideramos el espacio topoldgico de X con el haz (Ox)eq
asociado al prehaz U — Ox(U) eq.

No es dificil ver que (X, (Ox)rea) €s un esquema que cumple con
las condiciones del esquema reducido asociado a X (c.f. [10, Ch. II,
Excersice 2.3]). En particular, dicho esquema es tinico.

Por 4ltimo, no es dificil ver que los tallos (Ox)reapr son (Ox.p)red
(c.f. [1, Ch. 3, Cor. 3.12]), luego el morfismo entre haces que for-
ma parte del morfismo del esquema reducido corresponde al morfismo
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Ox.p = (Ox.p)rea €l cudl es sobreyectivo, luego el morfismo entre ha-
ces es sobreyectivo por la Proposicion 3, y como el espacio topoldgico
de X,eq €s el mismo que el de X, tenemos que X,.q €s un subesquema
cerrado de X (c.f. Definicion 20).

Con la observacion anterior en mente, tenemos el siguiente resul-
tado a niwvel de grupos fundamentales étales:

PROPOSICION 58. Sea X un esquema noetheriano sobre otro esque-
ma S. Dado T un punto geométrico sobre X ,.q, tenemos que el morfis-
mo X,eq — X induce un isomorfismo de grupos fundamentales étales
T <X7 E)ét = T (Xred>f)ét

DEMOSTRACION. Esto es consecuencia de [9, I, Thé. 5.5 y Thé. 8.3]
ya que X,eq es un subesquema cerrado de X. O



CAPITULO 3

Fibraciones de Superficies

3.1. Conceptos Basicos en Fibraciones de Superficies

Partamos con la definicion mas importante de este capitulo.

DEFINICION 84. Sea f: X — Y un morfismo de esquemas. Deci-
mos que f es una Fibracion si f es sobre y f.(Ox) = Oy.

En este capitulo, consideraremos el caso especial de fibraciones f :
S — C donde S es una superficie y C' es una curva, ambas proyectivas.
Como estas variedades son proyectivas, no es dificil ver que f es un
morfismo proyectivo y que S y C' son esquemas noetherianos usando
las definiciones de variedad, noetheriano, mas el hecho de que P} es
cuasi-compacto y noetheriano. Gracias a esto, tenemos que las fibras
de un morfismo son conexas.

PROPOSICION 59. Sea f : X — Y wun morfismo proyectivo entre
esquemas noetherianos. Si f.(Ox) = Oy, entonces para todo y € Y,
IHy) es conexo.

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. ITI, Cor. 11.3]. O

Ademas, tenemos un teorema importante que permite descomponer
morfismos proyectivos o propios en una fibracién m&as un morfismo
finito.

PROPOSICION 60 (Factorizacién de Stein). Sea f : Y — X un
morfismo proyectivo (resp. propio) entre esquemas noetherianos (resp.
loc. noetherianos). Entonces, eziste un esquema X' y morfismos f' :
Y — X' proyectivo (resp. propio) con fl(Oy) = Oxr yg: X' — X
finito tales que f = go f'.

DEMOSTRACION. La primera versién aparece en [10, Ch. ITI, Cor.
11.5] y la segunda en [7, Thé. 4.3.1]. O

Antes de partir con un ejemplo de fibraciéon, probaremos un lema
util que sera usado varias veces en este capitulo.

LEMA 2. Sean S y C' una superficie y una curva respectivamente,
ambas suaves y proyectivas. St f : S — C es un morfismo propio y
sobreyectivo con fibras conexas, entonces es una fibracion.

87
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DEMOSTRACION. En realidad se necesitan menos hipétesis sobre S
y C' para probar el resultado de este lema. Sean S y C' ambos normales
y propios sobre Spec k con k algebraicamente cerrado. Usando la fac-
torizacion de Stein, tenemos un esquema Y, y morfismos g : S — Y y
h :Y — C tales que g es fibracion, h es finito y el siguiente diagrama

conmuta
AN
g

Y —C
h
Como ¢.(Os) = Oy basta probar que Y = C.

Notar que h es biyeccién, pues si p € C' es un punto y pasara que
h~(p) tuviera més de un punto, entonces g~!(h~*(p)) serfa una unién
disjunta de fibras conexas en S, pues g es una fibracién y las fibras
correspondientes a puntos distintos son disjuntas. Pero g~ '(h~!(p)) =
f7Y(p) y el lado derecho es conexo por lo mencionado antes, luego
h~'(p) debe consistir de un solo punto.

Como h es finito, es propio y entonces Y es propio y de tipo finito
sobre Speck (Proposicién 9). Ademds, Y es normal y en particular
integral pues dado cualquier abierto U C Y, tenemos que

Oy (U) = g.(0s)(U) = Os(g~'(U))

y el ultimo término del lado derecho es integralmente cerrado. Esto
nos dice que Y es una variedad normal y completa, que ademas es una
curva pues tiene dimension 1 por la Proposicién 31 ya que las fibras
dadas por g son las mismas fibras dadas por f ya que h es biyeccion,
las cuales son curvas.

Como tanto Y como C son curvas completas, son proyectivas (c.f. Ob-
servacion 20) y ademds son no singulares porque son normales (c.f.
Observacién 13).

Como h es biyeccién, tiene grado 1 (Definicion 42 y Observacién 26)
y entonces es un mapeo biracional (c.f. Observacién 15), como ambas
curvas son no singulares, [10, Ch. I, Prop. 6.8] nos dice que h es un

isomorfismo ya que tanto A como su inversa racional pueden extenderse
a todo Y y C resp., luego Y = C. O

EJEMPLO 22. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y conside-
remos el plano proyectivo P%. Dados polinomios homogéneos F,G del
mismo grado d en tres variables sin factores comunes, podemos definir
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el mapeo racional

fiPy - Iy
z:y:z] — [F(x,y,2):G(z,y,2)

Claramente esta funcién esta definida en todos los puntos de P% sal-
vo en los d* puntos de interseccion de las curvas (en este caso estamos
constderando curvas como ceros de polinomios, las cuales no tienen por
qué ser irreducibles) F = 0 y G = 0. Ahora bien, si [a : b] € P}, en-
tonces f~H[a:b]) ={[x:y:2] €Pi: —bF(x,y,2) +aG(z,y,z) = 0}
luego cada fibra es una curva de lo que se conoce como Pencil de
Curvas definido por F y G y como en P% toda curva irreducible se
interseca con otra, tenemos que estas fibras son conexas.

Mediante el Teorema 8, al hacer el blow-up en los d* puntos donde f
se indetermina, obtenemos una superficie proyectiva suave S con mor-
fismos f': S — P2 yg:S — P& tales que fo f' =g. Como S y P}
son propios sobre Speck, tenemos que g es propio por la Proposicion 9
parte (b) y ademds es sobre porque f y f' lo son.

En lo que concierne a las fibras de g, notar que sencillamente son las
transformadas estrictas (ver texto después de la Proposicion 25) de las
curvas del pencil, las cuales son una union de curvas irreducibles, y
son conexas pues las componentes irreducibles se intersecan, al inter-
secarse en P2. Como estas fibra son conezas, g es fibracion por el lema
precedente.

3.2. Lema Principal: Caso Topolégico

El lema principal de esta seccién, relaciona los grupos fundamenta-
les en una fibraciéon “sin fibras multiples” f :S — C de una superficie
no singular proyectiva sobre una curva no singular proyectiva, ambas
sobre C. En esta seccién, cuando escribamos 7 (.S) o m1(C') nos referire-
mos al grupo fundamental topoldgico del espacio analitico asociado al
esquema respectivo. Notar primero que si f : S — C es una fibracién,
el conjunto de puntos p € C para los cuales la fibra sobre p, f*(p),
es singular, es finito ({10, Ch. III Cor. 10.7]), ademas, el concepto de
fibracion coincide para todos salvo un conjunto finito, con el concepto
de fibracion topolégico.

Todas la afirmaciones de esta seccién estan basadas en [34].

DEFINICION 85. Un Fibrado Topoldgico consiste en una funcién
continua sobreyectiva m : E — B donde E y B son espacios topologicos
y B es arco-conexo. La funcion m es tal que para todo x € B existen
un abierto U C B que contiene a x y un espacio topologico F', tal que
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71 U) 2 U x F y tenemos el siguiente diagrama conmutativo

7N U)—=UxF

7r
Proyy;

U

Donde Proy; es la proyeccion en la primera coordenada del producto.
El espacio topologico F' se llama Fibra de la Fibracion m y no es
dificil notar que 7—(x) = F para todo x € B.

Si f S — C es una fibracion entre una superficie y una curva, ambos
suaves sobre C. La Fibra General corresponde a la fibra F de un
punto x € C para el cual f se vea como un fibrado topolégico con fibra
F' en una vecindad de x.

El siguiente lema, nos dice como el grupo fundamental de una fibra
general F' se ve en el grupo fundamental de la superficie.

LEMA 3 (Lemma 1 de [34] ). Sea F una fibra general y sea m, (F') —
m1(S) el homomorfismo de grupos inducido por f. Entonces, la imagen
de este homomorfismo es un subgrupo normal de m(S) el cual es inde-
pendiente de la fibra suave escogida.

Debido a este lema, definimos la Parte Vertical de f como la
imagen de 7 (F) en m(S), y la anotaremos como Vy. También defi-
nimos la Parte Horizontal de f como el cociente Hy = m(S)/Vy.
Claramente tenemos una sucesion exacta

1=V =>m(S) =>Hy—1

Los lemas que siguen, relacionan las partes verticales y horizontales de
f con el grupo fundamental de la curva C' y ciertas fibras especiales,
las cuales definiremos a continuacién.

DEFINICION 86. Sea f : S — C como antes, dado un punto p € C,
la fibra f*(p) se puede dividir en componentes irreducibles con multi-
plicidades

fp) = Zmiri

donde m; € Z~qo es la multiplicidad de la componente irreducible T';.
Definimos la Multiplicidad de la Fibra como el entero mult(f*(p)) =
m.c.d(my,ma, -+ ,my). Si mult(f*(p)) > 1 decimos que la fibra es
Muiltiple. Notar que [ sdlo tiene finitas (o cero) fibras multiples por
([10, Ch. IIT Cor. 10.7] ).
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Sea p1,pa, -+, ps los puntos de C' que corresponden a fibras multi-
ples y sea ¢ = C — {p1,pa, -+ ,ps}. Si C tiene género g, sabemos
entonces que su grupo fundamental es

7T1<O) = <a17a27"' 704g7ﬁl7627"' 7ﬁg; H[O‘wﬁl] = 1>

=1

donde en un grupo G se escribe [a,b] = aba™1b7L.

En el caso de C’ tenemos

71'1(0,) = <O[17O[2,"' aagaﬂlvﬂ27"' aﬂgafylvryQ"" » Vs s (Hle[alaﬂl})’yl’yZ’Ys = 1>
donde ~; es un lazo en C’ que circunda a p;.

La parte vertical esta relacionada a las curvas ~; de la siguiente
forma:

LEMA 4 (Lemma 2 de [34]). Sea F; la fibra en p; y m; la multi-
plicidad de F;, entonces Hy es isomorfo al cociente de m(C") por el
subgrupo normal generado por el conjunto {7, vy 2, -+, }.

Si G es un grupo y S un subconjunto no vacio, el subgrupo normal
de G generado por S es el subgrupo de G generado por todos los con-
jugados gsg~! donde g € Gy s € S.

Una vez entendida la parte horizontal, podemos abocarnos a la
parte vertical.

LEMA 5 (Lemma 3 de [34]). Suponer que la preimagen de com-
pactos de C por f son compactos de S (esto sucede por ejemplo si las
variedades involucradas son proyectivas). Sea F una fibra de f de mul-
tiplicidad m. Entonces, la imagen de m (F) en m(S) contiene a Vs
como un subgrupo normal, y el grupo cociente correspondiente es un
grupo ciclico de orden m, el cudl es isomorfo al subgrupo de Hy corres-
pondiente a la clase de una curva que circunda a la imagen de F' en C
por f. En particular si f posee una fibra simplemente conexa, entonces
V; es trivial.

Debido a estos dos lemas, si f no posee fibras multiples, entonces
C'" = C'y los lazos v; no existen ya que se pueden deformar a un punto
en C, por el Lema 3 entonces, se tiene que Hy = m(C) y del lema
anterior, como toda fibra tiene multiplicidad 1, V¢ es igual a la imagen
de cualquier fibra F'. Luego,

LEMA 6 (Sucesién Exacta de Grupos Fundamentales para Fibracio-
nes sin fibras multiples: Caso Topolégico). Sea f : S — C una fibracion
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entre una superficie y una curva, ambas suaves y proyectivas sobre C.
St f no posee fibras maltiples, para todo x € S se tiene la sucesion
exacta:

m(f (@), 2) = m(8,2) = m(C, f(z)) = 1

Donde los homomorfismos corresponden a los inducidos por la inclusion
de la fibra en la superficie y a f respectivamente.

OBSERVACION 67. Notar que no hay un 1 a la izquierda en la su-
cesion porque puede suceder por ejemplo que S este fibrando sobre una
curva simplemente conexa como PL, y que el grupo fundamental de S
y el de una fibra no coincidan.

3.3. Lema Principal: Caso Etale

Para el caso del grupo fundamental étale, tenemos un resultado
andlogo al caso de fibraciones sin fibras multiples (dicha definicién es
independiente del cuerpo base) el cual es parte central de este trabajo
de tesis. Pero primero partiremos con una sucesion exacta mas general.
Asumiremos en esta seccion que todos los esquemas son localmente
noetherianos y que los morfismos seran de tipo finito.

DEFINICION 87. Sea X — Speck un esquema sobre k. Diremos
que X es Separable sobre k si para toda extension de cuerpos K/k,
X Xgpecr Spec K es un esquema reducido. (c.f. [20, Ch. 6, Def. 6.1.1])
Un morfismo f:Y — X es Separable si es plano y para todo x € X,
la fibra Y x x Speck(x) es separable sobre k(x).

OBSERVACION 68. No confundir esta definicidn con la definicion de
morfismo separable que dimos en la Observacion 14, la cudl corresponde

a [10, P4g. 300].

Una propiedad importante de los morfismos separables y propios,
es que en su factorizacién de Stein (Proposicién 60), el morfismo finito
es de hecho étale.

TEOREMA 22. Sea f :' Y — X un morfismo propio y separable
de esquemas. Entonces el morfismo finito g : X' — X que sale de la
factorizacion de Stein es un cubrimiento étale.

DEMOSTRACION. Ver [20, Ch. 6, Th. 6.2.1]. O

LEMA 7 (Sucesién Exacta de Grupos Fundamentales Etales para
Fibraciones: Caso Morfismos Separables). Sea f : Y — X wuna fibracion
propia y separable de esquemas con 'Y conexo. Entonces, dado y € Y,
Yy un punto geométrico y x = f(y) con su punto geométrico respectivo
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T, la siguiente sucesion es exacta con los homomorfismos inducidos
respectivos:

m (Ye, 7)) 4 (Y, 5)% % (X, 7)" =1

Donde Yz es la fibra geométrica de f sobre T.

DEMOSTRACION. En virtud del Corolario 8 y de la Proposicién 50,
esta demostracion tiene 3 partes.

a) (¢ es sobre)

b) (¢ o ¢ es trivial)

Por la Proposiciéon 9 hay que probar que el cambio de base de
un cubrimiento étale conexo g : X’ — X es conexo.

SiY' =Y xx X’ es el cambio de base, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

vy

A

X —X
g

con esto podemos aplicar [20, Ch. 6, Thm. 6.1.2] con n = 0
para obtener que

f(Oy) ®o, Oxr = f,((¢')"(Oy))

El lado izquierdo es igual a Ox/ y el lado derecho es igual a
fL(Oy) por la Definicién 30, luego, f’ es fibracién y entonces
las fibras son conexas.

Ademds, si Y’ fuera disconexo, entonces H(Y’, Oy/) serfa la
suma directa de dos o més anillos, pero f,(Oy/) = Ox/ y en-
tonces el grupo de cohomologfa anterior es igual a H°(X’, Ox/)
el cual no se descompone en una suma pues X’ es conexo, luego
Y’ es conexo.

De acuerdo a la primera parte del Corolario 8, debemos probar
que si X’ — X es un cubrimiento étale, entonces Yz xx X' es
un cubrimiento trivial de Yz.

Si denotamos T : Speck(x) — X, entonces

Yz xx X' = (Y xx Speck(z)) xx X' =Y xx (X' xx Speck(z))

Pero el segundo factor del lado derecho es [ [ k(z) porque es la
fibra geométrica de un cubrimiento étale, y entonces

Yexx X' = Y xx[[k(x)

= [IY xx k(2)
- 1
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Por lo que el cambio de base del principio era un cubrimiento
trivial.

Basta probar por la observacién después del Corolario 8, que si
g :Y" =Y es un cubrimiento étale conexo, tal que Y. = Yz Xy
Y’ — Yz posee una seccién, entonces existe un cubrimiento étale
conexo X' — X tal que Y =2 X' xx Y.

Primero necesitamos:

LEMA 8. La composicion h = f o g es propia y separable.

DEMOSTRACION. Notar que h es propio porque f es propio
y g es separado (parte (e) de la Proposicién 9) y es plano pues
g es plano y f es localmente libre. Luego, solo resta probar que
las fibras de h son reducidas y lo son también para cualquier
extension de los cuerpos residuales.
Ahora bien, si tenemos un morfismo Spec K — X (donde K es
k(x) o una extensién de este), entonces

Y’ X x SpecK =Y’ Xy (Y Xx SpecK)

Pero como f es separable, Y X x Spec K es reducido y ademas
Y’ xy (Y xx Spec K) es un cubrimiento étale del primero, por
lo que entonces es un esquema reducido por herencia de propie-
dades (Proposicién 39). Por lo tanto, h es separable. O

Establecido el lema, sean ' : Y — X'y ¢ : X' — X los
morfismos de la factorizacion de Stein de h. Por el lema anterior
y el Teorema 22 ¢’ es un cubrimiento étale.

De lo anterior, basta probar que Y’ =2 Y"” = X’ x x Y. Para ello,
tenemos el diagrama conmutativo

Por lo que necesitamos que « sea un isomorfismo, lo cuél lo
conseguiremos probando que « es cubrimiento étale de Y y
que la fibra de a sobre algin punto tiene sélo una componente.
Para lo primero, como ¢ : X’ — X es cubrimiento étale, en-
tonces ps : Y — Y es un cubrimiento étale, pero g = ps o « es
también un cubrimiento étale, luego « es étale finito ([30, Ch.
5, Lemma 5.3.2 2.]), veremos después que es sobre. Para probar



3.3. LEMA PRINCIPAL: CASO ETALE 95

la segunda parte, por [20, Th. 6.3.1.1] tenemos que b’ es propio
y entonces tiene fibras conexas. Pero Y’ es conexo por hipétesis,
luego X' es conexo porque es la imagen por una funcién con-
tinua de un conexo, pero recordando la parte a) nuevamente,
tenemos que su cambio de base Y es conexo.

Finalmente, tomando el punto geométrico T : m - X,y
tomando fibras geométricas en cada esquema que corresponda
junto con los morfismos inducidos, tenemos el siguiente diagra-
ma

Y =—

T

Speck(zr) <— X2

Donde o es la seccién que teniamos por hipotesis.

Como ¢' : X' — X es étale, tenemos que X7 = [T, Spec’k;
donde k; = k(z). De esto, tenemos que Y =[], Yi z donde
Y 7 = Yz La seccién o es un isomorfismo de Yz en una compo-
nente conexa de Y2 por la Proposicién 40 ya que Yz es conexo,
sea Z la componente correspondiente.

Notar que @(Z) debe ser un Y; z, ya que p; o @ = g, luego
9(Z) = Yz esiigual a p3(«(Z)) vy el cubrimiento p; es trivial, por
ende, como «(Z) es conexo, se concluye lo afirmado.

Luego, como Dy lleva Y; z en Yz isomoérficamente, se concluye
que @ lleva isomoérficamente Z en Y; z con inversa o o ps.

Por otro lado, la cantidad de componentes de Y es n y es igual
a la cantidad de componentes de X’ ya que h = go f, luego la
cantidad de componentes de Y y la de Y./ es la misma, ademés
gracias a Z ya sabemos que Y; 7 tiene una sola preimagen.

Por 1ltimo, « es sobre porque es cerrada, ya que tanto g como
h’ son morfismos propios, el primero porque es finito (parte (g)
de la Proposicién 9), y entonces « es cerrado pues es propio al
corresponder a un producto de morfismos propios (parte (d) de
la Proposicién 9), ademés es abierta pues es un morfismo plano
y finito (parte d) de la Proposicién 30). Luego, « es abierta y
cerrada, pero Y es conexo, por lo que necesariamente debe ser
sobre, y entonces es un cubrimiento étale, el cual tiene rango 1
pues sobre los puntos de Y que estan en la componente Y; z de
fibra geométrica dada por 7, estos poseen una sola preimagen
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por @, por lo que deberan tener una sola por «, lo cual concluye
la demostracion.

O

OBSERVACION 69. De la demostracion anterior, puede verse que la
parte central es probar que el esquema que proviene de la factorizacion
de Stein es un cubrimiento étale usando el morfismo finito de dicha
factorizacion. En este caso, el hecho de que la fibracion es separable
nos permite probar esta parte central.

La parte a) sélo requiere que la fibracion sea propia y la parte de
la demostracion que consiste en probar el isomorfismo Y = Y" =
X' xx Y bajo las hipdtesis de la parte c¢) necesita solo que la fibracion
sea propia una vez que se ha obtenido el cubrimiento étale proveniente
de la factorizacion de Stein, lo que refuerza la afirmacion de que el
centro de la demostracion anterior esta en lo mencionado en el pdrrafo
anterior.

Ahora nos dedicaremos a la prueba del lema analogo al de la seccién
anterior para grupos fundamentales étales. Pero antes necesitamos dos
lemas:

LEMA 9. Sea f: X — Y un morfismo de esquemas, con'Y integral
y reqular de dimension 1. Entonces f es plano si y solo si todo punto
asociado v € X (un punto es asociado si todo elemento del ideal ma-
zimal de su tallo es divisor de 0) es llevado por f al punto genérico
de Y. En particular, si X es reducido, esto es equivalente a que cada
componente de X tenga como imagen a un subconjunto denso de 'Y .

DEMOSTRACION. Ver [10, Ch. III, Prop. 9.7]. O

LEMA 10. Sea f : S — C wuna fibracion entre una superficie pro-
yectiva no singular y una curva proyectiva. Entonces C' es no singular.

DEMOSTRACION. Podemos asumir un poco menos, consideremos S
normal.

Sean : C — C' la normalizacién de C. Como los tallos de las curvas
son anillos locales de dimensién 1, ser integralmente cerrado es equiva-
lente a ser regular [1, Ch. 9, Prop. 92|, luego la normalizacién de C' es
no singular. Como S no es singular, es normal y entonces f factoriza
comonoldondel:S — C.

Afirmamos que n es biyectiva. En efecto, n claramente es sobre y si
existieran ¢;, ¢y € n~'(c) para ¢ € C, entonces [7(c;) es disjunto de
[71(¢3), pero ambos conjuntos son parte de f~!(c) el cudl es un conjunto



3.3. LEMA PRINCIPAL: CASO ETALE 97

conexo, luego, si n~!(c) consiste de m > 1 puntos (las normalizaciones
de curvas son morfismos finitos por la Proposicién 19), entonces f~*(c)
serfa la unién disjunta de m cerrados, lo cudl es imposible al ser f~!(c)
conexo.

Luego, tenemos que n es una biyeccion biracional, ya que n es un iso-
morfismo sobre el abierto (no vacio por [10, Ch. II, Cor. 8.16]) de C
consistente en todos sus puntos no singulares (cuyos tallos son anillos
locales regulares), ademads [ posee fibras conexas por conmutatividad.
Luego, [ posee fibras conexas y es propio pues n es finito y f es propio,
ya que tanto S como C' son proyectivos sobre Spec k, usando la parte
(e) de la Proposicién 9.

Como C es suave, el Lema 2 nos dice que [ es fibracion.

Debido a esto, tenemos
Oc = [.:(0s) = n.(1.(Os)) = n.(Op)
Y finalmente, si Spec A es un abierto afin de C', entonces
A= Oc(SpecA) = n,(Op)(Spec A)) = Oz(n~(Spec A)) = Oz (Spec A') = A’

ya que n es finito, y por ende es afin. Luego, el anillo de la derecha
tiene localizaciones regulares, por ende el abierto de la izquierda tiene
localizaciones regulares y entonces se concluye que C' es no singular. [

TEOREMA 23 (Sucesién Exacta de Grupos Fundamentales Etales
para Fibraciones: Caso fibracién sin fibras multiples). Sea f: S — C
una fibracion sin fibras miltiples (en el sentido de la Definicion 86) en-
tre una superficie y una curva, ambas no singulares y proyectivas sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado k. St x € S es un punto cerrado,
entonces la siguiente sucesion es exracta

™ (Ss @) B m(S,2)* 5 m(C, fla)* = 1
Donde S, es la fibra de f sobre f(x).

DEMOSTRACION. Esta demostracién es completamente andloga y
estd inspirada en el caso de morfismos separables. Tiene tres partes
igual que antes:

a) (¢ es sobre) Sea g : ¢ — C un cubrimiento étale conexo, debemos probar
que el cambio de base S’ = S x¢ C’ es conexo.
Notar que f es propio porque es proyectivo, luego podemos
hacer lo mismo que en el lema para el caso de un morfismo
propio y separable (Lema 7 parte a) ).
b) (¢ o ¢ es trivial) Esta parte también es exactamente igual a la parte b) del Le-
ma 7.
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c) (Ker (¢) C Im(¢)) La diferencia entre este lema y el caso separable recae aqui. Sea
g : 8" — S un cubrimiento étale conexo tal que el cubrimiento
5" X g S¢) — Sy(z) POsee una seccién, entonces debemos encon-
trar un cubrimiento étale C' — C' tal que S X C’ sea isomorfo

as’.

No es dificil notar que f o g es propio, ya que f lo es como
se comento antes y ¢ es finito al ser étale. Mas ain, g es propio,
luego la composicién es propia (parte (b) de la Proposicién 9) y
tenemos factorizacion de Stein para h = fog. Sea ' : S" — C’
la fibracién y ¢’ : C" — C' el morfismo finito.

Notar que S’ es una superficie completa y no singular, ya que
S’ hereda las propiedades de ser reducido, regular y localmente
noetheriano (Proposicién 39), ademds es propio y localmente
finito sobre Speck pues ¢ es finito y S es propio y localmente
finito sobre Speck, lo que lo convierte en variedad no singular
que ademds es completa usando la parte (b) de la Proposicién 9,
pues S es proyectivo sobre Spec k y como ¢ es finito, es propio.
Ademas, S’ tiene dimensién 2 por [26, Pag. 76, Thm. 7).

Como fI(Og) = O¢r tenemos que C” es integral ya que si
un anillo O (U) tuviera divisores de 0, entonces Og ((f)~1(U))
los tendria, lo cual es imposible pues S’ es integral y también C”
es conexo ya que f’ es continua y sobre. En adicién, C’ es una
variedad completa pues ¢’ es finito y en consecuencia propio.

Finalmente, C’ es una curva pues cada componente de

g (f7'(p)) para p € C es de dimensién 1 pues f~(p) es una
unién de curvas al igual que ¢g7'(f~*(p)), v la preimagen an-
terior es la unién disjunta de las preimdgenes (f')~'(p;) para
pi € (¢')*(p), luego cada fibra es de dimensién 1 y entonces se
concluye que C’ tiene dimensién 1 por [26, Pag. 76, Thm. 7].
En dltimo lugar, C' es una curva no singular proyectiva por el
Lema 10 y la Observacién 20.

Tenemos por otro lado que ¢’ es plano por el Lema 9 y en-
tonces so6lo resta ver que ¢’ sea no ramificado para que sea un
cubrimiento étale. Si K(C") fuera una extensién puramente in-
separable de K (C') entonces ¢’ es una composicién de morfismos
k-lineales de Frobenius (Proposicién 24), pero estos morfismos
son ramificados en todos los puntos, con ramificacion de orden
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p (c.f. Observacion 30). Luego, si ¢ € C, entonces en términos
de divisores (¢')*(c) = p*>.1, P;, vy entonces todos los coefi-
cientes de (f")*((¢’)*(c)) son divisibles por p, pero por otro lado
f*(c) = i, ml'; donde T; es una curva irreducible en S y
m.c.d(my, mg, -+ ,my) = 1, y como g es étale debe pasar que
g () = ng I';; donde I';; son curvas irreducibles distin-
tas de S’ para todo i luego, los coeficientes que aparecen en
g (f(c) = i, m, Zf(:zi I';; son sélo los m; y estos tienen
maximo comun divisor 1, lo cudl es contradictorio con lo que
obtuvimos para (f')*((¢')*(c)). De lo anterior, el morfismo ¢’
tampoco puede ser inseparable, pues en tal caso, se dividiria
en dos morfismos, uno puramente inseparable y otro separable
(c.f. Observacién 31), ambos son finitos y el morfismo puramen-
te inseparable nos daria la misma contradiccién de antes, por
ende ¢’ define una extension separable de cuerpos de funciones
racionales.

Ahora bien, supongamos que existe ¢ € C' tal que (¢')*(c)
posea ramificacion. En tal caso tendriamos

(¢)"(c) =D nipi
i
y algin coeficiente es mayor a uno, supongamos que n; > 1.

Si escribimos ¢*(f*)(c) de nuevo, tenemos

y por otro lado tenemos

([ () = Z ap I

l

!/
para algunos a;; € Zq y curvas I} .

Para probar que ¢’ es no-ramificado, vamos a demostrar pri-
mero que dado i € {1,--- ,t}, I'; € g7(I';) para cierto indice .

En primer lugar, en
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el coeficiente que acompana a la curva I'; ; es m; para todo j,
y entonces el maximo comun divisor de los coeficientes de esta
fibra es 1, pues I';; # I'ivy si ¢ # 7 ya que los indices i e '
corresponden a fibras sobre puntos distintos, luego el entero m;
aparece solo con las curvas I'; ; y no con alguna curva I'y .

Notar que para todo i € {1,--- ,t} se tiene que g~ '(T;) N
(f)Y(p1) # 0. En efecto, no puede pasar que las intersecciones
anteriores sean todas vacias para todo i, pues esto nos diria que
(f)"1(p1) es disjunto de toda g~'(T;) y entonces no serfa parte
de g7 (f*1)(c), lo cudl no puede pasar pues go f = f'og’. Lue-
go, al menos un indice i* es tal que g~ (Ty) N (f")"H(p1) # 0,
esto nos dice que alguna curva I';« ; es una de las curvas que
componen (f')71(p;) ya que esta fibra es disjunta de las demas
()" (px), lo que obliga a que I';x; sea un subconjunto de

() po)-

Ahora, seai € {1,--- ,t}, como f~!(c) es conexo, existe una
sucesién de curvas de f1(c), Ty, = [, Ty, -+, T, = T tales
que I'y, , NI, # 0 paratodol <k <r.

Consideremos zg € T's, N Ty, entonces g~'(xq) consiste en
una cantidad finita de puntos, uno por cada I';« ; ya que
1o € T+, en particular uno de ellos estd en la curva de g~ (T';+)
que pertenece a (f")~!(py), pero tal punto también pertenece a
una curva que es componente de g~(T;,), luego esa curva in-

terseca a (f') 7' (p1) y asf g7 (T's,) 0 (f) 7 (p1) # 0.

De lo anterior, si seguimos el mismo procedimiento con I';,
y ['y,, concluimos que g~ (T';,) N (f") " (p1) # 0 e inductivamen-
te llegamos a que g~ *(T;.) N (f) " (p1) # 0, es decir, g7*(T;) N
(f) " (p1) # 0.

La condicién ¢~ (T;) N (f") "' (p1) # 0 implica que una com-
ponente de (f')~!(p1) es una componente de g~1(T;), luego, co-
mo

(f)(p) = Z ap I

l

para todo i € {1,--- ,t}, T, € g(I';) para cierto indice I.
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Para finalizar, como ¢*(f*)(c) = (f')*((¢')*(¢c)) es una igual-
dad de divisores, para todo i € {1,--- ,t}, en cada divisor

aparece una curva I}, la cudl pertenece a (f')*(p1), y cuyo
coeficiente es nyjay; en ¢*(f*)(c) ya que

(f)7((g")"(c)) = na(f)"(pr) + -

Luego, n; divide al menos un coeficiente de ¢*(I';) para todo i €
{1,--- ,t}, pero en un parrafo anterior habiamos mencionado
que en g*(I';) aparece sélo el coeficiente m;, luego n;|m; para
todo i, y asi

1 <ny <m.cd(mg,mg, -+ ,my) =1

Lo cuél es una contradiccién, y concluimos asi que ¢’ es no-
ramificado y por ende es un cubrimiento étale.

Ahora que probamos que ¢’ es étale, la demostracién de que
S > S xo (" es igual a la del Lema 7, la cudl de hecho no usa
la hipétesis de que f es separable (c.f. Observacién 69), por lo
que el lema esta probado.

O

3.4. Aplicaciones

Esta seccién tiene como objetivo, utilizar el resultado del Teore-
ma 23 para mostrar ejemplos de superficies minimales de tipo general
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica positiva, con
radios de Chern ¢?/cy tendiendo a infinito. No se ahondard en detalle
alguno, pero el lector interesado en ellos puede consultar los articulos
(32, 33] en los que estd basada esta seccidn.

Para comenzar, fijemos un cuerpo algebraicamente cerrado k de
caracteristica positiva.

Dada una superficie no singular proyectiva X sobre k, podemos
considerar configuraciones de curvas proyectivas {C},...,C,} tal que
la unién de ellas |J;_, C; da a lugar un divisor en X con Cruces Nor-
males Simples, es decir, las curvas C; son no singulares, y las singu-
laridades de la unién se ven localmente como una vecindad de (0,0) en
el conjunto {(x,y) € A? : zy = 0}, o sea, las intersecciones son nodos.
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Con esto, la idea para encontrar los ejemplos mencionados es cons-
truir superficies Z, proyectivas, no singulares, de tipo general, minima-
les y étale simplemente conexas, que satisfagan

C%(Zq) _

Dichas superficies se consiguen mediante [33, Thm. 8.1], y dependen
esencialmente de la superficie X y las configuraciones de curvas que
uno escoja.

La construccion de dichas superficies, requiere de una parte técnica
en la cudl se asume que las configuraciones de curvas que se escojan
sean “divisibles” para arbitrarios ¢ en el grupo de Picard de X. Esto
es sutil y para ello se usa la asignacion de ciertas multiplicidades a las
curvas. Sin embargo, es posible demostrar que si uno elige genérica-
mente las multiplicidades, los invariantes que nos interesan para que
las superficies Z, son independientes de ellas.

Siendo un poco mas especificos con la construcciéon de las superficies
Zg, lo que se hace es lo siguiente. Se construyen Cubrimientos Cicli-
cos (c.f. [32, Sec. 2]) Y, — X donde ¢ es un primo arbitrariamente
grande y la superficie Y} es proyectiva y normal, cuyas singularidades
(finitas por el Corolario 2) estén sobre los nodos de | J;_, C;, tales que el
cubrimiento anterior esta ramificado sobre | J;_, C; v el grupo Z, actie
sobre Y, de modo tal que Y,/Z, = X.

Siresolvemos las singularidades de Y, mediante una superficie Z, —
Y, tal que toda otra resolucién de singularidades Z — Y, factorize a
través de Z, (esto se conoce como una Resolucién de Singulari-
dades Minimal), basta probar que la superficie que resuelve estas
singularidades es minimal y de tipo general. Para esto, se pueden elegir
las configuraciones de curvas en X de modo tal que las dos propiedades

onad . . C%(Zq)
mencionadas anteriormente se cumplan para Z, y lim
a—00 3(Zg)
segunda propiedad es mas delicada, ya que no puede tener un simil en
caracteristica cero (por la desigualdad de Bogomolov-Miyaoka-Yau).
Luego lo que usamos es una configuracion de curvas que estrictamente
vive en caracteristica positiva, la cual se construye a través de varias
aplicaciones del morfismo k-lineal de Frobenius (c.f. Observacién 29)
sobre una configuracién dada (ver [33, Fig.2] para una idea de la si-
tuacion, donde un tridangulo ordinario se vuelve a través de Frobenius
muy tangente).

Por ultimo, ya fijados X y la configuraciéon de curvas apropiada,
se puede probar que Z, define una fibraciéon Z] — P; donde Z] es
algin blow-up de Z,. Esta fibracién posee al menos una seccién, lo cudl

= 0. La
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implica que la fibraciéon no tiene fibras multiples. Ademas posee una
fibra especial dada por un arbol de lineas proyectivas. En consecuencia,
debido al Lema 2 y al Ejemplo 19 tenemos que 7q es étale simplemente
conexa, y entonces Z, es ¢tale simplemente conexa por la invariancia
biracional del grupo fundamental étale (c.f. Ejemplo 20).






CAPITULO 4

Preguntas

Este capitulo esta orientado a discutir posibles direcciones de in-
vestigacion, basado en el contenido del capitulo anterior.

Fibras maultiples. Dada un fibracion de una superficie sobre una
curva, f : S — C ambas proyectivas sobre C. Sabemos que f posee una
parte vertical V;, el cudl es un subgrupo normal de 7, (S) y corresponde
a la imagen del homomorfismo inducido 71 (F) — m1(S) por cualquier
fibra general. Ademads, de [34, Lemma 3] se deduce que si p € C' es un
punto cuya fibra no es miiltiple, sigue siendo cierta la sucesién exacta
del Lema 5.

En el caso de una fibracion f : S — C entre una superficie y una
curva proyectiva sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k. jSera que
la imagen del homomorfismo inducido entre los grupos fundamentales
étales de una fibra general y de S es independiente de dichas fibras? El
problema son las posibles fibras multiples. Si la respuesta anterior es
afirmativa, jes posible obtener un analogo del Teorema 23 asi como en
el caso complejo (ver Lema 5)7 jcomo se relacionarian la parte vertical
“étale” y la imagen de una fibra multiple?.

Variedades singulares y/o de dimensién mayor. En [12] se
exponen generalizaciones del resultado de [34] para el caso de varieda-
des complejas de dimensiones mayores, y en particular el caso de una
fibracién f : X — C donde X es una variedad compleja que incluso
posea singularidades y C' es una superficie de Riemann. ;Es posible
concluir el mismo resultado del Teorema 23 si cambiamos S por una
variedad no singular de cualquier dimensién? ;y qué podemos decir en
el caso de que C' sea una variedad no singular también? ;hasta que
punto podemos debilitar de la hipdtesis de no singularidad?

Particularmente para esta pregunta, cabe notar que si consideramos
S normal en el Teorema 23, este lema seguiria siendo valido, ya que la
hipédtesis de no singularidad se utiliza para poder manejar divisores en
S como divisores de Cartier. Sin embargo, como sélo nos interesan las
fibras, se podria imitar sin problemas la prueba del Teorema 23.
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También, podriamos cambiar “superficie no singular” por “variedad
no singular de dimensién n” en el Lema 23 y la demostracién es la
misma si consideramos como divisores a sumas con coeficientes enteros
de subvariedades de codimension 1.

Densidad geografica en caracteristica positiva. La aplicacién
de la Seccién 3.4 da ejemplos de superficies minimales y de tipo general
étale simplemente conexas cuyos radios de Chern ¢?/cy son arbitraria-
mente grandes, para cada caracteristica p fija.

Recientemente ademas se ha probado en el caso de caracteristica
cero, que existen superficies simplemente conexas que poseen radios
de Chern arbitrariamente cercanos a todo nimero posible r € [2,3]
(c.f. [23]). ;Cémo estdn dispuestas las superficies minimales y étale
simplemente conexas dentro del problema de geografia? ;seran muy
dispersas, o por el contrario densas en el sentido de que sus radios de
Chern estan arbitrariamente cercanos a cualquier r € [1/5, 00]? Para
mayor informacion sobre geografia en caracteristica positiva mirar [28]

y [13].
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