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1. Teoŕıa cuántica del scatteringConsideramos una part��ula elementaria de spin s 2 N moviendose en un espaio de on�gu-raiones 
 � Rd , d � 1, en presenia de un potenial externo V . En ada tiempo t 2 R, el on-junto de los estados posibles de la part��ula onsituye un mismo espaio (Hilbertiano) de funionesH := L2(
; C 2s+1 ). La din�amia de la partiula est�a onstre~nida por el prinipio de onservai�on de laenerg��a, el mismo formalizado por una euai�on diferenial llamada euai�on de Shr�odinger [8℄:i �'t�t = H't (~ = 1);donde 't 2 H es el estado de la part��ula al tiempo t y H el operador auto-adjunto ��+ V atuandoen H. Por \analog��a" al aso l�asio, el operador diferenial de Laplae-Beltrami � (on ondiionesal borde si neesario) est�a usualmente asoiado a (menos) la energ��a in�etia de la part��ula, mientrasque el operador (matriial) de multipliai�on V represente su energ��a potenial. Luego, el operador Hest�a naturalmente interpretado omo el Hamiltoniano del sistema �part��ula + potenial externo	 yel grupo unitario fe�itHgt2Romo su grupo de evolui�on temporal. (Reordamos que un operador Uen un espaio de Hilbert H es unitario si veri�a U�U = U�U = idH, on U� el adjunto de U .)La teor��a espetral tiene omo objeto de estudio el subonjunto �(H) de R, llamado espetro deH, siendo el soporte en R del �alulo funional asoiado al operador H.1 El an�alisis de �(H) permite,*Finaniado por el Fondo Fondeyt 1090008 y por la Iniiativa Cienti�a Milenio ICM P07-027-F \MathematialTheory of Quantum and Classial Magneti Systems".1En su formulai�on la m�as senilla, el �alulo funional asoiado a un operador H auto-adjunto en un espaio deHilbert H onsiste en el heho que existe una medida real EH( � ) sobre �(H) (la medida espetral de H) a valores enlos operadores aotados tal que f(H) = Z�(H) dEH(�) f(�)para ualquiera funi�on f : �(H) ! C ontinua aotada. Para ada ' 2 H, la apliai�on B 7! kEH(B)'k2 , on B � Run boreliano y k � k la norma de H, de�ne una medida real �'. Esta medida admite una desomposii�on �unia�' = �'p + �'a + �'s;donde �'p ; �'a y �'s son respetivamente medidadas puntual, absolutamente ontinua y singularmente ontinua respetoa la medida de Lebesgue. Por onsiguiente, el espaio de Hilbert H se desompone en la suma diretaH = Hp(H) �Ha(H) �Hs(H);donde Hp(H) := f' 2 H j �' = �'pg, Ha(H) := f' 2 H j �' = �'ag y Hs(H) := f' 2 H j �' = �'sg. Ver la Sei�on7.4 de [9℄ para m�as detalles. 1



entre otros, de determinar totalmente (o parialmente) la desomposii�on del espaio de Hilbert H ensus omponentes Hp(H) y H(H) := Ha(H)�Hs(H), ada uno teneniendo su interpretai�on f��sia.Hp(H) es el subespaio (asoiado a la parte puntual del espetro de H) generado por el onjuntode los vetores propios de H, mientras que H(H) est�e el subespaio (asoiado a la parte ontinuadel espetro de H) de ontinuidad respeto a H. Los vetores propios de H est�an onsiderados omolos estados aotados del sistema, ya que queden invariantes (a parte de una fase) bajo el grupo deevolui�on temporal fe�itHgt2R. Los vetores de H(H) est�an por su parte interpretados omo losestados de difusi�on del sistema porque se esapan, en medida temporal, de ada parte �nita del espaiode on�guraiones uando t! +1.En la pr�atia, la teor��a espetral toma freuentemente bene�io del esquema perturbativo sigu-iente: si el potenial V est�a aotado relativamente al Laplaiano � on uota b < 1, el sistema arater-izado por el HamiltonianoH puede ser onsiderado omo una perturbai�on2del sistema sin interai�onexterna desrito por el operador ��.Esta estrutura adiional, faultativa en teor��a espetral, es de ierta manera el dato iniial dela teor��a del sattering. En efeto, esta teor��a tiene omo objetivo prinipal la desripi�on as��ntotiadel grupo de evolui�on (total) fe�itHgt2R en t�erminos de un grupo de evolui�on (libre) fe�itH0gt2R.Luego, una de las metas de la teor��a del sattering es de determinar un operador H0 (m�as simple queH) tal que para ada estado de difusi�on  2 Ha(H) al tiempo t = 0 se veri�que lo siguiente: existenestados de difusi�on '� 2 Ha(H0) tales que la difereniae�itH  � e�itH0 '�onverge a 0 en norma uando t! �1. Esenialmente, este problema es equivalente a la uesti�on deexistenia y de ompletitud3de los operadores de ondas (generalizados)W� := s- l��mt!�1 eitH e�itH0 Pa(H0);donde Pa(H0) es el proyetor ortogonal sobre Ha(H0) y \s- l��m" hae referenia al l��mite fuerte enH. La interpretai�on usual de los operadores W� est�a esquematizada en la Figura 1.El m�etodo del operador onjugado, t�enia apareida en los a~nos 1960 [6℄ y ontinualmente de-sarollada desde entones, permite de obtener muhos resultados enontrados en teor��a espetral y teor��adel sattering. Se funda sobre la introdui�on de un operador auto-adjunto auxiliar A teniendo iertaspropriedades de ompatibilidad (expresadas en t�erminos de la resolvente (H�z)�1, z 2 C n�(H), de Hy del grupo unitario fe�itHgt2R) respeto al HamiltonianoH. Si estas ondiiones de regularidad est�ansatisfehas, y si el onmutador [iH;A℄ es estritamente positivo uando loalizado sobre un intervaloJ del espetro de H, entones varias informaiones relativas a H pueden ser deduidas loalmente enJ . Como el m�etodo del operador onjugado se basa solamente sobre el dato de un triplete abstratofH;A;Hg adeuado, su dominio de apliai�on es muy amplio. Los ejemplos que siguen forman unalista revelatriz de situaiones f��sias donde el m�etodo del operador onjugado ya ha permitido deobtener resultados sutiles: operadores de Shr�odinger (simples o a N uerpos), medios estrati�ados,2Aqu��, la expresi�on \el operador T + S es una perturbai�on del operador T " hae referenia a la invariania de laspropriedades de auto-adjuni�on en el sentido del Teorema de Rellih-Kato. Es deir, si T es un operador auto-adjunto(esenialmente auto-adjunto) en un espaio de Hilbert H y S es sim�etrio y aotado relativamente a T on uota b < 1,entones el operador T +S es auto-adjunto (esenialmente auto-adjunto), T + S = T +S y el dominio de T + S es igualal dominio de T . Ver la Sei�on 2.7 de [1℄ para m�as detalles.3Uno die que los operadores de ondas W� son ompletos si sus imagenes Ran(W�) en H veri�an la identidad
Ran(W�) = Ran(W+) = Ha(H):2
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e�itH0 ' ' � '�Figura 1: Operadores de ondas W� y operador S de scatteringoperadores de Dira, teor��a u�antia de los ampos, teor��a de los gr�afos, m�eania estatistia, efetoHall u�antio, sattering en relatividad general, et.
2. Operadores conjugados

2.1. Hipótesis generalesConsideramos un operador auto-adjunto H atuando en un espaio de Hilbert H on produtoesalar h � ; � i y norma k � k. Notamos D(H) el dominio de H equipado del produto esalar grafoh � ; � iD(H) := h � ; � i+ hH � ; H � i. Con esta estrutura, D(H) onstituye tambi�en un espaio de Hilbertenajado ontinuamente et densamente en H. Identifando H on su adjunto4 v��a el isomor�smo deRiesz, obtenemos una suesi�on de enajes ontinuos y densos:D(H) � H � D(H)�:La primera propriedad de regularidad de H requerida en el m�etodo del operador onjugado permitede extender esta suesi�on omo sigue. Sea A un segundo operador auto-adjunto en H on dominioD(A) tambi�en equipado del produto esalar grafo. Entones, uno die que H es de lase C1(A) si laapliai�on (de onjugai�on) R 3 t 7! eitA(H � i)�1 e�itA (2.1)a valores en el onjunto B(H) de los operadores aotados sobre H, est�a fuertemente difereniable. Demanera equivalente, H es de lase C1(A) si existe una onstante  � 0 tal que��
(H + i)�1';A'�� 
A'; (H � i)�1'��� � k'k2 (2.2)4El adjunto de un espaio de Banah F , notado F �, es el espaio vetorial onstituido de las funiones ontinuas yanti-lineales ' : F ! C equipado de la norma dualk'kF� := supfj'(f)j j f 2 F; kfkF � 1g:
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para todos ' 2 D(A) (la intuii�on debajo esta equivalenia es que la derivada en t = 0 de (2.1) da elonmutador [(H � i)�1; A℄\ = "(H � i)�1A�A(H � i)�1). En este aso, si el onjunto D(A) \ D(H)est�a equipado on la topolog��a de la intersei�on, todos los enajes de la suesi�onfD(A) \ D(H)g � D(H) � H � D(H)� � fD(A) \ D(H)g�son ontinuos y densos. Adem�as, para ada z 2 C n�(H), el onmutador [(H� z)�1; A℄, de�nido sobreD(A) omo en (2.2), se extiende por ontinuidad a un operador aotado sobre H. De manera similar,el onmutador [H;A℄, de�nido sobre D(A) \ D(H) omo en (2.2), se extiende por ontinuidad a unoperador aotado de D(H) a D(H)�. Las extensiones de [(H � z)�1; A℄ y [H;A℄ (ambas esritas on elmismo s��mbolo) veri�an entones (en el sentido de los produtos esalares, omo en (2.2)), la relai�onfundamental: [(H � z)�1; A℄ = �(H � z)�1[H;A℄(H � z)�1:A parte del heho de que H sea de lase C1(A), el m�etodo del operador onjugado requiere demanera ruial la hip�otesis siguiente de positividad loal del onmutador [iH;A℄: Sea EH( �) la medidaespetral de H. Si H es de lase C1(A), entones el operador EH(J)[iH;A℄EH(J) est�a bien de�nidopara ualquier onjunto J � R aotado (porque [iH;A℄ envia D(H) en D(H)� y EH(J) envia H enD(H)). Tambi�en, existen n�umeros a 2 R tales que5EH(J)[iH;A℄EH(J) � aEH(J): (2.3)Si esta desigualdad est�a veri�ada para un n�umero a > 0, uno die que A es loalmente estritamenteonjugado a H sobre J (por eso el ali�ativo de operador onjugado para designar A).Dediamos en el resto de esta sei�on a una presentai�on de varios resultados que pueden serdeduidos, tanto en teor��a espetral que en teor��a del sattering, de las hip�otesis hehas en el p�arrafoanterior.
2.2. Operadores conjugados y teoŕıa espectralSi � 2 �(H) y � > 0, el operador aotado (H � � � i�)�1 no admite un l��mite en B(H) uando�& 0 (porque H � � no es invertible !). Sin embargo, el l��mitel��m�&0 
'; (H � �� i�)�1'� (2.4)puede existir para iertos vetores ' 2 H. Si para todos � en un subonjunto J � R y para todos' en un subonjunto denso de H este l��mite existe y si la onvergenia es uniforme en � sobre adasubonjunto ompato de J , uno die que un prinipio de absorpi�on l��mite para H est�a veri�ado enJ . La existenia de un tal prinipio tiene omo onseuenia prinipal el heho que el espetro de Hen J sea puramente absolutamente ontinuo (f. [2, Se. 7.1.1 & 7.1.2℄).En los a~nos 80, matem�atio fran�es Eri Mourre [5℄ observ�o que si la desigualdad (2.3) est�a ver-i�ada para un a > 0 y si H es de lase C2(A) (es deir, dos vees de lase C1(A)), entones unprinipio de absorpi�on l��mite existe. Por eso, hablamos de desigualdad estrita de Mourre uandola desigualdad (2.3) est�a satisfeha para un a > 0. Las demostraiones usuales de la existenia dell��mite (2.4) a partir de una desigualdad estrita de Mourre se fundan sobre un m�etodo iterativo, dihode desigualdes difereniales, relativamente t�enio. Referimos el letor a [2, Se. 7.3 & 7.4℄ para una5Dados dos operadores aotados C1 y C2 en un espaio de Hilbert H, uno esribe C1 � C2 sih';C1'i � h';C2'i 8' 2 H:4



presentai�on general del topio y a [2, p. 267-268℄ para una exposii�on del aso partiular (fundador)en que [iH;A℄ = H.Dado un operador H, el problema prinipal reside entones en la onstrui�on de un operadoradeuado A onjugado a H. Si el operador H di�ere muho del Laplaiano negativo �� en L2(Rd ),uno utiliza usualmente el generador del grupo de las dilataiones A = D (f. Sei�on 3) que veri�a laregla de onmutai�on �i(��); D� = �2�:Si el operador H di�ere sensiblemente de �� en L2(Rd ), la elei�on de un operador onjugado onsti-tuye un problema abierto sujeto, hasta hoy d��a, a ninguna teor��a general.
2.3. Operadores conjugados y teoŕıa del scatteringVarias propriedades de propagai�on del estado e�itH ' pueden ser obtenidas graias al m�etododel operador onjugo. Expliamos en lo siguiente omo una desigualdad de Mourre (loal) indue laexistenia de operadores (loalmente) H-suaves, la ual permite a su turno de inferir la existenia(loal) de los operadores de ondas.Empezamos para reordar la relai�on entre operadores H-suaves y operadores de ondas. Un oper-ador T errado on dominio D(T ) � D(H) es loalmente H-suave sobre J � R si para ada intervalo[b; ℄ � J existe una onstante  � 0 tal que la desigualdadT Im(H � �� i�)�1T � �  (2.5)sea veri�ada para todos � 2 [b; ℄ y � 2 (0; 1) (aqu�� la parte imaginaria \Im" est�a de�nida omo paralos n�umeros omplejos). Utilizando la relai�on

Im(H � �� i�)�1 = 12 ZRdt eit� e�itH��jtj;podemos mostrar (ver Sei�on XIII.7 de [7℄) que T es loalmente H-suave sobre J si y s�olo si existepara ada intervalo [b; ℄ � J una onstante  � 0 tal queZRdtT e�itH EH([b; ℄)' � k'k2para todo ' 2 H. As��, la existenia de un operador T loalmente H-suave sobre J provee informa-iones relativas a la propagai�on del estado e�itH EH([b; ℄)' (es deir, sobre el estado ' on evolui�ontemporal dada por H y on energ��a en el intervalo [b; ℄). De heho, suponiendo que la diferenia entrelos Hamiltonianos libre y total de una proeso de sattering se expresa en t�erminos de operadoresloalmente suaves, uno puede mostrar teoremas de existenia de los operadores de ondas omo elsiguiente:
Teorema 2.1. Sean H1 y H2 dos operadores auto-adjuntos en un espaio de Hilbert H, Ej( � )la medida espetral de Hj y J � R. Supongamos que para ada 'j 2 D(Hj) se tiene la igual-dad hH1'1; '2i � h'1; H2'2i = hT1'1; T2'2i, on Tj un operador loalmente Hj-suave sobre J.Entones, los operadores de ondasW�(H1; H2; J) := s- l��mt!�1 eitH1 e�itH2 E2(J)existen y son isometr��as pariales de E2(J)H sobre E1(J)H. Adem�as, los operadoresW�(H1; H2; J)satisfaen la identidadW�(H1; H2; J)� = s- l��mt!�1 eitH2 eitH1 E1(J) �W�(H2; H1; J)(m�odulo el interambio E2(J)$ E1(J), el adjunto � pasa a trav�es el l��mite fuerte).5



Supongamos ahora que un prinipio de absorpi�on l��mite para H sea obtenido sobre un onjuntoabierto J � R a partir de una desigualdad de Mourre. Pues, el onjunto de vetores tales que el l��mite(2.4) existe ontiene el dominio D(A) (f. [2, Se. 7.4℄). Adem�as, si [b; ℄ � J , existe una onstante � 0 (dependiendo de b y ) tal que
'; (H � �� i�)�1'� � �k'k2 + kA'k�para todo ' 2 D(A), � 2 [b; ℄ y � > 0. De esta estimai�on sigue la existenia de una onstante d � 0tal que (1 + jAj)�1(H � �� i�)�1(1 + jAj)�1 � duniformemente en � 2 [b; ℄ y � > 0. Comparando esta relai�on on la de�nii�on (2.5) de operadoresH-suaves, deduimos que el operador (1 + jAj)�1 es loalmente H-suave sobre J . De eso sigue quetodo operador T en H satisfaiendo (1 + jAj)T � 2 B(H) tambi�en es loalmente H-suave sobre J . Enpartiular, si la diferenia entre los Hamiltonianos libre y total es igual a un produto de operadoresT �1 T2 on (1 + jAj)T �j 2 B(H), entones el m�etodo del operador onjugado permite mostrar, v��a elTeorema 2.1, la existenia de los operadores de ondas.
3. Ejemplo: gúıa de ondas cuánticoEn esta sei�on, ilustramos parte de la teor��a de las seiones anteriores on el aso de un gu��a deondas u�antio. El operador auto-adjuntoH0 que representa la din�amia u�antia libre es el Laplaianoon ondiiones a la frontera de Dirihlet ��
D atuando en un espaio de on�guraiones igual a (odifeomorfo a) un gu��a de ondas in�nito 
 := �� R.

� 

Figura 2: Ejemplo de gúıa de ondas 
 = �� R en R3Como el dominio 
 = ��R es un produto direto, el espaio de Hilbert H := L2(
) es isom�etrioal produto tensorial hilbertiano L2(�)
 L2(R), y el Hamiltoniano H0 admite la desomposii�onH0 = ���D 
 1 + 1
 P 2;donde ���D es el Laplaiano de Dirihlet en L2(�), P � �i ��x es el operador de impulso en L2(R), 
el produto tensorial errado de operadores y 1 los operadores identidades. Consideramos el operadorA := 1
D, donde D es el generador del grupo unitaio de dilataiones en R, es deir,� ei�D  �(x) := e�=2  (e� x); � 2 R;  2 C1 (R);on C1 (R) el onjunto de las funiones suaves y on soporte ompato en R. Como D veri�a larelai�on de onmutai�on [iP 2; D℄ = P 2 sobre C1 (R), el operador satisfae la regla de onmutai�on[iH0; A℄ = 2
 P 2:6



Por otro lado, ���D posee un espetro puramente disreto T := f��g��1 onsistiendo en valorespropios 0 < �1 < �2 � �3 � : : : repetidas de auerdo a la multipliidad6. En partiular, la medidaespetral EH0( �) de H0 admite la desomposii�on tensorial [9, Ex. 8.21℄EH0( �) = X��1P� 
EP 2+��( �); (3.1)donde P� es la proyei�on ortogonal 1-dimensional asoiada a �� y EP 2+��( �) la medida espetral deP 2 + ��. Luego, tenemos para ada J � R aotado la igualdadEH0(J)[iH0; A℄EH0(J) = 2 X�2N(J)P� 
 P 2EP 2+��(J); (3.2)on N(J) := f� � 1 j sup(J) � ��g. Si sup(J) < �1, entones EH0(J) = 0 y la desigualdadEH0(J)[iH0; A0℄EH0(J) � aEH0(J)est�a trivialmente satisfeha para ualquier a > 0. En onseuenia, suponemos que sup(J) � �1 ynotamos F la transformada de Fourier en L2(R). Como el operador 1 
 F es unitario, existe unn�umero aJ > 0 tal que EH0(J)[iH0; A0℄EH0(J) � aJEH0(J) si y s�olo si(1
F )EH0(J)[iH0; A0℄EH0(J)(1
F
�1) � aJ (1
F )EH0(J)(1
F

�1): (3.3)Graias a las f�ormulas (3.1)-(3.2), es direto mostrar que la desigualdad (3.1) est�a veri�ada onaJ = ��nf�2N(J)��nf(J � ��): (3.4)En partiular, si existe un ompatoK � (�1;1)nT tal que J � K, entones aJ > 0. En onseuenia,el operador A est�a loalmente estritamente onjugado a H0 sobre RnT . En otros t�erminos, para ada� 2 R n T existen n�umeros " > 0 y a > 0 tales queEH0�(�� "; �+ ")�[iH0; A0℄EH0�(�� "; �+ ")� � aEH0�(�� "; �+ ")�:Observe que la uota inferior (3.4) puede ser obtenida diretamente graias a la teor��a (m�asabstrata) del operador onjugado para sistemas on varios anales [3, Eq. (3.8)℄. En efeto, si losoperadores P�
(P 2+��) est�an interpretados omo Hamiltonianos a un anal (el anal orrespondientea la energ�a transversa ��), entones H0 puede ser onsiderado omo un Hamiltoniano a varios analesya que H0' = X��1P� 
 (P 2 + ��)'para ada ' 2 D(H0). Luego, no es soprendente que sea di�il obtener propriedades de propagai�ono una estimai�on de Mourre para los estados loalizados en energ��a alrededor de los valores � 2 T .Por esta raz�on, los puntos de T est�an usualmente llamados \umbrales" (\thresholds" en ingl�es) delsistema u�antio a varios anales dado por H0. De heho, la obteni�on de resultados en los thresholdsen teor��a espetral o del sattering sigue siendo un ampo de investigai�on intenso dentro la omunidadde f��sios matem�atios.6Referimos el letor a [4, Ch. 6℄ para m�as informaiones sobre el Laplaiano de Dirihlet sobre un dominio aotado.
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