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En la sesidn anterior

Tomamos k un campo de funciones, y un lugar “c0”
A el anillo de funciones regulares fuera de co.
Tomamos reticulos A en extensiones finitas de k..
Asociamos una funcién “exponencial” ej.

ea induce un isomorfismo de Fg-e.v entre L/Ay L.

Traspasando la accién de A en el cuociente obtenemos una nueva
accion de Aen L.
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Punto de vista algebraico

Si B es una F4-3lgebra, entonces 7 denota el endomorfismo b — b9.
Consideramos el anillo de “polinomios” B{}, tal que 7b = b9t
(polinomios torcidos).

Tenemos dos morfismos:

e ¢: B — B{r} (la inclusién)

e D: B{r} — B (la derivada en cero)

-k campo global de caracteristica p.

- 0o un lugar de k.

- A el anillo de funciones regulares fuera de co.
Definicién

Un A-campo es un campo K con un morfismo de anillos i: A — K.

Definicion
La A-caracteristica de un A-campo K es el ideal ker i € SpecA, denotado
por CharpK.

v
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Moddulos de Drinfeld desde el enfoque algebraico
Definicion

Un A-médulo de Drinfeld sobre K es un homomorfismo de anillos
¢: A— K{r} talquei=Do¢pyop#eoli.

Ejemplo
A=F4[T], K=Fg(T) y ¢: A— K{7} dado por T — T + 1.

Proposicién

¢ es inyectiva.

Demostracién.
Si ker ¢ es no trivial, entonces ker ¢ es un ideal primo de A. tenemos que
A/ ker ¢ ~ ¢(A). Como k es campo de funciones, entonces dimA = 1, por
lo tanto ker ¢ es maximal. Asi ¢(A) es campo, es decir ¢(A) C €(K), lo
cual implica ¢ = e o/, lo que no es posible.

Ol

v
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A un médulo de Drinfeld ¢ podemos asociarle un rango. Para eso
definimos la siguiente funcién.

Definicién
Definimos la funcion deg: K{t} — Z dado por deg (27:0 aiTi) =q"y
deg0 = 0.

Proposicién

Existe un nimero positivo d tal que deg ¢(a) = |a|? para todo a € A.
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Proposicién

Existe un nimero positivo d tal que deg ¢(a) = |a|? para todo a € A. A
este nimero d le llamamos el rango del médulo ¢.

Demostracion.
Tenemos que la funcién deg ¢ cumple con
o deg ¢(ab) = deg ¢(a) deg ¢(b).
o deg ¢(a+ b) < max{deg ¢(a),deg ¢p(b)}.
@ degp(a) =0siysolosia=0.
e deg¢(a) > 1 para todo a € A\ {0}.
o Existe a € A con deg ¢(a) > 1.

Entonces deg ¢ se extiende a un valor absoluto no trivial en k. Este valor
absoluto debe ser co. Asi existe d tal que

deg ¢(a) = |al“

Ol

v
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Ejemplo
Para médulos de Drinfeld sobre F[T] basta especificar la imagen de T, y
el rango de ¢ serd log,(deg ¢(T)).

Definicién

Dado un A-modulo de Drinfeld ¢ sobre un campo K, y dado a € A se
define un punto de a-torsion en K como un punto x € K tal que
®(a)(x) = 0. Al conjunto de puntos de a-torsion lo denotamos por ¢|[al.

Observacién
e Siae A\ {0}, entonces el nimero de puntos de orden a esta acotado
por |al9.
o En caso que chara(K) = 0, en caso que ¢[a](K) ~ (A/(a))?.

o El rango es un niimero entero.
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Morfismos de mddulos de Drinfeld

Definicién

Un morfismo entre los médulos de Drinfeld ¢1: A — K{r} y

¢2: A— K{7} es un elemento o € K{7} tal que api(a) = ¢2(a)a para
todo a € A.

Observacidn
Para referirnos a morfismos entre médulos de Drinfeld hablamos de
isogenias.

Observacion
Si ¢1 y ¢o son isogenos, entonces tienen el mismo rango.
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El punto de vista analitico nuevamente

Notacion:
o L/ks extensidn finita.

@ Un reticulo sobre L es una A-submédulo discreto en L¢P, invariante
por la accién de Gal(L*¢P/L).

@ Un morfismo entre reticulos A1 y Ay sobre L es un elemento « € L tal
ali C Ns.

Objetivo: Demostrar la siguiente equivalencia entre categorias.
Proposicién

La categoria de médulos de Drinfeld de rango d sobre L y la categoria de
reticulos de rango d sobre L son equivalentes.
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La funcién exponencial
Sea A un reticulo de dimensidn d sobre L. Definimos la funcién
exponencial de A como:

El producto converge uniforme sobre cada bola centrada en cero, por lo
tanto ep define una funcién entera.
Queremos ver que ep es Fg-lineal.

Lema
Sea G un subgrupo finito de L**P y sea g(z) = [[,cc(z — «), entonces
g(z+w)=g(z) +g(w).

Demostracidn.

g(z+ w) — g(z) — g(w) se anula para z € G o w € G, luego
g(w)g(z)|(g(z) + g(w) + g(z + w)). Comparando grados, deducimos que
g(z+w) =g(z) + g(w). -
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Lema

Sea G un subgrupo finito de L*P y sea g(z) = [[,cc(z — «), entonces
g(cz) = cg(z) para c € Fy.

Demostracidn.

g(cz) = [[(cz— a) = *° [ (z - a/c) = ce(2)

acG aeG
O
v
Proposicién
La funcidn exponencial ep de un reticulo \ es IFy-lineal.
v
Demostracion.
El reticulo A se escribe como unién creciente de [Fg-e.v. O
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La exponencial ey induce un isomorfismo (de F4-espacios vectoriales)
entre L/Ay L.
via este isomorfismo la estructura de A-médulo en el cuociente L/A se
pasa a un estructura de A-médulo en L.
i Como es esta estructura de A-médulo?
Debemos encontrar la accién de A en L tal que a.ep(z) sea igual a en(az).
Comparamos ep(az) con H (ea(z) — en(B))
Be(1/a)r/r

@ Ambas son funciones analiticas.

Ambas tienen los mismos ceros.

Una es un miultiplo de la otra.
en(az) = P,(en(2)).

P, tiene grado |a|9.

e P,e L{r}.

De este modo a un reticulo le asociamos un médulo de Drinfeld.
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Partamos ahora con un A-médulo de Drinfeld ¢. Entonces existe f € L{7}

tal que
fa = ¢(a)f, para todo a € A.

Esta funcién f es analitica.
A C L*%P su nicleo, que es invariante por la accién de Gal(L*P/L).
Observando que

(1/a)A/N = (A/(a))?

Concluimos que A es un reticulo de rango d.
Morfismos de médulos de Drinfeld se corresponden también con morfismos
de reticulos.
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Ejemplos

Ejemplo (Médulo de Carlitz)

Sea A=Tq4[T], y ¢: Fg[T] = k{r}, dado por T — T + T,

(A(T)(x) = Tx+x9). deg o7 = g = | T|*.
Su funcién exponencial es

donde [n]! = ﬁ(Tq" ~T)
i=1

Ejemplo

Existe un tnico A-médulo de Drinfeld de rango 1 sobre K = Koo
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Ejemplo de dimensién 2

Podemos parametrizar (salvo isomorfismo) los A-médulos de Drinfeld de
rango 2 sobre K.

@ Parametrizar médulos es equivalente a parametrizar reticulos.

e Para parametrizar reticulos basta con tomar bases de la forma (1, «).
@ Hacemos actuar GLy(A) para evitar la dependencia de la base.
o

Médulos de Drinfeld médulo isomorfismos se puede parametrizar por

GLa(AN\(K — ko).
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