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Versién analitica

Notacidn

Denotamos por A=TF4[T]y K =F4(T) su campo de fracciones. Salvo
equivalencia los valores absolutos son asociados a

{f € A: f irreducible} U {1/ T},
como sigue: Para f € A irreducible, definimos v¢ : K — Z su valuacién, asi
Ix|r = g™
mientras que el valor absoluto asociado a 1/ T es
|X]oo = qdeg(x)

el cual también es no-Arquimediano.
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Versién analitica

Koo =F4((1/T)) es completo, no es algebraicamente cerrado, y ademas A
es discreto alli pues para todo B > 0 el siguiente conjunto es finito:

{x €A x| < B} = {x € A:deg(x) < log,(B)}

Denotamos por F = (K )% el cual es algebraicamente cerrado, de grado
infinito sobre K., y no es completo con respecto al valor absoluto
extendido desde K.

Médulos de Drinfeld TS



Versién analitica

Definicién

@ Un reticulo M C F es un A-médulo que es finitamente generado y discreto.

@ Tenemos que My, = (0) porque M esta contenido en un campo. Asi que

M = A™ como A-médulos donde ty = rka(M).

® Como M es f.g., el campo intermedio Ly = Koo(M) C F es finito sobre

K. Asi que es completo.

@ Un morfismo entre reticulos M; y M, sobre L es un elemento a € L tal que

aM; C M.

Ejemplos
@ M=AC Ky C F es un reticulo. Cumple tyy =1y Ly = K.
@ M = A[V/T] es un reticulo de rango n. Es discreto pues de nuevo

{xeM: x| < B},

es finito. Cumple Ly = Koo (V' T). En particular, en F hay reticulos de
cualquier rango.
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Versién analitica

Sea M C F un reticulo. Se define ey : F — F como el siguiente producto

em(x) =x- H (1—%)

0#meM

Esta funcién satisface las siguientes propiedades:
@ ey converge absoluta y uniformemente sobre compactos en todo F
porque M es discreto.
@ ey es analitica, dada por una serie de potencias con coeficientes en
Ly.
@ Como los coeficientes estan en Ly, para todo x € F tenemos
em(x) € Lm(x) C F.
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Versién analitica

o La funcién ey : F — F es Fg-lineal.

o ker(ey) =M

@ ey : F — F es sobreyectiva.

@ Obtenemos un isomorfismo Fg-lineal eps : F/M — F.

Como F/M es A-médulo, ahora F adquiere una nueva estructura de
A-médulo. A esto es lo que llamaremos médulo de Drinfeld.
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Versién algebraica

Sea L/K una extension finita. Sea 7 : L — L el endomorfismo definido
por 7(a) = a9. Asi definimos L{7} el anillo de polinomios no conmutativo
via la relacién 7 - a = a9 - 7. Definimos los siguientes morfismos

@ c:L— L{r}ei:A— K las inclusiones respectivas, y

o D: L{r} — L definido por D(>_"_,a;i7") = ap.

e deg: L{r} — Z dada por deg (Z?:o a;Ti) =q" y deg0=0.

Definicidn

Un A-médulo de Drinfeld sobre L es un homomorfismo de anillos

¢:A— L{r} talquei=Do¢y ¢ +#ecoi (Estoimplica en particular que
#(A) & L, ¢ define una accién de A en L, en este caso

¢(T)=T+> ", a7 con a, #0).

Siempre ¢ sera inyectivo. Si no, su nicleo seria no trivial y usando que todo
campo dentro de L{7} esta contenido en L, tenemos una contradiccion.
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Versién algebraica

Rango y Morfismos

Proposicién

Existe un namero positivo d tal que deg ¢(a) = |a|? para todo a € A.
Como ¢ esta determinado por la imagen de T, el rango de ¢ sera

log,,(deg ¢(T)).

Dado un A-modulo de Drinfeld ¢ sobre L, y dado a € A se define un punto
de a-torsién en L como un punto x € L tal que ¢(a)(x) = 0. Al conjunto
de puntos de a-torsién lo denotamos por ¢[a].

Observacién

Si ac A\ {0}, tenemos que ¢[a](L?'8) = (A/(a))? entonces el rango es un
nmero entero y el nimero de puntos de orden a esta acotado por |a|?.
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Versién algebraica

Definicién

Un morfismo entre los médulos de Drinfeld (lo llamaremos isogenias)
¢1: A= L{1t}y ¢a: A— L{7} es un elemento o € L{7} tal que
ap1(a) = ¢2(a)a para todo a € A.

Ejemplo
Un médulo de Drinfeld ¢ de rango 2 sobre F debe ser de la forma

&(T) =T + a(¢)T + b(¢)7? donde {a(¢), b(¢)} C Fy b(¢) # 0. Veamos la
accionde 1+ T€Aenl—T2€ Fviag

(1+T+a(d)r+ b(¢)T2) (1— T2)
(1+ )1~ T2) + (1 T29)a(¢) + (1 — T27)b(9)

14+T7)-(1-T2
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Parte [lI:
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Equivalencia entre las dos Versiones

Proposicién
Sea L/K una extension finita. La categoria de reticulos de rango d sobre

L son equivalentes y la categoria de médulos de Drinfeld de rango d sobre
L.

Prueba

(=) Sea M un reticulo sobre L. Debemos encontrar la accién de A en
L2 tal que a- ep(z) = en(az). Notamos que los ceros de la funciones
analiticas em(az) con [[ge(1/am/m(em(z) — em()) tienen los mismos
ceros. Entonces una es un maltiplo de la otra, es decir,

em(az) = P,(em(z)), donde P, tiene grado |a|? y pertenece a L{7}.
Definimos entonces ¢ : A — L{7} por ¢(a) = P,.
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Equivalencia entre las dos Versiones

Proposicién

Sea L/Ks una extension finita. La categoria de reticulos de rango d sobre
L son equivalentes y la categoria de médulos de Drinfeld de rango d sobre
L.

(<=) Ahora sea ¢ un A-médulo de Drinfeld. Entonces existe f € L{{7}}
tal que fa = ¢(a)f, para todo a € A. Esta funcién f es analitica. Definimos
el reticulo M C L% como el nucleo de f. Como (1/a)M/M = (A/(a))9 se
tiene que M es un reticulo de rango d.

Morfismos de médulos de Drinfeld se corresponden también con morfismos
de reticulos. )
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Espacios de Moduli

Parte IV:
Espacios de Moduli
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Espacios de Moduli

Recordamos que un médulo de Drinfeld ¢ de rango 2 sobre F es dado por
su valor en T y debe ser de la forma ¢(T) = T + a(¢)7 + b(¢)7? donde

{a(¢), b(¢)} C Fy b(¢) # 0.

@ Para parametrizar estos médulos podemos parametrizar reticulos de
rango 2 sobre F.

@ Para parametrizar reticulos basta con tomar bases de la forma (1, @),
cona € Q:=(F\ Kx)

@ Hacemos actuar GL»(A) para evitar la dependencia de la base, como
sigue para z € Q y v € GLy(A).

,_ (2 b ,_ +b
2=\ d Ccz+d
@ Médulos de Drinfeld de rango 2 definidos sobre F médulo
isomorfismos se puede parametrizar por GLy(A) \ €.
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Espacios de Moduli

Definicién

Definimos el siguiente grupo de congruencia

Fo(n) == {(j 3) € GLo(A) : ¢ = 0 (mod n)}

donde n € A es un polinomio ménico no cero.

Definimos analogamente a curvas modulares sobre Q, Yo(n) :=To(n)\ Q vy su
compactificacion Xp(n) obtenida al adjuntar las finitas cuspides ['g(n) \ P1(K).
Finalmente, tenemos el siguiente Teorema analogo a curvas elipticas definidas
sobre Q.

Teorema

Sea E una curva eliptica sobre K de conductor n - co teniendo reduccién
multiplicativa split en co. Existe un morfismo no constante Xy(n) — E definido
sobre K.
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Espacios de Moduli

Gracias.
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