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Referencia

Ahora que ya tenemos una nocién de qué son los médulos de Drinfeld y
para qué sirven, vamos a estudiar algunos capitulos de

P. Deligne, D. Husemoller, Survey of Drinfel'd modules. Contemporary
Mathematics, vol 67, 1987.
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El grupo aditivo

Dado un anillo R, el grupo aditivo sobre R es el funtor
Ga,r - Algg — AbGp

que a cada R-dlgebra S le asocia el grupo aditivo G, r(S) = (S, +).
o Cuando R estd claro, simplemente se anota G,.

e El funtor G, g es representado por R[X]:
Morg(R[X],S) < S.

Un morfismo de funtores ¢ : G; — G, esta representado por un morfismo
¢ : R[X] — R[X], i.e. por el polinomio ¢(X). No cualquier polinomio
sirve, ya que ¢ preserva la estructura de grupo.

La condicién correcta es que ¢ sea aditivo: ¢(X + Y) = ¢(X) + &(Y)
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Endomorfismos del grupo aditivo

Proposicidn. La construccién anterior da una biyeccién

Endgr(Gs) — {¢(X) € R[X] : ¢(X) es aditivo}.

Ejemplos.

@ Sea a € R. Dada cualquier R-algebra S tenemos el morfismo de

grupos aditivos S — S dado por s — as. Corresponde al polinomio
aX € R[X].

@ Suponga que p es un ndmero primo con pR = 0. Dada cualquier
R-algebra S tenemos el morfismo aditivo s — sP. Corresponde la
polinomio XP € R[X]

Proposicidon. Sea k un campo. Consideramos el caso R = k.
e Si char(k) = 0 entonces Endy(G,) = {cX : c € k}.

@ Si char(k) = p entonces los polinomios aditivos sobre k son todos los
de la forma ¢(X) = X + a1 XP + & XP* + ... + co XP".
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Polinomios torcidos

La biyeccién Endgr(G,) — {¢(X) € R[X] : ¢(X) es aditivo} es un
isomorfismo de anillos (no-abelianos en general) con la suma y la
composicién. El neutro es Id que corresponde a ¢(X) = X. Desde ahora
identificamos estos anillos.

En lo que sigue fijamos k campo de caracteristica p > 0.

El anillo de polinomios torcidos k{7} como grupo aditivo es k[r] pero lo

dotamos del producto
Ta = aPr.

Proposicion. La funcién 6 : Endy(G,) — k{7} dada por
O(aoX + a1 XP + ... + a,,Xp") =ay+ a7+ ... +a,7"

es un isomorfismo de anillos. Se anota ¢(7) := B(¢(X)).

Héctor Pastén (PUC) Médulos de Drinfeld 2021/04/21 5/13



Grado, altura y derivadas

(1) Funciones grado de polinomio:
o deg : Endk(G,) — Z, deg(aoX + ... + a,XP") = p"
o d:k{r} = Z, d(ag+ a7+ ... +apt") = n.
Relacién: deg($(X)) = p@().
(2) Funciones altura (no confundir con “altura de punto racional”):
o ht : Endy(G,) — Z, ht(apXP" + ... + a,XP") = h si ap # 0
o ht: k{7} = Z, ht(apr" + ... + a,7") = h idem.

Relacion: ht(¢(X)) = ht(¢(7)). Notar que ht = ord, en End(G,).
(3) Derivadas (en realidad no derivamos nada...)

o 0y : Endy(G,) — k, Oo(aoX + ... + apXP") = ag

@ J:k{t} — k, 0(ap + ... + an7") = ap.
Relacion: do(¢(X)) = d(¢(7)).
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Construyendo polinomios aditivos

Lema. Sea H C G,(k) subgrupo (aditivo) finito. El polinomio

Pr(X) = [1pen(X — h) es aditivo.

Asi, Py € Endg(G,) y tenemos H = ker(Py)(k).

Dem. Sea Y una variable y sea Q(X) = Py(X+ Y) — Pu(Y) € k(Y)[X].
Notar que Q(h) = 0 para todo h € H porque H es grupo. Comparando
grados y ceros llegamos a Q(X) = Py(X). O sea

Pu(X) = Pu(X+Y) = Pu(Y). O
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Notacién para campos de funciones

k sigue siendo un campo de caracteristica p > 0.

g es una potencia de p.

@ C es una curva suave, proyectiva, geométricamente irreducible,
definida sobre Fy.

@ 00 es un punto cerrado de C.

A= 0c(C—{o0}).

| — |oo valor absoluto asociado a vi, normalizado por |a|s = #A/a
paratodo 0 #ac A

Ejemplo. C =P} , co=[0:1].

Sea T = x1/xp en IP’}Fq, entonces A = F,[T] y |a|oo = ¢%&(®) para a € A.
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Observaciones sobre ¢ : A — Endj(G,)

Un médulo de Drinfeld sobre k para la curva puntada (C, o) serd cierto
tipo de morfismo de anillo

¢ A — Endg(G,).

O sea, ¢ da una manera en la que G, se convierte en un A-mddulo.
Pero no todo ¢ servird. Vamos a pedir ¢ inyectivo debido a lo siguiente:

@ Si ¢: A— Endk(G;) ~ k{7} no es inyectivo, ker(¢) es maximal (A
es dominio de Dedekind) asi que im(¢) es campo. Luego,
im(¢) C k C k{7}. Este caso no es interesante.

@ Definimos ||al|4 = deg(#(a)). Esto es A — End,(G,) — Z. Entonces
|| — ||l cumple los axiomas de valor absoluto no-arquimediano en Ay

llall¢ > 1 para todo 0 # a € A. Por lo que || — |4 o bien es trivial, o
bien ||x||¢ = |x|%, para cierto r >0
o || — |4 es trivial & im(¢) C k C k{T} < ¢ no es inyectiva.
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Modulos de Drinfeld sobre k

Un médulo de Drinfeld sobre k para la curva puntada (C, o) es un
morfismo inyectivo de anillos

¢ A— Endg(G), con G~ G,.

Asi, | = |l4 = | — |5 para cierto r > 0, que llamaremos rango de ¢.

Proposicion (se demostrara mas adelante). r es entero.
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Punto de vista funtorial

Dado un médulo de Drinfeld ¢ : A — Endk(G;) tenemos el funtor
E : Alg, — Moda.

dado por E(S) = el grupo aditivo G,(S) con la estructura de A-médulo
determinada por ¢.
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Morfismos de mddulos de Drinfeld

Sean ¢ : A — Endy(G) y ¢’ : A— Endk(G’) médulos de Drinfeld. Un
morfismo es un v : G — G’ tal que para todo a € A tenemos

¢o0U=Uop,

@ u corresponde a un morfismo de funtores E — E’.
@ Siu:G — G’ no es el morfismo trivial que manda todo al neutro,
entonces decimos que u es una isogenia.
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Comparacién bajo isogenia

Proposicion. Sea u: ¢ — ¢’ isogenia entre médulos de Drinfeld
¢,¢' - A— Endg(G,). Entonces r = r'.

Dem. Notar que u € Endg(G;). Tenemos

[|all¢ deg u = deg(¢,u) = deg(ug,) = deg(u)]|al|4-

Concluimos por la definicién de rango.
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