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1. RESUMEN

A partir del principio de las palancas, desarollado por Arquimides se establece una relacién entre
masas distribuidas en los vértices de un tringulo y puntos importantes en él. Se demuestra la existencia
de baricentro y otros puntos del triangulo utilizando el principio de equilibro de masas.

2. PUNTO DE EQUILIBRIO

El punto de equilibrio p de dos masas my, ms se encuentra en la linea que une ambas masas y debe
de satisfacer la ecuacion de equilibrio

d1~m1:d2-m2

m2
ml di d2

donde d1, ds son las correspondientes distancias de p a a cada una de las masas. El punto de equilibrio
resulta ser iinico. En general las masas, que son objetos de formas arbitrarias, se suponen concentradas
en lo que se llama su centro de masa. Luego, en lo que resta de este trabajo supondremos que las
masas son puntuales.

Por ejemplo, si se tienen dos masas iguales a una distancia d entonces el punto de equilibrio
estd determinado por la ecuacion d; - m = ds - m, igualdad que nos dice que d; = ds, es decir, el punto
de equilibrio se encuentra exactamente en la mitad del trazo que une sus centros de masa, como era
de esperarse.
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mi d1 P d2 m2

d

3. EJE DE EQUILIBRIO

En el caso de masas ubicadas en el plano, diremos que una recta L es un Eje de Equilibrio del
sistema compuesto por dos masas m1,ms si se cumple la ecuacion de equilibrio siguiente

ml'd1=m2'd2,

donde di, do corresponden a las distancias de cada masa a la recta L.

Para cada direcciéon del plano hay una tnica recta de equilibrio paralela a esta direcciéon y que
cumple con la igualdad. Es decir, para cada direccion existe un eje de equilibrio del sistema en esa
direccion.

4. PROPIEDAD ASOCIATIVA DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO

El punto de equilibrio de un sistema de tres masas se puede hallar juntando dos de las masas y
ubicandolas en su punto de equilibrio, que se encuentra en la la recta que une los centros de las masas.
Asi obtenemos un sistema con dos masas que tiene el mismo punto equilibrio que el original. En
resumen, el problema se reduce a un sistema de dos masas el cual ya sabemos trabajar.

En la recta. Se juntan dos masas que formam una nueva masa que se ubica en el punto de equilibrio
de ellas dos y luego se procede a encontrar el punto de equilibrio del nuevo sistema.
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p es el punto de equilibrio entre my y mo, q es el punto de equilibrio de las 3 masas.

’ dy(mq1 4+ mg) = dams ‘

Se puede probar que no importa como se asocien las masas, el punto de equilibrio queda invariante.
En otras palabras, se satisface la propiedad asociativa de los puntos de equilibrio.

En el plano. En la figura L = es eje de equilibrio de las 3 masas, p’ es el punto de equilibrio de las

masas Mmip y ma.
m2 L
P
ml
m3

ml+m2 L

<
di
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Entonces, debe cumplirse que dy(m1 + ms) = dams.

En resumen, un eje de equilibrio de un sistema de tres masas se puede hallar juntando dos de ellas
en un punto de equilibrio. Asi obtenemos un sistema con dos masas. Un eje de equilibrio para este
sistema también es un eje de equilibrio para el sistema con tres masas.
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5. PUNTO DE EQUILIBRIO EN EL PLANO

Un punto p es un Punto de Equilibrio para un sistema con tres (o mds) masas en el plano si es el
punto de interseccién de cualquier par de ejes de equilibrio. Este punto tnico. En la figura,

L1,Ls son Ejes de equilibrio.

p' = Punto de equilibrio entre my y mo

p = Punto de equilibrio entre una masa (m; + mg) colocada en p’ y ms. Coincide con el punto de
equilibrio del sistema.

m1 L2

O fo

m2

©

L1

Método para hallar el punto de equilibrio en el plano.

m3 m3
p
P
ml+m2
m2

6. TRIANGULOS Y PUNTOS DE EQUILIBRIO

Dado cualquier tridngulo AABC, AB = ¢, BC = a, CA = b, pretendemos encontrar algunos
puntos “interesantes”del tridngulo como el punto de equilibrio de algun sistema de masas ma, mg, mc
ubicadas en los respectivos vértices.
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El siguiente Lema nos dice que esta pretension es absolutamente razonable y nos deja como tnica
dificultad el hecho de encontrar los valores correctos para las masas.

Lema 1. Sea P un punto del interior o del perimetro del triangulo NABC. Entonces existe una
manera de distribuir masas ma, mpg, me en los vértices de manera que P sea el punto de equilibrio
del sistema.

Demostracién. Notemos que si P = A, basta tomar myq = 1, mp = m¢ = 0. Analogamente
obtenemos los otros vértices. Un argumento de continuidad nos permite concluir lo aseverado en
el lema. Por ejemplo, si el punto P estd sobre el lado AB, basta con aumentar progresivamente el
valor de la masa mp para correr el punto de equilibrio en la direccién del vértice B hasta alcanzar la
posiciéon de P

A continuacién distinguiremoa algunos puntos clasicos de un tridngulo a partir del cdlculo de puntos
de equilibrios para un sistemas de tres masas en el plano.

6.1. Baricentro o centro de gravedad. Consideremos el sistema S; de masas siguiente:

m_A=1
(S1)

m_C=1

m_B =1

Como las masas son iguales en cada vértice, su punto de equilibrio los calcularemos asociando de
a dos masas a la vez. El punto de equilibrio de dos masas (que pesan lo mismo) se encuentra en el
punto medio del lado que los une.
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(S1) (1)

-~

m=2

El punto de equilibrio P del sistema S; esta entonces ubicado sobre la recta que une al vértice
no considerado y el punto medio del lado opuesto, es decir, sobre la transversal de gravedad co-
rrespondiente (que resulta ser un Eje de equilibrio del sistema). Haciendo esto con los otros lados
obtenemo que el punto de equilibrio P del sistema esta ubicado sobre las tres transversales de gravedad
del tridngulo, luego estas tres transversales son concurrentes y P coincide con este punto, llamado
Baricentro del tridngulo AABC.

Note que de la Ecuacién de Equilibrio se obtiene que el baricentro P divide a la transversal de
gravedad en razén 2 : 1, pues esa es la razon entre las masas.

6.2. Incentro. Consideremos el sistema So de masas:

(2) A

donde my4 = a,mp = b,mc = c¢. Busquemos un eje de equilibrio que pase por el vértice A.
Llamemos u, v a los 4ngulos en los cuales este eje divide al angulo ZC AB. Debe tenerse que m¢ -de =
mp - dpg, lo que equivalentemente significa

/CAB

c-bsen(u) =b-csen (v) = sen(u) = sen (v) = u=v= 5

Concluimos que el eje Ly bisecta el angulo ZCAB y coincide con la bisectriz que pasa por el
vértice A. andlogamente, las tres bisectrices del tridngulo son ejes de equilibrio del sistema. Luego
son concurrentes en el punto de equilibrio del sistema: el llamado incentro.
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Observemos que si intentamos encontrar el punto de equilibrio del sistema So usando el método de
asociacién de masas obtenemos una demostracién alternativa del Teorema de la Bisectriz.

A

(S2) A @
: —

c - *

Ubicamos una masa c+b en el punto de equilibrio P’ de mC'y mpg. Este punto verificamgc-dc = mp-dp
o equivalentemente
C dB
cdg=b-dp = - = —.
C-ac B b do
Ya sabemos que el eje de equilibrio AP es la bisectriz del angulo ZCAB. Luego la bisectriz del

dngulo ZCAB corta al lado CB en razén §.

7. TEOREMA DE CEVA

En general, dado un tridangulo AABC, a cualquier linea que pasa por un vértice y corta al lado
opuesto se le llama “ceviana”o “transversal”. Dadas tres transversales pasando por A, B, y C respec-
tivamente, nos preguntamos si existe un punto P en el interior del tridngulo que pertenezca a las tres
transversales. Dicho de otra manera, nos preguntamos si las tres transversales son “concurrentes”:

A

En términos se sistemas de masas, podemos plantear el problema de la siguiente manera:

[ Existe 6 no una distribucién de masas para los vértices del tridngulo de tal forma que las
transversales consideradas sean ejes de equilibrio del sistema resultante?
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Supongamos que las tres transversales son concurrentes. El Lema 1 asegura que existe una dis-
tribucién de masas ma, mp, mc de manera tal que el punto de equilibrio coincida con el punto de
interseccién de las transversales y por lo tanto las transversales resultan ser ejes de equilibrio del
sistema. Si aplicamos el método asociativo para encontrar los ejes tenemos que: reemplazando las
masas mp y mg por una gran masa (mpg + m¢) en el punto de equilibrio de estas dos, vemos que la
transversal por A corta al lado CB en segmentos de largo f e y. Ademés se debe satisfacer la ecuacién
de equilibrio

’ mc-f=mp-y ‘

Andlogamente obtenemos que ’ mp-g=ma-2 ‘ ’ ma-e=mg T

Multiplicando estas tres ecuaciones tenemos que

f-g-e
Y-z

Me-MB-Ma-f-g-c=mp-Ma- MY 2T =1.
En otras palabras, si tres transversales son concurrentes entonces los segmentos en que dividen los
lados opuestos verifican la relaciéon de Ceva

f9e_y
y-z-x

Supongamos inversamente que sabemos que las tres transvesales verifican que los segmentos en
que dividen a los lados opuestos correspondientes satisfacen la relacién de Ceva 5 92 = 1. Queremos
averiguar a partir de ello que las transversales son concurrentes. Para esto proporcionaremos un
sistema de masas adecuado.

Elijamos
mA = = € - f . g
mp =

mgc =

o 08
QL e
[SEERSIFNY

y formemos el sistema de masas resultante. El eje de equilibrio que pasa por A pasa también por
el punto de equilibrio entre las masas mp y m¢, dividiendo al lado BC' en segmentos dg, d.. La
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ecuacion de equilibrio nos dice que
Me-de=mp-dg=e-y-z-d.=e-f-z-dp

Entonces,

% _ [ = dc = f

dy vy dp =y
Por lo tanto la transversal por A coincide con el eje de equilibrio del sistema por A. Analogamente
obtenemos que los tres ejes de equilibrio coinciden con las tres transversales, luego las tres transversales

concurren en el punto de equilibrio del sistema.

Hemos demostrado entonces el siguiente resultado clasico sobre transversales concurrentes

Teorema 1 (Teorema de Ceva). sea un tridngulo AABC. Considere tres puntos P4 € BC, Pp €
CA, P, € AB respectivamente. Las tres transversales APy, APp y AP. son concurrentes si y solo
si se verifica la relacion

APy -CPy-BP, _ |
P,C-PsB-PcA

P_C

P A

Observacion. Note que las distribuciones de masas dadas en las secciones previas son casos
particulares de este método. Otro de los puntos maés clasicos y conocidos en el tridngulo es aquel en
que se encuentran las tres alturas de un tridngulo, el ortocentro. Dejamos como desafio para el lector
hallar el sistema de masas adecuado para que este punto clasico aparezca como punto de equilibrio
del sistema.
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