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4.3 Preuve du Théorème 4.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.3.1 Correction du nombre de rotation transversal . . . . . . . . . . . . 64
4.3.2 Le Théorème 4.3 sous la forme d’un problème de fonction implicite 66
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5.6.3 Une étape n ≥ n̄ quelconque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
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Introduction

Ce travail est consacré à l’étude des transformations fibrées de la forme

F (θ, z) =
(
θ + α, fθ(z)

)

définies dans le produit T1 × U , où α est un nombre réel irrationnel et U est un ouvert
du plan complexe. Nous disons qu’il s’agit de dynamiques holomorphes fibrées car nous
supposerons que les fonctions fθ : U → C sont holomorphes. Nous supposerons toujours
que (θ, z) &→ fθ(z) est continu. Nous serons aussi amenés à considérer le cas C∞ où cette
application est de classe C∞ et le cas analytique : il existe alors δ > 0 tel que l’application
(θ, z) &→ fθ(z) est définie et holomorphe dans le produit Bδ × U , où Bδ est la bande

Bδ =
{
θ ∈ C/Z

∣∣ |Im(θ)| < δ
}

Ce type de transformations s’inscrit dans le cadre plus général des produits croisés
(skew-products) et par sa nature et l’allure des phénomènes que nous traitons dans cette
thèse, on devrait en particulier les regarder comme proches des homéomorphismes du cercle
fibrés sur une rotation irrationnelle.

L’article de M. Herman [Her83b] pose les bases de l’étude des homéomorphismes fibrés
en définisant le nombre de rotation fibré. Plus récemment cette étude a été relancée no-
tamment par les travaux de G.Keller, T. Jäger et J. Stark (voir [Sta03], [JK06], [JS06]),
qui ont établi en particulier une classification à la Poincaré de telles dynamiques basée sur
les propriétés des nombres de rotation associés et l’existence de courbes invariantes.

Dans sa thèse de doctorat O. Sester [Ses97] (voir aussi [Ses99]) a étudié la dynamique
des polynômes fibrés, en généralisant les notions classiques d’ensemble de Julia, fonction
de Green et de la cardiöıde principale de l’ensemble de Mandelbrot dans l’espace de pa-
ramètres. Les travaux de M. Jonsson (voir [Jon99], [Jon00]) sont aussi une réference impor-
tante sur la dynamique fibrée des transformations rationnelles. La reducibilté des cocycles
quasiperiodiques est un important sujet d’étude qui doit être considèré au moment de re-
garder les dynamiques fibrées au dessus d’une rotation irrationnelle (voir [Kri99], [AK06]).

Dans ce travail nous nous intéresserons tout particulièrement à l’existence et l’étude des
courbes continues qui sont invariantes par la dynamique de F , c’est-à- dire, des courbes
continues u : T1 → U vérifiant l’équation

F
(
θ, u(θ)

)
=

(
θ + α, u(θ + α)

)
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Ces objets généralisent le concept de point fixe du cas non fibré. Nous allons tout d’abord
faire un petit rappel sur les principaux résultats de la dynamique locale d’un germe holo-
morphe g : (C, 0) → (C, 0) au voisinage du point fixe (voir [CG93]).

Lorsque le module de la dérivée |g′(0)| est plus petit que 1 nous disons que l’origine est
un point fixe attractif. Quand |g′(0)| > 1 il s’agit d’un point fixe répulsif et si |g′(0)| = 1
nous disons que c’est un point fixe indifférent. Dans le cas attractif il existe effectivement
un ouvert contenant l’origine, appelé bassin d’attraction, dont les points convergent vers
l’origine sous itération positive par g. Le cas répulsif se ramène au cas attractif via l’inverse
du germe. Dans les deux cas la dynamique de g est conjuguée à la dynamique linéaire
z &→ g′(0)z dans un voisinage de l’origine (on dit que g est linéarisable). Dans le cas
indifférent, nous écrivons g′(0) = e2πiγ, γ ∈ R. Nous disons que le point fixe est rationnel
ou irrationnel si γ l’est. Dans le cas irrationnel nous avons le Théorème de Siegel-Brjuno-
Yoccoz (voir [Sie42], [Bru71], [Yoc95])

Théorème 1 Si γ vérifie la condition de Brjuno, alors g est linéarisable. D’autre part, si
γ ne vérifie pas la condition de Brjuno alors le polynôme quadratique Pγ(z) = e2πiγz + z2

n’est pas linéarisable.

La condition B de Brjuno peut se définir à l’aide de la suite {qn}n≥0 des dénominateurs
des fractions partielles du nombre irrationnel γ

B =

{
γ ∈ R

∣∣
∑

n∈N

log qn+1

qn
< ∞

}

Cet ensemble est de mesure totale au sens de Lebesgue. Lorsque g n’est pas linéarisable, le
panorama de la dynamique locale autour du point fixe vient se compléter par le Théorème
des Hérissons de Pérez-Marco (voir [PM97])

Théorème 2 Il existe un ensemble compact connexe plein contenant strictement l’origine
qui est complètement invariant par g.

Ceci est une version très simplifiée de ce joli théorème. On voit ainsi que dans une certaine
mesure la dynamique locale autour du point fixe est gouvernée par les caractéristiques
(infinitésimales) du point fixe.

Cette thèse est divisée en deux parties. La première contient une étude de la dynamique
d’une transformation holomorphe fibrée pour des points qui sont proches d’une courbe
invariante continue. Nous obtenons des résultats qui nous permettent de contrôler cette
dynamique locale à partir de certaines données associées à la courbe, de façon analogue au
cas non fibré.

Nous nous intéressons ensuite à la persistance d’une courbe (et ses caractéristiques
infinitésimales) par des perturbations fibrées de la transformation originale. Nous nous
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restreindrons à un cas spécial (mais particulièrement intéressant) de courbes invariantes,
celles de degré nul. Nous verrons que dans ce cas le problème de la persistance de la courbe
invariante se présente comme un problème de petits diviseurs (les articles [Arn63a], [Bos86],
[Her87], [Mar], [Yoc92] sont une bonne référence pour ce type de problèmes). En regardant
la forme des équations cohomologiques et la nature des petits diviseurs qui apparaissent, on
dit qu’il s’agit un problème de petits diviseurs en dimension intermédiaire. Des équations
similaires apparaissent lors de l’étude de la persistance des tores invariantes isotropes dans
systèmes hamiltoniens (ver [Mos67], [Eli88]), dans la détermination des fonctions propres
des flots spéciaux sur des rotations irrationnelles (voir [GP]) et dans l’étude des cocycles
associés à l’équation de Schrödinger discrète (voir [R8̈0], [Kri99]). Le résultat principal
de cette thèse consiste à établir que le phénomène de la persistance d’une courbe inva-
riante (indifférente de degré nul) est de codimension 1 complexe sous certaines hypothèses
arithmétiques sur les nombres de rotation associés à la courbe.

Nous introduisons à présent quelques notations avant de détailler le contenu de chacunes
des parties qui composent cette thèse. Nous associons à une courbe invariante continue
u : T1 → U son multiplicateur

κ(u) = exp
( ∫

T1

log
∣∣∂zfθ

(
u(θ)

)∣∣
)
dθ

Selon que κ(u) est plus petit, plus grand ou égal à 1 nous disons que la courbe est attractive,
répulsive ou indifférente. Le degré deg(u) de la courbe est défini comme étant le degré
topologique de l’application ∂zfθ

(
u(θ)

)
. Dans le cas indifférent et sous l’hypothèse de degré

nul, nous définissons le nombre de rotation transversal comme étant

ρtr(u) =
1

2πi

∫

T1

log ∂zfθ

(
u(θ)

)
dθ

Nous disons que F est linéarisable s’il existe un changement de coordonnées H à fibres
holomorphes défini autour de la courbe et une fonction A : T1 → C, les deux étant de la
même classe de différentiabilité que F , tels que H conjugue F à la transformation

ΛA : T1 × C −→ T1 × C
(θ, z) &−→

(
θ + α, A(θ)z

)

dans un voisinage de la courbe. Soient κ ∈ R+, n ∈ Z et β ∈ R définis par l’égalité suivante

∫

T1

log
(
e−2πinθ∂zfθ

(
u(θ)

))
dθ = κ + 2πiβ

Nous allons distinguer quelques cas : Si A(θ) = κe2πinθe2πiβ nous disons que F est fortement
linéarisable. Si |A(θ)| = κ pour tout θ ∈ T1 (Bδ dans le cas analytique) nous disons que F
est linéarisable en module. Dans les autres cas nous disons que F est faiblement linéarisable.
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Remarque 1 Quand F est linéarisable et |A(θ)| ≤ 1 pour tout θ ∈ T1 (Bδ dans le cas
analytique) on peut assurer l’existence d’un ouvert U contenant la courbe, dont les fibres
sont biholomorphes au disque D, et F (U) ⊂ U , donc un tube ouvert invariant. Ceci n’est
pas nécessairement le cas quand on a seulement une linéarisation faible et κ = 1, car on
pourrait avoir des sommes de Birkhoff qui ne sont pas bornées supérieurement.

La première partie de cette thèse est composée par les chapitres 1 et 2. Le premier est
un petit chapitre de préliminaires où nous définissons de façon rigoureuse les objets qui
interviennent dans ce travail.

Dans le chapitre 2, nous commençons par traiter le cas facile d’une courbe invariante
attractive. Appelons voisinage tubulaire un ouvert de T1 × C contenant la courbe dont
les fibres sont des disques. Nous montrons qu’une courbe invariante attractive possède un
voisinage tubulaire dont les points convergent vers la courbe par itération positive. Une
courbe invariante répulsive devienne une courbe attractive pour la transformation inverse
F−1, et on a donc le résultat correspondant dans le cas d’une courbe répulsive.

Proposition 0.1 Si κ(u) += 1 alors F est linéarisable faiblement dans un voisinage de la
courbe.

Nous nous intéressons ensuite dans le cas indifférent au lien entre l’existence d’un voi-
sinage tubulaire invariant et la possibilité de linéariser en module la dynamique autour
de la courbe invariante. Nous montrons en fait que ces deux concepts sont équivalents en
généralisant au cas fibré un résultat simple et classique du cas non fibré.

Proposition 0.2 Si κ(u) = 1 et il existe un tube ouvert invariant U qui contient la courbe
alors F est linéarisable en module dans U (en classe C0 et analytique).

Nous montrons ensuite dans le cas analytique une version fibrée du Théorème de linéarisation
de Siegel [Sie42]

Théorème 3 Soit F une dynamique holomorphe fibrée de classe analytique sur la bande
Bδ et u : Bδ → C une courbe invariante indifférente, de degré nul et dont le nombre de
rotation transversal est +tr(u) = β. Si la paire (α, β) vérifie la condition diophantienne
CD≥1(c0, τ), pour certains c0 > 0, τ ≥ 0, alors il existe un tube ouvert invariant U qui
contient la courbe u où la dynamique de F est fortement linéarisable.

La preuve de ce théorème est une adaptation d’une preuve classique due à Moser du
Théorème de linéarisation de Siegel (voir [KH95]). Soit c0 > 0 et τ ≥ 0, la condition
arithmétique CD≥1(c0, τ) est définie par

CD≥1(c0, τ) =
{

(α, β) ∈ R2
∣∣ ‖nα + jβ‖ ≥ c0(

j + |n|
)2+τ ∀ (n, j) ∈ Z×

(
N ∪ {0}

)}

Nous finissons l’étude locale de la dynamique autour d’une courbe invariante en prou-
vant une version fibrée du Théorème des hérissons de Pérez-Marco :
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Théorème 4 (des Hérissons fibrés) Soit F une dhf avec une courbe invariante u in-
différente. Soit U un tube ouvert contenant u dont ses fibres sont des domaines de Jordan.
On suppose que Uθ dépend continument de θ et que F et F−1 définissent des dhf injectives
au voisinage de U . Il existe alors un ensemble compact et connexe K ⊂ U tel que

i) graph(u) ⊂ K.
ii) F (K) = F−1(K) = K, c’est à dire, K est un ensemble complètement invariant par

F .
iii) K ∩ ∂U += ∅.

La deuxième partie contient les résultats majeurs de cette thèse. Elle est composée par
les chapitres 3, 4 et 5. Le chapitre 3 est consacré dans un premier temps à bien poser le
problème de la persistance de la courbe invariante pour des perturbations fibrées de la
dynamique. Même si dans la littérature il existe des outils très puissants pour aborder
la persistance de variétés normalement hyperboliques (voir [HPS77]), nous proposons une
démonstration élémentaire de la persistance d’une courbe non indifférente qui repose sur
le résultat suivant :

Si F est une dhf qui vérifie une hypothèse de contraction en un point alors il existe une
courbe u : T1 → D continue et invariante. En plus, cette courbe invariante est attractive

et attire tout l’ensemble T1 × D dans le futur.

Nous terminons ce chapitre en établissant le caractère arithmétique du problème dans le
cas d’une courbe indifférente. Nous présentons la nature des petits diviseurs et les équations
cohomologiques qui en résultent. Le qualificatif de problème de petits diviseurs en dimension
intermédiaire vient du fait que l’équation cohomologique qui apparâıt est une équation
tordue de la forme

ψ(θ + α)− e2πiβψ(θ) = φ(θ)

Cette équation ne correspond pas aux équations cohomologiques classiques qui se présentent
dans les problèmes de petits diviseurs 1-dimensionnels (difféomorphismes du cercle, points
fixes indifférents) ou dans les problèmes d ≥ 2 dimensionnels (tores KAM).

Le chapitre 4 contient l’énoncé et la preuve du théorème de la persistance des courbes
invariantes indifférentes dans le cas C∞. Nous montrons que sous une hypothèse diophan-
tienne sur les nombres de rotation associés à la courbe, celle ci est persistante par des
petites perturbations de la transformation originale en codimension 1 complexe, c’est à
dire, que pour toute famille à un paramètre complexe de perturbations vérifiant une hy-
pothèse adéquate de transversalité, il existe un élément de la famille qui possède une courbe
invariante indifférente avec le même nombre de rotation transversal que la courbe originale.
Nous utilisons la notation

fs(θ, z) = ρ0,s(θ) +
(
e2πiβ + ρ1,s(θ)

)
z + ρs(θ, z) (1)
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pour chaque élément d’une famille de dhf où s ∈ C est un paramètre. La fonction ρs(θ, ·)
s’annule à l’ordre 2 en z = 0 et répresente donc les termes d’ordres supérieurs. L’espace
Ω(D) est l’espace de Banach des fonctions holomorphes du disque unité D qui sont bornées.
L’énoncé précis est

Théorème 5 Pour toute paire (α, β) qui vérifie l’hypothèse CD1 et pour toutes constantes
L > 1, M > 1, T > 1 il existe ε̃ > 0 qui dépend de L, M, T, (α, β), un nombre naturel r ≥ 2
qui dépend de la paire (α, β) et une constante positive universelle C tels que, si une famille
C∞ à un paramètre complexe {fs}s∈Σ⊂C de fonctions C∞ de T1 vers Ω(D) vérifie pour un
certain ε dans (0, ε̃]

• ‖ρ0,s‖r ≤ ε pour tout s dans D(0, 2CLε) ⊂ Σ
• ‖ρ1,s‖r ≤ ε pour tout s dans D(0, 2CLε) ⊂ Σ

•
[ ∫

T1 ∂sρ1,t

∣∣∣
s=0

(θ)dθ

]
· v > L−1 pour tout v ∈ R2 avec |v| = 1.

• ‖ρs‖r ≤ M pour tout s dans D(0, 2CLε) ⊂ Σ
• ‖∂2

sρ1,s‖0 + ‖∂sρs‖0 ≤ T pour tout s dans D(0, 2CLε)
alors il existe un paramètre s∗ dans le disque D(0, 2CLε) et une courbe u : T1 → D de classe
C∞ qui est invariante par la dynamique holomorphe fibrée Fs∗(θ, z) = (θ + α, fs∗(θ, z)), de
degré nul et son nombre de rotation transversal est +tr(u) = β.

Notons que nous obtenons une estimation explicite sur la taille du paramètre qui produit la
courbe invariante. Nous disons qu’une paire (α, β) vérifie la condition diophantienne CD1

si α vérifie une condition diophantienne et il existe c0 > 0, τ ≥ 0 tel que pour n ∈ Z on ait

‖nα− β‖ ≥ c0

|n|1+τ

Le fait que la condition diophantienne CD1 soit exactement la condition optimale pour
résoudre l’équation cohomologique associée nous permet de montrer que ce théorème est
optimal vis-à-vis de la condition arithmétique dans le cas C∞.

Proposition 0.3 Soit α ∈ CD et β tel que la paire (α, β) ne satisfait pas la condition
diophantienne CD1. Pour tous ε > 0, r dans N il existe une fonction a : T1 → C de classe
C∞ et de norme Cr plus petite que ε telle que la famille à un paramètre complexe

Ft(θ, z) =
(
θ + α, ta(θ) + tλz

)

vérifie que pour tout t dans C la dynamique holomorphe fibrée Ft ne possède aucune courbe
invariante de classe C∞ avec β comme nombre de rotation transversal.

La preuve du Théorème 5 est basée sur l’application d’un théorème de fonctions impli-
cites (celui de Hamilton pour les espaces de Fréchet, voir [Ham82], [Bos86], [Féj04]), ce qui
occupe presque la totalité du chapitre 4. On conclut en utilisant un argument de transver-
salité.

Le chapitre 5 démarre avec l’énoncé analogue du Théorème 5 dans le cas analytique,
où nous utilisons la même notation que dans (1) pour les dhf.
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Théorème 6 Pour toute paire (α, β) qui vérifie la condition de Brjuno B1, pour toutes
constantes positives L > 1, M, T et δ ils existe ε∗(L, M, T, δ, (α, β)) > 0 et une constante
positive KR(L, M, T, δ, (α, β)) tels que si pour un certain ε dans (0, ε∗] la famille analytique
{Ft}t∈Σ vérifie qu’il existe un disque D(t0, KRε) ⊂ Σ tel que

L >
∣∣∣∂t

∫

T1

ρ1,t(θ)dθ
∣∣
t=t0

∣∣∣ > L−1

et pour tout t dans D(t0, KRε)






‖ρ0,t‖Bδ
≤ ε

‖ρ1,t‖Bδ
≤ ε

‖∂2
zρt‖Bδ ,D ≤ M

‖∂t∂zρt‖Bδ ,D + ‖∂2
t ρ1,t‖Bδ

≤ T

alors il existe un paramètre t̄ dans D(t0, KRε) tel que Ft possède une courbe invariante
u, analytique sur la bande B δ

2
, de degré nul et dont le nombre de rotation transversal est

+tr(u) = β. De plus, la taille de u tend vers 0 lorsque ε tend vers 0.

La condition arithmétique de Brjuno B1 est définie par

B1 =
{

(α, β) ∈ R
∣∣ α ∈ B et

∑

n∈N

log Γα,β(2n)

2n
< ∞

}

où Γα,β(N) = sup0≤|n|≤N‖nα − β‖−1. Dans ce cas la condition arithmétique qui apparâıt
n’est pas la condition optimale de l’équation linéarisée. Nous montrons ce théorème par la
méthode KAM classique des conjugaisons successives (méthode de Newton). Ceci étant,
pour obtenir la condition de Brjuno nous sommes obligés de sacrifier de façon considérable
la vitesse de convergence de la méthode, qui s’avére seulement linéaire (au contraire d’une
vitesse exponentielle pour les applications classiques de la méthode). La condition de Br-
juno se manifeste sous la forme d’une accumulation finie de pertes de largeurs de bande.
Une situation similaire se présente dans la stabilité des points fixes elliptiques pour des
transformations analytiques du plan qui préservent l’aire (voir [R0̈2]). Ce chapitre se ter-
mine par une version à paramètres du théorème précédent, qui pourrait s’avérer utile dans
les applications.

Deux courts appendices complétent ce texte.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous allons d’abord rappeler quelques définitions classiques sur les
conditions arithmétiques, nous allons introduire des conditions arithmétiques adaptées aux
problèmes de ce travail et aussi nous traiterons des équations linéaires dites cohomologiques
qui font appel aux conditions arithmétiques. Ce chapitre est completé par la définition des
dynamiques holomorphes fibrées qui sont le sujet central de ce travail.

1.1 Conditions arithmétiques

Soit x un nombre réel. On pose

‖x‖ = min
p∈Z

|x− p|

la distance au plus proche entier (ou bien la distance à l’origine 0 dans T1 mesurée sur le
cercle, si nous considérons x dans T1).

1.1.1 Conditions arithmétiques sur un nombre réel

Un traitement plus complet peut se trouver dans plusieurs textes, dont [Lan66], [Cas57],
[Sch80]. Soit α ∈ T1 \ Q et N ∈ N. Nous définissons le plus petit diviseur de α jusqu’à
l’ordre N comme étant

Γα(N) = max
0<|n|≤N

∥∥nα
∥∥−1

Ces petits diviseurs peuvent être très bien décrits en termes des dénominateurs des réduites
de la fraction continue de α. Soient q0 = 1, q1, q2, . . . ces dénominateurs. Cette séquence
jouit de la propriété des meilleure approximation de l’origine par des multiples de α, c’est-
à-dire qu’on a

qn+1 = min
{
k > qn

∣∣ ‖kα‖ < ‖qnα‖
}

pour tout n ≥ 1. Soit k ∈ N tel que qk ≤ N < qk+1. On a donc que

Γα(N) =
∥∥qkα

∥∥−1
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Soient c > 0, τ ≥ 0. Nous définissons les conditions arithmétiques suivantes

CD(c, τ) =
{
α ∈ T1 \ Q

∣∣ ∀N ≥ 1 ‖Nα‖ ≥ c
N1+τ

}

CD(τ) =
⋃

c>0 CD(c, τ)

CD =
⋃

τ≥0 CD(τ)

B =
{
α ∈ T1 \ Q

∣∣ ∑
N≥1

log Γα(N)
N2 < ∞

}

Si α appartient à CD on dit que α vérifie une condition diophantienne. Si α appartient à
B on dit que α vérifie la condition de Brjuno (d’aprés A. Brjuno, voir [Bru71]). En termes
de la séquence {qn}n≥0 des dénominateurs des réduites de α, ces conditions s’écrivent sous
la forme

α ∈ CD(τ) ⇐⇒ qn+1 = O(q1+τ
n ) (1.1)

α ∈ CD ⇐⇒ log qn+1 = O(log qn) (1.2)

α ∈ B ⇐⇒
∑

n≥1

log qn+1

qn
< ∞ (1.3)

Au §8 de l’article de H.Rüssmann [R0̈2], on trouve un traitement complet de la condition
de Brjuno et cette équivalence. Les autres équivalences sont classiques. Ces équivalences
permettent de construire des nombres (via leur fraction continue) qui rendent les inclusions
suivantes des inclusions strictes

CD ⊂ B ⊂ T1

Pour tout τ > 0 l’ensemble CD(τ) est de mesure pleine au sens de Lebesgue. Les inclu-
sions ci-dessus impliquent que les ensembles CD et B le sont aussi. D’autre part, les en-
sembles CD(τ), CD, B peuvent s’écrire comme une union dénombrable d’ensembles fermés
et d’intérieur vide, ce qui implique que ces ensembles sont petits du point de vue de la
topologie (catégorie de Baire).

Lemme 1.1 (Rüssmann [R0̈2]) α appartient à B si et seulement si

∑

n≥0

log Γα(2n)

2n
< ∞

Preuve. Pour tout n ≥ 2 on a

2n+1−1∑

i=2n

1

i
− 1

i + 1
<

2n+1−1∑

i=2n

1

i2
<

2n+1−1∑

i=2n

1

i− 1
− 1

i

on a donc
1

2n+1
=

1

2n
− 1

2n+1
<

2n+1−1∑

i=2n

1

i2
<

1

2n − 1
− 1

2n+1 − 1
<

1

2n
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Comme Γα(·) est croissante (au sens large) on a

1

2

log Γα(2n)

2n
≤

2n+1−1∑

i=2n

log Γα(i)

i2
≤ 2

Γα(2n+1)

2n+1

ce qui nous permet de conclure !

1.1.2 Conditions arithmétiques sur une paire

Soient α, β des nombres réels. On suppose que α est un nombre irrationnel. Nous disons
que la paire (α, β) est rationnelle s’il existe k ∈ Z tel que kα ≡ β mod (1). Soit N ∈ N.
Quand la paire (α, β) n’est pas rationnelle, nous disons que (α, β) ∈ T2

I et définissons les
plus petits diviseurs jusqu’à l’ordre N comme étant

Γα,β(N) = max
0≤|n|≤N

∥∥nα− β
∥∥−1

qui représente la qualité des approximations de β par des multiples de α. Soient c > 0, τ ≥
0. Nous définissons les conditions arithmétiques suivantes

CD1(c, τ) =
{
(α, β) ∈ T2

I
∣∣ α ∈ CD et ∀N ∈ Z ‖Nα− β‖ ≥ c

N1+τ

}

CD1(τ) =
⋃

c>0 CD1(c, τ)

CD1 =
⋃

τ≥0 CD1(τ)

CD≥1(c, τ) =
{
(α, β) ∈ T2

I
∣∣ ∀ N ∈ Z, j ≥ 0 ‖Nα− jβ‖ ≥ c

(|N |+j)2+τ

}

CD≥1(τ) =
⋃

c>0 CD≥1(c, τ)

CD≥1 =
⋃

τ≥0 CD≥1(τ)

B1 =
{
(α, β) ∈ T2

I
∣∣ α ∈ B et

∑
n≥1

log Γα,β(n)
n2 < ∞

}

Soit α ∈ CD. Nous définissons la condition arithmétique CDα
1 (c, τ) comme étant l’ensemble

de tous les β dans T1 tels que la paire (α, β) appartient à CD1(c, τ). De façon analogue
nous définissons CDα

1 (τ), CDα
1 , etc., et Bα

1 lorsque α ∈ B.

Lemme 1.2 Pour tout τ > 0 l’ensemble CDα
1 (τ) est de mesure pleine.

Preuve. Soit ε > 0. Nous allons montrer que le complémentaire T1 \ CDα
1 (τ) peut être

couvert par des intervalles dont la somme des longueurs est au plus ε. Soit β /∈ CDα
1 (τ). Il

existe alors une suite infinie {ni}i≥0 de nombres entiers tels qu’on ait

∥∥niα− β
∥∥ <

1

|ni|1+τ
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ce qui implique que

β ∈
(
niα−

1

|ni|1+τ
, niα +

1

|ni|1+τ

)
⊂ T1

ou dit autrement, si pour n ∈ Z nous notons les intervalles

In =
(
nα− 1

|n|1+τ
, nα +

1

|n|1+τ

)

, pour tout N ≥ 0 l’ensemble T1 \ CDα
1 (τ) est couvert par l’union ∪|n|>NIn. On choisit

N ∈ N tel que
∑

n>N
2

n1+τ < ε
2 et la preuve suit !

Lemme 1.3 L’ensemble CDα
1 (c, τ) est un fermé d’intérieur vide.

Preuve. Immédiate car son complémentaire est l’union ∪n∈ZIn des intervalles In =
(
nα−

c
|n|1+τ , nα + c

|n|1+τ

)
!

Les ensembles CDα
1 (τ), CDα

1 s’écrivent comme réunions dénombrables d’ensembles du
type CDα

1 (c, τ), et donc ils sont petits au sens topologique, en particulier leur complémentaire
est dense dans le cercle. On peut dire des choses analogues pour les autres conditions dio-
phantiennes que nous venons de définir ci-dessus. Soient M > 0, N ∈ N. Posons

Bα
1

∣∣M
N

=
{

β ∈ T1 \ {nα}n∈Z
∣∣∣

N∑

n=1

log Γα,β(n)

n2
≤ M

}

Ces ensembles sont fermés et leur intersection ∩N∈NBα
1

∣∣M
N

est donc un fermé d’intérieur
vide. On a que

Bα
1 =

⋃

M∈N

{ ⋂

N∈N
Bα

1

∣∣M
N

}

et donc Bα
1 est un ensemble maigre au sens de Baire. L’ensemble Bα

1 est de mesure pleine
d’aprés l’inclusion

CDα
1 ⊂ Bα

1 (1.4)

qui a un sens même quand α n’appartient pas à CD mais seulement à B. On peut montrer
aussi que cette dernière inclusion est stricte.

Lemme 1.4 La paire (α, β) appartient à B1 si et seulement si

∑

n≥0

log Γα,β(2n)

2n
< ∞

Preuve. Analogue à la preuve du Lemme 1.1 !
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1.2 Équations cohomologiques

Dans cette section nous allons rappeler des faits bien connus sur l’équation cohomo-
logique, nous renvoyons le lecteur aux textes [Her79], [KH95], [KR01] pour un traitement
plus complet.

Soit α dans R \Q. Soit φ : T1 → C une fonction continue de moyenne
∫

T1 φ(θ)dθ nulle
pour la mesure de Lebesgue dθ du cercle. Nous cherchons une solution continue ψ : T1 → C
à l’équation cohomologique classique

ψ(θ + α)− ψ(θ) = φ(θ) (1.5)

Notons que la condition sur la moyenne de φ est nécessaire. Une éventuelle solution ne
sera pas unique, puisque en ajoutant une constante nous obtenons d’autres solutions. Ce-
pendant, deux solutions à cette équation différent seulement d’une constante. L’un des
principaux outils pour traiter cette équation est le

Théorème 1.5 (Gottschalk-Hedlund) Soit X un espace métrique compact, f : X → X
une transformation continue et minimale. Soit g : X → C une fonction continue telle que
les sommes de Birkhoff vérifient

sup
n∈N

∣∣∣
n∑

i=0

g ◦ f i(x0)
∣∣∣ < ∞

pour un certain x0 ∈ X . Il existe alors une solution continue h : X → C à l’équation

h ◦ f − h = g

Ainsi, l’équation (1.5) peut se résoudre pour les fonctions φ qui vérifient la condition sur
les sommes de Birkhoff sur un point. Il se présente notamment deux difficultés. D’abord,
la condition sur les sommes de Birkhoff n’est pas toujours facile à vérifier, et de plus,
le Théorème ci-dessus ne nous fournit pas des informations sur la taille de la solution ψ
par rapport à la taille de φ, ce qui sera demandé souvent lors des processus itératifs de
la méthode de Newton. Cependant, si on ajoute quelques hypothèses de régularité sur le
membre du coté droite de l’équation (1.5) et sur le nombre α nous pouvons obtenir des
résultats adéquats.

Supposons que φ est de classe C∞, sa série de Fourier

F(φ)(θ) =
∑

n∈Z\{0}
φ̂(n)e2πinα , φ̂(n) =

∫

T1

φ(θ)e−2πinθdθ

cöıncide avec φ (on a convergence uniforme de toutes les dérivées). Soit ψ une solution de
classe C∞ à l’équation (1.5). On a donc

F
(
ψ ◦Rα − ψ

)
= F(φ)

ψ̂(n)
(
e2πinα − 1

)
= φ̂(n)
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pour tout n ∈ Z \ {0}. Ceci nous suggère (et oblige) à définir une solution par la formule

ψ(θ) =
∑

n∈Z\{0}

φ̂(n)

e2πinα − 1
e2πinθ (1.6)

Notons que la valeur de la moyenne
∫

T1 ψ(θ)dθ n’est pas fixée à priori et nous choisissons

la normalisation ψ̂(0) = 0. Même si φ est de classe C∞, et donc ses coefficients de Fourier

décroissent convenablement, la présence du facteur
(
e2πinα − 1

)−1
, qui peut devenir très

grand si nα s’approche d’un entier, peut faire que cette série ne corresponde pas à celle
d’une fonction de classe C∞. Plus précisément on a l’inégalité

4‖nα‖ ≤
∣∣e2πinα − 1

∣∣ ≤ 2π‖nα‖ (1.7)

On voit ainsi que les conditions arithmétiques de α apparaissent dans la discussion.

Proposition 1.6 Si α ∈ CD et φ est de classe C∞ alors la série (1.6) définit une solution
de classe C∞ à l’équation (1.5). Si α /∈ CD alors il existe φ de classe C∞ telle que la série
(1.6) n’est même pas une distribution.

Proposition 1.7 Si α ∈ B et φ est analytique sur une bande Bδ alors la série (1.6) définit
une solution à l’équation (1.5) analytique sur la bande Bδ. Ceci étant la condition α ∈ B
n’est pas optimale au sens de la proposition précédente.

Remarque 2 Dans le cas analytique, la bande Bδ peut se décomposer en l’union des cercles

T1
s =

{
θ ∈ Bδ

∣∣ Im(θ) = s
}

pour s ∈ (−δ, δ). La moyenne de φ calculée sur chaque cercle T1
s doit être nulle. Par

homotopie cette intégrale est constante sur chaque cercle, alors il suffit de la calculer sur
n’importe le quel de ces cercles. D’autre part, supposons que la moyenne de φ ne s’annule
pas. Pour chaque s ∈ (−δ, δ) il existe un nombre complexe ms tel que l’équation

ψ(θ + α)− ψ(θ) = φ−ms

peut se résoudre. Par homotopie le nombre ms est indépendant de s.

Équation cohomologique tordue Supposons α irrationnel. Soit β ∈ R. Soit φ : T1 →
C une fonction de classe C∞. Nous considérons l’équation cohomologique tordue elliptique-
ment

ψ(θ + α)− e2πiβψ(θ) = φ(θ) (1.8)

En appliquant la méthode des séries de Fourier nous obtenons la série

ψ(θ) =
∑

n∈Z

φ̂(n)

e2πinα − e2πiβ
e2πinθ (1.9)
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Nous voyons que cette fois les petits diviseurs qui apparaissent sont de la forme ‖nα− β‖,
et ainsi les conditions arithmétiques sur la paire (α, β) entrent dans la discussion. Notons
cependant que si la paire (α, β) n’est pas rationnelle, la série (1.9) définit tous les coefficients
de Fourier de la solution (ce qui ne se passait pas dans le cas de l’équation cohomologique
classique pour le coefficient d’ordre 0).

Proposition 1.8 Si (α, β) ∈ CD1 et φ est de classe C∞ alors la série (1.9) définit une
solution de classe C∞ à l’équation (1.8). Si β /∈ CDα

1 alors il existe φ de classe C∞ telle
que la série (1.9) n’est même pas une distribution. De plus, étant donnés ε > 0, r ∈ N on
peut choisir φ de façon que sa taille Cr soit plus petite que ε.

Proposition 1.9 Si (α, β) ∈ B1 et φ est analytique sur une bande Bδ alors la série (1.9)
définit une solution à l’équation (1.8) analytique sur la bande Bδ. Ceci étant la condition
α ∈ B1 n’est pas optimale au sens de la proposition précédente.

Remarque 3 Parfois dans ce travail nous rencontrerons des équations cohomologiques
semblables à celles que nous venons de voir, mais dont le membre de droite est un un
polynôme trigonométrique. Ceci simplifie les choses car dans ce cas la série donnant la
solution devient elle même un polynôme trigonométrique.

1.3 Dynamiques holomorphes fibrées

Dans ce travail nous allons considérer des transformations continues de la forme

F : T1 × U −→ T1 × C
(θ, z) &−→

(
θ + α, fθ(z)

)

où U ⊂ (C, 0) est un voisinage de l’origine dans le plan complexe, fθ : U → C est une
fonction holomorphe injective (univalente) pour chaque paramètre θ dans T1 et α est un
nombre irrationnel. Nous appelons à une telle transformation F une dynamique holomorphe
fibrée au dessus du cercle et la notons désormais par dhf. Une dépendance plus différentiable
en la variable θ des fonctions fθ sera souvent utilisée. Ces transformations sont un cas
particulier des dynamiques du type produits croisés (skew product) et nous allons adopter
la notation usuelle pour la deuxième composante de la transformation et pour ces itérés

Π2F (θ, z) = f(θ, z) = fθ(z)

Π2

(
F n(θ, z)

)
= fn(θ, z) = fn

θ (z)

Nous décrivons quelles sont exactement les types de régularité qu’on traitera dans ce travail.

La classe C0. Formée par des dhf sans d’autres hypothèses de régularité que celles
ci-dessus.
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La classe C∞. Nous disons qu’une dhf F est de classe C∞ si la fonction f associée est
de classe C∞ à deux variables. On désignera les problèmes et résultats de cette classe par
le cas C∞.

La classe analytique. Soit δ un nombre réel positif. Nous disons qu’une dhf F est
analytique sur la bande

Bδ =
{
θ ∈ C/Z

∣∣ |Im(θ)| < δ
}

si la fonction f : Bδ × U → C associée est une fonction holomorphe à deux variables. On
désignera les problèmes et résultats de cette classe par le cas analytique.

Remarque 4 On pourrait considérer des dynamiques holomorphes fibrées où la trans-
formation sur la base est un homeomorphisme minimal du cercle préservant l’orientation
(un difféomorphisme C∞ (analytique) dans le cas C∞ (analytique)). Mais cette plus grande
géneralité n’est qu’apparente car une conjugaison sur la base (sous l’hypothèse arithmétique
appropriée dans le cas C∞ ou analytique) nous ramene au cas considéré. En effet soit r un
difféomorphisme du cercle préservant l’orientation, et soit h la linèarisation donnée par les
Théorèmes de Herman ou Yoccoz selon le cas (C∞, Cω, voir [Her79], [Yoc84], [Yoc02]).
Le changement de coordonnées donné par H(θ, z) =

(
h(θ), z

)
nous ramenne donc au cas

r(θ) = θ + α.

1.3.1 Courbes invariantes

La notion de point fixe ou de point périodique pour une transformation fibrée au dessus
d’une rotation minimale n’a aucun sens (car α est un nombre irrationnel). L’extension
naturelle de ce concept dans notre cadre est celle d’une courbe u : T1 → C invariante, c’est
à dire une courbe continue qui satisfait l’équation

F
(
θ, u(θ)

)
=

(
θ + α, u(θ + α)

)
(1.10)

Dans ce travail nous allons nous intéresser aux courbes invariantes de la même classe de
différentiabilité que la transformation considérée. Nous verrons que jusque à un certain
point cette notion géneralise celle de point fixe pour le cas non fibré. Pour commencer,
nous allons définir 3 données associées à une courbe invariante u :

Le multiplicateur d’une courbe invariante. Nous considérons le nombre réel positif
suivant

κ(u) = exp
( ∫

T1

log
∣∣∂zfθ

(
u(θ)

)∣∣dθ
)

que nous allons appeler multiplicateur moyen de la courbe. Rappelons que nous supposons
F injective et que ∂zfθ ne s’annule donc pas.

Quand le multiplicateur κ(u) est plus petit que 1 nous disons qu’il s’agit d’une courbe
invariante attractive. Quand κ(u) est plus grand que 1 nous disons qu’il s’agit d’une courbe
invariante répulsive. Dans les deux cas la dénomination sera bien justifiée par des résultats
dynamiques (voir sections 2.1.1, 2.1.2). Nous designons le cas κ(u) = 1 comme une courbe
invariante indifférente.



1.3 Dynamiques holomorphes fibrées 11

Le degré d’une courbe invariante. Soit g : T1 → C∗ une fonction continue. Nous
disons que g est de degré deg(g) = n dans Z si l’image paramétrée g(T1) fait n tours
autour de l’origine du plan complexe (comptés algébriquement). Par exemple, pour n dans
Z, la fonction continue en : T1 → C∗ définie par

en(θ) = e2πinθ

est de degré deg(en) = n. La proposition élémentaire suivante (voir [Lim81]) sert à calculer
le degré d’une fonction continue

Proposition 1.10 Soient g, g̃ : T1 → C∗ des fonctions continues, alors
i) Si g et g̃ sont homotopes via une homotopie qui ne passe pas par zéro alors deg(g) =

deg(g̃).
ii) Si g̃ est de classe C1, le degré de g̃ peut se calculer par la formule

deg(g̃) =
1

2πi

∫

T1

g̃′

g̃

iii) L’application deg est un homomorphisme, c’est à dire

deg(gg̃) = deg(g) + deg(g̃)

ainsi en particulier la fonction e−ng est de degré nul lorsque deg(g) = n.
iv) Quand deg(g) = 0 nous pouvons définir de façon continue la fonction log g : T1 →

C.

Nous définissons le degré deg(u) d’une courbe invariante comme étant le degré de la fonction
∂zfθ

(
u(θ)

)
.

Le nombre de rotation transversal. Soit n = deg(u) comme défini ci-dessus. Nous
définissons le nombre réel +tr(u) dans T1 à l’aide de l’égalité

∫

T1

log
(
e−n(θ)∂zfθ

(
u(θ)

))
dθ = log κ(u) + 2πi+tr(u) (1.11)

Les théorèmes principaux de ce travail portent sur des courbes invariantes indifférentes
de degré nul. Dans ce cas nous pouvons donner une interprétation dynamique au nombre
+tr(u) comme étant la vitesse moyenne de rotation autour de la courbe, puisqu’on a alors

+tr(u) =
1

2πi

∫

T1

log ∂zfθ

(
u(θ)

)
dθ

Nous appelons dans ce cas +tr(u) le nombre de rotation transversal de la courbe.
Par exemple la dhf donné par F (θ, z) = (θ + α, e2πiβz) avec β un nombre réel dans

l’interval [0, 1), est la plus simple mais pas la moins interéssante. La courbe u = {z ≡ 0}θ∈T1

est continue, invariante, de degré nul, indifférente et +tr(u) = β.
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Invariance des données de la courbe par conjugaison fibrée

Soit H(θ, z) =
(
θ, h(θ, z)

)
une transformation continue où h(θ, ·) est une fonction holo-

morphe injective (univalente) de façon à que H soit un changement de coordonnées dans
un voisinage de la courbe invariante. Soit ũ(θ) = h−1

(
θ, u(θ)

)
la courbe invariante associée

à la dhf F̃ = H−1 ◦ F ◦H. On a que

∂zf̃θ

(
ũ(θ)

)
= ∂zh

−1
θ+α

(
fθ

(
hθ(ũ(θ))

))
∂zfθ

(
hθ(ũ(θ))

)(
∂zhθ(ũ(θ))

)

=
(
∂zhθ+α

(
ũ(θ + α)

))−1

∂zfθ

(
u(θ)

)(
∂zhθ

(
ũ(θ)

))

Soit m = deg
(
∂zhθ(ũ(θ))

)
. Le degré de la courbe invariante ũ est

deg(ũ) = −m + n + m = n

puisque deg est un homomorphisme. Donc le degré de la courbe invariante est invariant
par conjugaison fibrée. On peut calculer

∫

T1

log
(
e−n(θ)∂zf̃θ

(
ũ(θ)

))
dθ =

∫

T1

log
(
e−n(θ)∂zfθ

(
u(θ)

))
dθ +

+

∫

T1

log
∂zhθ

(
ũ(θ)

)

∂zhθ+α

(
ũ(θ + α)

)dθ

= log κ(u) + 2πi+tr(u) +

+

∫

T1

log
e−m(θ)∂zhθ

(
ũ(θ)

)

e−m(θ + α)∂zhθ+α

(
ũ(θ + α)

)dθ +

+

∫

T1

log em(θ)e−m(θ + α)dθ

= log κ(u) + 2πi(+tr(u)−mα)

La ligne ci-dessus nous permet de dire que le multiplicateur κ(ũ) est égal à κ(u) et donc
est invariant par conjugaison fibrée. On voit que via une conjugaison fibrée de la forme
H(θ, z) =

(
θ, em(θ)z

)
le nombre +tr(u) change par −mα. Quand le degré deg(u) = 0 nous

allons permettre seulement des changements de coordonnées de degré nul. Dans ce cas on
voit que le nombre de rotation transversal +tr(u) est bien défini.

Remarque 5 Dans le cas analytique, supposons que la courbe invariante u : T1 → C est
analytique. Elle possède donc une extension holomorphe (encore notée par u) à valeurs dans
U sur une bande Bδ′, pour un certain 0 < δ′ ≤ δ. Par continuation analytique de l’équation
de la courbe invariante (1.10) on a que pour chaque s dans (−δ′, δ′) la restriction de u au
cercle

T1
s = {θ ∈ Bδ

∣∣ Im(θ) = s}
est une courbe invariante. Le degré de cette courbe est indépendant de s (par homotopie),
de même que le multiplicateur et le nombre +tr(u), par la formule de Cauchy, car les cercles
sur lesquels on integre la formule (1.11) sont homotopes.
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Fig. 1.1 –

1.3.2 Formes Normales

Nous disons qu’une dhf F peut s’écrire sous forme normale s’il existe un changement
de coordonnées de la même classe de différentiabilité que F , H(θ, z) =

(
θ, hθ(z)

)
défini

dans un voisinage de la section nulle {z ≡ 0}θ∈T1 avec hθ une fonction holomorphe pour
tout θ dans T1, de façon que la conjugaison H−1 ◦ F ◦H s’écrit sous la forme

(θ, z) &−→
(
θ + α, Aen(θ)z + ρ(θ, z)

)

pour un certain n dans Z, un certain nombre complexe non nul A et une fonction ρ dans
la même classe de différentiabilité que F . Nous demandons que ρ répresente les termes
d’ordre supérieur, donc ρ(θ, ·) doit être une fonction holomorphe dans un disque autour
de l’origine et qui s’annule jusqu’à l’ordre 2 en z = 0 pour tout θ dans T1. Dans ce cas F
possède une courve invariante u0 = H({z ≡ 0}θ∈T1) dont le multiplicateur est κ(u0) = |A|
et le degré est deg(u0) = n. Quand le module |A| = 1, A s’écrit sous la forme A = e2πiβ

avec un nombre réel β dans [0, 1). Si n = 0 et deg(∂zhθ(0)) = 0 le nombre de rotation
transversal de la courbe est +tr(u0) = β.

Inversement, soit F une dynamique holomorphe fibrée avec une courbe invariante
{u0(θ)}θ∈T1 dans la même classe de différentiabilité que F et de degré deg(u0) = n. Si
nous pouvons réssoudre l’équation cohomologique

u1(θ + α)

u1(θ)
= A−1e−n(θ)∂zfθ

(
u0(θ)

)
(1.12)

pour un certain nombre complexe non nul A, avec u1 une fonction à valeurs dans C, qui ne
s’annule pas et dans la même classe de différentiabilité que F , alors en faisant le changement
de coordonnées

H(θ, z) =
(
θ, u0(θ) + u1(θ)z

)

nous obtiendrons une forme normale NF pour F . Dans le cas particulier d’une courbe
invariante u0 indifférente, de degré nul et nombre de rotation transversal +tr(u0) = β, si on
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peut réssoudre l’équation cohomologique

u1(θ + α)

u1(θ)
e2πiβ = ∂zfθ

(
u0(θ)

)
(1.13)

avec u1 une fonction à valeurs dans C, qui ne s’annule pas, de degré nul et dans la même
classe de différentiabilité que F , alors en faisant le même changement de coordonnées H
ci-dessus nous obtiendrons pour F la forme normale

(θ, z) &−→
(
θ + α, e2πiβz + ρ(θ, z)

)

Bien entendu, l’ouvert UNF où est définie cette forme normale n’est pas le même que l’ouvert
U où est définie F ; dans le cas analytique la bande de définition peut aussi être différente
pour la forme normale. On note que les équations (1.12),(1.13) peuvent être résolues sous
hypothèse de différentiabilité soit C∞ soit analytique, en supposant simplement les bonnes
hypothèses arithmétiques sur le nombre α. Lors du cas seulement continue, dans certaines
situations ces équations seront résolues à l’aide du Théorème de Gottschalk-Hedlund (voir
section 1.2).

La discussion précédente nous permet donc de dire que la dynamique holomorphe fibrée
autour d’une courbe invariante peut être vue, à la résolution d’une équation cohomologique
près, comme une dynamique fibrée par des germes holomorphes qui fixent l’origine, avec
un multiplicateur bien précis, au dessus d’une rotation irrationnelle du cercle.



Chapitre 2

Stabilité autour d’une courbe
invariante

Pour fixer les idées nous allons supposer dans ce chapitre que nos dhf sont continues
et définies sur un voisinage du produit T1 × D, où D répresente le disque unité ouvert du
plan complexe.

Nous allons commencer par quelques résultats très simples. Soit F une dhf et soit L
l’ensemble de tous les points de T1 ×D qui ne sortent pas de T1 ×D dans le futur, c’est à
dire, l’ensemble

L =
⋂

n≥0

F−n(T1 × D)

qui est un ensemble compact. Pour tout θ dans T1 nous notons Lθ la fibre de l’ensemble L
au-dessus de θ, c’est à dire

Lθ = Π2

(
({θ} × D) ∩ L

)

D’après la définition de l’ensemble L il suit que F (L) ⊂ L, d’où on conclut que pour tout
θ dans T1 on a

fθ

(
Lθ

)
⊂ Lθ+α

Lemme 2.1 Si L += ∅ alors Lθ += ∅ pour tout θ dans T1.

Preuve. La projection Π1L de L sur le cercle T1 est compacte et invariante par la rotation
irrationnelle Rα qui est minimale ce qui implique que Π1L = T1 !

Par la suite nous allons supposer que L n’est pas vide. On dit qu’un ensemble compact
K de C est plein si son complémentaire dans la sphère de Riemann est connexe.

Lemme 2.2 Pour tout θ dans T1 les composantes connexes de l’ensemble Lθ sont des
compacts pleins.

Preuve. Sinon, il existe θ̃ dans T1 et un point z̃ qui appartient à une composante connexe
bornée du complémentaire de Lθ̃. Pour tout n ≥ 0 il existe alors une courbe γn entourant
z̃ telle que les images de {θ̃} × γn par F j, j ≤ n, soient contenues dans T1 × D. Par le
principe du maximum, les images de (θ̃, z̃) par F j, j ≤ n sont aussi contenues dans T1×D.
Comme ceci est vrai pour tout n, on a que z appartient à Lθ̃, une contradiction !
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2.1 Courbes stables, tubes invariants

Dans le cas non fibré l’existence d’un ouvert invariant autour du point fixe assure la
linéarisation du germe considéré. Dans le cas des dhf, l’existence d’un certain type d’ouvert
autour de la courbe invariante sera ce qui nous fournira une information très précieuse sur
le comportement de la dynamique de F autour de cette courbe.

On dit que la dhf F possède un tube ouvert invariant s’il existe un ouvert U de T1×D
qui vérifie

i) F (U) ⊂ U
ii) La fibre Uθ au-dessus du point θ est un disque topologique (biholomorphe au disque

D d’après le Théorème d’uniformisation de Riemann) pour tout θ dans T1.
Nous disons que une courbe invariante u : T1 → D est une courbe stable s’il existe un

tube ouvert invariant U qui la contient, c’est-à-dire, que u(θ) ∈ Uθ pour tout θ dans T1.
On associe à un tel ouvert U une famille de fonctions uniformisantes {hθ}θ∈T1 vérifiant que
pour tout θ dans T1 la fonction hθ : D → Uθ est un biholomorphisme, avec hθ(0) = u(θ) et
h′θ(0) est un nombre réel positif. Ce choix est toujours possible (et unique d’ailleurs) car
les uniformisations sont définies à une transformation de Möbius près. Avant de continuer,
nous voulons rappeler un concept qui nous sera utile

Le rayon conforme. Soit Ω une région simplement connexe bornée du plan complexe
(un disque topologique, ou dorénavant région) qui contient l’origine et soit h : D → Ω le
biholomorphisme vérifiant h(0) = 0 et h′(0) > 0. Le nombre réel positif h′(0) est appelé le
rayon conforme de Ω et sera noté par R(Ω).

Lemme 2.3 Soient Ω′, Ω deux régions qui contiennent l’origine telles que Ω′ ⊂ Ω. Alors

R(Ω′) ≤ R(Ω) (2.1)

et on a l’égalité si et seulement si Ω′ = Ω.

Preuve. Soient hΩ, hΩ′ les uniformisations de Ω et Ω′ vérifiant que hΩ(0) = hΩ′(0) = 0
et h′Ω(0) > 0, h′Ω′(0) > 0. La composition H = h−1

Ω ◦ hΩ′ : D → D vérifie H(0) = 0 et
H ′(0) = h′Ω(0)−1h′Ω′(0). Le Lemme de Schwartz assure que H ′(0) ≤ 1 avec l’égalité si et
seulement si H est un automorphisme du disque ce qui implique directement le lemme !

Si Ω ne contient pas l’origine, nous pouvons marquer un point dans Ω et calculer son
rayon conforme par rapport à ce point. La proposition précédente reste vraie en considérant
des régions centrées dans ce point marqué.

En revenant à la discussion de la dynamique holomorphe fibrée avec un tube invariant
U et une courbe invariante u dans son intérieur, le fait que le graphe {

(
θ, u(θ)

)
}θ∈T1 soit

un ensemble compact et que U soit un ouvert borné, nous permettent de dire qu’il existe
un rayon positif et fini Rin tel que pour tout θ dans T1 on a D

(
u(θ), Rin

)
⊂ Uθ ⊂ D. Ceci

implique

Lemme 2.4 Il existe une constante W > 1 tel que pour tout θ dans T1 le rayon conforme
R(Uθ) de Uθ calculé par rapport à u(θ) vérifie W−1 < R(Uθ) < W .
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Nous définissons les sommes de Birkhoff de u au point θ, et les notons Sn
u (θ), par

Sn
u (θ) =

n−1∑

i=0

log
∣∣∂zfθ+iα

(
u(θ + iα)

)∣∣

Lemme 2.5 Il existe une constante B+ > 0 telle que pour tout θ dans T1 et pour tout
n ≥ 0 la somme de Birkhoff Sn

u (θ) est majorée par B+.

Preuve. Soit θ dans T1 et n dans N. Nous définissons les fonctions f̃n
θ : D → D par

f̃n
θ (z) = h−1

θ+nα

(
fn

θ

(
hθ(z)

))

Le Lemme de Schwartz appliqué à ces fonctions nous dit que
∣∣∂zf̃n

θ (0)
∣∣ ≤ 1. Ceci signifie

que

h′θ+nα(0)−1

( n−1∏

i=0

∣∣∂zfθ+iα

(
u(θ + iα)

)∣∣
)

h′θ(0) ≤ 1

d’où on peut conclure directement en prenant le log des deux cotés et en appliquant le
Lemme 2.4 !

Corollaire 2.6 Le multiplicateur de u, κ(u) est plus petit ou égal à 1.

Preuve. Soit θ dans T1. Comme la rotation Rα est uniquement ergodique sur le cercle car
α est irrationnel, les moyennes 1

nSn
u (θ) convergent uniformément vers

∫
T1 log

∣∣∂zfθ

(
u(θ)

)∣∣dθ
quand n tend vers l’infini. Le lemme précédent nous dit alors que

log κ(u) =

∫

T1

log
∣∣∂zfθ

(
u(θ)

)∣∣dθ = lim
n→∞

1

n
Sn

u (θ) ≤ lim
n→∞

B+

n
= 0 !

2.1.1 Stabilité autour d’une courbe attractive

Nous allons traiter ici le cas κ(u) < 1, c’est à dire, le cas d’une courbe attractive. Nous
justifions d’abord cette dénomination.

Une courbe attractive est attractive

Soit F une dhf et u : T1 → D une courbe invariante attractive.

Proposition 2.7 Il existe un tube ouvert invariant U autour de la courbe u tel que tout
point dans cet ouvert tende vers la courbe dans le futur avec la dynamique de F .

Preuve. Nous pouvons supposer que u = {z ≡ 0}θ∈T1 en conjugant par une translation
fibrée. Nous avons alors ∫

T1

log
∣∣∂zfθ(0)

∣∣dθ < 0
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Comme la rotation Rα est uniquement ergodique, il existe n∗ tel que
∣∣∂zfn∗

θ (0)
∣∣ ≤ 1/2 pour

tout θ dans T1. Il existe alors un rayon r > 0 tel qu’on ait

∣∣fn∗

θ (z)
∣∣ ≤ 2

3
|z|

pour |z| ≤ r, θ dans T1. On prend

U =
⋂

0≤n<n∗

F−n
(
T1 ×Dr

)

où Dr est le disque de rayon r et centré en z = 0. L’ouvert U a les propriètés voulues (les
fibres sont des disques topologiques par le principe du maximum) !

Le Théorème d’uniformisation de Riemann assure parmi d’autres choses, qu’un disque
topologique D peut être doté d’une (unique) métrique dD à courbure négative constante
égale à −1, en tirant en arrière la métrique de Poincaré du disque D via l’uniformi-
sation choisie. Le lemme suivant est une version générale du Lemme de Schwartz-Pick
(voir [Kra90])

Lemme 2.8 Soient W > 1 une constante et D un disque topologique dont le rayon
conforme vérifie

W−1 < R(D) < W (2.2)

alors il existe une constante C = C(W ) telle qu’on ait

C−1|z| < dD(z, 0) < C|z| (2.3)

pour dD(z, 0) < 1. Soient D, D′ deux disques topologiques. Si g : D → D′ est une fonction
holomorphe alors

i) g est une contraction au sens large dans les métriques induites dD, dD′, c’est-à-dire,
pour tous z1, z2 dans D on a

g∗(dD′) ≤ dD (2.4)

distD′
(
g(z1), g(z2)

)
≤ distD

(
z1, z2

)
(2.5)

où distD, distD′ sont les distances induites pour les métriques hyperboliques dD, dD′

respectivement.
ii) Si g envoie D de façon compacte dans D′, c’est à dire, si on a l’inclusion g(D) ⊂ D′,

alors g est une contraction stricte dans les métriques induites, autrement dit, il existe
une constante c positive et plus petite que 1, telle que pour tous z1, z2 dans D on a
que g est une c-contraction

g∗(dD′) ≤ c dD (2.6)

distD′
(
g(z1), g(z2)

)
≤ c distD

(
z1, z2

)
(2.7)

Proposition 2.9 Soit u une courbe invariante attractive et U un tube ouvert invariant qui
la contient. Alors U est contenu dans le bassin d’attraction de la courbe u.
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Preuve. On peut supposer que u = {z ≡ 0}θ∈T1 . La Proposition 2.7 et le lemme précédent
nous disent qu’il existe s > 0 et n∗ tel qu’on ait, pour tout θ dans T1

dUθ
(z, 0) ≤ s =⇒ dUθ+n∗α

(
fn∗

θ (z), 0
)
≤ s

2

On a alors, pour tout θ dans T1,

dUθ
(z, 0) ≥ s =⇒ dUθ+n∗α

(
fn∗

θ (z), 0
)
≤ dUθ

(z, 0)− s

2

puisque pour tout θ la fonction holomorphe fθ : Uθ → Uθ+α est une contraction au
sens large. Ceci permet de conclure car les distance hyperboliques sont comparables pour
différents θ dans T1 !

Nous allons consacrer les prochains paragraphes à montrer une sorte de réciproque
pour les résultats que nous venons de voir. Plus précisément on traitera une situation
dans laquelle la seule existence d’un tube ouvert invariant avec une proprièté plutôt faible
de contraction implique l’existence d’une courbe invariante attractive dans son intérieur.
Ce résultat sera d’un grand intérêt lors du chapitre consacré à la persistance de courbes
invariantes par des petites perturbations de la dynamique.

Un tube qui est contracté possède une courbe invariante

Soit F une dhf définie sur un voisinage du produit T1 × D et vérifiant
i) F (T1 × D) ⊂ T1 × D
ii) Il existe un point θ̃ ∈ T1 tel que fθ̃

(
D

)
⊂ D.

Cette dernière hypothèse implique que la fonction holomorphe fθ̃ : D → D est une contrac-
tion stricte dans la métrique de Poincaré du disque D. On dit dans ce cas que F vérifie
l’hypothèse de contraction forte en un point.

Le but des arguments qui suivent est de montrer que sous ces hypothèses il existe
forcément une courbe invariante dans T1×D, et qu’en plus il s’agit d’une courbe attractive.

Lemme 2.10 Soit F une dhf qui vérifie l’hypothèse de contraction forte en un point,
alors pour tout θ dans T1 le diamètre (mesuré dans la métrique de Poincaré) de l’ensemble
Kn

θ = fn
θ−nα

(
D

)
tend vers zero de façon uniforme en θ quand n tend vers l’infini. Plus

précisement il existe des constantes C, c > 0 telles qu’on ait

diamD
(
Kn

θ

)
≤ Ccn (2.8)

pour tout n > 0.

Preuve. Il suffit de noter qu’il existe un intervalle ouvert I autour de θ̃ tel que fθ est une
c̃-contraction, pour un constante c̃ dans (0, 1) pour tout θ dans cet intervalle, car F est
continue par rapport à la variable θ. Pour les θ qui ne sont pas dans cet intervalle la fonction
fθ est un contraction au sens large et donc ne grandit pas le diamètre des ensembles. Ceci
et l’unique ergodicité de la rotation Rα impliquent le lemme !
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Fig. 2.1 –

La définition des ensembles compacts Kn
θ implique que pour tout θ dans T1 on a Kn+1

θ ⊂
Kn

θ (voir Figure 2.1.1), donc leur intersection ∩n≥0Kn
θ n’est pas vide et est formée d’un seul

point d’aprés (2.8). On obtient ainsi une fonction u : T1 → D qui vérifie fθ

(
u(θ)

)
∈ Kn

θ+α

pour tout n ≥ 0 ce qu’implique fθ

(
u(θ)

)
= u(θ + α). La courbe ainsi obtenue est donc

invariante. Elle est continue car est la limite uniforme de la suite de courbes continues
définies pas les itèrés de la section nulle {z ≡ 0}θ∈T1

un(θ) = fn
θ−nα(0)

D’après la contraction exponentielle garantie par le Lemme 2.10, il existe n∗ > 0 et ĉ ∈ (0, 1)
tel qu’on ait, pour tout θ dans T1

∣∣∂zf
n∗

θ

(
u(θ)

)∣∣ ≤ ĉ (2.9)

Ceci nous permet majorer les sommes de Birkhoff Skn∗
u (θ) < 0 pour tout k ≥ 0 et tout θ

dans T1. Ceci et l’unique ergodicité de la rotation Rα nous permettent d’estimer le signe
de l’integrale

∫
T1 log

∣∣∂zfθ

(
u(θ)

)∣∣dθ < 0. On a ainsi montré

Proposition 2.11 Si F est une dhf qui vérifie l’hypothèse de contraction forte en un
point alors il existe une courbe u : T1 → D continue et invariante. En plus, cette courbe
invariante est attractive et attire tout l’ensemble T1 × D dans le futur.

En utilisant l’argument de la convergence uniforme nous montrons la

Proposition 2.12 Si F est une dhf de classe analytique sur la bande Bδ qui vérifie l’hy-
pothèse de contraction forte en un point du cercle T1, alors il existe une courbe invariante
analytique u : Bδ′ → D, (0 < δ′ ≤ δ). En plus, cette courbe invariante est attractive et
attire tout l’ensemble Bδ′ × D dans le futur.

Nous pouvons appliquer l’argument qui permet élargir la contraction forte dans un rec-
tangle

(
I × (−δ′, δ′)

)
⊂ Bδ pour un nombre positif δ′ ∈ (0, δ] et profiter du fait que sous

l’hypothèse d’analyticité les courbes {un}n≥0 sont analytiques sur la bande Bδ.
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Cas C∞. Quand la dhf F est de classe C∞ il est possible de montrer que la courbe
invariante donnée par la Proposition 2.11 est elle aussi de classe C∞.

Proposition 2.13 Si F est une dhf de classe C∞ qui vérifie l’hypothèse de contraction
forte en un point alors la courbe invariante u : T1 → D est de classe C∞.

Il est clair d’après sa définition que le point u(θ) reste inchangé si on considère au lieu
de F n’importe quel itéré positif FN dans la construction des compacts Kn

θ . Donc si nous
montrons que la courbe invariante associée à un itéré positif FN de F est de classe C∞

nous aurons montrée que celle associée à F (qui est la même) est de classe C∞. Ceci et la
contraction exponentielle (2.8) nous permettent de supposer qu’il existe c ∈ (0, 1), r > 0
tels qu’on ait ∣∣∂zfθ

(
z)

)∣∣ ≤ c (2.10)

pour tout z dans le disque D
(
u(θ), r

)
, pour tout θ dans T1. La preuve de la Proposition

2.13 passe par quelques lemmes techniques et par un résultat classique sur les équations
cohomologiques hyperboliquement tordues sur des rotations irrationnelles.

Une équation cohomologique hyperboliquement tordue.

Lemme 2.14 Soient Φ, P : T1 → C des fonctions de classe Cr, (r ≥ 1), et une constante
c ∈ (0, 1), telles qu’on ait |P (θ)| < c pour tout θ dans T1. Soit T = Rγ la rotation d’angle
γ. Alors l’équation cohomologique tordue

Ψ(Tθ)− P (θ)Ψ(θ) = Φ(θ) (2.11)

a une unique solution Ψ : T1 → C, qui est de classe Cr.

Preuve. L’unicité sort du fait que la seule solution bornée à l’équation

Ψ̃(Tθ)− P (θ)Ψ̃(x) = 0

est Ψ̃ ≡ 0, puisque cette fonction doit vérifier pour tout θ dans T1 et pour tout n ≥ 0

Ψ̃(Tθ) = Ψ̃(T−nθ)
n∏

j=0

P (T−jθ)

|Ψ̃(Tθ)| ≤ sup
θ∈T1

|Ψ̃(θ)|cn+1

Si une solution Ψ pour l’équation (2.11) existe, elle doit vérifer

Ψ(θ) = Φ(T−1θ) + P (T−1θ)Ψ(T−1θ)

= Φ(T−1θ) + P (T−1θ)
{
Φ(T−2θ) + P (T−2θ)Ψ(T−2θ)

}

...

=
∞∑

j=1

Φ(T−jθ)

( j−1∏

i=1

P (T−iθ)

)
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Nous définissons donc la fonction Ψ comme étant cette série. Plus précisément, pour n ≥ 1
on pose

Ψn(θ) =
n∑

j=1

Φ(T−jθ)

( j−1∏

i=1

P (T−iθ)

)
(2.12)

Cette série converge absolument et uniformément car on a que

|Ψn(θ)| ≤
n∑

j=1

sup
θ∈T1

|Φ(θ)|cj <
supθ∈T1 |Φ(θ)|

1− c
< ∞

pour tout θ dans T1. On a donc que Ψ = limn→∞ Ψn est bien de classe C0 et vérifie
l’équation (2.11) car

Ψ(Tθ) = Φ(θ) + P (θ)
∞∑

j=2

Φ(T−jTθ)

( j−1∏

i=2

P (T−iTθ)

)

= Φ(θ) + P (θ)
∞∑

j=2

Φ(T−(j−1)θ)

( j−1∏

i=2

P (T−(i−1)θ)

)

= Φ(θ) + P (θ)
∞∑

j̃=1

Φ(T−j̃θ)

( j̃−1∏

ĩ=1

P (T−ĩθ)

)

= Φ(θ) + P (θ)Ψ(θ)

Soit s dans {1, . . . , r} et n > s. En rappelant que T est une isometrie on a que

∂s
θΨn(θ) = ∂s

θΨs(θ) +
n∑

j=s+1

∂s
θ

{
Φ(T−jθ)

( j−1∏

i=1

P (T−iθ)

)}

∣∣∂s
θΨn(θ)

∣∣ ≤ sup
θ∈T1

∣∣∂s
θΨs(θ)

∣∣ + K(s, Φ, P )
n−s∑

j=1

cj

où la constante K(s, Φ, P ) > 0 dépend de s, Φ, P et toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre s,
ce qui montre que la fonction Ψ est de classe Cr !

On reprend la preuve de la Proposition 2.13 avec le

Lemme 2.15 La famille de fonctions {un}n≥0 est équicontinue.

Preuve. Soit δu : R+ → R+ un module continuité de la courbe u, c’est à dire, que pour
tout ε > 0 et toute paire θ1, θ2 dans T1 avec |θ1 − θ2| < δu(ε) on ait |u(θ1) − u(θ2)| < ε.
Soient ε > 0 et un nombre naturel N > 0 tel que diamD(KN

θ ) ≤ ε/3 pour tout θ dans T1.
Ceci est possible d’après l’estimation exponentielle (2.8). Pour toute paire de points θ1, θ2

dans T1 qui vérifient |θ1 − θ2| < δu(ε/2) nous avons alors que
∣∣un(θ1)− un(θ2)

∣∣ ≤
∣∣un(θ1)− u(θ1)

∣∣ +
∣∣u(θ1)− u(θ2)

∣∣ +
∣∣un(θ2)− u(θ2)

∣∣ < ε
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pour tout n ≥ N . Comme toute famille finie de fonctions absolument continues est
équicontinue, la famille {un}0≤n<N l’est. Soit δ̃(ε) un module d’équicontinuté de telle fa-
mille, c’est à dire, que pour tous θ1, θ2 dans T1 dont sa distance |θ1 − θ2| < δ̃(ε) vérifie∣∣un(θ1) − un(θ2)

∣∣ ≤ ε pour tout 0 ≤ n < N . Nous définissons le module d’équicontinuité
de toute la famille {un}n≥0 par

δ(ε) = min
(
δ̃(ε), δu(ε/3)

)
! (2.13)

Nous définissons maintenant une nouvelle famille de fonctions continues {vn : T1 → C}n≥0

par
vn(θ) = ∂θun(θ) (2.14)

La définition de un donne directement que pour tout θ dans T1 on a

un(θ) = fθ−α

(
un−1(θ − α)

)

ce qui implique que vn vérifie pour tout θ dans T1

vn(θ) = ∂θfθ−α

(
un−1(θ − α)

)
+ ∂zfθ−α

(
un−1(θ − α)

)
vn−1(θ − α) (2.15)

Lemme 2.16 La famille {vn}n≥ est uniformément bornée.

Preuve. Soit n̄ tel que pour tout n > n̄ on ait |un(θ)− u(θ)| < r. Soient

K = sup
(θ,z)∈T1×D

∣∣∂θfθ(z)
∣∣ , K̃ = sup

θ∈T1

∣∣vn̄(θ)
∣∣

On peut itérer la relation (2.15) et obtenir une série pour vn, d’où on a pour n > n̄ et pour
tout θ dans T1

|vn(θ)| ≤
n−n̄−1∑

i=0

Kci + cn−n̄K̃ <
K

1− c
+ K̃ = K̂ < ∞ !

Lemme 2.17 La famille de fonctions {vn}n≥0 est équicontinue.

Preuve. Soit ε > 0. Comme f est de classe C∞ les deux familles de fonctions formées par
∂zfθ−α

(
un(θ−α)

)
, ∂θfθ−α

(
un(θ−α)

)
respectivement, sont équicontinues. Soient δz(ε), δθ(ε)

ses modules d’équicontinuité et soit δ1(ε) le module d’équicontinuité de la famille finie
{vn}1≤n≤n̄. Nous notons

δ(ε) = min
{

δ1(ε), δθ

(1− c

2
ε
)
, δz

(1− c

2
εK̂−1

)}
(2.16)

et nous redéfinissons si necessaire δ1(ε) = δ(ε). Nous allons montrer inductivement que vn

a le même module de continuté que vn̄, pour tout n ≥ n̄. Supposons donc que pour tout
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j dans {n̄, . . . , n− 1} la fonction vj admet δ(ε) comme module de continuité. Soient θ1, θ2

dans T1 tels que |θ1 − θ2| < δ(ε). On a

|vn(θ1)− vn(θ2)| ≤
∣∣∂θfθ1−α

(
un−1(θ1 − α)

)
− ∂θfθ2−α

(
un−1(θ2 − α)

)∣∣

+
∣∣∣∂zfθ1−α

(
un−1(θ1 − α)

)(
vn−1(θ1 − α)− vn−1(θ2 − α)

)∣∣∣

+
∣∣∣vn−1(θ2 − α)

(
∂zfθ1−α

(
un−1(θ1 − α)

)
+

−∂zfθ2−α

(
un−1(θ2 − α)

))∣∣∣

≤ 1− c

2
ε + cε + K̂

(1− c

2
εK̂−1

)

≤ ε !

Lemme 2.18 La fonction u : T1 → D est de classe C1.

Preuve. Le Théorème d’Ascoli appliqué à la famille {vn}n≥0 assure qu’il existe une fonction
continue ṽ : T1 → C et une sous-suite {vnj}j≥0 de telle famille qui converge de façon
uniforme vers ṽ . En nous rappelant que vnj = ∂θunj et que unj converge uniformément
vers u quand j tend vers l’infini, on peut conclure que u est différentiable et que

∂θu = lim
j→∞

∂θunj = lim
j→∞

vnj = ṽ !

On pourrait montrer aussi avec un peut de travail que vn converge uniformément vers ṽ,
mais cela ne donne pas des nouvelles informations sur la classe de différentiabilité de u.

Nous allons finir la preuve de la Proposition 2.13 en appliquant le Lemme 2.14 . On
prend γ = α, Φ(θ) = ∂θfθ

(
u(θ)

)
et P (θ) = ∂zfθ

(
u(θ)

)
. On sait déjà que u est différentiable,

donc on peut dériver par rapport à θ l’équation de la courbe invariante et obtenir que ∂θu
vérifie l’équation (2.11). Le Lemme 2.14 peut s’appliquer. Il nous dit que ∂θu est la seule
solution de l’équation cohomologique et en plus qu’est de la même classe de différentiabilité
que les fonctions Φ, P , qui corresponde à la classe de différentiabilité de u, donc cette classe
n’est autre que C∞, ce qui conclut la preuve !

Remarque 6 Dans la Proposition 2.11 nous ne pouvons pas afaiblir l’hypothèse de contrac-
tion stricte fθ̃(D) ⊂ D. En fait, si nous considérons la dynamique donnée par la trans-
formation parabolique fθ(z) = z + z2, pour tout θ dans T1, on a que le disque ouvert
D = D(−1/8, 1/8) est envoyé strictement, mais pas compactement, dans lui même par
fθ. Cependant, tout le tube ouvert T1 ×D est attiré vers la courbe invariante parabolique
u = {z ≡ 0}θ∈T1 qui ne se trouve pas à l’intérieur du tube T1 ×D.

2.1.2 Stabilité autour d’une courbe répulsive

Nous allons traiter ici le cas le cas d’une courbe répulsive. On suppose que F est une
dhf et u une courbe invariante répulsive (κ(u) > 1). Comme F est injective et continue il
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existe un rayon positif r tel qu’on peut inverser chaque fonction fθ sur un disque de rayon
r centré au point u(θ) (d’aprés le Lemme d’inversion uniforme, voir l’Annexe B). Ceci
implique que F est inversible dans un voisinage tubular de la courbe invariante, et que son
inverse F−1 est une dhf (car F est injective), avec la rotation R−α comme transformation
sur la base. La courbe u−1(θ) := u(θ) est invariante par F−1 et son multiplicateur est
κ(u−1) = κ(u)−1 < 1. On a donc que u devient une courbe attractive vue comme courbe
invariante de l’inverse de F . En utilisant le résultat pour les courbes attractives qu’on vient
de voir on montre

Proposition 2.19 Il existe un tube ouvert U autour de la courbe u tel que tout point dans
cet ouvert tend vers la courbe dans le passé sous la dynamique de F .

2.2 Linéarisation et stabilité

Sous certaines hypothèses sur les données associées à une courbe invariante nous allons
obtenir une forme normale la plus simple possible. Plus précisement soit F une dhf et soit
u une courbe invariante de la même classe de différentiabilité que F . Nous disons que F
est linéarisable s’il existe un changement de coordonnées H à fibres holomorphes défini
autour de la courbe et une fonction A : T1 → C, les deux étant de la même classe de
différentiabilité que F , tels que H conjugue F à la transformation

ΛA : T1 × C −→ T1 × C
(θ, z) &−→

(
θ + α, A(θ)z

)

dans un voisinage de la courbe. Soient κ ∈ R+, n ∈ Z et β ∈ R définis par l’égalité suivante

∫

T1

log
(
e−2πinθ∂zfθ

(
u(θ)

))
dθ = κ + 2πiβ

Nous allons distinguer quelques cas : Si A(θ) = κe2πinθe2πiβ nous disons que F est fortement
linéarisable. Si |A(θ)| = κ pour tout θ ∈ T1 (Bδ dans le cas analytique) nous disons que F
est linéarisable en module. Dans les autres cas nous disons que F est faiblement linéarisable.

Dans les paragraphes qui suivent nous allons montrer quelques relations entre l’existence
d’un tube ouvert invariant et la possibilité de linéariser une dynamique holomorphe fibrée
dans un tel ouvert. L’existence d’une courbe invariante à l’intérieur du tube invariant sera
le point clé d’une telle relation, car cette courbe joue le rôle d’un centre autour du quel
la dynamique s’organise. Ces résultats sont inspirés par le fait que dans le contexte des
germes holomorphes qui fixent l’origine du plan complexe, le problème de linéarisation est
équivalent à la stabilité dynamique de l’origine vu comme point fixe (voir [PM92]).

Soit F une dhf avec une courve invariante u. Moyenant une conjugaison par translation,
nous allons considérer dorénavant des dhf qui s’écrivent sous la forme

F (θ, z) =
(
θ + α, ρ1(θ)z + ρ2(θ)z

2 + ρ3(θ)z
3 + . . .

)
(2.17)
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avec les fonctions ρi : T1 → C continues pour tout i ≥ 1 et de façon que le rayon de
convergence de la série de fθ ci-dessus soit minoré par un nombre positif pour tout θ dans
T1. En général nous allons montrer que F est conjuguée à la dynamique linéaire triviale
Λρ1 , et donc sera soit fortement ou en module linéarisable si au préalable nous pouvons
doter la fonction ρ1 de la propriété adéquate en résolvant une équation cohomologique.

2.2.1 Linéarisation autour d’une courbe attractive

Supposons que la courbe u soit attractive (0 < κ < 1). La Proposition 2.7 assure
l’existence d’un tube ouvert invariant U qui est attiré dans le futur par la courbe u.

D’abord nous introduisons une conjugaison qui rapproche le module de la dérivée ρ1 de
sa valeur moyenne κ. Plus précisément, soit l : T1 → R un polynôme trigonométrique qui
vérifie

i)
∫

T1 l(θ)dθ = log κ

ii)
∣∣ log |ρ1(θ)| − l(θ)

∣∣ < log 1+κ−1/2

2 pour tout θ ∈ T1.
Soit ũ1 : T1 → R une solution de moyenne nulle à l’équation cohomologique

ũ1(θ)− ũ1(θ + α) = log κ− l(θ) (2.18)

Cette solution existe et est un polynôme trigonométrique car l est un polynôme trigo-
nométrique et α est irrationel. En fait, quand on applique la méthode des coefficients des
séries de Fourier il n’y pas de petits dénominateurs (voir la section 1.2 du chapitre 1 pour
un traitement plus complet). Soit u1(θ) = eũ1(θ). En conjugant F par H(θ, z) =

(
θ, u1(θ)z

)

nous obtenons

∣∣∂z

(
H−1 ◦ F ◦H

)
θ
(0)

∣∣ =
u1(θ)

u1(θ + α)
|ρ1(θ)| (2.19)

= κ
|ρ1(θ)|
el(θ)

<
κ + κ1/2

2
< 1 (2.20)

pour tout θ dans T1. Quitte à faire une conjugaison comme ci-dessus, nous pouvons donc
supposer que |ρ1(θ)| < κ+κ1/2

2 et que les fonctions fθ(·) sont définies et holomorphes dans
un disque DR, pour tout θ dans T1.

La proposition qui suit sera montrée par une technique tout à fait classique dans le cadre
des germes holomorphes qui fixent l’origine (voir [CG93]), et qui s’adapte sans difficulté
à notre cas. Nous énonçons aussi les versions en classe de différentiabilité supérieure car
leurs démonstrations se font au même temps.

Proposition 2.20 Soit F une dhf avec une courbe invariante u attractive. Il existe un
changement de cordonnées continu Φ défini dans un voisinage de la courbe invariante qui
linéarise F faiblement.

Proposition 2.21 Si F et la courbe invariante u sont de classe analytique sur la bande
Bδ, alors il existe un changement de coordonnées Φ de classe analytique sur une bande Bδ,
défini sur un voisinage de la courbe invariante qui linéarise F faiblement. En plus si α
satisfait la condition de Brjuno, on peut choisir Φ de façon à linéariser F fortement.
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Proposition 2.22 Si F est de classe C∞ alors il existe un changement de coordonnées Φ
de classe C∞, défini dans un voisinage de la courbe invariante qui linéarise F faiblement.
En plus si α satisfait une condition diophantienne, on peut choisir Φ de façon à linéariser
F fortement.

Preuve. Nous allons considérer d’abord le cas C0. Nous définissons une fonction continue
φ : T1 ×DR → C à fibres holomorphes par l’égalité

fθ(z) = ρ1(θ)z
{
1 + φ(θ, z)z

}

Soit {gn : T1 ×DR → C}n≥1 la suite de fonctions continues à fibres holomorphes définies
par

gn
θ (z) =

( n−1∏

i=0

ρ1(θ + iα)
)−1

fn
θ (z)

On a que

fn+1
θ (z) = ρ1(θ + nα)fn

θ (z)
{
1 + φ

(
θ + nα, fn

θ (z)
)
fn

θ (z)
}

gn+1
θ (z) = gn

θ (z)
{
1 + φ

(
θ + nα, fn

θ (z)
)
fn

θ (z)
}

= z
n∏

j=0

{
1 + φ

(
θ + jα, f j

θ (z)
)
f j

θ (z)
}

On pose aussi
log

(
1 + φ(θ, z)z

)
= zψ(θ, z)

Ainsi la fonction ψ : T1 × DR → C est continue, à fibres holomorphes et bornée. Nous
voulons montrer qu’il existe un rayon r > 0 tel que la suite {gn}n≥1 converge uniformément
en classe C0 sur T1 ×Dr vers une fonction g : T1 ×Dr → C. Pour cela il suffit de montrer
que la série

∞∑

j=0

ψ
(
θ + jα, f j

θ (z)
)
f j

θ (z) (2.21)

converge de façon absolue et uniforme. Or la courbe est attractive et il existe donc un rayon
r > 0 et une constante c ∈ (0, 1) tels que

∣∣fn
θ (z)

∣∣ ≤ cn

pour tout (θ, z) ∈ T1 ×Dr et tout n suffisamment grand. La série (2.21) converge alors en
classe C0 sur T1×Dr, et à son tour la suite {gn}n≥1 converge uniformément donc vers une
fonction continue g : T1 ×Dr → C à fibres holomorphes.

Dans le cas analytique cette convergence uniforme implique que g : Bδ ×Dr → C est
analytique car est la limite uniforme des fonctions analytiques gn.

Dans le cas C∞ nous voulons aussi montrer que la série (2.21) converge uniformément
en classe C∞. Soient a, b des nombres entiers positifs. Il nous faut montrer que la série

∞∑

j=0

∂a
θ ∂b

z

{
ψ

(
θ + jα, f j

θ (z)
)
f j

θ (z)
}

(2.22)



28 2. Stabilité autour d’une courbe invariante

converge de façon absolue et uniforme sur T1 × Dr. Comme ψ est de classe C∞ il existe
des constantes Ka,b telles que ∣∣∂a′

θ ∂b′

z ψ(θ, z)
∣∣ < Ka,b (2.23)

pour tous a′ ≤ a, b′ ≤ b et (θ, z) ∈ T1×Dr. Afin d’obtenir la convergence de (2.22) il suffit
de montrer qu’il existe une constante η ∈ (0, 1) et des constantes Ca,b > 0 telles que

∣∣∂a
θ ∂b

zf
j
θ (z)

∣∣ ≤ ηjCa,b (2.24)

pour tout (θ, z) ∈ T1 ×Dr et pour tout j suffisamment grand. Pour cela on écrit

f j
θ (z) = z

( j−1∏

i=0

ρ1(θ + iα)

)( j−1∏

s=0

eψ(θ+sα,fs
θ (z))fs

θ (z)

)

et on voit que (2.24) suit d’après (2.23) et la majoration

∣∣ρ1(θ)
∣∣ ≤ κ + κ1/2

2
< 1

pour tout θ dans T1.
Ainsi, dans les trois cas C0, C∞ et analytique, la fonction limite g est de classe C0,

C∞ ou analytique respectivement. La fonctions g est à fibres holomorphes et en plus on
a gθ(0) = 0, ∂zgθ(0) = 1 pour tout θ dans T1 (Bδ dans le cas analytique). Le Lemme
d’inversion uniforme s’applique (voir l’Annexe B) et g est donc inversible dans un voisinage
tubulaire de la courbe invariante. L’inverse g−1 a la même classe de différentiabilité que g.
Nous posons

Φn(θ, z) =
(
θ, gn

θ (z)
)

Φ(θ, z) =
(
θ, gθ(z)

)

D’après la définition on a que

Φn ◦ F =
(
θ + α,

( n−1∏

i=0

ρ1(θ + α + iα)
)−1

fn
θ+α

(
fθ(z)

))

=
(
θ + α, ρ1(θ)

( n∏

i=0

ρ1(θ + iα)
)−1

fn+1
θ (z)

)

= Λρ1 ◦ Φn+1

alors à la limite la fonction Φ vérifie que

F = Φ−1 ◦ Λρ1 ◦ Φ

On conclut donc que Φ est bien une conjugaison dans un voisinage tubulaire de la courbe
entre F et Λρ1 . Ainsi la conjugaison Φ linéarise F faiblement. Dans le cas C∞ ou analytique
et sous une hyphotèse arithmétique adéquate (α ∈ CD ou α ∈ B), nous pouvons résoudre
au préalable une équation cohomologique pour obtenir une forme normale pour F avec
ρ1(θ) = κe2πiβen̄(θ) pour tout θ dans T1 (θ dans Bδ) !
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2.2.2 Linéarisation autour d’une courbe répulsive

Supposons que la courbe u est répulsive (1 < κ). On peut inverser F dans un petit
voisinage tubulaire de la courbe invariante, et de cette façon la courbe u devient invariante
et attractive pour la dynamique F−1, son multiplicateur vaut κ−1. Soit Φ la conjugaison
donnée par la Proposition 2.20. Donc on a

(
Φ ◦ F−1 ◦ Φ−1

)−1
= Λ−1

ρ−1
1

Φ ◦ F ◦ Φ−1 = Λρ1

dans un petit voisinage tubulaire de la section nulle. On montre ainsi

Proposition 2.23 Soit F une dhf avec une courbe invariante u répulsive. Il existe un
changement de cordonnées continu Φ défini dans un voisinage de la courbe invariante qui
linéarise F faiblement.

Proposition 2.24 Si F et la courbe invariante u sont de classe analytique sur la bande
Bδ, alors il existe un changement de coordonnées Φ de classe analytique sur la bande Bδ,
défini sur un voisinage de la courbe invariante qui linéarise F faiblement. En plus si α
satisfait la condition de Brjuno, Φ linéarise F fortement.

Proposition 2.25 Si F est de classe C∞ alors il existe un changement de coordonnées Φ
de classe C∞, défini dans un voisinage de la courbe invariante qui linéarise F faiblement.
En plus si α satisfait une condition diophantienne, Φ linéarise F fortement.

2.2.3 Linéarisation et stabilité autour d’une courbe indifférente

Dans ce paragraphe nous allons montrer que la stabilité d’une courbe invariante in-
différente (κ(u) = 1) implique que la dynamique autour de cette courbe est bien comprise,
plus précisément, linéarisable en module dans un petit voisinage autour de la courbe. Nous
fixons, et notons U , un tube ouvert invariant associé à la stabilité de la courbe.

Remarque 7 Au contraire de ce qui se passe dans le cas d’un tube qui est contracté,
la seule hypothèse de l’existence d’un tube ouvert invariant n’assure pas l’existence d’une
courbe invariante dans son intérieur comme le montre la dynamique holomorphe fibrée
donnée par l’application constante fθ(z) = A(z) où A : D → D est un automorphisme
hyperbolique du disque.

Nous rappelons la définitions des sommes de Birkhoff associées à une courbe invariante
Sn

u (θ) =
∑n−1

i=0 log |∂zfθ+iα(u(θ + iα))| et le fait que quand il existe un tube ouvert inva-
riant contenant la courbe ces sommes sont majorées uniformément. Quand la courbe est
indifférente nous pouvons montrer en plus le

Lemme 2.26 Il existe θ̃ dans T1 et une constante B− < 0 tel que les sommes de Birkhoff
Sn

u (θ̃) sont minorées par B− pour tout n ≥ 1.
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Preuve. On raisonne par l’absurde. Etant donné l < 0 il existe pour tout θ dans T1 un
plus petit nombre naturel nl(θ) > 0 tel que Snl(θ)

u (θ) < l.
On affirme qu’il existe dans ce cas un nombre naturel Nl > 0 tel que nl(θ) < Nl pour

tout θ dans T1. Sinon, il devrait exister une suite {θj}j≥1 telle que nl(θj) > j pour tout
j ≥ 1. Soit dans ce cas θ̄ un point d’accumulation de cette suite. Comme les sommes de
Birkhoff sont continues par rapport à θ, il existe un intervalle ouvert Iθ̄ autour de θ̄ tel que

Sn(θ̄)
u (θ) < l pour tout θ dans cet intervalle. Il existe aussi j̄ > n(θ̄) tel que θj̄ est dans Iθ̄,

donc Sn(θ̄)
u (θj̄) < l ce qui contredit la définition de θj̄.

On sait d’après le Lemme 2.5 qu’il existe B+ > 0 telle que Sn
u (θ) < B+. Nous posons

l = −2B+, N = Nl, n(θ) = nl(θ). On affirme que pour tout θ dans T1 la somme de Birkhoff
SN

u (θ) est < l/2, car

SN
u (θ) = Sn(θ)

u (θ) + SN−n(θ)
u (θ + n(θ)α) < l + B+ = l/2 < 0

ceci contredit le fait que SN
u est de moyenne nulle !

Nous avons en main tout ce qu’il faut pour appliquer le Théorème de Gottschalk-
Hedlund (voir Théorème 1.5), à l’équation cohomologique

ũ1(θ + α)− ũ1(θ) = log
∣∣ρ1(θ)

∣∣ (2.25)

Nous posons u1 = exp(ũ1). En effectuant le changement de coordonnées

(θ, z) &−→
(
θ, u1(θ)z

)

nous obtenons la forme normale pour F

(θ, z) &−→
(
θ + α, ρ̃1(θ)z + ρ̃2(θ)z

2 + . . .
)

avec |ρ̃1(θ)| = 1 pour tout θ dans T1. Ceci nous permet supposer que F s’écrit sous la
forme (2.17) avec |ρ1(θ)| = 1 pour tout θ dans T1, et la courbe invariante correspond à la
section nulle {z ≡ 0}θ∈T1 . Le tube ouvert invariant U est un voisinage de cette section.

Lemme 2.27 Soit Ω une région (simplement connexe) du plan complexe qui contient l’ori-
gine et soit R(Ω) son rayon conforme. Il existe une suite de régions {Ωn}n≥2 qui contiennent
l’origine telle que

i) Ωn ⊂ Ω pour tout n ≥ 2.
ii) Ωn ⊂ Ωn+1 pour tout n ≥ 2.
iii)

⋃
n≥2 Ωn = Ω

iv) Pour tout compact ∆ ⊂ Ω il existe un nombre naturel n∆ ≥ 2 tel que ∆ ⊂ Ωn∆.
v) La suite des rayons conformes {R(Ωn)}n≥2 est strictemente croissante et converge

vers R(Ω) quand n tend vers l’infini.

Preuve. Soit h : D → Ω une uniformisation de la région Ω, c’est à dire, un biholomorphisme
qui vérifie h(0) = 0, h′(0) = R(Ω) > 0. Pour n ≥ 2 on pose Ωn = h(D1−1/n) !

D’après ce lemme on associe à chaque Uθ une suite {Ωn(θ)}n≥2 de régions qui contiennent
l’origine et qui approchent par l’intérieur l’ouvert Uθ ainsi que son rayon conforme. Pour θ
dans T1 nous notons par R(θ) le rayon conforme de la région Uθ (par rapport à l’origine).
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Fig. 2.2 –

Lemme 2.28 La fonction R : T1 → R+ est semi-continue inférieurement.

Preuve. Soit ε > 0 et θ̃ dans T1. Soit n∗ ≥ 2 de façon que R(Ωn∗(θ̃)) > R(θ̃)− ε. Comme
U est un ouvert, il existe un intervalle Iθ̃ autour de θ̃ tel que pour tout s dans cet intervalle,
l’ouvert Us contient le compact Ωn∗(Uθ̃) (il suffit pour cela noter que ce compact est à une
distance non nulle du complémentaire de U). On a

R(s) > R(Ωn∗(Uθ̃)) > R(θ̃)− ε !

Lemme 2.29 Le rayon conforme R(θ) est indépendant de θ dans T1.

Preuve. Comme R : T1 → R+ est s.c.i., il existe θ̃ dans T1 qui atteint le minimum de R.
D’après l’inclusion

fθ̃−α

(
Uθ̃−α

)
⊂ Uθ̃

on en déduit que

R
(
fθ̃−α

(
Uθ̃−α

))
≤ R(θ̃)

La fonction fθ préserve le rayon conforme des régions qui contiennent l’origine car |ρ1(θ)| =
1 pour tout θ dans T1, donc on a

R
(
fθ̃−α

(
Uθ̃−α

))
= R(θ̃ − α)

ce qui implique l’égalité
R(θ̃ − α) = R(θ̃)

d’près la minimalité de R(θ̃). En repetant cet argument nous obtenons que R(θ̃ − nα) =
R(θ̃) pour tout n ≥ 0. Ceci conclut la demonstration car une fonction semicontinue
inférieurement qui atteint son minumum sur un ensemble dense est constante !

Nous définissons RU
F comme étant le rayon conforme de n’importe quelle des régions

Uθ.
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Noyau de Caratheodory. Ce petit rappel est tiré presque à l’identique de [Pom75].
Soit {On}n≥0 une suite de régions qui contiennent l’origine. Le noyau ∇({On}) de la suite
est défini comme étant l’union de l’origine et de l’ensemble des points z dans C qui vérifient
la propriété suivante

(1) Il existe une région Ω qui contient l’origine et le point z, de façon que Ω ⊂ On

pour tout n suffisamment grand.

Le noyau ∇({On}) peut éventuellement être réduit à l’origine. Dans tout autre cas il s’agit
d’une région qui contient l’origine.

Convergence au sens des noyaux. On dit qu’une suite de régions {On}n≥0

converge au sens des noyaux vers une région O si toute sous-suite de {On} a la région
O comme noyau.

Théorème 2.30 (Caratheodory) Soit {fn : D → C}n≥0 une suite de fonctions univa-
lentes, avec fn(0) = 0, f ′n(0) > 0 pour tout n ≥ 0 et soit On = fn(D). Soit O une région.
Alors la suite de régions {On} converge au sens des noyaux vers O si et seulement si la
suite {fn} converge uniformément sur tout compact de D. De plus, dans ce cas, la limite f
est une représentation conforme de O. De plus, pour tout compact K ⊂ O, K est contenu
dans On pour tout n assez grand et f−1

n

∣∣
K

converge uniformément vers f−1
∣∣
K
.

Nous voulons appliquer ce théorème aux régions Uθ, et pour cela le lemme suivant nous
sera très utile

Lemme 2.31 Soit {θn}n≥0 une suite de points du cercle qui converge vers un point θ̃. Le
noyau de la suite de régions {Uθn} est égal à Uθ̃. En particulier la suite {Uθn} converge au
sens des noyaux vers Uθ̃.

Preuve. Soit ∇ le noyau de la suite {Uθn}. Montrons que Uθ̃ ⊂ ∇. Soit z dans Uθ̃. Soit
n∗ ≥ 2 tel que z appartient à Ωn∗(Uθ̃). Comme U est un ouvert, il existe un intervalle Iθ̃

autour de θ̃ tel que si s ∈ Iθ̃ alors Ωn∗(Uθ̃) ⊂ Us, d’où on tire que la région Ωn∗(Uθ̃) est
contenue dans Uθn pour tout n assez grand. Ceci garantit que z appartient au noyau ∇ des
régions Uθn , c’est à dire, que

Uθ̃ ⊂ ∇ (2.26)

En particulier on voit que ce noyau∇ n’est pas réduit à l’origine. Il est borné car les ouverts
Uθ sont uniformément bornés. Son rayon conforme vérifie

R(∇) ≥ R(θ̃) = RU
F (2.27)

Montrons que ∇ = Uθ̃. Soit ε > 0 et soit ñ ≥ 2 tel que (cf. Lemme 2.27)

R(∇) > R(Ωñ(∇)) > R(∇)− ε

D’après la définition du noyau, pour tout point z qui appartient au compact Ωñ(∇) il existe
une région Ωz qui contient l’origine, le point z lui même et qui est contenue dans toutes les
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régions Uθn pour n assez grand. En passant par un sous-recouvrement fini de Ωñ(∇) par
des régions Ωz, on voit que pour tout n assez grand le compact Ωñ(∇) est contenu dans
Uθn car les régions qui le recouvrent le sont. Ceci implique que pour n assez grand

RU
F = R(θn) > R(Ωñ(∇)) > R(∇)− ε

d’où on conclut que le rayon conforme RU
F ≥ R(∇) car l’inégalité ci-dessus a lieu pour tout

ε > 0. En utilisant (2.27), (2.26) nous avons donc les égalités

RU
F = R(∇) , Uθ̃ = ∇

Comme toute sous-suite de {θn} converge elle aussi vers θ̃, toute sous-suite des régions
{Uθn} a le même noyau ∇ = Uθ̃ !

Nous pouvons énoncer et prouver maintenant la principale proposition de cette section

Proposition 2.32 Il existe un homéomorphisme Φ : T1×D → U , qui s’écrit sous la forme
Φ(θ, z) =

(
θ, φθ(z)

)
, où chaque fonction φθ : D → Uθ est un biholomorphisme. La fonction

Φ linéarise F en module.

Preuve. Soit {hθ : D → Uθ}θ∈T1 la famille des fonction uniformisantes associée à l’ouvert
U , avec h′θ(0) > 0, et soit Φ : T1 × D → U la fonction (bijective) définie par

(θ, z) &−→
(
θ, hθ(z)

)
(2.28)

D’après le Lemme 2.31 et le Théorème 2.30, Φ est un homéomorphisme de T1 × D sur U .
Soit θ dans T1. La fonction lθ : D → D définie par

lθ(z) = Π2

(
Φ−1 ◦ F ◦ Φ(θ, z)

)
= h−1

θ+α

(
fθ

(
hθ(z)

))
(2.29)

est holomorphe, univalente et vérifie

lθ(0) = 0

l′θ(0) =
(
h′θ+α(0)

)−1
ρ1(θ)h

′
θ(0)

= (RU
F )−1ρ1(θ)R

U
F

= ρ1(θ)

Comme |ρ1(θ)| = 1, le Lemme de Schwartz implique que lθ(z) = ρ1(θ)z, et cela pour tout
θ dans T1. Nous voyons alors finalement que pour tout point (θ, z) dans T1 × D on a

Φ−1 ◦ F ◦ Φ(θ, z) =
(
θ + α, ρ1(θ)z

)
= Λρ1(θ, z) !

Tube ouvert invariant dans le cas analytique. Nous disons qu’une courbe invariante
u : Bδ → C pour une dhf F : Bδ × D → C de classe analytique a un tube ouvert invariant
U si l’ensemble U est un ouvert de Bδ × D contenant la courbe et dont chaque fibre Uθ,
θ ∈ Bδ, est biholomorphe au disque D.
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Linéarisation et stabilité dans le cas analytique

Supossons que la dhf F et la courbe invariante indifférente sont de classe analytique
sur la bande Bδ. Nous nous proposons de montrer dans ce paragraphe que la linéarisation
de F est aussi analytique. Plus précisément sous ces hypothèses nous montrerons la

Proposition 2.33 Il existe un tube ouvert U ′ ⊂ U voisinage de la courbe invariante, un
rayon r > 0 et un changement de coordonnées biholomorphe Φ : Bδ×Dr → U ′ qui linéarise
F faiblement. De plus, si le nombre α vérifie la condition de Brjuno B alors Φ linéarise F
fortement.

Preuve. Comme la courbe invariante u (qu’on supose être la section nulle {z ≡ 0}θ∈Bδ
) est

contenue dans l’ouvert U , il existe un rayon r′ > 0 tel que Dr ⊂ Uθ pour tout θ dans Bδ.
L’ouvert U est borné et invariant, donc il existe une constante R > 0 telle que

∣∣fθ(z)
∣∣ ≤ R

pour tout n ≥ 0 et pour tout point (θ, z) dans U . Considérons maintenant la famille de
fonctions holomorphes {gn : U → C}n≥0 définies par

gn(θ, z) =
1

n

n∑

i=1

( i−1∏

j=0

ρ1(θ + jα)
)−1

f i
θ(z) (2.30)

Ces fonctions sont uniformément bornées sur l’ensemble U car |gn(θ, z)| ≤ R pour tout
point (θ, z) dans U . Soient δ′ ∈ (0, δ/2) et r′′ ∈ (0, r′/2). Les inégalités de Cauchy, soit
en perdant sur le rayon ou soit en perdant sur la largeur de la bande, selon le cas, nous
permettent de dire qu’il existe une constante positive C = C(δ′, r′′) telle que pour tout
n ≥ 0 on a que

sup
θ∈Bδ ,z∈Dr−r′

∣∣∂zgn(θ, z)
∣∣ ≤ C

sup
θ∈Bδ−δ′ ,z∈Dr

∣∣∂θgn(θ, z)
∣∣ ≤ C

Donc les fonctions gn

∣∣
Bδ−δ′×Dr′−r′′

sont uniformément lipchitz pour tout n ≥ 0, ce qui

implique en particulier que la famille de fonctions {gn}n≥0 restreindres à Bδ−δ′ ×Dr′−r′′

est équicontinue. Le Théorème d’Ascoli nous dit donc qu’il existe une sous-suite {gni}i≥0

qui converge uniformément sur Bδ−δ′ ×Dr′−r′′ vers une fonction g̃. Cette fonction g̃ est
holomorphe sur Bδ−δ′ × Dr′−r′′ car est la limite uniforme des fonctions holomorphes gni .
Elle vérifie aussi pour tout θ dans Bδ−δ′ que

g̃(θ, 0) = lim
i→∞

gni(θ, 0) = 0

et

∂zg̃(θ, 0) = lim
i→∞

∂zgni(θ, 0)

= lim
i→∞

1

ni

ni∑

s=1

( s−1∏

j=0

ρ1(θ + jα)
)−1

s−1∏

j=0

∂zf
i
θ+jα(0)

= 1
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Ceci et le fait que g̃ soit continue nous permettent d’inverser la fonction g̃(θ, ·) dans un
disque Dr de taille uniforme pour tout θ dans Bδ−δ′ . Nous définissons pour n ≥ 0 les
fonctions Φn(θ, z) =

(
θ, gn(θ, z)

)
. On voit alors que la fonction limite Φ : Bδ−δ′ × Dr →

Φ(Bδ−δ′ ×Dr) donnée par

Φ(θ, z) =
(
θ, g̃(θ, z)

)
(2.31)

est biholomorphe. Soit (θ, z) un point dans Bδ−δ′ ×Dr et i ≥ 0. Nous avons que la compo-
sition vérifie

Φni ◦ F (θ, z) =
(
θ + α,

1

ni

ni−1∑

s=0

( s−1∏

j=0

ρ1(θ + α + jα)
)−1

f s
θ+α

(
f(θ, z)

))

=
(
θ + α, ρ1(θ)gni(θ, z)− ρ1(θ)f(θ, z)

ni
+

+
1

ni

( ni∏

j=1

ρ1(θ + jα)
)−1

fni+1
θ (z)

)

On aura à la limite alors que

Φ ◦ F = Λρ1 ◦ Φ

Comme ceci est vrai pour tout δ′ ∈ (0, δ/2), par continuation analytique on a que Φ est
définie et biholomorphe sur Bδ ×Dr.

Si nous ajoutons l’hypothèse arithmétique de Brjuno sur le nombre α, on peut résoudre
l’équation cohomologique adéquate (voir section 1.3.2) et obtenir une forme normale pour
F avec ρ1(θ) = en̄(θ)κe2πiβ pour tout θ ∈ Bδ et donc la fonction Φ linéarise F fortement !

Remarque 8 Au contraire du cas d’un tube ouvert invariant qui est contracté, dans le
cas d’une courbe indifférente le tube n’a pas la propriété de régularisation de la courbe,
c’est-à-dire, même quand la dhf est différentiable (classe C∞ ou analytique), la courbe
peut être seulement de classe C0 si le nombre de rotation sur la base est bien approché par
des rationels. Plus précisément, considérons la dhf donnée par

(θ, z) &−→
(
θ + α, a(θ) + z

)

où a(θ) est de classe analytique. L’équation de la courbe invariante s’écrit

a(θ) + u(θ) = u(θ + α) (2.32)

Si nous choisissons le nombre α d’une façon convenable l’équation ci-dessus a une solution
u : Bδ → C qui est continue mais n’est pas de classe C1. Le tube U = D + graph(u) est
invariant et ouvert car u est continue.
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2.3 Le Théorème de Siegel pour les dynamiques ho-
lomorphes fibrées analytiques

Nous pouvons montrer un théorème de linéarisation beaucoup plus fort dans le cas
d’une courbe invariante indifférente de degré nul de classe analytique pour une dhf de classe
analytique. En fait, nous pouvons montrer une version du Théorème de linéarisation de
Siegel adaptée au cas fibré. Ce résultat s’appuie seulement sur des propriétés arithmétiques
des nombres de rotation associés à la courbe et pas sur les propriétés à priori sur la
dynamique, comme celles demandées dans l’énoncé de la Propositions 2.32 (la stabilité de la
courbe). On sait d’aprés Yoccoz [Yoc95] que dans le cas non fibré la condition de Brjuno sur
le multiplicateur s’avêre optimale. Le résultat que nous présentons ici ne prétend pas être
optimal vis à vis de la condition arithmétique. Nous montrerons que sous une hypothèse
arithmétique adéquate (cf. section 1.1 du chapitre 1) la dynamique locale autour d’une
telle courbe est gouvernée par ses nombres de rotation. Nous énonçons ainsi le résultat de
linéarisation

Théorème 2.34 Soit F une dhf de classe analytique sur la bande Bδ et u : Bδ → C une
courbe invariante indifférente, de degré nul et dont son nombre de rotation transversal est
+tr(u) = β. Si la paire (α, β) vérifie la condition diophantienne CD≥1(c0, τ) pour certains
c0 > 0, τ ≥ 0, alors il existe un tube ouvert invariant U qui contient la courbe u où la
dynamique de F est linéarisable fortement. La conjugaison entre F et la dynamique linéaire
associée est analytique sur la bande B4δ/5

Autrement dit, il existe un rayon r > 0 et un biholomorphisme H : B4δ/5 × Dr → U qui
met la dynamique de F sous la forme

H−1 ◦ F ◦H(θ, z) =
(
θ + α, e2πiβz

)

Ceci étant, la preuve de ce théorème sera donnée à la fin du chapitre 5, car la technique
de démonstration qu’on utilise sera à ce moment très bien maitrisée et la preuve sera donc
plus naturelle.

2.4 Existence d’orbites stables

Nous venons de voir que quand il existe un tube invariant autour d’une courbe invariante
indifférente alors nous avons en gros une connaisance de la dynamique autour de la courbe.
De façon équivalente, quand la dynamique est très bien comprise, disons linéarisable en
module, l’existence d’un tel tube est immédiate. Dans cette section nous considérons le cas
où un tel tube n’existe pas. Nous nous demandons s’il existe encore des orbites proches
de la courbe invariante et autres que celles situées sur la courbe, bien entendu, qui restent
dans le futur (et dans le passé) confinées autour de la courbe invariante. On appelle ces
orbites des orbites stables. L’objectif de cette section est de géneraliser les résultats de
Pérez-Marco dans le cas non fibré. Nous devons avertir le lecteur que cette tâche n’est



2.4 Existence d’orbites stables 37

accomplie que de façon partielle. Tous les outils que nous allons utiliser dans cette section
ont été soit dévelopés, soit inspirés par Pérez-Marco dans son article [PM97]. Certaines des
démonstrations seront donc déliberément omises. Rappelons le résultat principal de [PM97]

Théorème 2.35 (des Hérissons de Pérez-Marco) Soit f(z) = λz + O(z2) un difféo-
morphisme holomorphe local avec un point fixe indifférent à l’origine, λ = e2πiβ, β dans R.
Soit U un domaine de Jordan (l’intérieur d’une courbe de Jordan) autour de l’origine. On
suposse que f et f−1 sont définies et univalentes dans un voisinage de U . Il existe alors un
ensemble K ⊂ U compact, connexe et plein qui contient l’origine tel que

i) K ∩ ∂U += ∅.
ii) L’ensemble K est complètement invariant, c’est à dire

f(K) = f−1(K) = K

Le point i) assure qu’un tel compact ne se reduit pas seulement à l’origine et en plus est
grand car il touche le bord du domaine. Le point ii) nous dit que même dans le cas non
linéarisable il existe des orbites (beaucoup d’ailleurs, s’acumulant à l’origine et sur le bord
du domaine) qui restent autant dans le futur que dans le passé confinées dans U .

Dans un premier temps, nous allons étendre, de façon partielle, le Théorème des Hérissons
de Pérez-Marco pour une composition fp ◦ · · · ◦ f1. Nous disons que le p−tuple de trans-
formations holomorphes (f1, . . . , fp) est une bonne chaine pour le p−tuple d’ensembles
ouverts (U1, . . . , Up) si pour tout i ∈ {1, . . . , p} on a

i) Ui est un ouvert de Jordan (l’intérieur d’une courbe de Jordan) contenant l’origine.
ii) fi est un difféomorphisme holomorphe local fixant l’origine, ∂zfi(0) = e2πiβi , βi ∈

T1.
iii) fi est définie et univalente dans un voisinage de Ui et f−1

i est définie et univalente
dans un voisinage de Ui+1, où Up+1 = U1.

Pour fixer les idées nous allons faire les demonstrations pour p = 2, même si les arguments
sont valables sans aucun changement pour le cas géneral. Soit alors (f1, f2) une bonne
chaine pour la paire (U1, U2). Nous posons f = f2 ◦ f1 un difféomorphisme holomorphe
local avec un point fixe indifférent dont le multiplicateur est e2πi(β1+β2).

Remarque 9 Comme la fonction f = f2 ◦ f1 est holomorphe, il peut arriver que son do-
maine maximal de définition dom(f) soit plus grand que l’ensemble dom(f2)∩f1

(
dom(f1)

)

où la composition est à priori définie, à cause de l’extension analytique. Dans les arguments
qui suivent nous allons considérer les compositions comme étant définies seulement là où
chaque fonction qui la compose peut s’appliquer et pas comme l’extension analytique de f .

Construction fondamentale. Soient K1 ⊂ U1 et K2 ⊂ U2 des ensembles compacts,
connexes et pleins vérifiant

f1(K1) = K2 = f−1
2 (K1) , f2(K2) = K1 = f−1

1 (K2)
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Fig. 2.3 – Esquise de la construction fondamentale

On associe à de tels compacts un difféomorphisme analytique du cercle. Plus précisément
soit h1 : C \ D → C \ K1 une uniformisation vérifiant h1(∞) = ∞ et h2 définie de façon
analogue pour K2. La composition

h−1
1 ◦ f2 ◦ h2 ◦ h−1

2 ◦ f1 ◦ h1 = h−1
1 ◦ f ◦ h1

est un difféomorphisme holomorphe g défini dans un ouvert annulaire contenu dans C \D,
dont un des bords est T1 = ∂D. Le Théorème d’extension de Carathéodory assure qu’un
tel difféomorphisme s’étend continument à un difféomorphisme sur le bord T1. Le principe
de réflexion de Schwartz permet d’étendre g à un ouvert annulaire autour de T1, ce qui
produit un difféomorphisme holomorphe de cet anneau, qui préserve le cercle, donc un
difféomorphisme analytique du cercle.

Cas linéarisable. Soit β = β1 + β2 un nombre qui vérifie une condition diophantienne.
D’après le Théorème de Siegel (voir [Sie42]) f est linéarisable dans un voisinage du point

fixe z = 0. Soit S(f) ⊂ U1 le domaine maximal de linéarisation de f dans U1, soit K1 = Ŝ(f)
le compact obtenu par remplissage de la fermeture de S(f) et soit K2 = f1(K1). Supposons
que ∂U1 ∩ K1 = ∂U2 ∩ K2 = ∅, c’est à dire, que K1 et K2 sont relativements compacts
dans U1, U2 respectivement. Nous appliquons la construction fondamentale à K1 et K2 pour
obtenir un difféomorphisme analytique du cercle g.

Lemme 2.36 Sous les hypothèses ci-dessus le difféomorphisme du cercle g a pour nombre
de rotation +(g) = β.

Preuve. Nous suivons un argument de [PM97]. Soit {Ω1
n}n≥0 une suite de régions dans

S(f) tel que
i) Ω1

n ⊂ Ω1
n+1 pour tout n ≥ 0.

ii)
⋃

n≥0 Ω1
n=S(f).

iii) Ω1
n est complètement invariant pour f .
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Une telle suite peut s’obtenir comme l’image de disques de rayons croissant par l’application
linéarisante de f . Nous définissons aussi la suite {Ω2

n}n≥0 par Ω2
n = f1(Ω1

n) qui vérifie
des propriétés analogues d’exhaustion sur l’ensemble f1

(
S(f)

)
. Soit {gn}n≥0 la suite de

difféomorphismes analytiques du cercle obtenue en appliquant la construction fondamentale
à Ω1

n et Ω2
n. Comme gn est linéarisable pour tout n ≥ 0 (car Ω1

n ⊂ S(f)) nous avons que
+(gn) = β pour tout n ≥ 0. Soient hn

i les uniformisations de C \ Ωi
n pour tout n ≥ 0

et i dans {1, 2}. Par définition de K1 la suite {C \ Ωi
n}n≥0 converge au sens des noyaux

vers ∇
(
{C \Ωi

n}n≥0

)
= C \Ki, pour i dans {1, 2}. Ceci implique que les difféomorphismes

holomorphes gn sont définis dans un même voisinage annulaire A de T1 pour tout n assez
grand. Soit C ⊂ A une courbe homotope et extérieure à T1. Soit C ′ sa reflexion par rapport
à T1. Le Théorème des noyaux de Carathéodory implique que

gn

∣∣
C

=
(
hn

1

)−1 ◦ f ◦ hn
1

∣∣
C

n→∞−→ g
∣∣
C

= h1 ◦ f ◦ h1

de façon uniforme dans C. Nous avons le même résultat sur C ′, donc en appliquant le prin-
cipe du maximum à l’anneau compact A′ dont les bords sont C et C ′, on a que gn

∣∣
A′
→ g

∣∣
A′

uniformément, d’où on tire que +(g) = β car +(gn) = β pour tout n ≥ 0 !

Le Théorème de linéarisation global de difféomorphismes analytiques du cercle (voir
[Her79], [Yoc02]) implique alors que g est linéarisable dans un voisinage annulaire de T1.
En transportant cet anneau par h1 et en le recollant avec K1 nous obtenons un domaine S ′

de linéarisation dans U1 plus grand que S(f), ce qui contredit sa définition. Nous montrons
de cette façon que forcément dans l’un des ouverts Ui, i dans {1, 2}, le compact Ki rencontre
le bord. Nous avons ainsi montré la

Proposition 2.37 Soit (f1, f2, . . . , fp) une bonne chaine pour les ouverts (U1, . . . , Up).
Supposons que la somme des nombres de rotation β =

∑
i βi vérifie une condition diophan-

tienne et soit S(f) ⊂ U1 le domaine maximal de linéarisation de f = fp ◦ · · · ◦ f1 dans

U1. Considérons les ensembles compacts, connexes et pleins donnés par K1 = Ŝ(f), K2 =
f1(K1), . . . , Kp = fp−1(Kp−1). Il existe alors un indice i dans {1, 2, . . . , p} tel que Ki∩∂Ui +=
∅.

Le but des paragraphes qui suivent est d’enlever l’hypothèse de linéarisation sur f . Plus
précisément nous montrerons la

Proposition 2.38 Soit (f1, f2, . . . , fp) une bonne chaine pour les ouverts (U1, . . . , Up). Il
existe des ensembles compacts, connexes et pleins K1 ⊂ U1, K2 ⊂ U2, . . . , Kp ⊂ Up vérifiant

fi(Ki) = Ki+1 , f−1
i (Ki+1) = Ki

pour tout i dans {1, 2, . . . , p}, et un indice i∗ de manière que Ki touche le bord de Ui, c’est
à dire, tel que Ki ∩ ∂Ui += ∅.

La preuve de la proposition ci-dessus s’obtient en montrant que la conclusion est une
propriété fermée et dense dans un espace approprié. Pour cela nous avons besoin de quelques
résultats sur les ensembles compacts.
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Fig. 2.4 – La Proposition 2.38

Distance de Hausdorff sur les compacts. Soit (X, d) un espace métrique et compact.
Soient ε > 0 et A ⊂ X. Nous notons Vε(A) le ε−voisinage de A dans X

Vε(A) =
{
x ∈ X

∣∣ d(x, A) < ε
}

La distance de Hausdorff entre deux ensembles compacts non vides K1, K2 qui appar-
tiennent à X est définie comme

dH(K1, K2) = inf
{
ε > 0

∣∣ K1 ⊂ Vε(K2) et K2 ⊂ Vε(K1)
}

qui est bien une distance dans l’espace K(X) des ensembles compacts non vides de X. De
plus (K(X), dH) est un espace métrique compact. L’espace Kc(X) des ensembles connexes,
compacts et non vides est un sous-espace compact de K(X). Soit (Y, d′) un autre espace
métrique compact. Nous notons C0(X,Y ) l’espace des fonctions continues de X vers Y et
le dotons le la topologie de la convergence uniforme.

Lemme 2.39 L’application

C0(X, Y )×K(X) −→ K(Y )(
f, K

)
&−→ f(K)

est continue.

Soit F l’ensemble de toutes les p−tuples (f1, . . . , fp) qui vérifient les hypothèses de la
Proposition 2.38 pour les ouverts (U1, . . . , Up). On plonge F dans le produit

C(U1, C)× C(U2, C)× C(U2, C)× C(U3, C)× · · · × C(Up, C)× C(U1, C)

par l’inclusion
(f1, . . . , fp) &−→ (f1, f

−1
1 , f2, f

−1
2 , . . . , fp, f

−1
p )

On munit F de la topologie induite par la convergence uniforme dans ce produit.
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Lemme 2.40 L’ensemble des p−tuples dans F qui vérifient les conclusions de la Propo-
sition 2.38 est fermé.

Preuve. Soit {(fn
1 , . . . , fn

p )}n≥0 une suite de p−tuples dans F qui vérifient les conclusions
de la Proposition 2.38 et qui converge vers le p−tuple (f1, . . . , fp) dans F . Il existe donc
des suites de compacts {Kn

i }n≥0 dans Kc(Ui), i ∈ {1, . . . , p}, vérifiant

fn
i (Kn

i ) = Kn
i+1(

fn
i

)−1
(Kn

i+1) = Kn
i

et de plus pour tout n ≥ 0 on a que Kn
i ∩ ∂Ui += ∅ pour au moins un entier i ∈ {1, . . . , p}.

Comme Kc(Ui) est compact pour tout i, en passant par une sous-suite si nécessaire, nous
avons des compacts connexes K̃i dans Kc(Ui) pour tout i ∈ {1, . . . , p} vérifiant

Kn
i

n→∞−→ K̃i

pour la distance de Hausdorff correspondante et pour tout i. Il existe de plus un i∗ dans
{1, . . . , p} tel que Kn

i∗∩∂Ui∗ += ∅ pour une infinité de valeurs de n et donc K̃i∗∩∂Ui∗ += ∅. Par
passage à la limite on aura fi(K̃i) = K̃i+1 et f−1

i (K̃i+1) = K̃i pour tout i dans {1, . . . , p},
modulo p. Finalement les ensembles Ki = ̂̃Ki, remplissages de K̃i, vérifient la conclusion
de la Proposition 2.38 pour la p−tuple (f1, . . . , fp) !

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de la Proposition 2.38 en observant que si
(f1, . . . , fp) appartient à F pour des multiplicateurs (e2πiβ1 , . . . , e2πiβp), il existe pour tout
i dans {1, . . . , p} une suite de nombres réels {θi

n}n≥0 qui convergent vers zéro et tel que∑
i(βi + θi

n) est un nombre qui vérifie une condition diophantienne pour tout n ≥ 0. Les
p−tuples (

e2πiθ1
nf1, . . . , e

2πiθp
nfp

)

appartiennent à F pour tout n assez grand et convergent vers (f1, . . . , fp). En plus elles
vérifient les conclusions de la Proposition 2.38 d’après la Proposition 2.37. Le lemme
précédent nous permet de conclure !

On revient au problème des dhf ’s. Comme conséquence de la Proposition 2.38 nous
montrerons le

Théorème 2.41 Soit F une dhf avec une courbe invariante u indifférente. Soit U un tube
ouvert contenant u dont ses fibres sont des domaines de Jordan. On suppose que Uθ dépend
continument de θ et que F et F−1 définissent des dhf injectives au voisinage de U . Il existe
alors un ensemble compact et connexe K ⊂ U tel que

i) graph(u) ⊂ K.
ii) F (K) = F−1(K) = K, c’est à dire, K est un ensemble complètement invariant par

F .
iii) K ∩ ∂U += ∅.
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Fig. 2.5 –

La preuve se présente d’une façon très analogue à celle de la Proposition 2.38 (et très
analogue aussi à la preuve originale du Théorème de Pérez-Marco). Nous allons permettre
des dhf avec un nombre de rotation différent de α (en fait rationel) sur la base T1, et ceci
sera le seul moment parmi tout ce travail où cette exception sera permise. Nous pouvons
supposer comme d’habitude que la courbe invariante est la section nulle u = {z ≡ 0}T1 .

Soit ainsi FU l’ensemble de toutes les dhf F (à nombre de rotation libre sur la base
T1) pour lesquelles la section nulle est une courbe invariante indifférente, et telles que F et
F−1 définissent des dhf injectives au voisinage de U . Ainsi si une dhf F appartient à FU
elle s’écrit sous la forme

F (θ, z) =
(
θ + αF , ρ1(θ)z + ρ(θ, z)

)
(2.33)

où αF est un nombre réel quelconque, ρ1 est un fonction continue qui ne s’annule pas et
tel que la moyenne ∫

T1

log
∣∣ρ1(θ)

∣∣dθ = 0.

Le terme ρ(θ, ·) répresente les termes d’ordre plus grand que 2. On munit cet ensemble de
la topologie de la convergence uniforme de F et F−1 sur U .

Lemme 2.42 L’ensemble des dhf dans FU qui vérifient les conclusions du Théorème 2.41
est fermé.

Preuve. Soit {Fi}i≥0 une suite dans FU dont touts les éléments vérifient les conclusions
du théorème et qui converge vers une dhf F . Soit {Ki}i≥0 une suite associée de compacts
connexes vérifiant les conclusions du théorème. Pour tout i ≥ 0 le compact Ki contient
la courbe invariante et possède un point (θi, zi) dans ∂U . Comme ∂U est un compact
et l’espace Kc(U) des compacts connexes de U l’est aussi, en passant à une sous-suite si
nécessaire on a qu’il existe un compact connexe K ⊂ U qui contient la courbe invariante
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et un point (θ̃, z̃) tels que

Ki
i→∞−→ K

(θi, zi)
i→∞−→ (θ̃, z̃) ∈ K ∩ ∂U

Les propriétés de continuité dans les espaces considérés nous permettent de voir que K
vérifie les conclusions du théorème !

La preuve du Théorème 2.41 résulte alors du

Lemme 2.43 Soit F une dhf qui vérife les hypothèses du Théorème 2.41. Il existe une
suite dans FU qui converge vers F , telle que tous ces éléments vérifient les conclusions du
Théorème 2.41.

Preuve. Nous écrivons F comme dans (2.33). Soit {ln}n≥0 une suite de polynômes tri-
gonométriques de moyenne nulle, qui convergent uniformément vers la fonction log |ρ1|
(Théorème de Féjer). Comme α est irrationel il existe une suite de nombres rationels pn/qn

écrits de façon irreductible, qui convergent vers α et tels que qn est plus grand que le degré
du polynôme ln, pour tout n ≥ 0. Nous posons

ρn
1 =

ρ1∣∣ρ1

∣∣e
ln (2.34)

Ces fonctions convergent uniformément vers ρ1. Nous définissons une suite de dhf {Fn}n>0

par

Fn(θ, z) =
(
θ +

pn

qn
, ρn

1 (θ)z + ρ(θ, z)
)

(2.35)

Pour n assez grand Fn appartient à FU et en plus Fn converge vers F . Compte tenu de la
définition de qn nous pouvons résoudre l’équation cohomologique

ũ1
n
(
θ +

pn

qn

)
− ũ1

n(θ) = ln(θ) (2.36)

puisque la condition qn > deg(ln) nous assure de ne pas tomber sur une résonance dans les
coefficients de la solution. On pose un

1 = exp(ũ1
n). Cette fonction vérifie

un
1 (θ + pn/qn)

un
1 (θ)

= eln(θ) (2.37)

et donc le changement de coordonnées F̃n = H−1
n ◦ Fn ◦Hn, où

Hn(θ, z) =
(
θ, u1(θ)z

)

nous donne la forme normale pour Fn

F̃n(θ, z) =
(
θ +

pn

qn
, ρ̃n

1 (θ)z + ρ̃n(θ, z)
)



44 2. Stabilité autour d’une courbe invariante

avec |ρ̃n
1 (θ)| = 1 pour tout θ dans T1. On pose Un = H−1

n

(
U

)
. Soit θ̃ dans T1. On considère

les transformations holomorphes

γn
i (z) = f̃n

(
θ̃ + i

pn

qn
, z

)

pour i dans {0, . . . , qn−1}. Ainsi le qn−tuple (γn
0 , . . . , γn

qn−1) est une bonne chaine pour les
fibres Un

θ̃+i pn
qn

respectivement. On applique la Proposition 2.38 pour obtenir des compacts

connexes pleins Kn
i ⊂ Un

θ̃+i pn
qn

, i ∈ {0, . . . , qn − 1}, qui contiennent l’origine et vérifient

f̃n

(
θ̃ + i

pn

qn
, Kn

i

)
= Kn

i+1

(
f̃n

)−1
(
θ̃ + i

pn

qn
, Kn

i+1

)
= Kn

i

On obtient aussi un indice i = in dans {0, . . . , qn−1} tel que Kn
i ∩∂Un

θ̃+i pn
qn

+= ∅. L’ensemble

Kn = Hn

(
{z ≡ 0}T1

⋃ ( qn−1⋃

j=0

{
θ̃ + j

pn

qn

}
×Kn

j

))

vérifie donc les conclusions du Théorème 2.41 pour Fn, ce qui montre la conclusion du
théorème pour F !

Corollaire 2.44 Soit F une dhf et u une courbe invariante indifférente. Il existe alors
des orbites, autres que celles situées sur la courbe invariante, qui sont stables.

Preuve. On suppose comme d’habitude que u = {z ≡ 0}T1 et F (θ, z) =
(
θ + α, ρ1(θ)z +

ρ(θ, z)
)
, avec ρ1(θ) += 0 pour tout θ dans T1. Il existe une constante C > 1 telle que

C > |ρ1(θ)| > C−1 pour tout θ dans T1. En appliquant le Lemme d’inversion uniforme
(voir l’Annexe B) on obtient un rayon r > 0 tel que fθ et f−1

θ sont définies et univalentes
dans un voisinage du disque Dr. En prenant U = T1×Dr le Théorème 2.41 s’applique !
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Chapitre 3

Persistance des courbes invariantes

Dans le chapitre précédent nous venons de voir une suite de résultats qui mettent en
relation la dynamique d’une dhf autour d’une courbe invariante avec les données de cette
courbe (multiplicateur, degré, nombre de rotation transversal). Nous pouvons dire donc que
la courbe et les données associées déterminent la dynamique locale autour de la courbe, et
dire aussi, plus vaguement, que l’existence d’une courbe invariante (à données fixées) nous
fournit une connaissance de la dynamique dans une région non négligeable de l’espace.
Dans ce chapitre (et les prochains qui contiennent les principaux théorèmes de ce travail),
nous nous intéresserons à la question de savoir si cette connaissance de la dynamique dans
une région de l’espace est une propriété stable de la dynamique vis à vis des perturbations
sur la transformation. Plus précisément, nous allons étudier des petites perturbations de
la transformation autour de la courbe invariante. Dit autrement, l’existence d’une courbe
invariante implique qu’on peut écrire la dhf sous forme normale

(θ, z) &−→
(
θ + α, ρ1(θ)z + ρ(θ, z)

)

dans un voisinage tubulaire de la courbe. Il existe donc un rayon positif r petit tel que la
fonction holomorphe ρ(θ, ·) est convergente sur Dr. Ainsi, une petite perturbation de la dhf
autour de la courbe sera une transformation de la forme

(θ, z) &−→
(
θ + α, ρ̃0(θ) +

(
ρ̃1(θ) + ρ1(θ)

)
z + ρ̃(θ, z)

)

avec ρ̃0, ρ̃1 : T1 → C des fonctions continues de taille petite (dans une topologie adéquate
à la régularité des transformations qu’on traite), et avec ρ̃(θ, ·) holomorphe dans un disque
Dr′ , r′ ∈ (0, r] dont la taille est comparable à la taille de ρ (dans un sens à préciser),
pour tout θ dans T1 (pour tout θ dans une bande adéquate dans le cas analytique). Ces
hypothèses de proximité entre la perturbation et la transformation originale seront bien
précisées au fur et à mesure qu’on énoncera les résultats pour chaque type de régularité. No-
tons que nous considérons des perturbations qui changent seulement la partie holomorphe
des dynamiques. Le nombre de rotation sur la base α est donc fixé.

Nous rappelons ici la définition de la norme du sup pour une fonction bornée f : V ⊂
Ck → R, où V est un ouvert de Ck, k ≥ 1.

∥∥f
∥∥
V ≤ sup

z∈V
|f(z)|
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3.1 Persistance d’une courbe attractive

Soit F une dhf et u une courbe invariante attractive, κ = κ(u) ∈ (0, 1). Quitte à
effectuer un changement de coordonnées nous pouvons supposer que F s’écrit sous la forme

F (θ, z) =
(
θ + α, ρ1(θ)z + ρ(θ, z)

)

, qu’elle est définie et bornée sur T1 ×Dr, r > 0, et en plus que

‖ρ1‖T1 ≤ κ + κ1/2

2
< 1

Dans ce cas il existe alors un rayon r′ > 0 (qui dépend de la taille de ρ et κ) tel qu’on a
|fθ(z)| < |z| pour z dans Dr′ et tout θ dans T1. Ceci implique que le tube T1 × Dr′ est
contracté par la dynamique de F , et la courbe invariante u cöıncide avec la courbe donnée
par la Proposition 2.11.

Cette observation nous suggère une méthode pour montrer la persistance d’une courbe
invariante attractive. Nous énonçons la persistance de la courbe attractive d’une façon plus
générale en utilisant la notation fθ(z) = ρ0(θ) + ρ1(θ)z + ρ(θ, z) pour la partie holomorphe
des dhf traitées.

Proposition 3.1 Soient M > 0, R > 0 et η ∈ (0, 1) des nombres réels. Il existe un nombre
réel ε > 0 tel que pour toute dhf F définie dans T1 ×DR qui vérifie

‖ρ0‖T1 ≤ ε , ‖ρ1‖ ≤ η + ε < 1 , ‖ρ‖T1×DR
≤ M

il existe une courbe invariante u : T1 → DR qui est attractive. Si F est de classe C∞ alors
u est de classe C∞. Si F est analytique sur la bande Bδ alors u est analytique sur une
bande Bδ′, avec δ′ ∈ (0, δ).

Preuve. En fait, il existe ε > 0, r ∈ (0, R) tels que |fθ(z)| < |z| pour tout z dans Dr,
θ dans T1. Ceci dit que le tube T1 × Dr est contracté par la dynamique de F et donc la
Proposition 2.11 (2.13, 2.12) assure l’existence d’une courbe continue (de classe C∞, de
classe analytique respectivement) qui est invariante et attractive !

3.2 Persistance d’une courbe répulsive

Quand il s’agit d’une courbe invariante répulsive, l’argument de l’inverse (voir section
2.1.2 du chapitre 2) nous permet de voir que la courbe invariante u devient une courbe
attractive pour la transformation inverse F−1, et qui est stable par des petites perturbations
de la dynamique d’après la Proposition 3.1. L’application F &→ F−1 est continue en les
topologies adéquates, selon le type de régularité traitée : la topologie de la convergence
uniforme dans le cas continu, voir les chapitres 4, 5 pour les cas différentiable et analytique.
Nous avons donc la
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Proposition 3.2 Soit F une dhf définie sur un produit T1 ×DR, qui possède une courbe
invariante u répulsive. Il existe ε > 0, r ∈ (0, R) tels que si une dhf F̃ vérifie

‖F − F̃‖T1×Dr ≤ ε

alors F̃ possède une courbe invariante ũ : T1 → Dr répulsive. La courbe ũ est de classe C∞

dans le cas C∞ et analytique sur une petite bande dans le cas analytique.

3.3 Persistance d’une courbe indifférente

Dans le cas d’une courbe invariante indifférente nous allons nous restreindre seulement
à des courbes de degré nul et aux cas de la régularité supérieur (cas C∞ et analytique).
Nous allons aussi supposer que le nombre de rotation dans la base α vérifie une hypothèse
arithmétique pour résoudre l’équation cohomologique (1.13), ce qui nous permet d’écrire
la forme normale

(θ, z) &−→
(
θ + α, e2πi-tr(u)z + ρ(θ, z)

)

pour la transformation considérée, autour de la courbe invariante. Ainsi, le nombre α vérifie
soit la condition diophantienne CD dans le C∞, soit la condition de Brjuno B lorsqu’on
traite le cas analytique.

Nous verrons que le problème de la persistance d’une courbe invariante avec nombre
de rotation transversal β donné, est en fait un problème de petits diviseurs, c’est à dire,
qu’il existe des restrictions liées aux propriétés arithmétiques de la paire de nombres de
rotation (α, β), qui déterminent les réponses à la question qui nous occupe. Dans les deux
prochains paragraphes nous allons essayer d’illustrer qu’elle est la nature de ces conditions
arithmétiques.

3.3.1 Une résonance

On considère la dynamique triviale F0(θ, z) =
(
θ + α, e2πiβz

)
. Nous voulons construire

une perturbation de la forme

Fa(θ, z) =
(
θ + α, a(θ) + e2πiβz

)
(3.1)

où a : T1 → C est une fonction continue de taille petite, de façon à détruire la courbe
invariante {z ≡ 0}θ∈T1 . Une condition largement suffisante est que tous les points (θ, z)
s’échappent vers l’infini avec la dynamique de Fa. Comme les dynamiques de la forme (3.1)
sont des isométries pour la métrique euclidienne, il suffira que l’origine z = 0 s’échappe.
On choisit la fonction a de façon à optimiser cet effet d’échappement à chaque itération,
comme esquissé dans la Figure 3.3.1. On accomplit ceci en imposant que la direction de
a(θ + α) cöıncide avec celle de a(θ)e2πiβ. On pose donc

a(θ)e2πiβ = a(θ + α) (3.2)
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Fig. 3.1 – La dynamique de Fa projetée sur C

En utilisant les séries de Fourier pour résoudre cette équation, on voit qu’on a une solution
non nulle si et seulement si il existe k dans Z tel que kα ≡ β mod (1), car dans ce cas
nous avons

a(θ) = â(k)e2πikθ

On dit dans ce cas que la paire (α, β) est rationnelle. Au paragraphe prochain on verra
que lorsque la paire (α, β) n’est pas rationnelle, les différences

∥∥mα − β
∥∥, m dans Z,

sont celles qui présentent (au niveau formel) les obstructions pour la persistance de la
courbe invariante, car elles apparaissent comme des (petits) diviseurs dans la solution
d’une équation cohomologique associée au problème.

3.3.2 Présentation formelle du problème comme une question de
petits diviseurs

En termes de formes normales, le problème se réduit à trouver un changement de
coordonnées H(θ, z) =

(
θ, u0(θ) + u1(θ)z

)
, avec u0, u1 : T1 → C des fonctions de la même

classe de différentiabilité que les transformations considérées, u1(θ) += 0 pour tout θ dans
T1 et de degré nul, tel que la conjugaison de

F (θ, z) =
(
θ + α, ρ0(θ) +

(
e2πiβ + ρ1(θ)

)
z + ρ(θ, z)

)

par H s’écrit sous la forme normale

NF (θ, z) =
(
θ + α, e2πiβz + ρ̃(θ, z)

)
,
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ce qui se traduit par trouver des fonctions u0, u1 de façon que

(
H−1 ◦ F ◦H

)
θ
(z) =

1

u1(θ + α)

{
ρ0(θ) + e2πiβu0(θ)− u0(θ + α) +

+ u1(θ)
(
e2πiβ + ρ1(θ)

)
z + ρ

(
θ, hθ(z)

)}

= e2πiβz + ρ̃(θ, z)

En négligeant les termes d’ordre supérieur nous obtenons les équations (approchées) sui-
vantes pour u0 et u1 :

u1(θ)

u1(θ + α)

(
e2πiβ + ρ1(θ)

)
= e2πiβ (3.3)

e2πiβu0(θ)− u0(θ + α) = −ρ0(θ) (3.4)

L’équation (3.3) donne lieu à une équation cohomologique classique dans laquelle les petits
diviseurs

∥∥mα
∥∥, m dans Z, déterminent les obstructions. Pour sa part, l’équation (3.4) est

une équation cohomologique tordue par un facteur constant e2πiβ. Ce sont donc les petits
diviseurs

∥∥mα − β
∥∥, m dans Z, qui déterminent les obstructions. Au debut du chapitre

1 nous traitons plus en détail ces équations, ainsi que les conditions arithmétiques qui
permettent leur résolution.

3.3.3 Familles à un paramètre complexe

Dans ce paragraphe nous allons faire quelques considérations intuitives, et plutôt peu
rigoureuses, qui vont cependant nous permettre de comprendre le cadre dans lequel on
énoncera les Théorèmes de persistance des courbes invariantes indifférentes.

Soit F “l’espace” des dhf définies dans le produit T1×DR, R > 0. Soit ρ : T1×DR → C
une fonction continue, à fibres holomorphes et qui s’annulent jusque’à l’ordre 2 en z = 0.
Soit l’ensemble

Cρ =
{
Nt

∣∣ t ∈ C
}

où Nt est la dhf, ou forme normale, donnée par

Nt(θ, z) =
(
θ + α, tz + ρ(θ, z)

)

Soit λ = e2πiβ. On voit donc que pour t ∼ λ, t += λ la forme normale Nt est une petite
perturbation de Nλ et que β n’est plus le nombre de rotation transversal de la courbe
invariante {z ≡ 0}θ∈T1 . En fait, nous pouvons en gros dire que le nombre de rotation
transversal varie le long de la courbe complexe Cρ ⊂ F , et que cette courbe rencontre
l’ensemble

Fβ =
{
F proche de Nλ

∣∣ fθ a une forme normale e2πiβz + ρ̃(θ, z)
}

de façon transverse au point Nλ. Nous nous proposons de montrer que l’ensemble Fβ est de
codimension 1 complexe pour certaines valeurs de β. Ceci nous amène à poser le problème
en termes de familles à un paramètre complexe de dhf.
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Fig. 3.2 – Interprétation géométrique du problème

De façon générale les théorèmes dynamiques de type KAM (Kolmogorov, Arnold, Moser.
Petits diviseurs pour des petites perturbations) sont énoncés en ces termes. Ceci est dû
notamment au fait qu’on associe à ces dynamiques une valeur numérique (nombre de
rotation, vecteur de rotation, fréquence, etc.) et que les perturbations changent cette valeur
associée. Il faut ainsi ajouter un paramètre de la même nature numérique que la valeur
associée qui sert à corriger ce changement. On sait aussi que cette correction peut se faire
seulement pour des valeurs numériques qui vérifient certaines conditions arithmétiques
(voir [Bos86], [Mar]).

Soit donc {Ft}t∈Σ⊂C une famille à un paramètre complexe de dhf (une courbe complexe
dans F), dont chaque élément est proche d’une dhf qui possède une courbe invariante
indifférente (disons proche de Nλ). Nous allons montrer que si la famille {Ft}t∈Σ∈C vérifie
une propriété de transversalité appropriée, il existe alors un paramètre t∗ dans Σ tel que
Ft∗ appartient à Fβ.

Nous voulons dans ce moment préciser ce que signifie qu’une courbe complexe dans F est
transverse. Nous demandons notamment que l’on puisse faire varier le nombre de rotation
transversal (même s’il ne sera pas nécessairement bien défini pour tous les paramètres car
pour cela on a besoin d’une courbe invariante). Pour une courbe ut : T1 → C qui est proche
de la section nulle, les quantités suivantes sont proches

∫

T1

log
{
∂zfθ

(
ut(θ)

)}
dθ ∼

∫

T1

log
(
λ + ρ1,t(θ)

)
dθ

où la définition de ρ1,t est immédiate suivant la notation usuelle. Nous disons donc qu’une
famille à un paramètre complexe {Ft}t∈Σ⊂C de dhf est transverse si la quantité

∫
T1 log

(
λ+

ρ1,t(θ)
)
dθ bouge avec le paramètre. Comme la taille de ρ1,t est très petite ceci revient à
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dire que la dérivée

∂t

∫

T1

ρ1,t(θ)dθ

est grande, où le sens de cette grandeur sera bien défini dans les énoncés des théorèmes, dans
les deux cas de régularité que nous allons traiter, et dont les démonstrations respectives
occupent l’essentiel du reste de ce travail.
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Chapitre 4

Cas infiniment différentiable

Dans ce chapitre nous allons traiter le problème de la persistance d’une courbe inva-
riante indifférente de degré nul en classe C∞. Nous considérons une famille {Fs}s∈Σ⊂C à
un paramètre s ∈ Σ ⊂ C complexe de dhf où chaque Fs est une dhf de classe C∞. Nous
disons qu’une telle famille est lisse si, écrite sous la notation habituelle

Fs(θ, z) =
(
θ + α, fs(θ, z)

)

=
(
θ + α, ρ0,s(θ) + ρ1,s(θ)z + λz + ρs(θ, z)

)
,

les fonctions

T1 × Σ −→ C
(s, θ) &−→ ρ0,s(θ), ρ1,s(θ)

sont des fonctions de classe C∞ et en plus la fonction ρ· : T1 × D × Σ → C est de classe
C∞. Les fibres ρs(θ, ·) sont holomorphes, continues jusqu’au bord ∂D et s’annulent jusqu’au
l’ordre 2 en z = 0 pour pour tout θ dans T1 et tout s dans Σ. Nous fixons la notation
λ = e2πiβ. Dans ce chapitre nous allons désigner une famille de dhf soit par {Fs}, soit par
{fs} où fs représente la partie holomorphe de la dynamique Fs. Nous disons que Fs est
la dhf associée à fs. Nous donnons aussi l’adjectif de lisse (C∞) à une famille de parties
holomorphes {fs}s∈Σ⊂C. Avant d’énoncer le résultat principal de ce chapitre nous allons
introduire quelques notations.

Des notations et normes considérées. Pour éviter toute confusion nous adoptons
la notation f(θ, ·) pour les fonctions holomorphes Π2F en gardant la place du sous-indice
pour le paramètre complexe. Nous allons aussi écrire f ′(θ, z) au lieu de ∂zf(θ, z) et f (i)(θ, z)
pour les dérivées d’ordre supérieur ∂i

zf(θ, z).
Pour une fonction g : T1 → (B, | · |B) de classe C∞, où B est un espace de Banach avec

norme | · |B, nous considérons la norme C0 comme étant

‖g‖0 = sup
θ∈T1

|g(θ)|B
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et pour r dans N les normes Cr comme

‖g‖r =
r∑

i=0

∥∥∥
∂ig

∂θi

∥∥∥
0

L’espace de Banach que nous aurons toujours en tête sera l’espace Ω(D) des fonctions
holomorphes du disque unité complexe qui sont continues jusqu’au bord. Pour une matrice
A : R2 → R2 nous allons noter ‖A‖L sa norme usuelle

‖A‖L = sup
|v|=1

|Av|

et le plus petit valeur propre [A]L
[
A

]
L

= inf
|v|=1

|Av|

où | · | est une norme dans R2.

Lemme 4.1 Soit A : R2 → R2 une matrice avec
[
A

]
L
+= 0. Alors la matrice A est inver-

sible et la norme de la matrice inverse A−1 vérifie

‖A−1‖L ≤
[
A

]−1

L

Preuve. La condition
[
A

]
L
+= 0 implique que le noyau Ker(A) = {0}. Comme l’ensemble

{v ∈ R2
∣∣ |v| = 1} est compact, le sup et le inf dans les définitions de ‖A−1‖L et

[
A

]
L

sont
atteints, d’où l’inégalité suit !

Le but de ce chapitre est de montrer qu’une condition diophantienne sur la paire
(α, β) implique la persistance de la courbe invariante en codimension 1 complexe. Plus
précisément nous montrerons le

Théorème 4.2 Pour toute paire (α, β) qui vérifie l’hypothèse CD1 et pour toutes constantes
L > 1, M > 1, T > 1 il existe ε̃ > 0 qui dépend de L, M, T, (α, β), un nombre entier naturel
r ≥ 2 qui dépend de la paire (α, β) et une constante positive universelle C tels que, si
une famille à un paramètre complexe {fs}s∈Σ de fonctions de T1 vers Ω(D) vérifie pour un
certain ε dans (0, ε̃]

• ‖ρ0,s‖r ≤ ε pour tout s dans D(0, 2CLε) ⊂ Σ
• ‖ρ1,s‖r ≤ ε pour tout s dans D(0, 2CLε) ⊂ Σ

•
[
∂s

∫
T1 ρ1,t(θ)dθ

∣∣∣
s=0

]

L

> L−1

• ‖ρs‖r ≤ M pour tout s dans D(0, 2CLε) ⊂ Σ
• ‖∂2

sρ1,s‖0 + ‖∂sρs‖0 ≤ T pour tout s dans D(0, 2CLε)
alors il existe un paramètre s∗ dans le disque D(0, 2CLε) et une courbe u : T1 → D de
classe C∞, de degré nul, qui est invariante par la dynamique holomorphe fibrée Fs∗(θ, z) =
(θ + α, fs∗(θ, z)), et son nombre de rotation transversal est +tr(u) = β.
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Le théorème ci dessus découlera d’une version plus faible qui cependant est plus adaptée à
la méthode de démonstration utilisée

Théorème 4.3 Pour toute paire (α, β) qui vérifie l’hypothèse diophantienne CD1 il existe
ε̄ > 0 et un nombre naturel r ≥ 2 tels que si une fonction f : T1 → Ω(D) satisfait
‖f − λz‖r < ε̄ alors il existe t dans C et une courbe u : T1 → D de classe C∞ de degré
nul, qui est invariante par la dynamique holomorphe fibrée F ∗(θ, z) = (θ + α, etf), et son
nombre de rotation transversal est +tr(u) = β.

Le Théorème 4.3 est donc la version du Théorème 4.2 pour le cas particulier de la fa-
mille {ft}t∈C = {etf}t∈C et f proche de λz. Nous pouvons noter que la condition dio-
phantienne demandée dans les hypothèses du théorème est exactement celle qui apparâıt
comme nécessaire et suffisante pour pouvoir toujours résoudre l’équation linéarisée associée
au problème (voir section 1.2). Cette simple observation nous permet de montrer que la
condition diophantienne est optimale pour le problème de la persistance de la courbe in-
variante dans le cas C∞ comme le montre la

Proposition 4.4 Soit α ∈ CD et soit β tel que la paire (α, β) ne satisfait pas la condition
diophantienne CD1. Pour tous ε > 0, r dans N il existe une fonction a : T1 → C de classe
C∞ et de norme Cr plus petite que ε telle que la famille à un paramètre complexe

Ft(θ, z) =
(
θ + α, ta(θ) + tλz

)

vérifie que pour tout t dans C la dynamique holomorphe fibrée Ft ne possède aucune courbe
invariante de classe C∞ avec β comme nombre de rotation transversal.

Preuve. Notons d’abord que pour une telle famille la dérivée par rapport à z de la partie
holomorphe est toujours égal à tλ = te2πiβ, donc le seul paramètre qui permet l’existence
d’une courbe invariante avec nombre de rotation transversal égal à β est t = 1. L’hypothèse
de transversalité est immédiate. Supposons que pour une fonction a : T1 → C de classe
C∞ nous avons une courbe invariante u : T1 → D pour la dynamique holomorphe fibrée
F (θ, z) = (θ + α, a(θ) + λz). Nous pouvons alors déterminer de façon unique cette courbe
à l’aide de l’équation de la courbe invariante

a(θ) + e2πiβu(θ) = u(θ + α)

qui est bien une équation cohomologique comme celles étudiées dans la section 1.2. La Pro-
position 1.8 nous permet construire une fonction a de façon que l’unique courbe invariante
solution à l’équation ci-dessus ne soit même pas une distribution !

4.1 Le Théorème des Fonctions Implicites de Hamil-
ton

Depuis les es travaux de Sergeraert [Ser72] et plus particulièrement ceux de Herman
[Her85b], [Bos86], l’utilisation des théorèmes de fonctions implicites dans les espaces de
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Fréchet pour résoudre des problèmes dynamiques faisant intervenir des petits diviseurs est
devenue très fructueuse. Cette technique repose sur le fait que la résolution du problème
linéaire associé est fortement relié aux propriétés arithmétiques des fréquences impliquées,
comme nous pouvons voir dans la discussion des équations cohomologiques (voir section
1.2). Un théorème de fonctions implicites assure en général l’existence de solutions au
le problème non linéaire qui nous occupe pourvu que le problème linéaire admette des
solutions. Le Théorème des Fonctions Implicites de Hamilton nous permet d’appliquer
cette technique dans le cadre des fonctions de classe C∞, qui d’habitude nous mènent à
travailler avec des espaces qui ne sont pas des espaces de Banach, mais des espaces de
Fréchet. La différence essentielle avec les théorèmes des fonctions implicites classiques dans
les espaces de Banach repose sur le fait que celui de Hamilton nous exige de résoudre
le problème linéaire associé non pas seulement au point où la solution est connue, mais
dans tout un voisinage de ce point. Les prochains paragraphes vont préciser tous les objets
mathématiques qui interviennent dans l’énoncé du Théorème de Hamilton ainsi que les
espaces qui vont nous permettre de nous servir de ce théorème pour montrer la version
faible du Théorème de la persistance de la courbe invariante dans le cas C∞ (Théorème 4.3).
Nous renvoyons le lecteur aux articles [Ham82], [Bos86] pour un traitement plus détaillé
du Théorème de Hamilton.

4.1.1 Bons Espaces de Fréchet

Nous disons que l’espace vectoriel topologique E est un bon espace de Fréchet au sens
de Hamilton s’il existe une famille croissante de seminormes {‖ · ‖i}i∈N qui définissent sa
topologie, une famille d’opérateurs d’approximation et lissage

{
St

}
t>1

et des constantes
positives Cn,k pour chaque paire (n, k) dans N2 qui vérifient

1. St : E → E est une application linéaire continue.

2. Si k ≤ n, ∀ x ∈ E, ∀ t ∈ ]1, +∞]

{
‖St(x)‖n ≤ Cn,ktn−k‖x‖k

‖[Id− St](x)‖k ≤ Ck,ntk−n‖x‖n

Les dernières inégalités impliquent des inégalités de convexité sur les seminormes ‖ ‖i,
(Hadamard) : pour chaque paire (n, k) dans N2 il existe des constantes positives C̃n,k tels
que

‖x‖l ≤ C̃k,n‖x‖1−α
k ‖x‖α

n (4.1)

pour tout x qui appartient à E, pour tous les entiers k ≤ l ≤ n, où α est défini par
l = (1− α)k + αn.

La somme directe (le produit) E⊕F de deux bons espaces de Fréchet est un bon espace
de Fréchet avec les seminormes ‖(u, v)‖iE⊕F = ‖u‖iE + ‖v‖iF et les opérateurs de lissage
et approximation St(u, v) = (SE

t u, SF
t v). Nous disons que l’application f : U ⊂ E → F

d’un ouvert U d’un bon espace de Fréchet E vers un autre bon espace de Fréchet F , est
une bonne application au sens de Hamilton si pour tout x0 qui appartient à U il existe un
voisinage V de x0 dans U , un entier positif r et pour tout i ∈ N des constantes positives
Ci tels que

‖f(x)‖i ≤ Ci(1 + ‖x‖i+r) (4.2)
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pour tout x dans V et pour tout i dans N.

Différentiabilité au sens de Gâteaux. Soient E et F deux espaces vectoriels topo-
logiques, U un ouvert de E et f une application de U vers F . On dit que f est de classe
C1 (au sens de Gâteaux) lorsque

1. f est continue.
2. Il existe une application Df : U × E → G continue, linéaire en la deuxième coor-

donnée et telle que pour tout x dans U , y dans E on a

lim
t→0

1

t

{
f(x + ty)− f(x)

}
= Df(x)y

Les applications de classe Ck (au sens de Gâteaux) sont définies par récurrence sur k : soit
k dans N\{0, 1}, f est dite de classe Ck lorsqu’elle est de classe C1 et que Df est de classe
Ck−1 sur l’ouvert U ×E de E ×E. Nous disons que f est une bonne application de classe
Ck (k dans N∪{∞}) si f est de classe Ck au sens de Gâteaux, et quef ainsi que ses dérivés
jusque à l’ordre k sont des bonnes applications (une telle dérivé Dif est une application à
valeurs dans F définie sur l’ouvert U × Ei de Ei+1).

Proposition 4.5 Donnons nous trois bons espaces de Fréchet E, F, G, U un ouvert de E
et V un ouvert de F . Si f : U &→ V et g : V &→ G sont des bonnes applications de classe
Ck (k dans N ∪ {∞}), alors la composition g ◦ f est une bonne application de classe Ck.
La projection E × F −→ E est une bonne application de classe Ck pour tout k.

4.1.2 Théorème des Fonctions Implicites

Théorème 4.6 (Fonction Implicite) Donnons nous trois bons espaces de Fréchet E,
F , G, U un ouvert de E × F , f : U → G une bonne application de classe Cr (2 ≤ r ≤ ∞)
et (x0, y0) qui appartient à U . Supposons qu’il existe une voisinage V0 de (x0, y0) et une
bonne application continue et linéaire dans la deuxième coordonnée L : V0 × G → F telle
que si (x, y) appartient à V0 alors D2f(x, y) est inversible avec L(x, y) comme son inverse.
On en déduit alors que x0 a un voisinage W dans lequel est définie une bonne application
de classe Cr, g : W → F telle que :

1. g(x0) = y0

2. Pour tout x dans W la paire (x, g(x)) appartient à U et se vérifie que f(x, g(x)) =
f(x0, y0)

En plus, si x appartient à W , y est dans un petit voisinage au tour de y0 et on a que
f(x, y) = f(x0, y0) alors y = g(x).

4.2 Les bons espaces de Fréchet Γ∞(T1, B)

Nous définissons Γ∞(T1, B) comme l’espace des fonctions f : T1 → B de classe C∞ (au
sens de Gâteaux) à valeurs dans un espace de Banach (B, | · |B) et nous le munissons de
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la famille de seminormes Cr définies comme au début de ce chapitre. Avec ces seminormes
l’espace Γ∞(T1, B) devient un espace de Fréchet. Nous définirons des opérateurs d’approxi-
mation et lissage qui le font devenir un bon espace de Fréchet sur lequel nous pourrons
appliquer le théorème 4.6.

4.2.1 Opérateurs de lissage et approximation sur Γ∞(T1, B)

Les opérateurs que nous allons définir dans cette section sont classiques et nous ren-
voyons le lecteur aux articles [H7̈6], [Her83a] pour les démonstrations. La seule chose à
souligner dans notre cas est que l’espace d’arrivée des fonctions est un espace de Banach,
où on peut définir, de la même façon que dans le cas réel ou complexe, l’intégrale de Rie-
mann d’une fonction (voir [Kat04]). L’opération ∗ de convolution est ainsi bien définie.
Par la suite nous identifierons les fonctions qui appartiennent à Γ∞(T1, B) aux fonctions
dans C∞

Z (R, B), les fonctions de classe C∞ qui sont Z-périodiques à valeurs dans B. Soit
η dans C∞(R, B) vérifiant supp(η) ⊂ [−1, 1], η(−x) = η(x) et η(x) = 1 si |x| ≤ 1

2 . Soit
φ(x) =

∫
R e−2πiξxη(ξ)dξ ; on pose, pour t ≥ 1, φt(x) = tφ(tx). Pour f dans C∞

Z (R, B) on
définit l’opérateur de lissage et approximation

Stf = f ∗ φt =

∫

R
f(x− y)φt(y)dy ∈ C∞

Z (R, B) (4.3)

Par la formule d’inversion de Fourier, on a pour tout v dans B et pour tout n dans Z

St(ve2πinθ) = vη
(
− n

t

)
e2πinθ (4.4)

donc Stf est un polynôme trigonométrique de degré au plus |t|. Les opérateurs St ont les
propriétés suivantes de lissage et approximation

Proposition 4.7 Pour chaque paire (k, n) dans N2 il existe des constantes positives Ck,n

telles que si f appartient à Γ∞(T1, B) et n ≥ k alors pour tout t ≥ 1

1. ‖Stf‖n ≤ Ck,ntn−k‖f‖k

2. ‖Stf − f‖k ≤ Cn,ktk−n‖f‖n

4.3 Preuve du Théorème 4.3

À partir des bons espaces de Fréchet Γ∞(T1, B) définis dans la section 4.2 on définit ici
les bons espaces de Fréchet que nous allons utiliser lors de la preuve du Théorème 4.3 :

1. L’espace C∞(T1, C) des fonctions de classe C∞ de T1 vers l’espace de Banach C est
le bon espace de Fréchet Γ∞(T1, C).

2. Le bon espace de Fréchet Γ∞(T1, Ω(D)) est l’espace des fonctions de classe C∞ de T1

vers l’espace de Banach Ω(D). Ceci est l’espace des parties holomorphes des dyna-
miques holomorphes fibrées de classe C∞. Rappelons que l’espace de Banach Ω(D)
est l’espace des fonction holomorphes sur D qui sont continues sur jusqu’au bord,
avec la norme |f |Ω(D) = sup|z|<1 |f(z)|.
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Lemme 4.8 Soit l’ensemble ouvert A = {u ∈ C∞(T1, C)
∣∣ ‖u‖0 < 1/2} de C∞(T1, C).

Les applications
1.

Γ∞(T1, Ω(D)) −→ Γ∞
(
T1, Ω(D(0, 3/4))

)

f &−→ f (i) =
∂if

∂zi

2.

C∞(T1, C)× C∞(T1, C) −→ C∞(T1, C)

(u, v) &−→ uv

(u, v) &−→ u + v

3.

C∞(T1, C)0 −→ C∞(T1, C)0

v &−→ v−1

v &−→ ev

où C∞(T1, C)0 est l’espace ouvert de C∞(T1, C) des fonctions qui ne s’annulent pas,
4.

C∞(T1, C)d0 −→ C∞(T1, C)

h &−→ log h

où C∞(T1, C)d0 est l’espace ouvert de C∞(T1, C) des fonctions de degré nul,
5.

C∞(T1, C) −→ C

v &−→
∫

T1

v(θ)dθ

6. l’application ηr

Γ∞
(
T1, Ω(D(0, r))

)
× A

ηr−→ C∞(T1, C)

(f, u) &−→ f
(
·, u(·)

)

pour tout r dans (1/2, 1],
sont de bonnes applications au sens de Hamilton.

Preuve. Le point 1. est une conséquence des estimations de Cauchy. Les points 2., 3., 4., 5.,
sont classiques et en fait ce sont des bonnes applications de classe C∞. Nous montrerons
par la suite le point 6. Rappelons que le fait d’être une bonne application est un fait local,
donc étant donnée (f, u) dans Γ∞(T1, Ω(D)) × A nous fixons un voisinage borné C0 de
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f dans Γ∞(T1, Ω(D(0, r))) et un voisinage C0 de u dans A ⊂ C∞(T1, C). Notons que les
estimations de Cauchy assurent l’existence pour chaque paire (i, j) dans N2, de constantes
positives Ci,j telles que

∥∥∥
∂j

∂θj
f (i)(θ, u(θ))

∥∥∥
0
≤ Ci,j

∥∥∥
∂jf

∂θj

∥∥∥
0

(4.5)

car nous pouvons permettre des pertes de rayon uniformes. Calculons quelques dérivées de
ηr par rapport à θ :

∂ηr(f, u)

∂θ
=

∂f

∂θ
(·, u(·)) + f ′(·, u(·))∂u

∂θ
∂2ηr(f, u)

∂θ2
=

∂2f

∂θ2
(·, u(·)) +

∂f ′

∂θ
(·, u(·))∂u

∂θ
+

∂f ′

∂θ
(·, u(·))∂u

∂θ

+f ′′(·, u(·))
(∂u

∂θ

)2

+ f ′(·, u(·))∂
2u

∂θ2

Plus généralement nous voyons que grâce aux estimations de Cauchy (4.5) il nous suffit
d’estimer les termes de la forme

∥∥∥
∂jf

∂θj

(∂u

∂θ

)i1(∂2u

∂θ2

)i2
. . .

(∂nu

∂θn

)in∥∥∥
0

avec j + i1 + 2i2 + . . . + nin = n, par rapport aux seminormes ‖f‖n et ‖u‖n. En utilisant
les inégalités de convexité de Hadamard (4.1) nous avons les estimations

∥∥∥
∂jf

∂θj

∥∥∥
0
≤ C̃Γ∞

0,n ‖f‖
n−j

n
0 ‖f‖

j
n
n ≤ An‖f‖

j
n
n

∥∥∥
∂su

∂θs

∥∥∥
is

0
≤

(
C̃C∞

0,n ‖u‖
n−s

n
0 ‖u‖

s
n
n

)is ≤ Bn‖u‖
sis
n

n

pour des constantes positives An, Bn qui dépendent seulement du voisinage de f̄ à part de
n. En considérant un produit adéquat des inégalités ci-dessus nous avons

∥∥∥
∂jf

∂θj
(θ, u(θ))

(∂u

∂θ

)i1(∂2u

∂θ2

)i2
. . .

(∂nu

∂θn

)in∥∥∥
0
≤ Dn‖f‖

j
n
n ‖u‖

n−j
n

n

pour des constantes positives Dn. L’inégalité de Young implique finalement que

∥∥∥
∂jf

∂θj
(θ, u(θ))

(∂u

∂θ

)i1(∂2u

∂θ2

)i2
. . .

(∂nu

∂θn

)in∥∥∥
0
≤ Dn

(
‖f‖n + ‖u‖n

)

On peut en déduire donc que l’application ηr est une bonne application de classe C0 !

Corollaire 4.9 L’application ηr (cf. 6. du Lemme 4.8) est une bonne application de classe
C∞ pour tout r dans (1/2, 1].



4.3 Preuve du Théorème 4.3 63

Preuve. Nous devons montrer que toutes les dérivées Diηr sont des bonnes applications
de classe C0. Voyons qu’est ce qui se passe avec Dηr

Dηr(f, u)(∆f, ∆u) = lim
t→0

1

t

[
(f + t∆f)(·, u + s∆u(·))− f(·, u(·))

]

= f ′(·, u(·))∆u + ∆f(·, u(·))

Ceci est une fonction à 4 variables dans un bon espace de Fréchet (le produit de bons es-
paces) qui peut s’écrire comme la composition de bonnes applications qui apparâıssent dans
le lemme précédent, donc c’est une bonne application. Pour les dérivées d’ordre supérieur
il se passe de façon analogue !

Les bons opérateurs Mα, Mα,β

Soit v dans C∞(T1, C). Nous considérons les équations cohomologiques

φ(θ)− φ(θ + α) = v(θ) (4.6)

λφ̃(θ)− φ̃(θ + α) = v(θ) (4.7)

Si
∫

T1 v(θ)dθ = 0 nous avons déjà vu que sous l’hypothèse diophantienne pour α l’équation
(4.6) a pour solution

φ(θ) =
∑

n∈Z

v̂(n)

e2πinα − 1
e2πinθ

avec la normalisation φ̂(0) = 0. Ainsi φ est de classe C∞. De même, sous l’hypothèse
diophantienne pour la paire (α, β) la solution de l’équation (4.7) est

φ̃(θ) =
∑

n∈Z

v̂(n)

e2πinα − e2πiβ
e2πinθ

qui est aussi de classe C∞. Nous définissons les opérateurs C−linéaires

Mα : C∞(T1, C)∗ → C∞(T1, C)

v &→ φ

Mα,β : C∞(T1, C) → C∞(T1, C)

v &→ φ̃

où φ et φ̃ sont définies ci-dessus et C∞(T1, C)∗ est l’espace des fonctions dans C∞(T1, C)
de moyenne nulle. Ainsi définis ces opérateurs sont inversibles (compte tenue de la norma-
lisation

∫
T1 φ = 0).

Lemme 4.10 Les opérateurs Mα, Mα,β sont des bonnes applications au sens de Hamilton.
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Preuve. La théorie classique des séries de Fourier d’une fonction f dans C∞(T1, C) assure
que les coefficients de sa série de Fourier vérifient les inégalités

‖f‖i ≤ Bi sup
k∈Z

(
(1 + |k|)i+2|f̂(k)|

)
(4.8)

sup
k∈Z

(
(1 + |k|)i|f̂(k)|

)
≤ Ci‖f‖i (4.9)

pour des constantes positives Bi, Ci qui dépendent seulement de i dans N. Soit v dans
C∞(T1, C). Les inégalités ci-dessus et la condition diophantienne sur α impliquent que
pour tout i ≥ 0 il existe des constantes positives C ′

i, B
′
i+2 tels que

‖Mα(v)‖i ≤ Ci sup
k∈Z

(
(1 + |k|)i+2

∣∣∣
v̂(k)

e2πinα − 1

∣∣∣
)

≤ C ′
i sup

k∈Z

(
(1 + |k|)i+4|v̂(k)|

)

≤ B′
i+2‖v‖i+2

La preuve pour Mα,β étant analogue nous l’omettons !

4.3.1 Correction du nombre de rotation transversal

Pour toute f dans Γ∞(T1, Ω(D)) telle que la taille C0 de f − λz est suffisamment
petite et pour toute courbe continue u : T1 → D aussi de taille C0 petite nous pouvons
définir uniformément la fonction log f ′(θ, u(θ)) qui vérifie log λ = 2πiβ, car le degré de
la fonction f ′(θ, u(θ)) dépend continûment de la paire (f, u). Dans ce cas nous pouvons
calculer l’intégrale suivante

I(f, u) =
1

2πi

∫
log f ′(θ, u(θ))dθ (4.10)

Notons que quand la courbe u est invariante par la dynamique associée à f , et de degré
nul, ce nombre cöıncide avec le nombre de rotation transversal +tr(u). Avec cette définition
nous pouvons donner du sens à l’affirmation suivante “pour n’importe quelle paire (f, u)
il existe toujours un nombre complexe t qui corrige le nombre de rotation transversal à la
valeur β”.

Proposition 4.11 Pour tout nombre réel β dans [0, 1), pour toute application f dans un
voisinage U de f0 ≡ λz dans Γ∞(T1, Ω(D)) et pour toute courbe u dans une voisinage V
de u0 ≡ 0 dans C∞(T1, C), la fonction t : U ×V → C définie par l’égalité I(etf, u) = β est
une bonne application de classe C∞. En plus, il existe une constante positive universelle C
telle que

|t| ≤ C‖f ′ − λ‖C0 (4.11)
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Preuve. En fait, la formule (4.10) nous permet calculer explicitement la valeur de t. Plus
précisément, soient U, V les voisinages qui nous permettent de calculer l’intégrale I comme
au paragraphe précédent, alors

I(etf, u) =
1

2πi

∫
log etf ′(θ, u(θ))dθ (4.12)

β =
1

2πi

(
t +

∫
log f ′(θ, u(θ))dθ

)
(4.13)

alors t est une bonne application de classe C∞ d’aprés la Proposition 4.5 et les lemme 4.8,
4.9. L’estimation (4.11) s’obtient facilement à l’aide de (4.13) !

Dorénavant chaque fois que nous écrivons etf(θ, u(θ)), et qu’il n’y a pas lieu à confusion,
il faudra penser toujours que t = t(f, u).

La bonne application u1

L’égalité I(etf, u) = β et l’hypothèse α dans CD nous permettent de résoudre l’équation

etf ′(θ, u(θ)) = e2πiβ u1(θ + α)

u1(θ)
(4.14)

avec u1 ∈ C∞(T1, C)0, et où en plus (f, u) &→ u1 est une bonne application au sens de
Hamilton. En effet, dans les bons voisinages, où la fonction t est bien définie, l’équation
(4.14) se réduit à l’équation cohomologique

t + log f ′(θ, u(θ)) = 2πiβ + ũ1(θ + α)− ũ1(θ) (4.15)

On voit que la condition I(etf, u) = β est la condition intégrale nécessaire pour résoudre
cette équation. Pour assouplir la notation nous introduisons la fonction l(f, u)(θ) = log f ′(θ, u(θ)).
Il est clair que l’application (f, u) &→ l(f, u) est une bonne application dans les voisinages
que nous considérons ici. Nous avons alors

ũ1(θ) = Mα(l(u, f))(θ)

L’application (f, u) &→ ũ1 est une bonne application au sens de Hamilton d’après les
résultats de la section 4.3, et il en est de même de l’application

(f, u) &−→ u1 = eũ1 .

Si en autre, si les voisinages V, U sont suffisamment petits la distance |u1(θ) − 1| est très
petite et uniformément bornée, et en particulier u1(θ) ne s’annule pas. Il est immédiat de
vérifier que u1 satisfait l’équation (4.14).
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4.3.2 Le Théorème 4.3 sous la forme d’un problème de fonction
implicite

Considérons l’application Θ :
(
U ⊂ Γ∞(T1, Ω(D))

)
×

(
V ⊂ C∞(T1, C)

)
→ C∞(T1, C)

définie par
Θ(f, u) = etf(θ, u(θ))− u(θ + α) (4.16)

où l’application t(f, u) et les ensembles U ,V sont définis dans la Proposition 4.11. Cette
application est une bonne application de classe C∞. On peut sans peine voir que le fait
que u soit invariante pour la dynamique holomorphe fibrée associée à etf est équivalente
au fait que Θ(f, u) soit identiquement nulle. Notons que dans le cas où f0 ≡ λz et u0 ≡ 0
nous avons

Θ(f0, u0) = 0

La preuve du Théorème 4.3 sera une application directe du Théorème des Fonctions Im-
plicite de Hamilton, c’est-à-dire, la courbe invariante u sera définie d’une façon implicite à
partir de l’équation Θ(f, u) = 0 autour de la solution déjà connue (f0, u0).

Inversion de la différentielle

La partie la plus importante pour appliquer le Théorème de Hamilton est l’inversion
de la différentielle par rapport à la deuxième variable, ce qui dans notre cas se traduit
par trouver une bonne application continue L(f, u, ∆g) , linéaire en ∆g, définie pour toute
paire (f, u) dans un voisinage de (f0, u0) et pour tout ∆g dans C∞(T1, C) de façon que si
nous posons ∆u = L(f, u, ∆g) nous avons

D2Θ(f, u)∆u = ∆g. (4.17)

Dans ce qui se suit nous allons résoudre cette équation (en ∆u dans C∞(T1, C)) d’une
façon formelle. La différentielle partielle de Θ par rapport à u en la direction ∆u est

D2Θ(f, u)∆u = etf(·, u(·))
(
∂ut ·∆u

)
+ etf ′(·, u(·))∆u−∆u(·+ α) (4.18)

où ∂ut ·∆u est la différentielle de t par rapport à u dans la direction ∆u, qui est un nombre
complexe. Nous prenons u1(f, u) = u1 comme dans (4.14). L’équation (4.17) devient donc

etf(·, u)
(
∂ut ·∆u

)
+

u1(·+ α)

u1
e2πiβ∆u−∆u(·+ α) = ∆g (4.19)

Avec la notation ∆̃u = ∆u
u1

, ∆̃g = ∆g
u1(·+α) , f̃ = etf(·,u)

u1(·+α) nous avons

e2πiβ∆̃u(θ)− ∆̃u(θ + α) = ∆̃g(θ)−
(
∂ut ·∆u

)
f̃(θ) (4.20)

En appliquant l’operateur C−linéaire (inversible) Mα,β aux deux cotés on obtient de façon
équivalente

∆̃u = Mα,β(∆̃g)−
(
∂ut ·∆u

)
Mα,β(f̃) (4.21)
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On peut calculer explicitement la valeur de ∂ut ·∆u, car en dérivant l’égalité I(etf, u) = β
dans la direction ∆u nous obtenons

1

2πi

((
∂ut ·∆u

)
+

∫

T1

f ′′(θ, u(θ))∆u(θ)

f ′(θ, u(θ))
dθ

)
= 0 (4.22)

ce qui ajouté à l’égalité (4.21) nous donne

∂ut ·∆u = −
∫

T1

f ′′(θ, u(θ))∆u(θ)

f ′(θ, u(θ))
dθ (4.23)

= −
∫

T1

f ′′(θ, u(θ))u1(θ)
(
Mα,β(∆̃g)(θ)−

(
∂ut∆u

)
Mα,β(f̃)(θ)

)

f ′(θ, u(θ))
dθ (4.24)

∂ut ·∆u =
−

∫
T1

f ′′(θ,u(θ))u1(θ)
f ′(θ,u(θ)) Mα,β(∆̃g)(θ)dθ

1−
∫

T1
f ′′(θ,u(θ))u1(θ)

f ′(θ,u(θ)) Mα,β(f̃)(θ)dθ
(4.25)

Nous posons finalement

∆u = u1

(
Mα,β(∆̃g)−

(
EMαβ(f̃)

)
(4.26)

où E = ∂ut ·∆u comme dans (4.25). On voit que si f ′′(θ, u(θ)) est suffisamment petit par
rapport à la taille C0 de u1 et Mα,β(f̃), le nombre complexe ∂ut∆u est bien défini et en
plus l’application (f, u, ∆g) &→ ∂ut∆u est une bonne application au sens de Hamilton. Il
est direct aussi que la définition ci-dessus pour ∆u vérifie l’équation (4.17), et l’application
(u, f, ∆g) &→ ∆u est une bonne application au sens de Hamilton dans un voisinage adéquat
de la paire (f0, u0). Or, les conditions sur f ′′, u1, Mα,β(f̃) s’obtiennent en rétrecissant suffi-
samment le voisinage autour de (f0, u0) qui sert à calculer t. Nous avons en main tous les
ingrédients pour appliquer le Théorème de Hamilton à l’application Θ : Il existe une bonne
application de classe C∞

Ξ : Ũ ⊂ Γ∞(T1, Ω(D)) −→ C× C∞(T1, C)

Ξ(f) &−→ (t, u)

définie dans un voisinage Ũ de f0 (une Cr boule, pour un certain r ∈ N) telle que la courbe
u est invariante pour la dynamique holomorphe fibrée associée à etf , de degré nul et de
nombre transversal de rotation égal à β, ce qui donne une version plus précise du Théorème
4.3. Soient ε > 0 et r ∈ N. Nous posons

Br
ε̄ = {f ∈ Γ∞(T1, Ω(D))

∣∣ ‖f − λz‖r < ε̄}

Théorème 4.12 Pour toute paire (α, β) qui vérifie l’hypothèse CD1 il existe ε̄ > 0, un
nombre naturel r ≥ 2 et une bonne application de classe C∞ au sens de Hamilton, Ξ :
Br

ε̄ ⊂ Γ∞(T1, Ω(D)) → C× C∞(T1, C) tels que
• Ξ(λz) = (0, 0).
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• Si on écrit Ξ(f) = (t, u) alors la courbe u est invariante par la dynamique holo-
morphe fibrée F ∗(θ, z) = (θ+α, etf(θ, z)), est de degré nul et son nombre de rotation
transversal est +tr(etf, u) = β.

• La projection sur la première coordonnée π1Ξ(f) cöıncide avec t(f, π2Ξ(f)) où π2Ξ(f)
est la projection sur la deuxième coordonnée et t est la fonction définie dans la Pro-
position 4.11. La paire (t, u) est uniquement déterminée par ces propriétés, pour u
dans un voisinage de u0 ≡ 0.

4.4 Preuve du Théorème 4.2, un argument de trans-
versalité

Soit {fs}s∈Σ⊂C une famille lisse à un paramètre complexe de fonctions dans Γ∞(T1, Ω(D)).
Définissons l’application d’évaluation, qui est de classe C∞ mais pas nécessairement bonne

e : Σ −→ Γ∞(T1, Ω(D))

s &−→ fs

Si la famille {fs} vérifie aussi que ‖fs − λz‖r < ε̄ pour tout s dans un certain disque
D(0, R) ⊂ Σ ⊂ C, où ε̄, r sont ceux du Théorème 4.12, nous pouvons définir une application
t : D(0, R) → C de classe C∞, et une application u : D(0, R) → C∞(T1, C) de classe C∞

par

s &→ t(s) = π1Ξ
(
e(s)

)

s &→ u(s) = π2Ξ
(
e(s)

)

où l’application Ξ est celle fournie par le Théorème 4.12. Dans ce cas la courbe u(s) est
invariante par la dynamique holomorphe fibrée Fs(θ, z) = (θ + α, et(s)fs(θ, z)), est de degré
nul et son nombre de rotation transversal est +tr(u(s)) = β. Le but de cette section est
de montrer que sous l’hypothèse de transversalité de la famille {fs}s∈Σ on peut choisir un
rayon R > 0 et trouver un paramètre s∗ dans D(0, R) tel que t(s∗) = 0, c’est à dire, qu’on
n’a pas besoin de faire une correction et sur la dynamique Fs∗(θ, z) = (θ + α, fs∗(θ, z)) afin
d’obtenir la courbe invariante avec le bon nombre transversal de rotation.

L’Indice de Kronecker

Nous allons faire dans cette section un petit rappel sur l’indice de Kronecker d’une
fonction du plan R2 vers R2 par rapport à un disque. Soit une fonction G : D ⊂ R2 → R2

de classe C2, qui s’écrit G(x) = (g1(x), g2(x)) définie sur un disque D du plan. Nous
définissons l’indice de Kronecker de G sur le bord ∂D par l’intégrale

n(G; D) =
1

2π

∫

∂D

g1dg2 − g2dg1

g2
1 + g2

2
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quand il n’y a pas de zéros de G sur le bord ∂D. Ce nombre mesure le nombre de tours
que la courbe G(∂D) fait au tour de zéro. En fait, il n’est pas difficile de voir que

n(G; D) =
1

2π

∫

∂D

G∗(δθ) =
1

2π

∫

G◦∂D

δθ

où δθ est la 1-forme d’élément d’angle autour de l’origine complexe. Parmi les diverses
propriétés de l’indice de Kronecker nous allons utiliser seulement celles qui sont contenues
dans la proposition suivante, dont la preuve se trouve dans [Lim81] :

Proposition 4.13 Soit G : D ⊂ R2 → R2 et J : D ⊂ R2 → R2 deux fonctions de classe
C2. On a

1. Si 0 n’appartient pas au segment [G(z), J(z)] pour tout z dans ∂D alors n(G; D) =
n(J ; D).

2. Si G n’a pas de zéros dans le disque D alors n(G; D) = 0.

3. Si |G(z)| < |J(z)| et J(z) += 0 pour tout z dans ∂D alors n(J + G; D) = n(J ; D).

4. Si G a un zéro unique et non dégénéré dans D alors n(G; D) = ±1.

On dit qu’un point z dans D est un zéro non dégénéré de G si le déterminant de la matrice
Jacobienne J(G) de G est non nul. Il est clair que 2., 3. sont une conséquence de 1. Nous
allons utiliser cette proposition pour montrer l’existence d’un zéro pour une fonction qui
n’est pas très bien comprise, en la comparant à une autre qui possède un zéro unique et non
dégénéré, dont l’indice de Kronecker n’est pas nul. Au chapitre 5 nous ne faisons pas appel
à l’indice de Kronecker pour trouver des zéros de fonctions car dans ce cas les fonctions
sont holomorphes et c’est le Théorème de Rouché qui s’applique.

La fonction t(s)

Nous allons étudier par la suite le comportement de la fonction t(s). Nous savons d’après
(4.13) qu’on a explicitement

t(s) = 2πiβ −
∫

T1

log f ′s
(
θ, u(s)(θ)

)
dθ

d’où on peut calculer la différentielle de t au point s dans la direction ∆s par

Dt(s)∆s = −
∫

T1

∂sf ′s
(
θ, u(s)(θ)

)
∆s + f ′′s

(
θ, u(s)(θ)

)
Du(s)∆s(θ)

f ′s
(
θ, u(s)(θ)

) dθ

Le Théorème des Fonctions Implicites de Hamilton nous fournit aussi l’expression de la
différentielle de la fonction implicite engendrée, ce qui nous permet de calculer

Du(s)∆s = Dπ2Ξ
(
e(s)

)[
De(s)∆s

]

= Dπ2Ξ(fs)
[
∂sfs∆s

]

= −
(
D2Θ

(
fs, π2Ξ(fs)

))−1[
D1Θ

(
fs, π2Ξ(fs)

)
[∂sfs∆s]

]
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Ceci nous permet d’affirmer que s’il existe une constante T > 1 telle que ‖∂sfs‖0 < T pour
tout s dans D(0, R) alors il existe une constante positive T ′, qui dépend seulement de la
paire (α, β) et de T , telle que

‖Du(s)∆s‖0 < T ′|∆s|

Nous pouvons écrire donc Dt(s) = w(s) + A(s) avec w(s) une matrice ∈ M2(R) et la
matrice A(s) ∈ M2(R) de taille contrôlée par la taille de f ′′s . Plus précisément

w(s) = −
∫

T1

(
f ′s

(
θ, u(s)(θ)

))−1

∂sf
′
s

(
θ, u(s)(θ)

)
dθ

A(s)∆s =

∫

T1

(
f ′s

(
θ, u(s)(θ)

))−1

f ′′s
(
θ, u(s)(θ)

)
Du(s)∆s(θ)dθ

Si on suppose qu’il existe des nombres réels positifs ε0, ε1, ε2 tels que ‖fs‖r ≤ ε0, ‖f ′s−λ‖r ≤
ε1, ‖f ′′s ‖r ≤ ε2 et ε0 + ε1 + ε2 ≤ ε̄ alors on a que

‖A(s)‖L < 2T ′ε2 (4.27)

Nous pouvons contrôler aussi la distance ‖w(s)− w(0)‖L sur le bord d’un disque D(0, R).
Pour cela nous considérons les inégalités suivantes :

∥∥∂sf
′
s(θ, z)− ∂sf

′
s

∣∣
s=0

(θ, z)
∥∥

L
≤ ‖∂2

sf
′
s‖0|s| ≤ TR (4.28)

si on suppose que ‖∂2
sf

′
s‖0 ≤ T . De façon similaire nous avons

∥∥∂sf
′
s

∣∣
s=0

(θ, u(0)(θ))− ∂sf
′
s

∣∣
s=0

(θ, 0)
∥∥

L
≤ ‖∂sf

′′
s

∣∣
s=0
‖0‖u(s)‖0 ≤ TT ′R (4.29)

si ‖∂sf ′′s ‖0 ≤ T . Il existe donc une constante positive T ′′, qui dépend seulement de T et
(α, β), telle que

‖w(s)− w(0)‖L ≤ T ′′R (4.30)

Transversalité et fin de la preuve

Considérons la fonction affine W (s) = t(0) + w(0)s. L’hypothèse de transversalité
[
∂s

∫

T1

f ′s(θ, 0)dθ
∣∣∣
s=0

]

L

> L−1,

pour une constante L > 1, impliquera que W crôıt suffisamment vite, ce qui va nous
permettre de la comparer à la différence t(s) −W (s) sur le bord d’un disque D(0, R), de
rayon R assez grand de façon que le zéro (unique et non dégénéré)

s̃ = −w(0)−1t(0)

de W , soit contenu dans le disque (nous allons utiliser le point 3. de la Proposition 4.13).
D’après le Lemme 4.1 et l’estimation (4.11) la taille de s̃ est bornée par LCε1. D’après
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(4.27) et (4.30) la différence entre les fonctions W et t sur le bord du disque D(0, R) est
bornée par

|W (s)− t(s)| ≤ R‖D(W − t)‖L

≤ R
(
‖w(s)− w(0)‖L + ‖A(s)‖L

)

≤ R(T ′′R + 2T ′ε2)

D’autre part la taille de W est minorée sur le bord du disque par

|W (s)| > RL−1 − Cε1

Pour pouvoir utiliser le point 3. de la Proposition 4.13 il suffira alors que l’inégalité suivante
soit vérifiée

RL−1 − Cε1 > T ′′R2 + 2T ′ε2R

et c’est justement le cas si nous prenons R = 2LCε1 et ε̄ suffisamment petit. Ce choix nous
permet aussi d’assurer la présence de s̃ dans D(0, R) et de cette manière la présence d’un
zéro s∗ de t dans D(0, R), car il n’y a que deux possibilités, soit t s’annule sur le bord du
disque, ou bien l’indice n(t,D(0, R)) = ±1 et le point 2. de la Proposition 4.13 nous donne
l’existence de s∗. Nous venons de montrer ainsi la

Proposition 4.14 Pour toute paire (α, β) qui vérifie l’hypothèse CD1 et pour toutes constantes
L > 1, T > 1 il existe ε̄ > 0, un nombre naturel r ≥ 2, qui dépend seulement de la paire
(α, β), et une constante positive universelle C tels que si une famille lisse à un paramètre
complexe {fs}s∈Σ⊂C de fonctions de T1 vers Γ∞(T1, Ω(D)) vérifie pour des nombres réels
positifs ε0, ε1, ε2, ε0 + ε1 + ε2 ∈ (0, ε̄],

•
[
∂s

∫
T1 f ′s(θ, 0)dθ

∣∣∣
s=0

]

L

> L−1

• ‖fs‖r ≤ ε0, ‖f ′s − λ‖r ≤ ε1, ‖f ′′s ‖r ≤ ε2 pour tout s dans D(0, 2CLε1)
• ‖∂2

sf
′
s‖0 + ‖∂sf ′′s ‖0 ≤ T pour tout s dans D(0, 2CLε1)

alors il existe un paramètre s∗ dans le disque D(0, 2CLε1) et une courbe u : T1 → D
de classe C∞ qui est invariante par la dynamique holomorphe fibrée Fs∗(θ, z) = (θ +
α, fs∗(θ, z)), est de degré nul et son nombre de rotation transversal est +tr(fs∗ , u) = β.

Nous pouvons finir à présent la preuve du Théorème 4.2. Pour cela, supposons qu’il existe
ε̃ > 0 et une constante M > 1 tels que

‖ρ0,s‖r ≤ ε̃

‖ρ1,s‖r ≤ ε̃

‖ρs‖r ≤ M

Nous faisons un changement d’échelle sur z de taille m > 1, c’est à dire, nous définissons
une nouvelle famille lisse {f̃s}s∈Σ⊂C par

f̃s(θ, z) = mfs(θ,m
−1z)
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ce qui avec la notation usuelle nous donne

‖ρ̃0,s‖r ≤ mε̃

‖ρ̃1,s‖r ≤ ε̃

‖ρ̃s‖r ≤ m−1M

Si nous posons m = 3Mε̄−1 (quitte à diminuer ε̄ on a que m > 1) et ε̃ ≤ ε̄2

9M nous avons

‖ρ̃0,s‖r ≤ ε̄

3

‖ρ̃1,s‖r ≤ ε̃ <
ε̄

3

‖ρ̃s‖r ≤ ε̄

3

La Proposition 4.14 nous donne donc un paramètre s∗ dans le disque D(0, 2CLε̃) et une
courbe u de classe C∞ qui est invariante par la dynamique holomorphe fibrée F̃s∗ , ce qui
signifie

F̃s∗(θ, u(θ)) =
(
θ + α, u(θ + α)

)
(
θ + α, mfs∗(θ,m

−1u(θ))
)

=
(
θ + α, u(θ + α)

)

fs∗
(
θ, m−1u(θ)

)
= m−1u(θ + α)

On voit ainsi que la courbe m−1u est invariante par la dynamique holomorphe fibrée Fs∗ .
En plus f̃ ′s(θ, z) = f ′s(θ,m

−1z), donc le nombre de rotation transversal de la courbe m−1u
est aussi égal à β ce qui termine la preuve du Théorème 4.2 !



Chapitre 5

Cas analytique

Nous allons traiter dans ce chapitre le problème de la persistance de la courbe invariante
par des petites perturbations des dynamiques holomorphes fibrées pour le cas des dhf
de classe analytique. Avant d’énoncer les résultats précis nous allons consacrer quelques
paragraphes à des résultats simples d’analyse qui seront nécessaires lors des démonstrations.
Un traitement des noms des diverses constantes qui apparaissent sera aussi utile.

5.1 Quelques résultats d’analyse

Constantes

Dans ce chapitre vont apparâıtre plusieurs constantes (toutes positives) d’origines di-
veres. Quelques unes ont une valeur numérique fixée et leur raison d’être n’est autre que
d’éviter la prolifération de symboles comme π, π

29 , e
2π, etc. À ce type de constantes nous

adjoindrons le qualificatif de universelles et seront toujours notées par la lettre Cj avec
un indice qui indique leur ordre d’apparition dans le cours du texte. Inversement à chaque
fois qu’on note une constante par Cj il faut assumer qu’elle est universelle. Il y aura aussi
des constantes dont la valeur fait partie des hypothèses des théorèmes, ces constantes sont
L, M, T, δ, (α, β). Dans un troisième groupe il y a les constantes dont la valeur dépend
seulement de celle des constantes L, M, T, δ, (α, β) et elles seront toujours designées par
la lettre Kj avec un indice qui indique leur ordre d’apparition ou bien la nature de la
quantité dont elle est une borne. Inversement à chaque fois qu’on note une constante par
Kj il faut supposer qu’elle dépend au plus des constantes L, M, T, δ, (α, β). Nous gardons
le nom spécial ℵ pour une constante particulière qui appartient à ce dernier groupe et qui
détermine, dans un certain sens, la procédure.

Les normes

Toutes les fonctions qui vont apparâıtre dans ce chapitre sont des fonctions holomorphes
et bornées. Soit f : U ⊂ Ck → C une fonction holomorphe et bornée de l’ouvert U de Ck,
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k ∈ {1, 2, 3}, vers C. Nous considérons la norme ‖f‖U comme étant

‖f‖U = sup
z∈U

|f(z)|

Il faut avoir en tête que U est de façon générale de la forme Bδ × DZ × Dt où Bδ est
la bande de largeur δ, et DZ , Dt sont des disques dans C. Dans ce cas nous définissons
l’oscillation de la fonction f par rapport à la variable z par

osc
(
f
)

Bδ ,DZ ,Dt = sup
(θ,t)∈Bδ×Dt

z1,z2∈DZ

|f(θ, z1, t)− f(θ, z2, t)|

Notons que si z = 0 appartient à DZ et f s’annule en ce point alors l’oscillation est une
borne pour la norme

‖f‖Bδ ,DZ ,Dt ≤ osc
(
f
)

Bδ ,DZ ,Dt
≤ 2‖f‖Bδ ,DZ ,Dt (5.1)

Quand les domaines de définition des fonctions sont bien établis et qu’il n’y a pas lieu à
confusion, nous omettront le domaine dans la notation de la norme et de l’oscillation.

Notations et estimations pour les fonctions analytiques tronquées

Soit f une fonction analytique sur la bande Bδ et N un entier naturel. Nous définissons
la troncature au niveau N et le reste au niveau N de f par

f |N(θ) =
∑

|n|≤N

f̂(n)e2πinθ

f |N(θ) =
∑

|n|>N

f̂(n)e2πinθ

où f̂(n) est le n-ième coefficient de la série de Fourier de f . Ces deux fonctions sont
analytiques sur la bande Bδ. Si nous considérons une largeur de bande δ′ ∈ (0, δ) avec
δ − δ′ pas trop grand, il existe une constante universelle C1 telle que

|f̂(n)| ≤ ‖f‖Bδ
e−2π|n|δ (5.2)

‖f |N‖Bδ′ ≤ C1‖f‖Bδ

e−2πN(δ−δ′)

δ − δ′
(5.3)

la dernière inégalité nous dit que si nous perdons un peu de largeur de bande nous gagnons
une estimation sur le reste de f (estimation à la Cauchy). Nous consignons ici le simple
fait suivant

Affirmation 5.1.1 Soit f une fonction analytique dont la dérivée ∂θf est bornée sur la
bande Bδ. On a donc

‖f‖Bδ
≤

∣∣∣∣
∫

T1

f(θ)dθ

∣∣∣∣ + ‖∂θf‖Bδ
(5.4)



5.2 Le problème 75

Estimations pour les solutions des équations cohomologiques avec troncature

Considérons les équations cohomologiques en g1 et g2

g1(θ)− g1(θ + α) = p1(θ) (5.5)

e2πiβg2(θ)− g2(θ + α) = p2(θ) (5.6)

où α, β sont des nombres réels, p1, p2 sont des polynômes trigonométriques d’ordre au plus
N et

∫
T1 p1(θ)dθ = 0. Par la méthode des coefficients des séries de Fourier nous obtenons

l’expression des solutions

g1(θ) =
∑

0<|n|≤N

p̂1(n)e2πinθ

1− e2πinα
;

∫

T1

g1(θ)dθ = 0

g2(θ) =
∑

|n|≤N

p̂2(n)e2πinθ

e2πiβ − e−2πinα

Rappelons que
∫

T1 g1 = 0 est un choix, que nous allons toujours faire. Soient f1, f2 des
fonctions analytiques sur la bande Bδ avec

∫
T1 f1 = 0. Nous posons pj = fj

∣∣
N

, pour
j ∈ {1, 2}, et utilisons la notation Γα, Γα,β de la section 1.1 pour les pires petits diviseurs.
Nous posons ϕ1(N) = Γα(N), ϕ2(N) = Γα,β(N), il existe alors une constante C2 telle que

‖gj‖Bδ
≤ C2N‖fj‖Bδ

ϕj(N)

‖∂θgj‖Bδ
≤ C2N

2‖fj‖Bδ
ϕj(N)

pour j ∈ {1, 2}. Il faut remarquer que le facteur C2N est loin d’être optimal, mais il suffira
pour les applications à venir.

5.2 Le problème

Soit {Ft}t∈Σ⊂C une famille à un paramètre complexe de dynamiques holomorphes fibrées,
qui s’écrivent de la façon habituelle

Ft(θ, z) =
(
θ + α, ρ0,t(θ) +

(
λ + ρ1,t(θ)

)
z + ρt(θ, z)

)

comme des perturbations d’une dhf qui possède une courbe invariante de degré nul et dont
le nombre de rotation transversal est β, λ = e2πiβ. Nous disons qu’il s’agit d’une famille
analytique si l’application (t, θ, z) &→ Ft(θ, z) est holomorphe dans le produit Σ× Bδ ×D,
où δ est un nombre positif, Σ est un ouvert de C et D est un disque centré à l’origine
de C. Pour fixer les idées nous énonçons et montrons les résultats pour le disque D = D,
mais le cas général reste vrai avec des modifications évidentes. Le fait qu’une famille soit
analytique se traduit par le fait que les fonctions

(t, θ) &−→ ρ0,t(θ)

(t, θ) &−→ ρ1,t(θ)

(t, θ, z) &−→ ρt(θ, z)
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sont holomorphes sur les domaines adéquats, et c’est sur cette forme que nous allons
l’utiliser. Le but de ce chapitre est de montrer que la persistance d’une courbe invariante de
degré nul, avec un nombre transversal de rotation donné, pour une dynamique holomorphe
fibrée est un phénomène de codimension 1 complexe dans la classe analytique, sous une
condition arithmétique appropriée. Plus précisément nous allons montrer le

Théorème 5.1 Pour toute paire (α, β) qui vérifie la condition de Brjuno B1, pour toutes
constantes positives L > 1, M, T et δ il existe ε∗(L, M, T, δ, (α, β)) > 0 et une constante
positive KR(L, M, T, δ, (α, β)) tels que si pour un certain ε dans (0, ε∗] la famille analytique
{Ft}t∈Σ vérifie qu’il existe un disque D(t0, KRε) ⊂ Σ tel que

L >
∣∣∣∂t

∫

T1

ρ1,t(θ)dθ
∣∣
t=t0

∣∣∣ > L−1

et pour tout t dans D(t0, KRε)





‖ρ0,t‖Bδ
≤ ε

‖ρ1,t‖Bδ
≤ ε

‖∂2
zρt‖Bδ ,D ≤ M

‖∂t∂zρt‖Bδ ,D + ‖∂2
t ρ1,t‖Bδ

≤ T

alors il existe un paramètre t̄ dans D(t0, KRε) tel que Ft possède une courbe invariante
u, analytique sur la bande B δ

2
, de degré nul et dont le nombre de rotation transversal est

+tr(u) = β. De plus, la taille de u tend vers 0 lorsque ε tend vers 0.

5.3 Deux lemmes techniques

Dans cette section nous allons montrer deux lemmes d’une allure très technique qui
vont définir deux suites de nombres réels positifs {ln}, {wn} qui tendent vers 0 d’une façon
bien particulière et qui seront utilisées comme mesure de la vitesse de convergence vers
0 de quelques fonctions lors de la preuve du Théorème 5.1. Ces deux lemmes vont nous
fournir aussi deux suites sommables de nombres réels positifs {d0

n}, {d1
n} que nous utilise-

rons comme pertes de largeur de bande pour obtenir des estimations pour des fonctions
analytiques tronquées. Ceci étant, la partie qui suit est la partie la plus importante dans
ce travail du point de vue de la relation entre l’arithmétique et la dynamique étudiée.

Soit ℵ > 2 un paramètre réel et {An}n≥0, {Bn}n≥0 les suites non décroissantes de
nombres réels positifs définies par An = Γα,β(2n), Bn = Γα(2n), où nous utilisons la notation
de la section 1.1 pour les pires petits diviseurs. Sous la condition de Brjuno B1 ces suites
satisfont ∑

n

log An

2n
< ∞

∑

n

log Bn

2n
< ∞

Lemme 5.2 Définissons

ln =
e−n2

16ℵAnBn2n
(5.7)

On a alors
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1. limn→∞ ln = 0

2.
∑

n ℵ2nBnln < 1
8

3. ℵ2nAnln < 1
16

4. La relation

ln+1 =
ℵlne−2π2nd1

n

d1
n

(5.8)

définit une suite {d1
n}n≥0 de nombres réels positifs telle que

∑

n

d1
n < K1

(
1 + logℵ

)
(5.9)

où la constante K1 ne dépend que des suites An, Bn.

Preuve. Les points 1., 2., 3. sont immédiats. Posons ensuite

σ̂n = − log(ℵ2nln)

= log An + log Bn + log 16 + n2

et définissons d’abord une suite {d̃1
n}n≥0 par la relation

ln+1 = ℵlne
−2π2nd̃1

n

ce qui donne
2π2nd̃1

n = σ̂n+1 − σ̂n + log 2ℵ

comme la suite σ̂n est croissante, la suite d̃1
n est positive. Comme la série

∑
σ̂n
2n est conver-

gente, la série
∑

d̃1
n est aussi convergente, et sa somme est majorée par K1(1 + logℵ), où

K1 ne dépend que des suites An, Bn.
Pour finir nous allons trouver une suite réel {x1

n}n≥0 de façon que si nous posons d1
n =

d̃1
n + x1

n, l’affirmation du lemme au point 4. est vérifiée. Pour cela il suffit de résoudre
l’équation

e−2π2nx1
n

d̃1
n + x1

n

= 1 (5.10)

Un analyse graphique élémentaire nous permet de voir que (5.10) a une solution unique
x1

n. De plus, on a que xn < sn, où sn vérifie

e−2π2nsn = sn

La série
∑

sn converge, ce qui termine la démonstration du lemme !

Lemme 5.3 Définissons

wn =
ln

ℵ4nAn
(5.11)

où la suite {ln}n≥0 est celle définie au lemme 5.2. On a alors
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1. ℵwn(2nAn)2 < 1
32

2.
∑

n ℵwn2nAn < 1
16

3. La relation
wn+1

4
=

wnℵe−2π2nd0
n

d0
n

(5.12)

définit une suite {d0
n}n≥0 de nombres réels positifs telle que

∑

n

d0
n ≤ K2(1 + logℵ) (5.13)

où la constante K2 ne dépend que des suites An, Bn.

Preuve. Les points 1., 2. sont immédiats. Comme lors de la preuve du Lemme 5.2 nous
allons définir {d̃0

n}n≥0 par la relation

wn+1

4
= wnℵe−2π2nd̃0

n

c’est à dire

d̃n
0 =

1

2π2n

{
2n + 1 + log(A2

n+1Bn+1)− log(A2
nBn) + log 32ℵ

}

qui définit bien une suite positif et sommable. Nous pouvons, comme au Lemme 5.2, trouver
une suite {x0

n}n≥0 de réels telle que la modification d0
n = d̃0

n + x0
n satisfait le lemme !

5.4 Un processus itératif

5.4.1 Choix du paramètre ℵ et les largeurs de bande

Comme nous venons de le voir dans les lemmes de la section précédente, les suites qui
y sont définies dépendent de la valeur de la constante ℵ. Pour nous servir de ces suites
nous allons choisir la valeur de ℵ comme étant plus grande que plusieurs quantités qui
dépendent au plus des constantes de type K qui apparaissent dans la procédure qui suit.
Ce choix est possible car ces constantes dépendent au plus des constantes qui apparaissent
dans les hypothèses du Théorème 5.1 (L, M, T, δ, (α, β)). Ceci étant, nous allons écrire des
minorations explicites à mesure que la procédure s’effectue. Une fois ce choix effectué, nous
disposons de deux suites de nombres réels positifs {d0

n}n≥0, {d1
n}n≥0, qui nous allons utiliser

comme des pertes de largeur de bande dans notre procédure. Ces suites satisfont
∑

n≥0

max
(
d0

n, d
1
n

)
< (K1 + K2)(1 + logℵ) < ∞

ce qui nous permet de fixer un nombre naturel n∗ de façon que

∑

n≥n∗

max
(
d0

n, d
1
n

)
≤ δ

4
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où δ est la largeur de la bande initiale de définition de la variable θ des fonctions invo-
lucrées dans le Théorème 5.1. La démonstration se fera via l’utilisation d’un algorithme de
récurrence divisé en étapes. Le nombre n∗ va indiquer à quelle étape on démarre l’appli-
cation de l’algorithme. Dans chaque étape les fonctions involucrées auront une bande de
définition pour la variable θ dont la largeur sera

δn∗ =
3δ

4
(5.14)

δn+1 = δn −max(d0
n, d

1
n) (5.15)

D’après le choix de n∗ on a que pour tout n ≥ n∗ la largeur de bande δn > δ
2 .

5.4.2 Description de l’algorithme

La démonstration du Théorème 5.1 s’éffectue en exhibant une conjugaison analytique
affine sur chaque fibre, c’est à dire, de la forme

h(θ, z) =
(
θ, u0(θ) + u1(θ)z

)
,

qui met une des dynamiques holomorphes fibrées Ft sous forme normale, avec u1 une
fonction de degré nul, ce qui implique, d’après la discussion du chapitre 1, l’existence de la
courbe invariante avec le bon nombre transversal de rotation. L’équation de conjugaison
est

h−1 ◦ F ◦ h =
(
θ + α, 1

u1(θ+α) {ρ0,t(θ) + λu0(θ)− u0(θ + α)}
+ 1

u1(θ+α) {ρ1,t(θ)u0(θ) + ρt(θ, u0(θ))}
+ z u1(θ)

u1(θ+α) {λ + ρ1,t(θ) + ∂zρt(θ, u0(θ))}
+ 1

u1(θ+α) {ρt(θ, u0(θ) + u1(θ)z)− ρt(θ, u0(θ))

− zu1(θ)∂zρt(θ, u0(θ))}
)

Un tel changement de coordonnées h sera le résultat limite de compositions successives de
deux types particulièrs de conjugaisons affines.

Plus précisément la procédure que nous allons effectuer pour rendre nuls les termes
ρ0, ρ1 (cela implique la forme normale) se divise en plusieurs étapes. Le but dans chaque
étape est de faire diminuer la taille de ρ0 et ρ1, de façon que à la limite ses tailles tendent
vers 0. Cependant, la vitesse de cette convergence est très particulière et dépend fortement
des propriétés arithmétiques de la paire (α, β). À chacune des étapes nous allons appliquer
4 types d’opérations. Les deux premiers sont des opérations à la KAM (ou algorithme de
Newton), c’est-à-dire, que nous résoudrons les équations du problème mais simplifiées (on
garde seulement les termes que les rendent des équations cohomologiques). C’est sont ces
opérations (plutôt les solutions aux équations) qui nous fournissent les fonctions u0, u1

qui donnent le changement de coordonnées de l’étape. Bien entendu, ce changement ne
met pas la dynamique sous forme normale car les équations qui ont été résolues étaient des
équations simplifiées. Il faut donc prendre en charge un reste dont la taille sera contrôlée par
les deux autres opérations. L’une consiste simplement à introduire une perte sur la largeur
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de la bande de définition de la variable θ des fonctions, ce qui nous permet de contrôler
la taille de certains des restes. La quatrième opération consiste à restreindre l’espace de
paramètres t. Nous allons maintenant décrire les deux premières opérations, dites de type
KAM, pour pouvoir ensuite être plus précis sur l’effet des deux dernières. Les opération
de type KAM consistent à trouver un changement de coordonnées affin par fibres avec
une forme particulière, ce qui nous ammènera à résoudre des équations cohomologiques
tronquées comme à la section 5.1 ; si nous sommes à l’étape n nous allons résoudre les
équations avec une troncature au niveau 2n.

Les 4 opérations

Cas u1 = 1 (dite résolution de l’équation de u0) Dans ce cas nous obtenons comme
résultat de la conjugaison

h−1 ◦ F ◦ h =
(
θ + α, ρ0,t(θ) + λu0(θ)− u0(θ + α) + ρ1,t(θ)u0(θ) + ρt(θ, u0(θ))

+ z {λ + ρ1,t(θ) + ∂zρt(θ, u0(θ))}
+ {ρt(θ, u0(θ) + z)− ρt(θ, u0(θ))− z∂zρt(θ, u0(θ))}

)

Nous choisissons u0 de sorte que

ρ0,t(θ)
∣∣∣
2n

+ λu0(θ)− u0(θ + α) = 0 (5.16)

ce qui donne

ρnew
0,t = ρ1,tu0 + ρt(·, u0) + ρ0,t

∣∣∣
2n

ρnew
1,t = ρ1,t + ∂zρt(·, u0)

ρnew
t (·, z) = ρt(·, u0 + z)− ρt(·, u0)− z∂zρt(·, u0)

Nous allons obtenir une estimation du type

‖u0‖ ≤ C22
nΓα,β(2n)‖ρ0,t‖ (5.17)

Compte tenu de la taille de ρ0,t, ρ1,t nous allons voir que la taille de ρnew
0,t − ρ0,t

∣∣
2n diminue

(effet “quadratique”). Les tailles des autres fonctions concernées ne changent pas de façon
significative.

Cas u0 = 0 (dite résolution de l’équation de u1) On a cette fois comme résultat de
la conjugaison

h−1 ◦ F ◦ h =
(
θ + α, ρ0,t(θ)

u1(θ+α) + z u1(θ)
u1(θ+α) {λ + ρ1,t(θ)}

+ ρt(θ,u1(θ)z)
u1(θ+α)

)
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Nous choisissons u1 de sorte que

u1(θ)

u1(θ + α)
{λ + ρ1,t(θ)} = λ̃ (5.18)

pour une constante λ̃ appropriée (donnée par la condition intégrale de l’équation cohomo-
logique). En fait , nous ne résoudrons pas exactement cette équation, mais la troncature
au niveau 2n de l’équation cohomologique qui en résulte. À l’issue de cette opération nous
avons

ρnew
0,t =

ρ0,t(·)
u1(·+ α)

ρnew
1,t = λ̃− λ + Reste(θ, t)

ρnew
t =

ρt(·, u1(·)z)

u1(·+ α)

où l’expression du reste Reste(θ, t) sera explicitée dans les sections à venir. Pour la solution
u1 nous allons obtenir une estimation du type

‖u1 − 1‖ ≤ ℵ2nΓα(2n)‖∂θρ1,t‖ (5.19)

Les tailles de ρnew
0,t , ρnew

t ne changent donc pas d’ordre de grandeur. L’effet de résoudre
une équation comme (5.18) mais tronquée peut être vu comme une tentative de rendre ρ1

indépendant de θ. C’est précisément sur la taille de ∂θρ1,t qu’on peut gagner à l’issue de
cette opération. Il faudra cependant, contrôler la taille de Reste(θ, z).

Perte de largeur de bande La troisième opération consiste en perdre un morceau de
bande pour pouvoir contrôler les restes issus des opérations précédentes. Lors de l’étape n
nous allons perdre une largeur égale au max(d0

n, d
1
n), et la nouvelle largeur de bande sera

donc comme dans (5.15). Avec cette opération nous obtenons un contrôle sur la taille de
ρnew

0,t et ∂θρnew
1,t .

Coupure dans l’espace des paramètres Nous allons utiliser l’affirmation 5.1.1 pour
contrôler la taille de ρnew

1,t , c’est à dire, qu’il suffit d’avoir un contrôle sur la dérivée ∂θρnew
1,t

plus un contrôle sur le nombre complexe
∫

T1 ρnew
1,t (θ)dθ. Ce dernier nombre complexe peut

être varié avec le paramètre t grâce à l’hypothèse de transversalité sur la famille {Ft}t∈Σ.
Cette opération consiste alors à localiser un disque dans l’espace des paramètres où ce
nombre complexe est suffisamment petit. La façon pour réussir à cette localisation sera
simplement de trouver un paramètre t qui annule

∫
T1 ρnew

0,t (θ)dθ et choisir ensuite un rayon
de taille appropriée.

Description d’une étape

Bien entendu, cette section n’est qu’une description dont nous laissons les estimations
rigoureuses pour une section future. Au début de la n−ième étape nous avons les fonctions
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ρn
0,t, ρ

n
1,t, ρ

n
t et les estimations

‖ρn
0,t‖ ≤ wn (5.20)

‖ρn
1,t‖ ≤ K3ln (5.21)

pour une constante K3 et les suites ln, wn sont celles définies lors de la section 5.3. Nous
avons aussi un espace de paramètres qui est un disque D(tn, pn). Le but à la fin de l’étape
est de retrouver ces estimations pour l’indice n + 1. Chaque étape de notre algorithme se
décompose a son tour en 4 parties.

1ére partie Cette partie consiste à appliquer plusieurs fois l’opération de résolution
de l’équation de u0 (cette partie comporte alors des pas). Nous introduisons un indice
supplémentaire pour indiquer les pas. Ainsi nous aurons comme résultat de chaque pas les
fonctions ρn,i+1

0,t , ρn,i+1
1,t , ρn,i+1

t . À chaque pas les tailles des fonctions ρ1,t, ρt ne changent pas

beaucoup. La fonction ρn,i
0,t est la somme d’une partie quadratique dont la taille diminue

de moitié à chaque pas, plus une série de restes d’ordre plus grand que 2n (en termes de
sa série de Fourier). Cette partie finira au moment où la taille de la partie quadratique
soit plus petite que wn+1

4 . On peut interpréter géométriquement cette partie comme une
tentative d’aller chercher la courbe invariante, c’est à dire, de centrer la dynamique le plus
proche possible, compte tenu des petits diviseurs, de la courbe invariante.

2ème partie Cette partie consiste à appliquer une seule fois l’opération de résolution de
l’équation de u1. Ceci nous permet de ramener le contrôle de la taille de ∂θρ1,t à un contrôle
sur un reste d’ordre plus grand que 2n. On peut interpréter cette partie comme un essai
d’ajuster le nombre transversal de rotation de la dynamique à la valeur β.

3ème partie Cette partie consiste à perdre un morceau sur la bande de définition de la
variable θ des fonctions. À la fin de la deuxième partie nous avons deux restes à estimer,
qui viennent essencielement des troncatures des fonctions dont leur tailles sont plus petites
que wn, ln respectivement. L’inégalité (5.3), les relations (5.12), (5.8) qui définissent les
suites d0

n, d
1
n et l’introduction d’une perte de largeur de bande de taille max(d0

n, d
1
n) nous

donnent les estimations ‖ρn+1
0,t ‖ ≤ wn+1, ‖∂θρ

n+1
1,t ‖ ≤ ln+1.

4ème partie Cette partie consiste tout simplement à appliquer l’opération de coupure
de l’espace des paramètres pour réussir une borne sur le nombre complexe

∫
T1 ρn+1

1,t de taille
d’ordre ln+1 et de cette manière pouvoir commencer l’étape suivante.

La démonstration du Théorème 5.1 passe alors par montrer que les hypothèses faites
sur la famille {Ft}t∈Σ nous permettent d’une part obtenir les estimations nécessaires pour
commencer une étape (l’étape n∗) et d’autre part, accomplir d’un bout à l’autre le plan
qui nous venons de décrire pour une étape quelconque. Nous verrons lors de la section
5.4.7 que les propriétés listées dans les lemmes 5.2, 5.3 des suites ln, wn nous permettent



5.4 Un processus itératif 83

de montrer, pour un seul paramètre t∗ dans Σ, la convergence de la méthode, c’est à dire,
que la composition successive des changements de coordonnées fournis par chaque étape
converge vers un changement de coordonnées analytique qui rend la dynamique holomorphe
fibrée Ft∗ sous une forme normale.

5.4.3 Initialisation de l’algorithme

Les domaines de toutes les fonctions qui apparaissent au début de notre procédure sont
le disque unité du plan complexe D = D(0, 1) pour la variable z, la bande Bδ de largeur
δ pour la variable θ et le disque du plan complexe D(0, K ′ε) pour le paramètre t, où la
constante K ′ sera bientôt explicitée. Avant de commencer le processus itératif nous avons
besoin d’estimations pour les dérivées par rapport à θ de certaines fonctions. Pour cela
nous admettons une perte de largeur de bande δ/4 et obtenons ainsi les estimations de
Cauchy suivantes

‖∂θρ1,t‖ ≤ 24ε

δ

‖∂θ∂zρt‖ ≤ 24M

δ
= N

où nous utilisons la ligne ci-dessus pour définir une fois pour toutes la constante positive
N . Nous pouvons déjà exhiber la valeur maximale des tailles de départ

ε̄ =
δln∗

24
(5.22)

qui dépend seulement de δ, n∗, qui à son tour dépendent seulement de L, M, T, δ, (α, β).
Nous allons supposer dans cette section que ‖ρ0‖ ≤ wn∗ . Cette hypothèse est beaucoup plus
forte que celle annoncée dans le Théorème 5.1. Cependant, nous verrons que nous pouvons
nous ramener à ce cas, à une procédure préalable prés, dont gardons la description pour la
section 5.5. Posons ensuite

ρn∗,0
0,t = ρ0,t , ρn∗,0

1,t = ρ1,t , ρn∗,0
t = ρt (5.23)

Les domaines de ces fonctions (où cela ait du sens) sont la bande de largeur δn∗ = 3δ/4
et le disque D(0, Rn∗,0) de rayon Rn∗,0 = 1 pour la variable z. L’espace des paramètres t
est le disque D(tn∗ , pn∗) de centre tn∗ = 0 que nous allons supposer être un zéro simple de∫

T1 ρn∗,0
1,t (cette hypothèse sera enlevée lors de la section 5.5.1), et de rayon

pn∗ = 100ln∗ =
2400ε̄

δ
(5.24)
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Ceci nous dit que K ′ = 2400
δ . Comme ℵ est grande nous aurons toujours pn∗ < 1. Nous

avons alors les estimations pour démarrer l’étape n∗

‖∂θρ
n∗,0
1,t ‖ ≤ ln∗ (5.25)

‖ρn∗,0
0,t ‖ ≤ wn∗ (5.26)

‖∂2
zρ

n∗,0
t ‖ ≤ M (5.27)

osc
(
∂θ∂zρ

n∗,0
t

)
≤ 2N (5.28)

osc
(
∂t∂zρ

n∗,0
t

)
≤ 2T (5.29)

∥∥∥
∫

T1

∂tρ
n∗,0
1,t dθ −∆0

∥∥∥ ≤ L−1

1000
(5.30)

L’inégalité (5.30) et l’existence du nombre complxe ∆0 est encore une hypothèse supplé-
mentaire de l’algorithme, que nous enleverons par la suite. Le nombre complexe ∆0 vérifie
aussi que L > |∆0| > L−1.

Remarque 10 (Sur le niveau de départ et la taille de ε) Nous verrons dans la sec-
tion 5.4.8 qu’une subtile modification lors de la première étape établira la dernière affirma-
tion du Théorème 5.1, concernant la taille de u et la taille de ε.

5.4.4 Mise en œuvre du pas itératif

Afin de contrôler les diverses fonctions qui apparaissent lors du déroulement des étapes
nous allons introduire quelques suites de nombres réels, et nous allons faire des affirmations
sur ces suites, dont la vérification se fera au fur et à mesure que nous aurons en main les
éléments que le permettront. Au tout début de l’étape n nous avons la famille {Ft} écrite
sous la forme

F n,0
t (θ, z) =

(
θ + α, ρn,0

0,t (θ) + zρn,0
1,t (θ) + λz + ρn,0

t (θ, z)
)

avec ρn,0
t s’annulant à l’ordre 2 en z = 0. Les domaines des fonctions sont : pour la variable

z le disque D(0, Rn,0), où la suite {Rn,i}n≥n∗,i∈N∪{∞} vérifie

3

8
< · · · < Rn∗+1,1 < Rn∗+1,0 < Rn∗,∞ < · · · < Rn∗,2 < Rn∗,1 < Rn∗,0 = 1; (5.31)

pour la variable θ le domaine est la bande Bδn , dont la largeur δn est définie dans la section
5.4.1. L’espace des paramètres t de la famille est le disque D(tn, pn) de centre tn, un zéro
simple de

∫
T1 ρn,0

1,t (θ)dθ, et de rayon

pn = 100ln (5.32)

Dans cette section nous allons prendre en charge seulement les estimations qui ne font pas
intervenir le paramètre t, en gardant pour la section 5.4.5 les estimations dans le paramètre
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t. Au début de l’étape nous avons alors les estimations

‖ρn,0
0,t ‖ ≤ wn (5.33)

‖∂2
zρ

n,0
t ‖ ≤ Mn (5.34)

osc
(
∂θ∂zρ

n,0
t

)
≤ Nn,0 (5.35)

‖∂θρ
n,0
1,t ‖ ≤ ln (5.36)

où les suites de nombres réels {Mn}n≥n∗ et {Nn,i}n≥n∗,i∈N∪{∞} sont majorées par des
constantes KM et KN respectivement.

En utilisant l’affirmation 5.1.1 avec l’inégalité (5.36) et une estimation sur la norme∥∥ ∫
T1 ∂tρ

n,0
1,t −∆0

∥∥ que nous n’écrivons pas ici (voir inégalité (5.87) de la section 5.4.5) nous
obtenons l’estimation

‖ρn,0
1,t ‖ ≤ K3ln (5.37)

La constante K3 apparâıt immédiatement lors de l’application de l’affirmation 5.1.1 avec
ces inégalités.

Première partie, l’équation de u0

Avant d’effectuer le i-ème pas de la première partie de l’étape n nous avons les fonctions
ρn,i

0,t , ρ
n,i
1,t , ρ

n,i
t où cette dernière est définie sur le disque D(0, Rn,i) dans la variable z. Le i-ème

pas consiste en trouver un changement de coordonnées de la forme ht
n,i(θ, z) = (θ, un,i

0,t(θ)+z)
en résolvant l’équation tronquée

λun,i
0,t(θ)− un,i

0,t(θ + α) = −ρn,i
0,t |2n (5.38)

D’après la section 5.1 la solution à cette équation satisfait

‖un,i
0,t‖ ≤ C22

nΓα,β(2n)‖ρn,i
0,t‖ (5.39)

‖∂θu
n,i
0 ‖ ≤ C24

nΓα,β(2n)‖ρn,i
0,t‖ (5.40)

Notons qu’après avoir résolue (5.38) le nouveau ρ0 est

ρn,i+1
0,t = ρn,i

0,t |2n + ρn,i
1,tu

n,i
0,t + ρn,i

t (·, un,i
0,t) (5.41)

et vérifie
ρn,i+1

0,t |2n =
{
ρn,i

1,tu
n,i
0,t + ρn,i

t (·, un,i
0,t)

}∣∣
2n (5.42)

grâce à la définition de ρn,i
0,t |2n . Nous avons aussi un nouveau ρ1

ρn,i+1
1,t = ρn,i

1,t + ∂zρ
n,i
t (·, un,i

0 ) (5.43)

et un nouveau ρ

ρn,i+1
t (·, z) = ρn,i

t (·, un,i
0,t + z)− ρn,i

t (·, un,i
0,t)− z∂zρ

n,i
t (·, un,i

0,t) (5.44)
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défini en la variable z sur le disque D(0, rn,i+1
t (θ)) avec

rn,i+1
t (θ) = Rn,i − |un,i

0,t(θ)| (5.45)

La suite {Rn,i} vérifie
Rn,i+1 ≤ rn,i+1

t (θ) (5.46)

pour tout θ dans Bδn . Nous considérons désormais le rayon Rn,i+1 comme le domaine de
la variable z. Il faut se rappeler que à chaque fois que nous résoudrons (5.38) nous le
faisons sans perte de largeur de bande. C’est seulement au moment où nous aurons besoin
d’estimer les restes ρn,i

0,t |2n que nous introduirons, et seulement une fois par étape, lors de
la 3ème partie, une perte de largeur dn

0 .

Estimations dans la première partie de l’étape. Définissons

ηt
n,0 = ρn,0

0,t (5.47)

ηt
n,i+1 = ρn,i

1,tu
n,i
0,t + ρn,i

t (θ, un,i
0,t) (5.48)

Chaque fois que nous résoudrons l’équation (5.38) nous gagnons vraiment sur l’estimation
de ηt

n,i+1 car (5.42) implique

ρn,i+1
0,t |2n = ηt

n,i+1|2n (5.49)

et nous améliorons (5.39),(5.40) par

‖un,i
0,t‖ ≤ C22

nΓα,β(2n)‖ηt
n,i‖ (5.50)

‖∂θu
n,i
0,t‖ ≤ C24

nΓα,β(2n)‖ηt
n,i‖ (5.51)

Nous allons montrer inductivement pour tout i ≥ 0, l’indice des pas, que

‖∂2
zρ

n,i
t ‖ ≤ Mn (5.52)

osc
(
∂θ∂zρ

n,i
t

)
≤ Nn,i (5.53)

‖ηt
n,i‖ ≤ wn

2i
(5.54)

‖∂θρ
n,i
1,t‖ ≤ 2ln (5.55)

‖ρn,i
1,t‖ ≤ K4ln (5.56)

où la constante K4 est plus grande que K3. À partir des inégalités (5.50),(5.51) et (5.54)
ils découlent les estimations

‖un,i
0,t‖ ≤ C2ln

ℵ2n2i
(5.57)

‖∂θu
n,i
0,t‖ ≤ C2ln

ℵ2i
(5.58)

Pour accomplir l’induction nous voyons d’abord que les hypothèses (5.33). . . (5.37) nous
permettent de démarrer. Supposons donc que les relations précédentes sont vérifiées pour
tout 0 ≤ j < i + 1.
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Nous sommes déjà en mesure de exhiber une partie de la définition de la suite {Rn,i} :
supposons définie Rn,i nous définissons

Rn,i+1 = Rn,i − C22
nΓα,β(2n)wn

( 1

2i

)
(5.59)

Rn,∞ = Rn,0 − 2C22
nΓα,β(2n)wn (5.60)

Si ℵ est plus grande que C2 alors l’affirmation (5.46) se vérifie d’après (5.45) et (5.57).
L’inégalité (5.56) s’obtient de (5.43),(5.37),(5.52) et (5.57) car

‖ρn,i+1
1,t ‖ ≤

∥∥∥∥ρn,0
1,t +

i∑

j=0

∂zρ
n,j
t (θ, un,j

0,t )

∥∥∥∥

≤ K3ln + Mn

i∑

j=0

‖un,j
0,t ‖

≤ K3ln + KMC2
ln
2n

≤ K4ln

où la constante K4 dépend seulement de C2, K3 et KM . La relation (5.44) nous donne

‖∂2
zρ

n,i+1
t ‖ = ‖∂2

zρ
n,i
t (·, z + un,i

0 )‖ ≤ Mn

ce qui donne (5.52). En différenciant la relation (5.44) nous avons

∂θ∂zρ
n,i+1
t = ∂θ∂zρ

n,i
t (·, z + un,i

0,t) + ∂2
zρ

n,i
t (·, z + un,i

0,t)∂θu
n,i
0,t

−∂θ∂zρ
n,i
t (·, un,i

0,t)− ∂2
zρ

n,i
t (·, un,i

0,t)∂θu
n,i
0,t

et en estimant les termes correspondants nous pouvons estimer l’oscillation

osc
(
∂θ∂zρ

n,i+1
t

)
≤ Nn,i + 2KMK24

nΓα,β(2n)
wn

2i

En fait, cette dernière inégalité nous permet déjà montrer une partie de la définition de la
suite {Nn,i} : posons Nn∗,0 = 2N et supposons Nn,i définie. Nous posons donc

Nn,i+1 = Nn,i + 2KMC24
nΓα,β(2n)

wn

2i
(5.61)

Nous définissons Nn,∞ comme une borne supérieure des Nn,i, c’est à dire

Nn,∞ = Nn,0 + 4KMC24
nΓα,β(2n)wn (5.62)

On vérifie maintenant sans peine l’inégalité

osc
(
∂θ∂zρ

n,i+1
t

)
≤ Nn,i+1
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La relation (5.43) nous permet calculer ∂θρ
n,i+1
1 et estimer

‖∂θρ
n,i+1
1,t ‖ ≤

∥∥∥∥∂θρ
n,0
1,t +

i∑

j=0

∂θ

(
∂zρ

n,j
t (θ, un,j

0,t )
)∥∥∥∥

≤ ln +

∥∥∥∥
i∑

j=0

∂θ∂zρ
n,j
t (θ, un,j

0,t ) + ∂2
zρ

n,j
t (θ, un,j

0,t )∂θu
n,j
0,t

∥∥∥∥

≤ ln +
i∑

j=0

Nn,j‖un,j
0,t ‖+ Mn‖∂θu

n,j
0,t ‖

≤ ln +
K5

ℵ ln

pour une constante K5 qui dépend seulement de C2, KM et KN . Si nous choisissons ℵ plus
grande que K5 nous obtenons

‖∂θρ
n,i+1
1,t ‖ ≤ 2ln

Finalement nous estimons ηt
n,i+1 à l’aide du point 3. du Lemme 5.2 et du point 1. du Lemme

5.3

‖ηt
n,i+1‖ ≤ K4lnC22

nΓα,β(2n)
wn

2i
+ Mn

(
C22

nΓα,β(2n)
wn

2i

)2

≤ 1

16

wn

2i
+

1

2i16

wn

2i

≤ wn

2i+1

où nous utilisons que ℵ > K4C2 et ℵ > KMC2
2 .

Finalisation de la première partie. Nous allons appliquer l’opération de résolution
de l’équation de u0 jusqu’au moment où la taille de ‖ηt

n,i‖ devient plus petite que wn+1

4 , ou
plus précisément quand wn

2i soit plus petite que wn+1

4 . Soit in un tel moment, c’est à dire,

que nous résolvons in fois l’équation (5.38). À ce moment nous nous arrêtons et passons à
la deuxième partie de l’étape.

Deuxième partie, l’équation de u1

Cette partie consiste en résoudre une seule fois l’équation de u1. Plus précisément, nous
cherchons un changement de coordonnées de la forme ht

n(θ, z) = (θ, un
1,t(θ)z) et tel que

un
1,t(θ)

un
1,t(θ + α)

{
ρn,in

1,t (θ) + λ
}

= λt
n (5.63)

Si nous posons evn
t (θ) = un

1,t(θ) l’équation (5.63) se réduit à résoudre

vn
t (θ)− vn

t (θ + α) = log λt
n − log(ρn,in

1,t (θ) + λ) (5.64)
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Nous allons résoudre alors l’équation (dite de u1) tronquée suivante

vn
t (θ)− vn

t (θ + α) = log λt
n −

{
log

(
ρn,in

1,t (θ) + λ
)}∣∣

2n (5.65)

avec λt
n étant le seul nombre complexe qui permette cette résolution, c’est-à-dire, le seul

qui rende nulle la moyenne du coté droit

log λt
n =

∫

T1

{
log

(
ρn,in

1,t (θ) + λ
)}∣∣

2ndθ = log λ +

∫

T1

log
(ρn,in

1,t

λ
+ 1

)
dθ (5.66)

On a l’estimation ∣∣∣
∫

T1

log
(ρn,in

1

λ
+ 1

)
dθ

∣∣∣ ≤ C3‖ρn,in
1 ‖

pour une constante universelle C3. Pour estimer la solution de (5.65) il nous faut une
estimation de la taille du coté droit, pour cela nous écrivons la différence et l’estimons par

log λt
n − log

(
ρn,in

1,t (θ) + λ
)

=

∫

T1

log
(ρn,in

1,t

λ
+ 1

)
dθ − log

(ρn,in
1,t

λ
+ 1

)

‖ log λt
n − log

(
ρn,in

1,t (θ) + λ
)
‖ ≤ C4‖ρn,in

1,t ‖

pour une constante C4. Nous avons

‖vn
t ‖ ≤ C2C42

nΓα(2n)‖ρn,in
1,t ‖ (5.67)

‖∂θv
n
t ‖ ≤ C2C44

nΓα(2n)‖ρn,in
1,t ‖ (5.68)

car nous choisissons la moyenne v̂n
t (0) = 0. Après la conjugaison par le changement de

coordonnées ht
n qui en résulte nous avons les nouvelles fonctions

ρn+1,0
0,t =

ρn,in
0,t (·)

un
1,t(·+ α)

(5.69)

ρn+1,0
t =

1

un
1,t(·+ α)

ρn,in
t (·, un

1,tz) (5.70)

Cette dernière fonction est définie en la variable z sur un disque D(0, rn+1,0
t (θ)) avec

rn+1,0
t (θ) =

Rn,in

|un
1,t(θ)|

(5.71)

La suite {Rn,i} vérifie
Rn+1,0 ≤ rn+1,0

t (θ) (5.72)

pour tout θ dans la bande Bδn . Nous considérons désormais le rayon Rn+1,0 comme le
domaine de la variable z. Le reste qui n’a pas été considéré dans l’équation (5.65) donne
lieu à une nouvelle fonction ρ1

ρn+1,0
1,t (θ) = λt

n

(
e
{

log(ρn,in
1,t (θ)+λ)

}∣∣
2n

)
− λ (5.73)
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Estimations dans la deuxième partie de l’étape. De (5.67) et (5.56) nous avons

‖un
1,t − 1‖ ≤ C3C2C42

nΓα(2n)K4ln (5.74)

Il existe donc une constante K6 telle que

‖un
1,t‖ ≤ eK62nΓα(2n)ln (5.75)

‖(un
1,t)

−1‖ ≤ eK62nΓα(2n)ln (5.76)

et en utilisant que ∂θun
1 = ∂θvnun

1 et (5.68) nous avons

‖∂θu
n
1,t‖ ≤ eK62nΓα(2n)lnK64

nΓα(2n)ln (5.77)

≤ 3K64
nΓα(2n)ln (5.78)

si ℵ est plus grande que K6. Nous pouvons aussi noter que l’estimation (5.74) nous dit que
le degré de la fonction u1 est nul. Nous sommes déjà en mesure de conclure la définition
de la suite {Rn,i} et de montrer qu’elle est minorée par 3/8.

La suite {Rn,i}. Supposons Rn,∞ déjà défini, alors nous posons

Rn+1,0 =
Rn,∞

eℵ2nΓα(2n)ln
. (5.79)

Avec cette définition en main l’inégalité (5.72) se vérifie d’après (5.71) et (5.76). La suite
Rn,i satisfait aussi les relations de décroissance annoncées dans (5.31). Voyons finalement
que la sous suite des Rn,0 est minorée par 3

8 . Pour faire cela notons que

Rn+1,0 = 1−
{ n∑

j=0

Rj,0 −Rj+1,0
}

et que les différences peuvent être estimées par

Rj,0 −Rj+1,0 = Rj,0(1− e−ℵ2nΓα(2n)ln) +
2C22nΓα,β(2n)wn

eℵ2nΓα(2n)ln

≤ ℵ2nΓα(2n)ln + 2C22
nΓα,β(2n)wn

donc d’après le point 2. du lemme 5.2 et le point 2. du lemme 5.3 la série des différences
est bornée par ∑

n

ℵ2nΓα(2n)ln + 2
∑

n

C22
nΓα,β(2n)wn <

5

8
!

La relation (5.70) donne

∂2
zρ

n+1,0
t (θ, z) =

un
1,t(θ)

2

u1,t(θ + α)
∂2

zρ
n,in
t (θ, un

1,t(θ)z)

et nous obtenons alors l’estimation souhaitée pour la fonction ∂2
zρ

‖∂2
zρ

n+1,0
t ‖ ≤ Mne

3K62nΓα(2n)ln

≤ Mn+1

car la suite {Mn} est construite comme suit
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La suite {Mn}. Nous posons Mn∗ = M et inductivement, si Mn est déjà définie,

Mn+1 = Mne
3ℵ2nΓα(2n)ln (5.80)

d’où suit sans peine la majoration par KM et la validité de (5.80) !

Pour calculer l’oscillation de ∂θ∂zρ
n+1,0
t nous faisons

∂θ∂zρ
n+1,0
t (θ, z) =

∂θun
1,t(θ)u

n
1,t(θ + α)− ∂θun

1,t(θ + α)un
1,t(θ)

un
1,t(θ + α)2

∂zρ
n,in
t (θ, un

1,t(θ)z)

+
un

1,t(θ)

un
1,t(θ + α)

{
∂θ∂zρ

n,in
t (θ, un

1,t(θ)z)

+∂2
zρ

n,in
t (θ, un

1,t(θ)z)z∂θu
n
1,t(θ)

}

ce qui implique

osc
(
∂θ∂zρ

n+1,0
t

)
≤ 4‖∂θu

n
1,t‖‖un

1,t‖‖(un
1,t)

−1‖2KM + Nn,in‖un
1,t‖‖(un

1,t)
−1‖

+2‖(un
1,t)

−1‖‖un
1,t‖KM‖∂θu

n
1,t‖

Nous pouvons alors conclure la définition de la suite {Nn,i} et montrer qu’elle est majorée
par une constante KN .

La suite {Nn,i}. Supposons que Nn,∞ est déjà défini, nous posons alors

Nn+1,0 = e2K62nΓα(2n)lnNn,∞ + 144KMK64
nΓα(2n)ln (5.81)

ce qui ajouté à l’inégalité (5.81) et les estimations dans cette section nous donnent

osc
(
∂θ∂zρ

n+1,0
t

)
≤ Nn+1,0 (5.82)

Si nous introduisons la valeur de Nn,∞ (voir (5.62)) dans la définition de Nn+1,0 nous
obtenons

Nn+1,0 ≤ e2K62nΓα(2n)lnNn,0 + 8KMC24
nΓα,β(2n)wn + 144KMK64

nΓα(2n)ln
≤ e2K62nΓα(2n)lnNn,0 + K74

nΓα(2n)ln

≤ e2K6
P

2nΓα(2n)ln
(
2N + K7

∑
4nΓα(2n)ln

)

pour une constante K7. On voit bien que (5.83) et les propriétés de la suite {ln} impliquent
une majoration pour la sous suite Nn,0 par une constante KN , ce qui ajouté aux relations
suivantes de croissance

2N = Nn∗,0 < Nn∗,1 < · · · < Nn∗,∞ < Nn∗+1,0 < . . . ,

implique la majoration annoncée pour la suite {Nn,i} toute entière !
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Nous allons finir cette deuxième partie de l’étape en écrivant les fonctions pour lesquelles
on a besoin d’une perte de largeur de bande pour obtenir une estimation, car dans son
expression interviennent des fonctions tronquées. La relation (5.73) implique que

∂θρ
n+1,0
1,t = λt

n

(
e
{

log(ρn,in
1,t +λ)

}∣∣
2n

)
∂θ

({
log(ρn,in

1,t + λ)
}∣∣∣

2n

)

mais l’opérateur de troncature commute avec la dérivation par rapport à θ, donc

∂θρ
n+1,0
1,t = λt

n

(
e
{

log(ρn,in
1,t +λ)

}∣∣
2n

){ 1

ρn,in
1,t + λ

(
∂θρ

n,in
1,t

)}∣∣∣
2n

(5.83)

L’expression de la fonction ρ0 est alors

ρn+1,0
0,n =

ρn,in
0,t

un
1,t(·+ α)

=
1

un
1,t(·+ α)

(
ηt

n,in +
in−1∑

j=0

ηt
n,j|2n

)
(5.84)

Troisième partie, perte de largeur de bande

Pour estimer la taille des fonctions tronquées qui apparaissent dans (5.83),(5.84) nous
introduisons une perte de largeur de bande de taille max(d0

n, d
1
n). Le domaine de la variable

θ est désormais δn+1. Nous pouvons estimer alors ρn+1,0
0,t par

‖ρn+1,0
0,t ‖ ≤ 2

(
wn+1

4
+

in−1∑

j=0

C1
wne−2π2nd0

n

2jd0
n

)

≤ wn+1

2
+ 4C1

wne−2π2nd0
n

d0
n

≤ wn+1

si ℵ est plus grande que 2C1, où nous avons utilisé la borne ‖(un
1,t)

−1‖ < 2 qui n’est d’ailleurs

pas très précise, mais suffisante. On reprend (5.83) ; comme ‖ρn,in
1,t ‖ est uniformément petite

il existe une constante C5 telle que

‖∂θρ
n+1,0
1,t ‖ ≤

C5‖∂θρ
n,in
1,t ‖e−2π2nd1

n

d1
n

≤ 2C5lne−2π2nd1
n

d1
n

≤ ln+1 (5.85)

où la dernière inégalité est rendue possible grâce à la définition de la suite {ln}n≥0 (voir
Lemme 5.2) et le fait que ℵ soit plus grande que 2C5. De cette façon nous obtenons toutes
les inégalités (5.33). . . (5.36) pour l’indice n + 1. Ceci conclut la troisième partie.
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5.4.5 Estimations par rapport au paramètre

Avant de passer à la quatrième et dernière partie de l’étape nous reprenons les trois
premières pour établir les estimations qui font intervenir le paramètre t, et qui sont in-
contournables dans la quatrième partie ou nous allons restreindre de façon considérable
l’espace des paramètres. Cependant, dans cette section nous restreignons un peu aussi l’es-
pace des paramètres pour appliquer des estimations de Cauchy. Au debut de l’étape n nous
avons les estimations suivantes

osc
(
∂t∂zρ

n,0
t

)
≤ Tn,0 (5.86)

∥∥∥
∫

T1

∂tρ
n,0
1,t dθ −∆0

∥∥∥ ≤ sn (5.87)

où la suite de nombres réels {Tn,i}n≥n∗,∈N∪{∞} vérifie pour une constante KT la majoration

Tn+1,0 ≤ KT n2nΓα(2n) (5.88)

et la suite de nombres réels {sn}n≥n∗ vérifie

L−1

1000
= sn∗ < sn∗+1 < sn∗+2 < · · · < L−1

100
(5.89)

Estimations dans la première partie de l’étape. Nous allons montrer inductivement
pour tout i ≥ 0 que nous avons

osc
(
∂t∂zρ

n,i
t

)
≤ Tn,i (5.90)

Supposons donc que ceci se vérifie pour tout 0 ≤ j < i + 1. Estimons d’abord ∂tu
n,i
0,t . Nous

utilisons une estimation de Cauchy, c’est à dire, nous perdons un peu de rayon sur le disque
D(tn, pn) (espace des paramètres) pour obtenir une estimation sur la dérivé ∂tu

n,i
0,t . Plus

précisément nous construisons une suite de rayons {pn−i
}i∈N∪∞ définie par

pn−−1
= pn

pn−i
= pn−i−1

− ln
(2

3

)i

pn−∞
= pn − 3ln

Ceci dit qu’à chaque pas nous perdons un tout petit morceau de rayon de taille ln
(

2
3

)i

(c’est

cette perte que nous utilisons dans l’estimation (5.91) qui suit), et à la limite, l’accumulation
des pertes est au plus de taille 3ln. De (5.57) l’estimation de Cauchy nous donne alors

‖∂tu
n,i
0,t‖ ≤

6C2

ℵ2n

(3

4

)i

(5.91)



94 5. Cas analytique

Nous pouvons à ce moment estimer l’oscillation de ∂t∂zρ par

∂t∂zρ
n,i+1
t = ∂t∂zρ

n,i
t (θ, un,i

0,t + z) + ∂2
zρ

n,i
t (θ, un,i

0,t + z)∂tu
n,i
0,t

−∂t∂zρ
n,i
t (θ, un,i

0,t)− ∂2
zρ

n,i
t (θ, un,i

0,t)∂tu
n,i
0

osc
(
∂t∂zρ

n,i+1
t

)
≤ Tn,i + 2Mn‖∂tu

n,i
0,t‖

ce qui nous permet de montrer déjà une partie de la définition de la suite {Tn,i} : posons
Tn∗,0 = 2T et supposons Tn,i défini, nous posons

Tn,i+1 = Tn,i +
12KMC2

ℵ2n

(3

4

)i

(5.92)

Nous définissons Tn,∞ comme un borne pour les Tn,i, donc

Tn,∞ = Tn,0 +
48KMC2

ℵ2n
(5.93)

On vérifie maintenant sans peine l’inégalité

osc
(
∂t∂zρ

n,i+1
t

)
≤ Tn,i+1

Estimations dans la deuxième partie de l’étape. Nous estimons d’abord la taille
de ∂tun

1 = un
1∂tvn, en dérivant par rapport à t l’équation (5.65), ce qui donne

∂tv
n
t (θ)− ∂tv

n
t (θ + α) = −

{ ∂tρ
n,in
1,t

ρn,in
1,t + λ

}∣∣∣
2n

1
(5.94)

où la notation |2n

1 veut dire que nous faisons la troncature de tous les termes de la série
de Fourier des fonctions sauf ceux d’ordre compri entre 1 et 2n. La meilleure estimation
que nous pouvons obtenir pour la fonction du coté droit (sous sa forme originale sans
troncature) est de l’ordre d’une constante. Plus précisément en introduisant une perte
dans le rayon du disque D(tn, pn−∞

) de taille ln l’estimation de Cauchy donne

∥∥∥
∂tρ

n,in
1,t

ρn,in
1,t + λ

∥∥∥ ≤ 12K4 (5.95)

Le nouvel espace de paramètres est D(tn, pn−) avec

pn− = pn−∞
− ln = pn − 4ln

Nous avons donc

‖∂tu
n
1,t‖ ≤ C224K42

nΓα(2n) (5.96)
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Nous pouvons estimer maintenant l’oscillation de ∂t∂zρ
n+1,0
t par

∂t∂zρ
n+1,0
t (θ, z) =

∂tun
1,t(θ)u

n
1,t(θ + α)− ∂tun

1,t(θ + α)un
1,t(θ)

un
1,t(θ + α)2

∂zρ
n,in
t (θ, un

1,t(θ)z)

+
un

1,t(θ)

un
1,t(θ + α)

{
∂t∂zρ

n,in
t (θ, un

1,t(θ)z)

+∂2
zρ

n,in
t (θ, un

1,t(θ)z)z∂tu
n
1,t(θ)

}

osc
(
∂t∂zρ

n+1,0
t

)
≤ 4‖∂tu

n
1,t‖‖un

1,t‖‖(un
1,t)

−1‖2Mn + ‖un
1,t‖‖(un

1,t)
−1‖Tn,in

+2‖un
1,t‖‖(un

1,t)
−1‖Mn‖∂tu

n
1,t‖ (5.97)

Nous pouvons conclure la définition de la suite {Tn,i} et montrer la majoration (5.88)
annoncée.

La suite {Tn,i}. Supposons Tn,∞ déjà défini, nous posons

Tn+1,0 = K̃T 2nΓα(2n) + 2Tn,∞ (5.98)

avec la constante K̃T = 32KMC224K4. En regardant l’inégalité (5.97) nous obtenons
d’après les définitions que

osc
(
∂t∂zρ

n+1,0
t

)
≤ Tn+1,0

Si nous introduisons la valeur de Tn,∞ (voir (5.93)) dans la définition de Tn+1,0 nous obte-
nons

Tn+1,0 ≤ K̃T 2nΓα(2n) + 2Tn,0 +
K̃T

2n

ce qui donne (largement d’ailleurs) l’estimation annoncée. !

Estimations dans la troisième partie de l’étape. Nous sommes prêts à estimer la
distance entre

∫
T1 ∂tρ1,t et ∆0 et voir qu’elle est toujours très petite, ce que nous permettra

de montrer dans la section 5.4.6 que
∫

T ∂tρ1,t(θ)dθ crôıt presque comme une application
linéaire. En envisageant de simplifier la notation, nous allons introduire des constantes
K8, K9 de manière qu’on ait

∂t

( i∑

0

∂zρ
n,j
t (θ, un,j

0,t (θ))
)

=
i∑

0

∂t∂zρ
n,j
t (θ, un,j

0,t ) + ∂2
zρ

n,j
t (θ, un,j

0,t )∂tu
n,j
0,t

∥∥∥∂t

( i∑

0

∂zρ
n,j
t (θ, un,j

0,t (θ))
)∥∥∥ ≤ Tn,∞2C22

nΓα,β(2n)wn +
K8

ℵ2n

≤ K9

ℵ2n
(5.99)
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Nous aurons besoin aussi d’estimer la taille de ∂t(λt
n). Pour cela il sera utile d’avoir une

expression plus détaillée ; de (5.66) nous avons

∂t(λ
t
n) = λt

n∂t(log λt
n)

=
λt

n

λ

( ∫

T1

∂tρ
n,in
1,t

1 +
ρn,in
1,t

λ

dθ
)

=
λt

n

λ

( ∫

T1

∂tρ
n,0
1,t + ∂t

( ∑in−1
0 ∂zρ

n,j
t (θ, un,j

0,t )
)

1 +
ρi,in
1,t

λ

dθ
)

Voyons alors ce que donne la dérivée par rapport à t de ρn+1,0
1,t . En différenciant (5.73) nous

avons

∂tρ
n+1,0
1,t = ∂t(λ

t
n)e{log(ρn,in

1 +λ)}|2n + λt
ne

{log(ρn,in
1,t +λ)}|2n

{ ∂tρ
n,in
1,t

ρn,in
1,t + λ

}∣∣∣
2n

et la différence entre son intégrale et ∆0 s’écrit donc comme la somme de trois termes
I1 + I2 + I3, un pour chaque ligne ci-dessous

∫

T1

∂tρ
n+1,0
1,t (θ)dθ −∆0 =

( ∫

T

λt
ne

{log(ρn,in
1 +λ)}|2n

λ
dθ

)( ∫

T1

∂tρ
n,0
1,t

1 +
ρn,in
1,t

λ

dθ
)
−∆0

+
( ∫

T1

λt
ne

{log(ρn,in
1 +λ)}|2n

λ
dθ

)( ∫

T1

∂t

( ∑in−1
0 ∂zρ

n,j
t (θ, un,j

0,t )
)

1 +
ρn,in
1,t

λ

dθ
)

+

∫

T1

λt
ne

{log(ρn,in
1,t +λ)}|2n

{ ∂tρ
n,in
1,t

ρn,in
1,t + λ

}∣∣∣
2n

dθ

Le terme I1 est égal à la somme des trois termes ci-dessous

( ∫

T1

λt
ne

{log(ρn,in
1 +λ)}|2n

λ
dθ

)( ∫

T1

∂tρ
n,0
1,t − 1

1 +
ρn,in
1,t

λ

dθ
)

+
( ∫

T1

λt
ne

{log(
ρ
n,in
1
λ +1)}|2n

λ
dθ

)( ∫

T1

ρn,in
1,t

λ

1 +
ρn,in
1,t

λ

dθ
)

+
( ∫

T1

e
R

log(
ρ
n,in
1
λ +1)+{log(

ρ
n,in
1
λ +1)}|2n − 1dθ

)
∆0

Il existe donc une constante Ks telle que

‖I1‖ ≤ eKslnsn + Ksln (5.100)

Les termes λt
n, ρ

n,in
1,t sont majorés universellement donc il existe une constante C6 telle que

à l’aide de (5.99) nous avons

‖I2‖ ≤
C6K9

ℵ2n
(5.101)
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Le terme I3 est l’intégrale d’un terme universellement borné multiplié par la troncature
d’une fonction, dont la taille est aussi bornée (par une constante de type K, tout cela avant
l’introduction de la perte de largeur de bande, voir (5.95)). Quand nous considérons la
perte de largeur de bande nous obtenons ainsi une constante K10 et la borne

‖I3‖ ≤ K10
e−2π2nd1

n

d1
n

=
K10ln+1

ℵln
<

K10

ℵe2n+1
(5.102)

En considérant ces trois bornes pour les termes I1, I2 et I3 nous avons que dans la troisième
partie de l’étape il se vérifie l’estimation

∥∥∥
∫

T1

∂tρ
n+1,0
1,t dθ −∆0

∥∥∥ ≤ eKslnsn + Ksln +
C6K9

ℵ2n
+

K10

ℵe2n+1
(5.103)

Nous pouvons à ce moment rendre explicite la définition de la suite {sn} et montrer ses
propriétés annoncées.

La suite {sn}. Nous définissons cette suite par la récurrence

sn∗ =
L−1

1000
(5.104)

sn+1 = sne
Ksln + Ksln +

C6K9

ℵ2n
+

K10

ℵe2n+1
(5.105)

d’où (5.103) implique (tautologiment) que

∥∥∥
∫

T1

∂tρ
n+1,0
1,t dθ −∆0

∥∥∥ ≤ sn+1 (5.106)

En itérant la définition nous obtenons l’estimation

sn <
( ∞∏

0

eKslj
)
sn∗ +

∞∏

0

eKslj
( ∞∑

0

Kslj +
C6K9

ℵ2n
+

K10

ℵe2j+1

)

≤
(
eKs

P
j lj

)
sn∗ + eKs

P
j lj

(
Ks

∞∑

0

lj +
2C6K9

ℵ +
K10

eℵ

)

et si ℵ est suffisamment grande nous avons la majoration (5.89) annoncée !

5.4.6 Quatrième partie, coupure dans l’ensemble des paramètres

Nous arrivons à une partie bien différente dans la procédure, car ici les estimations
ne s’obtiennent pas par un phénomène des restes d’une équation linéarisée (restes qua-
dratiques), ou par des estimations de Cauchy associées à des pertes de largeur de bande,
comme dans les parties précédentes, mais par la propriété de transversalité de la famille
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{Ft}. Voyons la nécessité d’une telle hypothèse. À ce moment on a, d’après la relation
(5.73), que pour une constante C7

‖ρn+1,0
1,t ‖ ≤ C7‖ρn,in

1,t ‖ ≤ C7K4ln, (5.107)

c’est à dire qu’on n’a pas gagné sur l’ordre de grandeur de la taille de ρ1. Ceci était prévisible
car nous n’avons effectué que des opérations pour contrôler la dérivé ∂θρ1. Nous allons
utiliser l’affirmation 5.1.1 pour contrôler ρ1, donc nous avons besoin de contrôler la taille de∫

T1 ρ1,t(θ)dθ qui est une donnée de dimension 1 complexe. La propriété de transversalité de
la famille {Ft} va nous permettre de faire cela. Nous allons trouver un paramètre tn+1 tel que∫

T1 ρn+1,0
1,tn+1

= 0, et alors nous profiterons du fait que si nous nous approchons suffisamment

ce paramètre, la taille de
∫

T1 ρn+1,0
1,t est petite. Plus précisément nous allons restreindre

l’espace des paramètres D(tn, pn−) en trouvant un disque D(tn+1, pn+1) ⊂ D(tn, pn−) avec
tn+1 un zéro simple de

∫
T1 ρn+1,0

1,t (θ)dθ et de rayon pn+1 suffisamment petit (comme dans
(5.32)).

Une application du Lemme de Rouché

Nous utiliserons le Lemme de Rouché pour trouver tn+1, c’est à dire, un argument
d’homotopie qui compare une fonction holomorphe à une autre qui a un zéro simple à
l’intérieur d’un domaine. Il nous faut montrer alors que sur le bord d’un disque autour de
tn il se vérifie l’hypothèse du Lemme de Rouché. Nous écrivons

∫

T1

ρn+1,0
1,t (θ)

λ
dθ =

∫

T1

(λt
n

λ
e{log(ρn,in

1,t (θ)+λ)}|2n − 1
)
dθ

=

∫

T1

(
e

R
T1 log

( ρ
n,in
1,t (θ)

λ +1
)

dθ+{log(ρn,in
1,t (θ)+λ)}|2n − 1

)
dθ

et définisons g+(t) comme étant cette dernière expression, que nous allons comparer sur le

bord d’un disque D(tn, r) avec la fonction g(t) =
∫

T1

ρn,0
1,t (θ)

λ dθ

|g+(t)− g(t)| ≤
∫

T1

{∣∣∣
∫

T1

log
(ρn,in

1,t (θ)

λ
+ 1

)
dθ − g(t)

+
{

log(ρn,in
1,t (θ) + λ)

}
|2n

∣∣∣ + Z2eZ

}
dθ

où Z =
∣∣ ∫

T1 log
(ρn,in

1,t (θ)

λ + 1
)
dθ +

{
log(ρn,in

1,t (θ) + λ)
}
|2n

∣∣. Il existe alors une constante K11

telle que Z < K11ln << 1 si ℵ est suffisamment grande. À l’aide d’un développement de

Taylor pour log
(

ρn,in
1,t (θ)

λ +1
)
, où le module de la fonction ω(θ, t) liée au développement est
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compris entre 0 et 1, nous avons

|g+(t)− g(t)| ≤
∣∣∣
∫

T1

(ρn,in
1,t (θ)

λ
− ω(θ, t)

2

(ρn,in
1,t (θ)

λ

)2

−
ρn,0

1,t (θ)

λ

)
dθ

∣∣∣

+

∫

T1

∣∣∣
{

log
(
ρn,in

1,t (θ) + λ
)}∣∣∣

2n
+ Z2eZ

∣∣∣dθ

<

∫

T1

∣∣∣
in−1∑

0

∂zρ
n,j
t (θ, un,j

0,t (θ))
∣∣∣ +

∣∣∣
ω(θ, t)

2

(ρn,in
1,t (θ)

λ

)2∣∣∣dθ

+

∫

T1

∣∣∣
{

log
(
ρn,in

1,t (θ) + λ
)}∣∣∣

2n
+ Z2eZ

∣∣∣dθ

On peut vérifier sans peine les estimations suivantes

∫

T1

∣∣∣
in−1∑

0

∂zρ
n,j
t (θ, un,j

0,t (θ))
∣∣∣dθ ≤ 2C2KM ln

ℵ (5.108)

∫

T1

∣∣∣
ω(θ, t)

2

(ρn,in
1,t (θ)

λ

)2∣∣∣dθ ≤ K2
4 l

2
n

2
(5.109)

∫

T1

∣∣∣
{

log
(
ρn,in

1,t (θ) + λ
)}∣∣∣

2n

∣∣∣dθ ≤ C3K4lne−2π2nd1
n

d1
n

≤ C3K4ln+1

ℵ (5.110)

Si ℵ est suffisamment grand nous avons

|g+(t)− g(t)| < 3lnL
−1 (5.111)

sur tout le disque D(tn, r) avec r ≤ pn− . La condition de transversalité sur la dérivée
∂t

∫
T ρ1,t(θ)dθ implique que g(t) crôıt presque comme une application linéaire, plus préci-

sément

sn|t− tn| ≥
∣∣∣
∫ t

tn

(∆0

λ
− ∂tg(t)

)∣∣∣ =
∣∣∣
∆0(t− tn)

λ
− g(t) + g(tn)

∣∣∣

ce qui implique

|g(t)| ≥
(
L−1 − sn

)
|t− tn| ≥

99

100
L−1|t− tn| =

99

100
L−1r

sur le bord d’un disque D(tn, r). Il suffit donc que le rayon r soit au moins 100
99 3ln pour

satisfaire l’hypothèse du Lemme de Rouché et obtenir ainsi un zéro simple tn+1 de g+(t)
à l’intérieur du disque D(tn, r). Il faut montrer d’une partie que si nous prenons r comme
étant cette valeur minimale alors le nouveau zéro tn+1 est bien dans l’espace des paramètres
D(tn, pn−). Pour cela il suffit de voir que

pn− − 3ln
100

99
> 92ln > 0 (5.112)
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Il faut également montrer que nous pouvons démarrer l’étape n + 1 avec le rayon pn+1.
Pour cela nous voyons que

pn+1 = 100ln+1

= ln
( 100Γα,β(2n)Γα(2n)

Γα,β(2n+1)Γα(2n+1)2e2n+1

)

< 25ln (5.113)

D’après (5.112) et (5.113) le disque D(tn+1, pn+1) est contenu dans le disque D(tn, pn−), et
devient notre nouvel espace de paramètres.

Nous obtenons ainsi toutes les estimations nécessaires pour recommencer la procédure
à l’étape n + 1.

5.4.7 Convergence de la méthode

Tout ce que nous venons de voir nous dit que nous pouvons itérer la procédure une
infinité de fois pour la dhf correspondant au paramètre t̄ = ∩n≥n∗D(tn, pn). Nous allons
omettre le paramètre dans la notation puisque nous considérons désormais seulement la
dynamique holomorphe fibrée donnée par ce paramètre, Ft̄. Bien entendu, t̄ est le paramètre
qui vérifie la conclusion du Théorème 5.1. Les taux de décroissance des fonctions ainsi que
toutes les estimations qui apparaissent au cours de la procédure nous permettront de
montrer que la composition successive des conjugaisons fabriquées lors de la procédure
donnent lieu a un changement de coordonnées analytique. Posons d’abord

δ∞ = δ∗ −
∞∑

n∗

max(d0
n, d

1
n) >

δ

2
(5.114)

Regroupons les conjugaisons par étape en notant

Hn(θ, z) = hn,0 ◦ hn,1 ◦ · · · ◦ hn,in−1 ◦ hn(θ, z) =
(
θ, un

0 (θ) + un
1 (θ)z

)

où nous avons posé un
0 (θ) =

∑in−1
i=0 un,i

0 (θ). Les compositions successives jusque à l’étape n
donnent

Hn∗ ◦Hn∗+1 ◦ · · · ◦Hn(θ, z) =
(
θ, un∗

0 + un∗

1

(
un∗+1

0 + un∗+1
1 (. . . (un

0 + un
1z) . . .)

))

=
(
θ, un∗

0 + un∗

1 un∗+1
0 + . . . +

(
n−1∏

j=n∗

uj
1

)
un

0 +

(
n∏

j=n∗

uj
1

)
z
)

Il suffit de montrer que le terme constant et le coefficient de z dans la ligne ci-dessus
convergent uniformément sur θ quand n tend vers l’infini. Pour montrer cette convergence
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uniforme il suffit de montrer la convergence uniforme du produit
∏∞

n∗ uj
1(θ) et uniforme et

absolue de la série
∑∞

n∗ uj
0(θ). Le produit satisfait

log

(
i∏

j=n∗

uj
1(θ)

)
=

i∑

j=n∗

vj(θ)

où la dernière série est uniformément et absolument convergente grâce à l’estimation (5.67)
et le point 2. du Lemme 5.2. La série des u0 est

n∑

j=n∗

uj
0(θ) =

n∑

j=n∗

ij−1∑

i=0

uj,i
0 (θ)

Donc nous estimons

∥∥∥
n∑

j=n∗

uj
0

∥∥∥
Bδ∞

≤
n∑

j=n∗

ij−1∑

i=0

C22
jΓα,β(2j)

wj

2i
<

1

8

∞∑

j=n∗

1

4jej2 (5.115)

Il existe donc la limite

H(θ, z) = lim
n→∞

Hn∗ ◦Hn∗+1 ◦ · · · ◦Hn(θ, z)

et s’écrit sous la forme
H(θ, z) = (θ, u0(θ) + u1(θ)z)

avec les fonctions u0, u1 analytiques sur la bande Bδ∞ . La fonction u1 est de degré nul car
le degré est un homomorphisme et chaque fonction uj

1 est de degré nul. La conjugaison de
F par H prend la forme

H−1 ◦ F ◦H(θ, z) = (θ + α, λz + ρ∞(θ, z))

car les suites ln, wn qui contrôlent les tailles de ρn,0
0 , ρn,0

1 tendent vers 0 lorsque n tend vers
l’infini. La fonction ρ∞ s’annule à l’ordre 2 en z = 0 et est définie sur le disque D(0, R∞)
avec 3

8 ≤ R∞. La courbe invariante est u0(θ) et d’après (5.115) satisfait

‖u0‖Bδ∞ ≤
1

8

∞∑

j=n∗

1

4jej2 (5.116)

5.4.8 Modification de la première étape et la taille de ε

Soient un nombre naturel n̄ ≥ n∗ et un réel positif ε tels que

δ

24
ln̄+1 < ε ≤ δ

24
ln̄ (5.117)

Soit {Ft}t∈Σ une famille analytique qui vérifie (parmi les autres hypothèses) que

‖ρ1‖ ≤ ε , ‖ρ0‖ ≤
24ε

δℵ4n̄Γα,β(2n̄)
(5.118)

Démarrons l’algorithme à l’étape n̄ et notons que pour arriver dans un bon pied au début
de l’étape n̄ + 1 il nous suffit de montrer les faits suivants :
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Dans la première partie Les inégalités (5.54), (5.55) doivent être

‖ηt
n̄,i‖ ≤ 24ε

δℵ4n̄Γα,β(2n̄)2i
(5.119)

‖∂θρ
n̄,i
1,t‖ ≤ 2

(24ε

δ

)
(5.120)

ce qui est immédiat en répétant les calculs de cette partie-là.

Dans la deuxième partie L’inégalité (5.74) doit être

‖un̄
1,t − 1‖ ≤ C3C2C42

n̄Γα(2n̄)K4
24ε

δ
(5.121)

ce qui est aussi direct.
De cette façon dans la troisième partie nous réussissons à avoir les majorations corres-

pondantes par ln̄+1 et wn̄+1 lors de la perte de largeur de bande.

Dans les estimations par rapport au paramètre Afin d’obtenir (5.91) il suffit de

perdre un morceau de taille 24ε
δ

(
2
3

)i

sur le disque de paramètres à chaque pas, ainsi comme

pour obtenir (5.95) il suffit de perdre un morceau de taille 24ε
δ . Lors de la quatrième partie

on voit que (5.108), (5.109), (5.110) sont majorées par

2C2KM24ε

ℵδ
,

K2
4

(
24ε
δ

)2

2
,

C3K4

(
24ε
δ

)
e−2π2n̄d1

n̄

d1
n̄

≤ C3K4ln̄+1

ℵ (5.122)

respectivement, alors si ℵ est suffisamment grande (5.111) reste majorée par 3L−1
(

24ε
δ

)
,

ce qui permet de finir l’étape avec les pertes de rayon du disque de l’espace de paramètres
appropriées.

Tout cela nous permet de dire qu’il suffi de démarrer l’étape n̄ avec un disque de rayon

pn̄ = 100
24ε

δ
(5.123)

dans l’espace des paramètres, donc le paramètre t̄ qui vérifie l’existence de la courbe in-
variante est bien à distance constante fois ε de l’origine du plan complexe. Si ε tend vers
0, alors le niveau n̄ de la première étape augmente et l’inégalité (5.116) nous permet de
conclure que la taille de la courbe invariante tend vers 0.

Nous avons donc montré que le Théorème 5.1 vaut sous une hypothèse plus forte
‖ρ0‖ ≤ wn∗ (ou plus précisément sous l’hypothèse (5.118)). Dans la prochaine section
nous verrons qu’il suffit d’imposer l’hypothèse ‖ρ0‖ ≤ ε et comme même nous ramener
aux hypothèses déjà utilisées. Nous allons décrire une procédure préalable à l’algorithme
qui va nous permettre ramener les hypothèses du Théorème 5.1 aux hypothèses que nous
utilisons effectivement lors de l’application de l’algorithme.
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5.5 Une procédure préalable et fin de la demonstra-
tion

Diminution initiale de la taille de ρ0

Nous savons que la résolution de l’équation de u0 donne lieu à une diminution de la taille
de ρ0. Nous allons résoudre plusieurs fois cette équation pour obtenir, à partir de l’hypothèse
du Théorème 5.1, une taille de ρ0 adéquate pour démarrer l’algorithme. Cependant, chaque
résolution de l’équation de u0 va provoquer une petite augmentation de la taille de ρ1,
mais l’augmentation totale sera bien contrôlée (nous allons omettre délibérément plusieurs
détails lors de la manipulation des estimations dans cette section, dont les justifications
ont été bien développées dans les sections précédentes). Nous fixons d’abord une constante
ℵ à partir des donnés

(
L, M, 2T +(2000L)−1, δ, (α, β)

)
comme décrit àu début de la section

5.4.1. Ce choix nous fournit les suites déjà introduites {ln}, {wn}, {d0
n}, {d1

n} et un nombre
naturel n∗ qui représente le plus bas niveau de départ pour les étapes de l’algorithme.
Supposons qu’il existe n̄ ≥ n∗ et ε > 0 tels que

δln̄+1

24
< ε(wn∗)

−1 ≤ δln̄
24

(5.124)

et (parmi les autres hypothèses du Théorème 5.1) que pour tout paramètre t dans le disque
D(0, KRε) on ait

‖ρ0,t‖ ≤ ε , ‖ρ1,t‖ ≤ ε, (5.125)

où la constante KR n’a pas été encore définie. La valeur du rayon du disque de l’espace des
paramètres sera tout simplement ce qu’il faut pour faire tourner cette procédure préalable
plus la rayon nécessaire pour pouvoir démarrer l’algorithme à l’étape n̄. Cette procédure
préalable comportera aussi des étapes (indexées par les nombres naturels entre n∗ jusque
à n̄− 1). Chaque étape aura deux parties. La première partie de l’étape n est divisée à son
tour en pas, dont chacun consiste à résoudre une fois l’équation de u0 avec troncature au
niveau 2n. La deuxième partie de l’étape n consiste en introduire une perte sur le largeur
de bande de taille d0

n. La suite réelle suivante sera utile pour simplifier les notations

Wn = C2M2nΓα,β(2n) (5.126)

Nous allons effectuer séparément la première étape n∗, car d’une part les estimations sont
un peu différentes et d’autre, elle va nous permettre comprendre les manipulations et
estimations dans une étape quelconque. Comme d’habitude (dans ce travail) nous notons
les fonctions de départ par ρn∗

0,t, ρ
n∗
1,t, ρ

n∗
t . Nous introduisons un indice pour signaler les pas

et définissons la suite de fonctions ηt
n∗,i par

ηt
n∗,0 = ρn∗,0

0,t (5.127)

ηt
n∗,i+1 = ρn∗,i

1,t un∗,i
0,t + ρn∗,i

t (·, un∗,i
0,t ) (5.128)
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L’hypothèse du Théorème 5.1 dit que ‖ηt
n∗,0‖ ≤ ε. Nous allons montrer inductivement que

‖ηt
n∗,i‖ ≤ ‖ηn∗,0‖

2i
≤ ε

2i
(5.129)

‖ρn∗,0
1,t ‖ ≤ ‖ρn∗,0

1,t ‖+ 2‖ηt
n∗,0‖Wn∗ ≤ ε(1 + 2Wn∗) < ε(wn∗)

−1 (5.130)

Supposons alors que ces inégalités soient vérifiées pour 0 ≤ j < i+1. Nous pouvons estimer
le nouveau η par

‖ηt
n∗,i+1‖ ≤ ε(1 + 2Wn∗)‖ηt

n∗,i‖
Wn∗

M
+ M

(
‖ηt

n∗,i‖
Wn∗

M

)2

comme ε(1 + 2Wn∗) < ε(wn∗)−1, ‖ηt
n∗,i‖ ≤ ε et n̄ ≥ n∗ nous avons

ε(1 + 2Wn∗)
Wn∗

M
< ln̄

δWn∗

24M
<

1

4
, ‖ηt

n∗,i‖
W 2

n∗

M
≤ ε

W 2
n∗

M
<

1

4

ce qu’implique que ‖ηt
n∗,i+1‖ ≤ ‖ηn∗,i‖2−1. La taille de ‖ρn∗,i+1

1,t ‖ est majorée par

‖ρn∗,i+1
1,t ‖ ≤ ‖ρn∗,0

1,t ‖+ Wn∗

i∑

0

‖ηt
n∗,j‖ < ‖ρn∗,0

1,t ‖+ 2Wn∗‖ηt
n∗,0‖ ≤ ε(1 + 2Wn∗)

Nous continuons avec les pas jusqu’au moment où la taille de η soit plus petite que εwn∗+1

2ℵwn∗
,

ou plus précisément quand ε
2i ≤ εwn∗+1

2ℵwn∗
(cette subtile différence sera très importante dans la

section 5.6). Soit in∗ un tel moment. Dans la deuxième partie de l’étape nous introduisons
une perte de largeur de bande de taille d0

n∗ . La taille finale de ρ0 est majorée donc par

‖ρn∗+1
0,t ‖ ≤ ‖ηt

n∗,in∗
‖+ 2‖ηt

n∗,0‖
e−2π2n∗d0

n∗

d0
n∗

≤ εwn∗+1

2ℵwn∗
+

2εwn∗+1

4ℵwn∗

≤ εwn∗+1

ℵwn∗

Une étape n∗ < n ≤ n̄− 1 quelconque

Au début de l’étape nous avons

‖ρn,0
0,t ‖ ≤ εwn

ℵwn∗
(5.131)

‖ρn,0
1,t ‖ ≤ ε

(
1 + 2Wn∗ +

2wn∗+1Wn∗+1

ℵwn∗
+ · · ·+ 2wn−1Wn−1

ℵwn∗

)
(5.132)

< ε(wn∗)
−1 (5.133)
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Avec la suite habituelle {ηt
n,i} nous allons montrer inductivement que

‖ηt
n,i‖ ≤

‖ηt
n,0‖
2i

(5.134)

‖ρn,i
1,t‖ ≤ ε

(
1 + 2Wn∗ + · · ·+ 2wnWn

ℵwn∗

)
< ε(wn∗)

−1 (5.135)

Supposons donc que ces inégalités sont vérifiées pour 0 ≤ j < i + 1. La taille de η est
majorée par

ε(wn∗)
−1Wn

M
‖ηt

n,i‖+ M
(
‖ηt

n,i‖
Wn

M

)2

mais on a aussi que

ε(wn∗)
−1Wn

M
< ln

δWn

24M
<

1

4

M‖ηt
n,i‖W 2

n ≤ MεwnW 2
n

ℵwn∗
<

δM

24ℵ lnwnW
2
n <

1

4

ce qui implique que ‖ηt
n,i+1‖ ≤ ‖ηt

n,i‖2−1. La taille de ρn,i+1
1,t se traite par

‖ρn,i+1
1,t ‖ ≤ ‖ρn,0

1,t ‖+ Wn

i∑

0

‖ηt
n,j‖

< ‖ρn,0
1,t ‖+

2Wnεwn

ℵwn∗

≤ ε
(
1 + 2Wn∗ + · · ·+ 2Wnwn

ℵwn∗

)
< ε(wn∗)−1

On continue les pas jusqu’au moment où la taille de η soit plus petite que εwn+1

2ℵwn∗
, plus

précisément quand εwn
ℵwn∗2i ≤ εwn+1

2ℵwn∗
. Soit in un tel moment. Nous introduisons dans la

deuxième partie de l’étape une perte de largeur de bande de taille d0
n. La taille finale de ρ0

est majorée donc par

‖ρn+1
0,t ‖ ≤ ‖ηt

n,in‖+ 2‖ηt
n,0‖

e−2π2nd0
n

d0
n

≤ εwn+1

2ℵwn∗
+ 2

εwn

ℵwn∗

εwn+1

4ℵwn

<
εwn+1

ℵwn∗

Au bout de la (n̄− 1)-ième étape on obtient

‖ρn̄
0,t‖ ≤ εwn̄

ℵwn∗
<

δε(wn∗)−1

ℵ4n̄Γα,β(2n̄)
(5.136)

‖ρn̄
1,t‖ ≤ ε(wn∗)

−1 (5.137)
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et ces fonctions sont définies sur la bande δ−
∑n̄−1

n∗ d0
n. La fonction ρn̄

t (θ, ·) est définie pour
la variable z sur un disque de rayon

1−
n̄−1∑

n=n∗

in∑

i=0

‖un,i
0,t‖ (5.138)

Si on commence l’algorithme à l’étape n̄ avec ce disque nous arriverons à la fin à un rayon
plus grande que 3/8. La taille de ‖ρt‖ ne change pas dans l’opération de résolution de
l’équation de u0.

Estimations par rapport au paramètre

Nous aurons besoin d’estimer la taille des deux sommes
n̄−1∑

n=n∗

in∑

i=0

‖un,i
0,t‖ ,

n̄−1∑

n=n∗

in∑

i=0

‖∂tu
n,i
0,t‖

La première est majorée par
n̄−1∑

n=n∗

in∑

i=0

‖un,i
0,t‖ ≤ 2

Wn∗ε

M
+ 2

∑

n>n∗

Wnεwn

Mℵwn∗

≤ 2Wn∗ε

M

(
1 +

1

2ℵ
∑

n>n∗

ln
ln∗

)
<

4Wn∗

M
ε

En introduisant une perte sur le rayon du disque de l’espace des paramètres de taille
96000LWn∗ε nous obtenons l’estimation de Cauchy

n̄−1∑

n=n∗

in∑

i=0

‖∂tu
n,i
0,t‖ ≤

1

4000LM
(5.139)

Nous pouvons maintenant estimer l’oscillation finale de ∂t∂zρt par

osc
(
∂t∂zρ

n̄
t

)
≤ 2T + 2M

n̄−1∑

n=n∗

in∑

i=0

‖un,i
0,t‖ ≤ 2T +

1

2000L
(5.140)

On aura besoin de la majoration suivante

∥∥∥∂t

( n̄−1∑

n=n∗

in∑

i=0

∂zρ
n,i
t (·, un,i

0,t)
)∥∥∥ ≤

(
2T +

1

2L

) ∑ ∑
‖u0‖+ M

∑ ∑
‖∂tu0‖

≤
(
2T +

1

2L

)4Wn∗

M
ε +

1

4000L

≤ 1

2000L
où la dernière inégalité se vérifie compte tenu de la grandeur de ℵ. Nous définissons le
nombre complexe ∆0 qui sera celui qu’on utilise dans l’algorithme, par

∆0 = ∂t

( ∫

T1

ρn∗

1,t

)∣∣∣
t=t0

(5.141)
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5.5.1 Un zéro simple pour
∫

T1 ρ1,t

Le seul ingrédient qui nous manque pour pouvoir appliquer l’algorithme à notre famille
est l’existence d’un zéro simple pour

∫
T1 ρn̄

1,t au centre de l’espace des paramètres. Nous
allons trouver ce zéro à l’aide du Lemme de Rouché en comparant

∫
T1 ρn̄

1,t avec la partie
linéaire au point t0 de

∫
T1 ρn∗

1,t sur le bord d’un disque de rayon R et de centre t0

∣∣∣
∫

T1

ρn̄
1,t − ∂t

( ∫

T1

ρn∗

1,t

)∣∣∣
t=t0

(t− t0)
∣∣∣ ≤

∣∣∣
∫

T1

ρn∗

1,t − ∂t

( ∫

T1

ρ1,t

)∣∣∣
t=t0

(t− t0)
∣∣∣

+
∣∣∣
∫

T1

ρn̄
1,t −

∫

T1

ρn∗

1,t

∣∣∣

≤ ε +
T

2
R2 + 4Wn∗ε

D’autre part nous avons

∣∣∣∂t

( ∫

T1

ρn∗

1,t

)∣∣∣
t=t0

(t− t0)
∣∣∣ > L−1R

sur ce même bord. Nous fixons donc le rayon

Rε =
L−1 −

√
L−2 − 2Tε(1 + 4Wn∗)

T
(5.142)

comme la plus petite racine de l’équation entre les deux bornes précédentes. De cette façon
nous assurons bien l’existence d’un zéro t∗ de

∫
T1 ρn̄

1,t dans D(t0, Rε). Nous vérifions sans
peine que Rε est un nombre réel positif. De plus, nous vérifions aussi que

Rε <
L−1

T

2Tε(1 + 4Wn∗)

L−2
= 2Lε(1 + 4Wn∗) (5.143)

car pour tout x petit on a que x > 1−
√

1− x.

Pour démarrer l’application de la partie itérative de l’algorithme nous avons besoin
d’un disque de rayon 10024ε(wn∗ )−1

δ et de centre t∗ dans l’espace des paramètres. Tout ce
qui nous venons de voir nous permet de définir la valeur de la constante KR comme étant
ce qu’il faut pour d’une partie trouver t∗, et d’autre, perdre un morceau de rayon pour
obtenir les estimations par rapport au paramètre dans la procédure préalable et finalement
pour démarrer l’algorithme à l’étape n̄, alors

KR = 2L(1 + 4Wn∗) + 96000LWn∗ +
2400(wn∗)−1

δ
(5.144)

voir Figure (5.5.1). Pour finir avec cette procédure préalable et commencer l’algorithme à



108 5. Cas analytique

Fig. 5.1 – L’espace des paramètres D(t∗, 2400(wn∗)−1ε/δ) est coloré

l’étape n̄ il nous suffit seulement de noter que le contrôle suivant
∥∥∥∆0 − ∂t

( ∫

T1

ρn̄
1,t

)∥∥∥ ≤
∥∥∥∆0 − ∂t

( ∫

T1

ρn∗

1,t

)∥∥∥

+
∥∥∥∂t

( n̄−1∑

n=n∗

in∑

i=0

∂zρ
n,i
t (·, un,i

0,t)
)∥∥∥

≤ Tε
(
2L(1 + 4Wn∗) +

2400(wn∗)−1

δ

)
+

L−1

2000

≤ L−1

1000

se vérifie dans le disque de l’espace des paramètres de centre t0 et rayon ε
(
2L(1+4Wn∗)+

2400(wn∗ )−1

δ

)
qui contient au disque de centre t∗ et rayon ε2400(wn∗ )−1

δ

La courbe invariante est égal à

u =
n̄−1∑

n=n∗

in∑

i=0

un,i
0,t̄ + lim

ñ→∞

ñ∑

n=n̄

un
0,t̄

( n∏

j=n̄

uj
1,t̄

)
(5.145)

et est de degré nul car les changements de coordonnées que nous avons fait dans cette
procédure préalable sont aussi de degré nul !
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5.6 Une version paramétrée du Théorème de la per-
sistance des courbes invariantes pour les dyna-
miques holomorphes fibrées

Considérons une application de Λ ⊂ C vers l’ensemble des familles analytiques à 1
paramètre complexe de dynamiques holomorphes fibrées,

s &→ {F s
t }t∈Σ

Nous disons qu’il s’agit d’une application analytique entre ces deux ensembles si l’applica-
tion

(s, t, θ, z) &−→ F s
t (θ, z)

est analytique. Soit s̄ dans l’intérieur de Λ. Supposons que la famille {F s̄
t }t∈Σ vérifie les

hypothèses du Théorème 5.1. Ainsi, pour tout t dans le disque D(t0, KRε) ⊂ Σ on a

• L >
∣∣∣∂t

( ∫
T1 ρs̄

1,t

)∣∣
t=t0

∣∣∣ > L−1

• ‖ρs̄
0,t‖ < ε , ‖ρs̄

1,t‖ < ε
• ‖∂2

zρ
s̄
t‖ < M , ‖∂t∂zρs̄

t‖+ ‖∂2
t ρ

s̄
1,t‖ < T

pour un certain ε ∈ (0, ε∗] où ce dernier est donné par le Théorème 5.1. Alors il existe
un voisinage V (s̄) de s̄ dans Λ tel que pour toute famille {F s

t }t∈Σ, avec s dans V (s̄), on
vérifie ces mêmes hypothèses. Le Théorème 5.1 fournit alors une application de V (s̄) vers
D(t0, KRε)

s &→ t̄s

et une application de V (s̄) vers l’ensemble des courbes analytiques du cercle T1 vers C

s &→ us : Bδ → C

tels que la courbe us est invariante par la dynamique holomorphe fibrée F s
t̄s
, est de degré

nul avec nombre de rotation transversal égal à β. Le but de cette section est de montrer le

Théorème 5.4 Les applications s → t̄s, s → us définies ci-dessus sont holomorphes.

La preuve de ce théorème sera fournie par une étude en profondeur de la méthode (procédure
préalable et algorithme itératif), et plus précisément par la possibilité d’effectuer cette
méthode de façon uniforme pour toutes les familles {F s

t }t∈Σ pour s appartenant à V (s̄).
Soit n̄ l’unique nombre naturel qui vérifie

δln̄+1

24
< ε(wn∗)

−1 ≤ δln̄
24

Nous pouvons appliquer la procédure préalable à toutes les familles dont s appartient
à V (s̄). Ceci nous fournit les fonctions {(un,i

0,t)
s}(n∗≤n<n̄;0≤i≤in) définies pour tout t qui

appartient au disque D(t0, KRε) (où les indices sont uniformes pour tous les paramètres s
dans V (s̄)) ; ceci fournit aussi les fonctions (ρn̄

0,t)
s, (ρn̄

1,t)
s, (ρn̄

t )s qui ont une taille adéquate
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pour démarrer l’algorithme itératif à l’étape n̄. Ces fonctions sont définies pour tout t qui
appartient au disque D(tsn̄, pn̄), où tsn̄ est le seul zéro (simple) de

∫
T1(ρn̄

1,t)
sdθ fourni par

la dernière opération de la procédure préalable. Chaque étape n de l’algorithme (n ≥ n̄)
fournit à son tour les fonctions {(un,i

0,t)
s}0≤i≤in , (un

1,t)
s (les indices sont uniformes), définies

pour tout t qui appartient au disque D(tsn, pn), où tsn est le seul zéro (simple) de
∫

T1(ρn
1,t)

sdθ,
et les fonctions (ρn+1

0,t )s, (ρn+1
1,t )s, (ρn+1

t )s avec une taille adéquate pour démarrer l’étape n+1,
définies pour tout t qui appartient au disque D(tsn+1, pn+1). Notons qu’à partir de l’étape
n̄ la seule chose qui n’est pas uniforme est l’espace des paramètres (plutôt son centre).
Nous vérifierons que toutes ces fonctions sont holomorphes par rapport à l’ensemble des
variables (θ, z, s, t).

5.6.1 L’application t̄s

Notons d’abord que pour une seule famille {Ft}, le paramètre t̄ pour lequel nous re-
trouvons la courbe invariante est l’unique élément de l’intersection ∪n≥n̄D(tn, pn). Comme
pn → 0 quand n → ∞ on peut en déduire que t̄ est la limite des centres tn des disques.
Ceci nous indique alors la strategie à suivre pour montrer que t̄s est holomorphe. Il suffit
de montrer que chaque application s &→ tsn est holomorphe, dont sa limite t̄s le sera aussi
(limite uniforme car les rayons pn le sont aussi). Pour montrer cela nous allons utiliser le
fait bien connu que pour une famille de fonctions holomorphes {gs : D → C}s∈Λ qui dépend
de façon analytique du paramètre s et qui vérifie que chaque fonction gs a un unique zéro,
qui est simple, dans D, alors ce zéro est une fonction holomorphe du paramètre s (une
simple utilisation du théorème de la fonction implicite). Nous allons montrer par la suite
que la fonction

∫
T1(ρn

1,t)
sdθ dépend de façon holomorphe de s et t.

5.6.2 Les fonctions (un,i
0,t)

s pour n∗ ≤ n < n̄

La notation (un,i
0,t)

s a un sens uniforme par rapport aux indices pour tout s dans V (s̄) si
n∗ ≤ n < n̄, et représente la solution de l’équation de u0 pour la troncature de la fonction
(ηt

n,i)
s jusqu’au niveau 2n comme coté droit, donc (un,i

0,t)
s est un polynôme trigonométrique

de degré 2n dont ses coefficients dépendent linéairement des coefficients de la série de
Fourier de (ηt

n,i)
s. Comme (ηt

n∗,0)
s est holomorphe par rapport à s et t alors (un∗,0

0,t )s est
aussi holomorphe par rapport à s et t. Si on suppose pour toute paire (m, j)<̃(n, i) que
(ηt

m,j)
s dépend de façon holomorphe de s et t alors (un,i

0,t)
s dépend de façon holomorphe de

s et t (où <̃ est l’ordre donné par les opérations de la méthode). Tout ceci implique que
toutes les fonctions {(un,i

0,t)
s}(n∗≤n<n̄;0≤i≤in) ainsi que (ρn̄

0,t)
s, (ρn̄

1,t)
s, (ρn̄

t )s sont holomorphes
par rapport à s et t. En particulier, la fonction

∫
T1(ρn̄

1,t)
sdθ, d’où l’application t∗s = tsn̄ est

holomorphe par rapport à s et t.

5.6.3 Une étape n ≥ n̄ quelconque

Supposons que toutes les fonctions (ρn
0,t)

s, (ρn
1,t)

s, (ρn
t )s, {(um,j

0,t )s} sont holomorphes par
rapport à s et t pour toute paire (m, j)<̃(n, 0) et que tous les centres des espaces des
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paramètres tsm, pour m ≤ n, sont des fonctions holomorphes en s. Quand on résout la
première équation de u0 dans l’étape (le pas i = 0), pour chaque s dans V (s̄), le po-
lynôme trigonométrique solution (un,0

0,t )s dépend aussi de façon holomorphe de s et t, et par

conséquence aussi les fonctions (ρn,1
0,t )s, (ρn,1

1,t )s, (ρn,1
t )s. En itérant l’argument nous pouvons

affirmer la même chose pour toutes les fonctions (un,j
0,t )

s
0≤j≤in , (un

1,t)
s et par conséquent pour

les fonctions (ρn+1
0,t )s, (ρn+1

1,t )s, (ρn+1
t )s. En particulier les fonctions holomorphes en t dans

D(tn̄n, pn) ∫

T1

(ρn+1
1,(t )sdθ (5.146)

dépendent de façon holomorphe de s, et il existe une application holomorphe s &→ tsn+1

telle que ∫

T1

(ρ1,tsn+1
)sdθ = 0 (5.147)

Ainsi nous montrons inductivement que pour tout n les applications des centres s &→ tsn
sont holomorphes, et alors son application limite s &→ t̄s est aussi holomorphe par rapport
à s. La courbe invariante us s’écrit, d’après (5.145), par

us =
n̄−1∑

n=n∗

in∑

i=0

(un,i
0,t̄s

)s + lim
ñ→∞

ñ∑

n=n̄

(un
0,t̄s)

s
( n∏

j=n̄

(uj
1,t̄s

)s
)

(5.148)

où le premier terme correspond à la procédure préalable et c’est une somme finie de fonc-
tions qui dépendent de façon holomorphe en s. Les fonctions qui correspondent à la partie
itérative de la méthode dépendent aussi de façon holomorphe de s, d’où on peut conclure
que l’application s &→ us est holomorphe et donc la preuve du Théorème 5.4 !

5.7 Preuve du Théorème de Siegel pour les dyna-
miques holomorphes fibrées analytiques

Nous terminons ce chapitre en montrant le Théorème de linéarisation de Siegel pour
les dhf énoncé dans la section 2.3 du chapitre 2. Il nous suffira en fait d’imiter une
démonstration classique du Théorème de Siegel (voir [KH95], [Mar], [CG93]), qu’on utilise
souvent comme un premier exemple de la méthode KAM, technique que nous avons déjà
exploitée pour montrer le théorème central de ce chapitre. Pour ces raisons nous allons
omettre quelques arguments, que nous laissons à la charge du lecteur.

Tout au long de cette preuve vont apparâıtre plusieurs constantes positives qui dépen-
dent au plus des paramètres (c0, τ) de la condition arithmétique sur la paire (α, β). Ces
constantes seront notés par cj où l’indice j représente son ordre d’apparition au cours de
la preuve.

Nous supposons que la courbe invariante coincide avec la section nulle {z ≡ 0}Bδ
et

que la derivée ∂zfθ(0) = e2πiβ pour tout θ ∈ Bδ. Ceci peut s’obtenir en conjugant F par
une application affine fibrée résultat de la composition d’une translation (donnée par la
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courbe) et d’un changement d’échelles donné par la résolution d’une équation cohomolo-
gique adéquate. On écrit alors

F (θ, z) =
(
θ + α, e2πiβz + ρ(θ, z)

)

Nous cherchons une conjugaison de la forme H∗(θ, z) =
(
θ, z + h∗(θ, z)

)
, où h∗(θ, ·)

représente les termes d’ordre supérieur en z, et qui conjugue F à la dynamique triviale
linéaire associée. Nous allons y parvenir au moyen des conjugaisons successives par des
fonctions de la forme H(θ, z) =

(
θ, z +h(θ, z)

)
qui transforment la dhf sous une forme plus

proche de la forme triviale linéaire associée. Pour établir la méthode nous allons procéder
d’abord de façon formelle.

Nous cherchons H de manière que la dhf F̃ résultant de la conjugaison de F par H,

F ◦H = H ◦ F̃ ,

ait un terme non linéaire ρ̃ plus petit que le terme ρ de F . L’équation de conjugaison s’écrit

λh(θ, z) + ρ
(
θ, z + h(θ, z)

)
= ρ̃(θ, z) + h

(
θ + α, λz + ρ̃(θ, z)

)

Comme d’habitude on choisit h comme une solution d’une équation linéaire (cohomo-
logique) associée à l’équation de conjugaison. Dans ce cas nous choisissons h vérifiant
l’équation

h
(
θ + α, λz

)
− λh(θ, z) = ρ(θ, z) (5.149)

On veut en fait que h soit de l’ordre de z2, donc il suffira de résoudre l’équation pour
h′ = ∂zh qui en résulte

h′
(
θ + α, λz

)
− h′(θ, z) = λ−1ρ′(θ, z) (5.150)

avec la notation ρ′(θ, z) = ∂zρ(θ, z). En écrivant les séries

h′(θ, z) =
∞∑

j=1

hj(θ)z
j , λ−1ρ′(θ, z) =

∞∑

j=1

ρj(θ)z
j (5.151)

l’équation (5.150) donne lieu formellement (en identifiant les coefficients des séries sur z
des deux cotés) aux équations sur des fonctions en θ

hj(θ + α)λj − hj(θ) = ρj(θ) (5.152)

pour tout j ≥ 1. On résout ces équations, cohomologiques et tordues par λj, par la méthode
des coefficients des séries de Fourier, en obtenant formellement

hj(θ) =
∑

n∈Z

ρ̂j(n)

e2πi(nα+jβ) − 1
e2πinθ (5.153)

Sous l’hypothèse diophantienne CD≥1(c0, τ) sur la paire (α, β) nous allons montrer que
cette construction donne lieu à une fonction analytique h. Comme d’habitude nous notons
par l̂(n) le n−ième coefficient de la série de Fourier d’une fonction l : T1 → C.
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Lemme 5.5 Soit Φ : Bδ ×DR → C une fonction holomorphe qui s’écrit sous la forme

Φ(θ, z) =
∞∑

j=1

Φj(θ)z
j (5.154)

alors
i) Les coefficients Φj : Bδ → C sont des fonctions analytiques.
ii) Pour tout j ≥ 1 la série

Ψj(θ) =
∑

n∈Z

Φ̂j(n)

e2πi(nα+jβ) − 1
e2πinθ (5.155)

représente une fonction analytique sur la bande Bδ et la série

Ψ(θ, z) =
∞∑

j=1

Ψj(θ)z
j (5.156)

représente une fonction holomorphe sur Bδ ×DR.
iii) Soit E ≥ 0 tel que ‖Φ‖Bδ ,DR ≤ E, et soient aussi d, ∆ des constantes réelles

positives d : δ, ∆ : 1. On suppose aussi que la paire (α, β) vérifie la condition
diophantienne CD≥1(c0, τ). Alors il existe une constante c1 ≥ 0 telle qu’on a l’esti-
mation

‖Ψ‖Bδ−d,DR(1−∆)
≤ c1E

( 1

d3+τ∆
+

1

∆4+τ

)
(5.157)

Preuve. Le point i) est immédiat d’après le fait que les fonctions Φj sont, à des constantes
près, les dérivées successives de Φ par rapport à z au point z = 0. On a succesivement

‖Φ‖Bδ ,DR ≤ E

‖Φj‖Bδ
≤ ER−j pour tout j ≥ 1

|Φ̃j(n)| ≤ ER−je−2π|n|δ pour tout n ∈ Z
‖Ψj‖Bδ−d

≤ ER−jc0

∑

n∈Z
e−2π|n|d(|n|+ j

)2+τ

La série ci-dessus peut se contrôler en considérant les estimations
∑

|n|≤j

e−2π|n|dj2+τ ≤ 2j3+τ (5.158)

∑

|n|>j

e−2π|n|d|n|2+τ ≤ c2

d3+τ
(5.159)

où cette dernière estimation vient du fait que pour tout s > 0 il existe une constante
c(s) > 0 telle que pour tout x ∈ (0, 1) on a

∑

n≥0

xnns ≤ c(s)

(1− x)s+1
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Ceci peut se montrer en notant que

∑

n≥0

xnns <
∑

n≥0

(n + s)(n + s− 1) . . . (n + 1)xn

=
∂s

∂xs

( ∑

n≥0

xn+s
)

=
∂s

∂xs

( xs

1− x

)

D’après (5.158) et (5.159) on a donc

‖Ψj‖Bδ−d
≤ c3ER−j

( 1

d3+τ
+ j3+τ

)
pour tout j ≥ 1

‖Ψ‖Bδ−d,DR(1−∆) ≤ c3E
∞∑

j=1

(1−∆)j
( 1

d3+τ
+ j3+τ

)

≤ c1E
( 1

d3+τ∆
+

1

∆4+τ

)
!

L’estimation (5.157) sera utilisée en prenant d = ∆ et on aura donc une constante c5 > 0
telle que

‖Ψ‖Bδ−d,DR(1−d)
≤ c5E

d4+τ
(5.160)

Nous pouvons maintenant décrire une étape de la procédure itérative. Supposons que nous
ayons au debut de la n−ième étape une dhf Fn(θ, z) =

(
θ + α, λz + (ρn)′

(
θ, z

))
définie sur

Bδn ×DRn , et le contrôle suivant sur la taille

‖(ρn)′‖Bδn ,DRn
≤ εn (5.161)

pour certains δn, Rn, εn positifs. Nous construisons une fonction hn(θ, z) à l’aide des séries
formelles (5.151), (5.153) pour sa dérivée ∂zhn. Le lemme précédent nous dit que pour des
constantes dn = ∆n petites, nous avons

‖∂zh
n‖Bδn−dn ,DRn(1−dn)

≤ c5εn

d4+τ
n

(5.162)

Avec la notation gn
θ (z) = z + hn(θ, z) on montre le

Lemme 5.6 Si

εnc5 < d5+τ
n , 0 < dn <

1

5
(5.163)

alors pour tout θ dans Bδn−dn on a que
i) gn

θ (DRn(1−4dn)) ⊂ DRn(1−3dn) et DRn(1−2dn) ⊂ gn
θ (DRn(1−dn)). En particulier on peut

inverser gn
θ dans DRn(1− 2dn).

ii) ‖fn‖Bδn−dn ,DRn(1−3dn)
≤ Rn(1− 2dn).
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Preuve. i) Soit |z| < Rn(1− 4dn) et θ dans Bδn−dn. On a donc que

|gn
θ (z)| ≤ |z|+ |hn(θ, z)| ≤ Rn

(
1− 4dn + c5εnd

−(4+τ)
n

)
≤ Rn(1− 4dn + dn)

Notons que pour |z| = Rn(1 − dn) nous avons que |z| − Rn(1 − 2dn) = Rndn > hn(θ, z),
alors

|gn
θ (z)| = |z + hn(θ, z)| ≥ |z| − |hn(θ, z)| > Rn(1− 2dn)

et comme gn
θ (0) = 0 pour tout θ, on conclut.

ii) Soit |z| ≤ Rn(1− 3dn) et θ dans Bδn−dn. On a alors que

|fn(θ, z)| ≤ Rn

(
1− 3dn + εn

)
< Rn(1− 2dn) !

Il suit d’après ce lemme que la dhf Fn+1 = H−1
n ◦ Fn ◦ Hn est bien définie sur Bδn−dn ×

DRn(1−4dn).
Si en plus on a que

c5εn

d4+τ
n

<
1

2
, on a ‖∂zh

n‖ ≤ 1

2
(5.164)

et l’estimation suivante pour la partie non linéaire de Fn+1

ρn+1(θ, z) = ρn
(
θ, z + hn(θ, z)

)
− ρn(θ, z)

+hn
(
θ + α, λz

)
− hn

(
θ + α, λz + ρn+1(θ, z)

)

‖ρn+1‖Bδn−dn ,DRn(1−4dn)
≤ ‖∂zρ

n‖‖hn‖+ ‖∂zh
n‖‖ρn+1‖

‖ρn+1‖Bδn−dn ,DRn(1−4dn)
≤ 2εnc5Rnεnd

−(4+τ)
n

‖∂zρ
n+1‖Bδn−dn ,DRn(1−5dn)

≤ c6ε
2
nd
−(5+τ)
n

où c6 ≥ 0 et la dernière inégalité s’obtienent via Cauchy en perdant Rndn dans le rayon du
disque de définition de la variable z.

Soit R0 un rayon positif que nous allons définir bientôt. Nous définissons inductivement
la suite de rayons

Rn+1 = Rn(1− 5dn) (5.165)

où les pertes dn sont définies par

dn =
δ̃

10(1 + 2n)
, où δ̃ = min{1, δ} (5.166)

On a ainsi qu’il existe une constante l dans (0, 1/2) telle que pour tout n ≥ 0 on a que
Rn > lR0. On définit aussi inductivement la suite des largeurs de bande par δ0 = δ et
δn+1 = δn − dn. On voit que pour tout n ≥ 0 on a δn ≥ 4δ/5. On définit aussi (avec un
choix de ε0 à faire ultérieurement)

εn+1 = c6ε
2
nd
−(5+τ)
n = c6ε

2
nδ̃
−(5+τ)105+τ (1 + 2n)5+τ (5.167)
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Il existe une constante c7 > 0 telle que

εn+1 ≤ cn+1
7 ε2

n (5.168)

On pose ε′n = cn
7εn. On vérifie ainsi que

ε′n+1 = cn+1
7 εn+1 ≤

(
cn+1
7 εn)2 = (ε′n)2 (5.169)

d’où on voit que si ε0 est assez petit la suite ε′n (et donc aussi la suite εn) tend vers zéro de
façon plus qu’exponentielle. Notons que si ε0 est assez petit les inégalités (5.163), (5.164)
sont vérifies pour n = 0 . On fixe donc R0 comme étant un rayon où on ait

‖∂zρ‖Bδ ,DR0
≤ ε0 (5.170)

où ε0 est comme ci-dessus. Ce choix pour R0 est toujours possible car ρ s’annule à l’ordre
2 en z = 0 et F est une fonction holomorphe dans les deux variables. On note F0 = F .
Nous pouvons alors démarrer la procédure que nous venons de décrire et trouver pour tout
n ≥ 0 une conjugaison Hn de façon que la suite de dhf définie inductivement par

Fn+1 = H−1
n ◦ Fn ◦Hn

est bien définie sur Bδn+1 ×DRn+1 et sa partie non linéaire ρn+1 vérifie l’estimation

‖∂zρ
n+1‖Bδn+1

,DRn+1
≤ εn+1

La démonstration du Théorème 2.34 sera terminée quand nous montrerons que les com-
positions successives des conjugaisons Hn donnent lieu à une conjugaison biholomorphe
définie dans B4δ/5 ×DlR0 . Autrement dit, il faut montrer que les fonctions

Kn = H0 ◦H1 ◦ · · · ◦Hn

sont bien définies et biholomorphes sur Bδn ×DRn , et que la suite converge uniformément
sur B4δ/5 × DlR0 . La première affirmation suit du Lemme 5.6. Pour la deuxième on voit
qu’il existe une constante c8 > 0 telle que

∥∥∂zΠ2Kn

∥∥
B4δ/5,DlR0

≤
n∏

j=0

(
1 + ‖∂zh

n‖
)
≤ c8

d’où on a que

∥∥Π2Kn+1 − Π2Kn

∥∥
B4δ/5,DlR0

≤ c8‖hn+1‖ ≤ c8lR0c
n+1
7 εn

ce qui permet de conclure !



Annexe A

Fonctions de classe C∞ à fibres
holomorphes

Soit f : T1 × U → C une fonction de classe C∞, où U est un voisinage d’un disque
fermé Dr. Nous supposons que la fibre f(θ, ·) = fθ : U → C est une fonction holomorphe
en Dr, pour tout θ dans T1. Dans cet Annexe nous étudions ce type de fonctions en termes
des séries entières à l’origine du plan complexe des fibres fθ. Nous écrivons

fθ(z) =
∑

n≥0

fn(θ)zn (A.1)

ce qui définit de façon unique les fonctions fn : T1 → C, pour tout n ≥ 0. Comme f est
de classe C∞ on a que ∂n

z fθ(0) : T1 → C est de classe C∞ pour tout n ≥ 0, et tous les
coefficients fn sont donc de classe C∞. De plus, il existe des constantes positives Mn telles
que ∣∣∂n

θ fθ(z)
∣∣ ≤ Mn (A.2)

pour tout z dans Dr, θ dans T1 et n ≥ 0.

Lemme A.1 Soit s ≥ 1. La dérivée ∂s
θfθ est une fonction holomorphe en Dr et sa série

entière à l’origine s’écrit par

∂s
θfθ(z) =

∑

n≥0

∂s
θfn(θ)zn (A.3)

Preuve. Il suffit de montrer le lemme pour s = 1 et appliquer ensuite un argument de
récurrence. Soit t un réel positif plus petit que 1. Les fonctions f t

θ = 1
t

(
fθ+t − fθ

)
sont

holomorphes en Dr. De plus, pour tout z dans ce disque il existe θRt,z, θ
I
t,z dans l’intervale

[θ, θ + t] tels que

f t
θ(z) =

fθ+t(z)− fθ(z)

t
= ∂θ

(
Rf

)
θRt,z

(z) + i∂θ

(
If

)
θIt,z

(z) (A.4)

où Rf, If représentent la partie réelle et imaginaire respectivement. Nous savons que
quand t tend vers 0 les fonctions f t

θ convergent ponctuellement vers ∂θfθ. On estime les
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différences suivantes, pour z dans Dr, à l’aide de (A.4)

∣∣f t
θ(z)− ∂θfθ(z)

∣∣ ≤ 2 sup
T1×Dr

∣∣∂2
θfθ

∣∣t ≤ 2M2t (A.5)

On voit donc que la convergence f t
θ

t→0−→ ∂θfθ est uniforme dans Dr, d’où on tire que ∂θfθ

est holomorphe sur ce disque. On peut appliquer la formule de Cauchy pour calculer les
dérivées à l’origine

∂n
z fθ(0) =

∫

∂Dr/2

fθ(z)

zn+1
dz = n!fn(θ) (A.6)

∂n
z

(
∂θfθ

)
(0) = ∂θ

(
n!fn(θ)

)
= n!∂θfn(θ) (A.7)

ce qui nous permet de conclure !
Inversement, nous voulons savoir quand est ce que une famille {fn : T1 → C}n≥0 de

fonctions de classe C∞ correspond aux coefficients de la série entière à l’origine d’une
fonction de classe C∞ à fibres holomorphes. L’exemple suivant nous montre la nécessité
d’imposer certaines hypothèses à une telle famille.

Exemple. La série
fθ(z) =

∑

n≥0

ei2nθzn (A.8)

n’est pas une fonction de classe C∞ dans le disque DR, pour tout R > 0. En fait, si f
l’était, on pourrait dériver terme par terme par rapport à θ en obtenant

∂θfθ(z) =
∑

n≥0

i2nei2nθzn

...

∂s
θfθ(z) =

∑

n≥0

(i2n)sei2nθzn

Mais, on voit que ∂s
θfθ converge pour |z| < (2s)−1 et diverge pour |z| > (2s)−1, et cela pour

tout s ≥ 0.

La condition pour que les coefficients {fn}n≥0 donnent lieu à une fonction f de classe
C∞ à fibres holomorphes sur un certain ouvert U autour de l’origine du plan complexe
vient donnée par la possibilité d’écrire toutes les dérivées ∂s

θf comme la série des dérivées
terme par terme et convergente sur un disque DR pour R > 0. Ainsi, il faut et il suffit qu’il
exista R > 0 telle que pour tout s ≥ 0 on ait

lim sup
n≥0

∥∥∂s
θfn

∥∥1/n

T1 ≤ R−1



Annexe B

Lemme d’inversion uniforme

Soit f : R2 → R2 une fonction de classe C1 qui fixe l’origine, f(0) = 0. Si la matrice
Df(0) est inversible, le Théorème de Inversion locale dit qu’il existe deux voisinages de
l’origine Uf , Vf tels que la restriction f : Uf → Vf est un difféomorphisme de classe C1.
Nous sommes intéressés par une estimation de la taille de l’ouvert Uf . Soit rf = dist(0, ∂Uf )
le plus grand rayon d’un disque centré en 0 et contenu dans Uf . Lorsque la fonction f est
holomorphe nous obtenons une majoration de rf en termes de la taille de f et de sa dérivée
à l’origine du plan complexe ∂zf(0).

Lemme B.1 (D’inversion uniforme) Soient A ∈ (0, 1), B > 0 des constantes. Il existe
une constante r(A, B) ∈ (0, 1) telle que si f : D → C est une fonction holomorphe vérifiant

i) f(0) = 0
ii) ‖f‖D ≤ B
iii) A <

∣∣∂zf(0)
∣∣ < A−1

alors rf ≥ r(A, B).

Preuve. Il existe une constante B′ > 4 qui dépend seulement de B telle que ‖∂2
zf‖D1/2

<

B′. Soient λ = ∂zf(0), r = A
B′ < 1

4 , R = Ar
2 et t dans DR. On pose

ft(z) = f(z)− t , Λt(z) = λz − t

Nous allons appliquer le Lemme de Rouché sur le bord ∂Dr à ces fonctions. Nous avons

∣∣ft(z)− Λt(z)
∣∣ =

∣∣f(z)− λz
∣∣ <

B′

2
r2

pour |z| = r. De plus nous avons

∣∣Λt(z)
∣∣ ≥ |λz| − |t| > Ar −R =

Ar

2

sur ce même bord. Nous pouvons donc comparer sur ce bord

∣∣ft(z)− Λt(z)
∣∣ <

B′

2
r2 =

Ar

2
<

∣∣Λt(z)
∣∣
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et conclure donc que ft et Λt ont le même nombre de zéros dans Dr. Comme zt = t
λ vérifie

Λt(zt) = 0 et |zt| < r/2, il existe donc un unique z∗t dans Dr tel que ft(z∗t ) = 0. Dit
autrement, si nous posons Uf = f−1

(
DR

)
∩Dr, nous avons que la restriction f : Uf → DR

est un biholomorphisme. De plus, la dérivée de l’inverse vérifie |∂zf−1(0)| = |λ−1| > A > 0.
Le lemme 1/4 de Koebe assure que l’image f−1(DR) = Uf contient le disque centré à
l’origine et de rayon RA

4 = A3

8B′ !

Corollaire B.2 Soit F : T1 × D → T1 × C une dhf, α ∈ R son nombre de rotation dans
la base. Soit u : T1 → D une courbe invariante pour F ayant un mutiplicateur κ = κ(u). Il
existe alors un rayon positif R ∈ (0, 1) tel que la transformation inverse F−1 : Ur → T1×C
est une dhf bien définie dans le tube Ur de rayon r et centré dans la courbe invariante. Le
nombre de rotation de F−1 sur la base est −α. La courbe u est invariante pour F−1 et son
multiplicateur en tant que telle est κ−1.

Preuve. On suposse que u = {z ≡ 0}T1 . Comme F est continue il existe des constantes
A ∈ (0, 1), B > 0 tels que pour tout θ ∈ T1 la fonction univalente fθ vérifie les hypothèses
du lemme precedent. Soit donc R = R(A, B) = A2

2B′ le rayon fournit par la preuve de ce
lemme. La transformation inverse F−1 est définie par

(θ, w) &−→
(
θ − α, f−1

θ−α(w)
)

pour tout (θ, w) ∈ T1 ×DR. Les dérivées ∂wf−1
θ sont bornés sur T1 ×DR et l’inverse F−1

est donc bornée !
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[Ris99] E. Risler. Linéarisation des perturbations holomorphes des rotations et applica-
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127(3) :393–428, 1999.

[Sie42] C.L. Siegel. Iteration of analytic functions. Ann. of Math., 43 :807–812, 1942.

[SM71] C.L. Siegel and J.K. Moser. Lectures on Celestial Mechanics. Springer, Berlin,
1971.

[Sta03] J. Stark. Transitive sets for quasiperiodically forced monotone maps. Dyn. Syst.,
18(4) :351–364, 2003.
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Résumé
Ce travail de thèse étudie les transformations holomorphes fibrées comme des systèmes dynamiques. Une
transformation holomorphe fibrée (DHF) est une fonction fibrée continue de la forme (θ, z)→ (θ+α, fθ(z)),
définie dans un produit T1 ×U , o U ⊂ C est un ouvert du plan, α est un nombre irrationnel et fθ est une
fonction univalente pour tout θ ∈ T1. Nous nous concentrons dans l’étude des courbes invariantes. Ces
objets jouent le rôle d’un centre pour la dynamique locale de telles transformations.

Ce travail est divisé en deux parties. La première contient une étude de la dynamique locale d’une DHF
autour d’une courbe invariante. Nous montrons que cette dynamique est contrôlée par certaines données
associées la courbe (multiplicateur, nombre de rotation transversal). Plus précisement , dans le chapitre 2
nous montrons que les courbes attractives sont linéarisables ; l’équivalence entre la stabilité de Lyapounov
et la linéarisation dans le cas indifférent ; un théorème de linéarisation de Siegel fibré ; et une version fibrée
du théorème des hérissons de Pérez–Marco.

La deuxieme partie contient les résultats majeurs de ce travail. Dans cette partie nous nous concentrons
sur la persistance d’une courbe invariante sous des petites perturbations. Au chapitre 3 nous montrons la
persistance d’une courbe non-indifférente. Aux chapitres 4 et 5 nous traitons la persistance d’une courbe
indifférente de degré nul avec un nombre de rotation transversal donné. Ce problème est un problème de
petits diviseurs et nous montrons des théorèmes apropriés de type KAM.

Au chapitre 4 nous montrons que dans la classe C∞, la persistance a lieu pourvu que la paire de
nombres de rotation associée vérifie une condition arith-mé-ti-que de type diophantienne. Nous montrons
aussi que cette condition est optimale.

Au chapitre 5 nous montrons que dans la classe analytique, la persistance a lieu pourvu que la paire
de nombres de rotation associée vrifie une condition arithmétique à la Brjuno. Nous montrons aussi une
version paramétrée de ce résultat.

Mots-clés : théorie KAM, petits diviseurs, dynamique holomorphe, produits croisés, condition de
Brjuno, courbes invariantes.

Abstract
This doctoral thesis studies the fibered holomorphic transformations as dynamical systems. A fibered
holomorphic transformation (FHD) is a fibered continuous function (θ, z) → (θ + α, fθ(z)), defined in a
product T1 × U , where U ⊂ C is an open set, α is an irrational number and fθ is a univalent function for
every θ ∈ T1. We focus on the study of invariant curves. These objects play the role of a center for local
dynamics.

This work has two main parts. The first part contains a study of the local dynamics around an invariant
curve. We show that this dynamics is controlled by some infinitesimal data associated to the curve (multi-
plier and fibered rotation number). Indeed, in chapter 2 we prove that non-indifferent invariant curves are
linearizable ; the equivalence between Lyapunov stability and linearization in the indifferent case ; a Siegel
linearization theorem for the fibered case ; and a fibered version of the Pérez-Marco hedgehogs theorem.

The second part contains the main results of this work. In this part we focus on persistence of an
invariant curve under small perturbations. In chapter 3 we prove the persistence of non-indifferent curves.
In chapter 4 and 5 we treat persistence of indifferent, zero degree invariant curves, with a given fibered
rotation number. This problem is a small divisors problem and we show adequate theorems of KAM type.

In chapter 4 we prove that in the C∞ class persistence of the curve occurs provided that the pair of
rotation numbers verifies a diophantine-like arithmetical condition. We also show that this condition is
optimal.

In chapter 5 we prove that in the analytical class persistence of the curve occurs provided that the pair
of rotation numbers verifies a Brjuno-like arithmetical condition. We also show a parametrized version of
the main theorem.

Keywords : KAM theory, small divisors, holomorphic dynamics, skew-products, Brjuno condition,
invariant curves.


