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Introduction

Ce travail est consacré a ’étude des transformations fibrées de la forme
F(0,z) = (9 + a, fg(Z))

définies dans le produit T! x U, oul a est un nombre réel irrationnel et U est un ouvert
du plan complexe. Nous disons qu’il s’agit de dynamiques holomorphes fibrées car nous
supposerons que les fonctions fy : U — C sont holomorphes. Nous supposerons toujours
que (6, z) — fy(z) est continu. Nous serons aussi amenés a considérer le cas C* ou cette
application est de classe C* et le cas analytique : il existe alors 6 > 0 tel que "application
(0, 2) — fa(2) est définie et holomorphe dans le produit Bs x U, ou Bj est la bande

By ={0€C/Z | |Im(0)| < 5}

Ce type de transformations s’inscrit dans le cadre plus général des produits croisés
(skew-products) et par sa nature et l'allure des phénomenes que nous traitons dans cette
these, on devrait en particulier les regarder comme proches des homéomorphismes du cercle
fibrés sur une rotation irrationnelle.

L’article de M. Herman [Her83b| pose les bases de I’étude des homéomorphismes fibrés
en définisant le nombre de rotation fibré. Plus récemment cette étude a été relancée no-
tamment par les travaux de G.Keller, T. Jéger et J. Stark (voir [Sta03], [JK06], [JS06]),
qui ont établi en particulier une classification a la Poincaré de telles dynamiques basée sur
les propriétés des nombres de rotation associés et 'existence de courbes invariantes.

Dans sa these de doctorat O. Sester [Ses97] (voir aussi [Ses99]) a étudié la dynamique
des polynomes fibrés, en généralisant les notions classiques d’ensemble de Julia, fonction
de Green et de la cardioide principale de I’ensemble de Mandelbrot dans ’espace de pa-
rametres. Les travaux de M. Jonsson (voir [Jon99], [Jon00]) sont aussi une réference impor-
tante sur la dynamique fibrée des transformations rationnelles. La reducibilté des cocycles
quasiperiodiques est un important sujet d’étude qui doit étre consideré au moment de re-
garder les dynamiques fibrées au dessus d’une rotation irrationnelle (voir [Kri99], [AKO06]).

Dans ce travail nous nous intéresserons tout particulierement a ’existence et ’étude des
courbes continues qui sont invariantes par la dynamique de F', c’est-a- dire, des courbes
continues u : T' — U vérifiant I’équation

F(0,u(9) = (6 + o, u(d + a))
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Ces objets généralisent le concept de point fixe du cas non fibré. Nous allons tout d’abord
faire un petit rappel sur les principaux résultats de la dynamique locale d’un germe holo-
morphe ¢ : (C,0) — (C,0) au voisinage du point fixe (voir [CG93]).

Lorsque le module de la dérivée |¢'(0)| est plus petit que 1 nous disons que l'origine est
un point fixe attractif. Quand |¢’(0)| > 1 il s’agit d’un point fixe répulsif et si |¢’(0)] = 1
nous disons que c’est un point fixe indifférent. Dans le cas attractif il existe effectivement
un ouvert contenant l’origine, appelé bassin d’attraction, dont les points convergent vers
’origine sous itération positive par g. Le cas répulsif se ramene au cas attractif via I'inverse
du germe. Dans les deux cas la dynamique de g est conjuguée a la dynamique linéaire
z +— ¢'(0)z dans un voisinage de l'origine (on dit que g est linéarisable). Dans le cas
indifférent, nous écrivons ¢'(0) = €™, v € R. Nous disons que le point fixe est rationnel
ou irrationnel si v 'est. Dans le cas irrationnel nous avons le Théoreme de Siegel-Brjuno-
Yoccoz (voir [Sie42], [Bru71], [Yoc95])

Théoréme 1 Si vy vérifie la condition de Brjuno, alors g est linéarisable. D’autre part, si
v ne vérifie pas la condition de Brjuno alors le polynome quadratique P, (z) = e*™z + 22
n’est pas linéarisable.

La condition B de Brjuno peut se définir a l'aide de la suite {g,},>0 des dénominateurs
des fractions partielles du nombre irrationnel

B = {fyeR ‘ Z—logan < oo}

neN n

Cet ensemble est de mesure totale au sens de Lebesgue. Lorsque g n’est pas linéarisable, le
panorama de la dynamique locale autour du point fixe vient se compléter par le Théoreme
des Hérissons de Pérez-Marco (voir [PM97])

Théoreme 2 1[I existe un ensemble compact connexe plein contenant strictement [’origine
qui est completement invariant par g.

Ceci est une version tres simplifiée de ce joli théoreme. On voit ainsi que dans une certaine
mesure la dynamique locale autour du point fixe est gouvernée par les caractéristiques
(infinitésimales) du point fixe.

Cette these est divisée en deux parties. La premiere contient une étude de la dynamique
d’une transformation holomorphe fibrée pour des points qui sont proches d’une courbe
invariante continue. Nous obtenons des résultats qui nous permettent de controler cette
dynamique locale a partir de certaines données associées a la courbe, de fagon analogue au
cas non fibré.

Nous nous intéressons ensuite a la persistance d’'une courbe (et ses caractéristiques
infinitésimales) par des perturbations fibrées de la transformation originale. Nous nous
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restreindrons a un cas spécial (mais particulierement intéressant) de courbes invariantes,
celles de degré nul. Nous verrons que dans ce cas le probleme de la persistance de la courbe
invariante se présente comme un probléme de petits diviseurs (les articles [Arn63a], [Bos86],
[Her87], [Mar], [Yoc92] sont une bonne référence pour ce type de problemes). En regardant
la forme des équations cohomologiques et la nature des petits diviseurs qui apparaissent, on
dit qu’il s’agit un probleme de petits diviseurs en dimension intermédiaire. Des équations
similaires apparaissent lors de I’étude de la persistance des tores invariantes isotropes dans
systemes hamiltoniens (ver [Mos67], [Eli88]), dans la détermination des fonctions propres
des flots spéciaux sur des rotations irrationnelles (voir [GP]) et dans I'étude des cocycles
associés & 1’équation de Schrédinger discréte (voir [R80], [Kri99]). Le résultat principal
de cette these consiste a établir que le phénomene de la persistance d’une courbe inva-
riante (indifférente de degré nul) est de codimension 1 complexe sous certaines hypotheses
arithmétiques sur les nombres de rotation associés a la courbe.

Nous introduisons a présent quelques notations avant de détailler le contenu de chacunes
des parties qui composent cette these. Nous associons a une courbe invariante continue
u: T — U son multiplicateur

K(u) = exp </1rl log |0 fo (u(6)) DdG

Selon que x(u) est plus petit, plus grand ou égal a 1 nous disons que la courbe est attractive,
répulsive ou indifférente. Le degré deg(u) de la courbe est défini comme étant le degré
topologique de I'application 0, fy (u(é’)) Dans le cas indifférent et sous I’hypothese de degré
nul, nous définissons le nombre de rotation transversal comme étant

pol) = 5 [ tog0.fo(ult) o

- 271

Nous disons que F' est linéarisable s’il existe un changement de coordonnées H a fibres
holomorphes défini autour de la courbe et une fonction A : T! — C, les deux étant de la
méme classe de différentiabilité que F', tels que H conjugue F' a la transformation

Ag:T'xC — T'xC
(0,2) — (6+a,A0)z)

dans un voisinage de la courbe. Soient kK € Ry, n € Z et 3 € R définis par 1’égalité suivante
/ log (ameaz £ (u(e))>d9 = k4 2mif
T1

Nous allons distinguer quelques cas : Si A(6) = ke?™"?e?™ nous disons que F est fortement
linéarisable. Si |A(0)| = k pour tout 6 € T' (B; dans le cas analytique) nous disons que F
est linéarisable en module. Dans les autres cas nous disons que F' est faiblement linéarisable.
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Remarque 1 Quand F est linéarisable et |A(0)] < 1 pour tout 6 € T' (B; dans le cas
analytique) on peut assurer existence d’un ouvert U contenant la courbe, dont les fibres
sont biholomorphes au disque D, et F(U) C U, donc un tube ouvert invariant. Ceci n'est
pas nécessairement le cas quand on a seulement une linéarisation faible et k = 1, car on
pourrait avoir des sommes de Birkhoff qui ne sont pas bornées supérieurement.

La premiere partie de cette these est composée par les chapitres 1 et 2. Le premier est
un petit chapitre de préliminaires ou nous définissons de facon rigoureuse les objets qui
interviennent dans ce travail.

Dans le chapitre 2, nous commencons par traiter le cas facile d’'une courbe invariante
attractive. Appelons voisinage tubulaire un ouvert de T! x C contenant la courbe dont
les fibres sont des disques. Nous montrons qu’une courbe invariante attractive possede un
voisinage tubulaire dont les points convergent vers la courbe par itération positive. Une
courbe invariante répulsive devienne une courbe attractive pour la transformation inverse
F~1 et on a donc le résultat correspondant dans le cas d’une courbe répulsive.

Proposition 0.1 Si k(u) # 1 alors F' est linéarisable faiblement dans un voisinage de la
courbe.

Nous nous intéressons ensuite dans le cas indifférent au lien entre I'existence d'un voi-
sinage tubulaire invariant et la possibilité de linéariser en module la dynamique autour
de la courbe invariante. Nous montrons en fait que ces deux concepts sont équivalents en
généralisant au cas fibré un résultat simple et classique du cas non fibré.

Proposition 0.2 Si k(u) = 1 et il existe un tube ouvert invariant U qui contient la courbe
alors F' est linéarisable en module dans U (en classe C° et analytique).

Nous montrons ensuite dans le cas analytique une version fibrée du Théoreme de linéarisation
de Siegel [Sie42]

Théoreme 3 Soit F' une dynamique holomorphe fibrée de classe analytique sur la bande
Bs et u: Bs — C une courbe invariante indifférente, de degré nul et dont le nombre de
rotation transversal est oy (u) = (. Si la paire (a, B) vérifie la condition diophantienne
CD>q(co, 7), pour certains ¢o > 0,7 > 0, alors il existe un tube ouvert invariant U qui
contient la courbe u o la dynamique de F est fortement linéarisable.

La preuve de ce théoreme est une adaptation d’une preuve classique due a Moser du
Théoreme de linéarisation de Siegel (voir [KH95]). Soit ¢y > 0 et 7 > 0, la condition
arithmétique CDsq(co, 7) est définie par

CDs(co,7) = { (@ 8) € B? | na+ jBl| = — 2= ¥ (n,j) €Zx (NU{0})}

(7 + In)

Nous finissons I’étude locale de la dynamique autour d’une courbe invariante en prou-
vant une version fibrée du Théoreme des hérissons de Pérez-Marco :
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Théoréme 4 (des Hérissons fibrés) Soit F' une dhf avec une courbe invariante u in-
différente. Soit U un tube ouvert contenant u dont ses fibres sont des domaines de Jordan.
On suppose que Uy dépend continument de 0 et que F et F~! définissent des dhf injectives
au voisinage de U. Il existe alors un ensemble compact et connexe K C U tel que

i) graph(u) C K.

ii) F(K)=F"YK)=K, cest a dire, K est un ensemble complétement invariant par

F.
iii) KNou 0.

La deuxieme partie contient les résultats majeurs de cette these. Elle est composée par
les chapitres 3, 4 et 5. Le chapitre 3 est consacré dans un premier temps a bien poser le
probleme de la persistance de la courbe invariante pour des perturbations fibrées de la
dynamique. Méme si dans la littérature il existe des outils tres puissants pour aborder
la persistance de variétés normalement hyperboliques (voir [HPS77]), nous proposons une
démonstration élémentaire de la persistance d’une courbe non indifférente qui repose sur
le résultat suivant :

Si F' est une dhf qui vérifie une hypothese de contraction en un point alors il existe une
courbe u : T' — D continue et invariante. En plus, _cette courbe invariante est attractive
et attire tout l'ensemble T* x D dans le futur.

Nous terminons ce chapitre en établissant le caractere arithmétique du probleme dans le
cas d'une courbe indifférente. Nous présentons la nature des petits diviseurs et les équations
cohomologiques qui en résultent. Le qualificatif de probléme de petits diviseurs en dimension
intermédiaire vient du fait que ’équation cohomologique qui apparait est une équation
tordue de la forme

V(0 + ) — ™p(0) = ¢(0)

Cette équation ne correspond pas aux équations cohomologiques classiques qui se présentent
dans les problemes de petits diviseurs 1-dimensionnels (difféomorphismes du cercle, points
fixes indifférents) ou dans les problemes d > 2 dimensionnels (tores KAM).

Le chapitre 4 contient ’énoncé et la preuve du théoreme de la persistance des courbes
invariantes indifférentes dans le cas C'°°. Nous montrons que sous une hypothese diophan-
tienne sur les nombres de rotation associés a la courbe, celle ci est persistante par des
petites perturbations de la transformation originale en codimension 1 complexe, c’est a
dire, que pour toute famille & un parametre complexe de perturbations vérifiant une hy-
pothese adéquate de transversalité, il existe un élément de la famille qui possede une courbe
invariante indifférente avec le méme nombre de rotation transversal que la courbe originale.
Nous utilisons la notation

fs(0,2) = pos(0) + (2™ + p1s(0)) 2 + ps(6, 2) (1)
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pour chaque élément d’une famille de dhf ou s € C est un parametre. La fonction py(0, -)
s’annule a l'ordre 2 en z = 0 et répresente donc les termes d’ordres supérieurs. L’espace

(D) est I'espace de Banach des fonctions holomorphes du disque unité D qui sont bornées.
L’énoncé précis est

Théoréme 5 Pour toute paire (o, 3) qui vérifie I'hypothese CDy et pour toutes constantes
L>1,M>1,T>1ileziste £ >0 qui dépend de L, M, T, (c, 3), un nombre naturel r > 2
qui dépend de la paire (o, B) et une constante positive universelle C' tels que, si une famille
C*> 4 un paramétre compleve { f,}sesce de fonctions C= de T' vers Q(D) vérifie pour un
certain e dans (0, €|

o ||posll- < e pour tout s dans D(0,2CLe) C &

o ||pisll- < e pour tout s dans D(0,2CLe) C &

d |:le aspl,t

o ||psllr < M pour tout s dans D(0,2CLe) C %

o [|02p15ll0 + |0spsllo < T pour tout s dans D(0,2C Le)
alors il existe un paramétre s* dans le disque D(0,2C Le) et une courbe u : T' — D de classe
C* qui est invariante par la dynamique holomorphe fibrée Fs(0,2) = (0 + «, fs+(0, 2)), de
degré nul et son nombre de rotation transversal est py.(u) = f3.

(Q)dQ] -v > L7 pour tout v € R? avec |v| = 1.
s=0

Notons que nous obtenons une estimation explicite sur la taille du parametre qui produit la
courbe invariante. Nous disons qu’'une paire («a, 3) vérifie la condition diophantienne CID;
si a vérifie une condition diophantienne et il existe ¢g > 0, 7 > 0 tel que pour n € Z on ait

Co
[na — Bl > Tt

Le fait que la condition diophantienne CID; soit exactement la condition optimale pour
résoudre 1’équation cohomologique associée nous permet de montrer que ce théoreme est
optimal vis-a-vis de la condition arithmétique dans le cas C'*°.

Proposition 0.3 Soit a € CD et (§ tel que la paire (o, 3) ne satisfait pas la condition
diophantienne CD;. Pour tous € > 0, r dans N il existe une fonction a : T' — C de classe
C> et de norme C" plus petite que € telle que la famille a un parametre complere

Fy(0,2) = (0 + a,ta(f) + tAz)

vérifie que pour tout t dans C la dynamique holomorphe fibrée F; ne posséde aucune courbe
mvariante de classe C* avec 3 comme nombre de rotation transversal.

La preuve du Théoreme 5 est basée sur I'application d’un théoréeme de fonctions impli-
cites (celui de Hamilton pour les espaces de Fréchet, voir [Ham82], [Bos86], [Féj04]), ce qui
occupe presque la totalité du chapitre 4. On conclut en utilisant un argument de transver-
salité.

Le chapitre 5 démarre avec I'énoncé analogue du Théoreme 5 dans le cas analytique,
ou nous utilisons la méme notation que dans (1) pour les dhf.
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Théoréme 6 Pour toute paire (o, 3) qui vérifie la condition de Brjuno By, pour toutes
constantes positives L > 1, M, T et § ils existe e*(L, M, T,0,(a,3)) > 0 et une constante
positive Kr(L, M, T, ¢, (, 3)) tels que si pour un certain € dans (0,e*] la famille analytique
{F, }iex vérifie qu’il existe un disque D(ty, Kre) C 3 tel que

O / pre(0)df],_,
Tl

L> > L7t

et pour tout t dans D(ty, Kge)

1potllB, <€

[p1ellBs <€

102pell B0 < M

10:0-ptl| ;0 + |07 prtll B, < T

alors il existe un paramétre t dans D(to, Kre) tel que Fy posséde une courbe invariante
u, analytique sur la bande Bs, de degré nul et dont le nombre de rotation transversal est
2

or-(u) = B. De plus, la taille de u tend vers 0 lorsque € tend vers 0.

La condition arithmétique de Brjuno B; est définie par

Blz{(a,ﬂ)ER‘aeﬁetZM<m}

2
neN

ot Ly g(N) = supo<jnj<n|na — B|| 7. Dans ce cas la condition arithmétique qui apparait
n’est pas la condition optimale de I’équation linéarisée. Nous montrons ce théoreme par la
méthode KAM classique des conjugaisons successives (méthode de Newton). Ceci étant,
pour obtenir la condition de Brjuno nous sommes obligés de sacrifier de fagon considérable
la vitesse de convergence de la méthode, qui s’avére seulement linéaire (au contraire d’une
vitesse exponentielle pour les applications classiques de la méthode). La condition de Br-
juno se manifeste sous la forme d’une accumulation finie de pertes de largeurs de bande.
Une situation similaire se présente dans la stabilité des points fixes elliptiques pour des
transformations analytiques du plan qui préservent I'aire (voir [R02]). Ce chapitre se ter-
mine par une version a parametres du théoreme précédent, qui pourrait s’avérer utile dans
les applications.
Deux courts appendices complétent ce texte.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous allons d’abord rappeler quelques définitions classiques sur les
conditions arithmétiques, nous allons introduire des conditions arithmétiques adaptées aux
problemes de ce travail et aussi nous traiterons des équations linéaires dites cohomologiques
qui font appel aux conditions arithmétiques. Ce chapitre est completé par la définition des
dynamiques holomorphes fibrées qui sont le sujet central de ce travail.

1.1 Conditions arithmétiques
Soit  un nombre réel. On pose

]| = min |o — p

la distance au plus proche entier (ou bien la distance & l'origine 0 dans T' mesurée sur le
cercle, si nous considérons = dans T*).

1.1.1 Conditions arithmétiques sur un nombre réel

Un traitement plus complet peut se trouver dans plusieurs textes, dont [Lan66], [Cas57],
[Sch80]. Soit @« € T' \ Q et N € N. Nous définissons le plus petit diviseur de a jusqu’a
I'ordre N comme étant

['.(N) = max HnaHfl

0<|n|<N

Ces petits diviseurs peuvent étre tres bien décrits en termes des dénominateurs des réduites
de la fraction continue de a. Soient ¢y = 1,q1, qo, ... ces dénominateurs. Cette séquence
jouit de la propriété des meilleure approximation de l'origine par des multiples de «, c¢’est-
a~dire qu’on a

(n+1 = Min {k > qn ‘ H/CO&H < ||QHa||}

pour tout n > 1. Soit k € N tel que g < N < qx41.- On a donc que

Fa(N) = HQkOéH_l
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Soient ¢ > 0, 7 > 0. Nous définissons les conditions arithmétiques suivantes

CD(c,7) = {@a€T'\Q|VYN>1 |[Na|> 5}

CD(1) = UC>0 CD(e, 1)
CD = UTZO CD(7)
B = {aeT\Q| Xy 2re™ < o0}

Si « appartient a CID on dit que « vérifie une condition diophantienne. Si « appartient a
B on dit que « vérifie la condition de Brjuno (d’aprés A. Brjuno, voir [Bru71]). En termes
de la séquence {¢, },>0 des dénominateurs des réduites de «, ces conditions s’écrivent sous
la forme

a € CD(1) <= qu1=0(g"™) (1.1)
aeCD <= loggu1 = O(logg,) (1.2)

1
a€EB <— Z D8 ntt (1.3)

an

n>1

Au §8 de I'article de H.Riissmann [R02], on trouve un traitement complet de la condition
de Brjuno et cette équivalence. Les autres équivalences sont classiques. Ces équivalences
permettent de construire des nombres (via leur fraction continue) qui rendent les inclusions

suivantes des inclusions strictes
CDcBcT!

Pour tout 7 > 0 l'’ensemble CD(7) est de mesure pleine au sens de Lebesgue. Les inclu-
sions ci-dessus impliquent que les ensembles CID et B le sont aussi. D’autre part, les en-
sembles CD(7), CD, B peuvent s’écrire comme une union dénombrable d’ensembles fermés
et d’'intérieur vide, ce qui implique que ces ensembles sont petits du point de vue de la
topologie (catégorie de Baire).

Lemme 1.1 (Riissmann [R02]) a appartient a B si et seulement si

log ', (2"
S

n>0
Preuve. Pour tout n > 2 on a
ontlq 1 1 ; ontl_q 1 3 ontl_q 1 1
Sl oyl 1
ot 1 = 72 bl A 1 4
on a donc
ontl_1
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Comme T',(+) est croissante (au sens large) on a

ntl_q .
1logTa(2") _ “~ logTa(i) _  Ta(2")
92 on < Z ;2 <2 on+1

ce qui nous permet de conclure g

1.1.2 Conditions arithmétiques sur une paire

Soient «;, 3 des nombres réels. On suppose que « est un nombre irrationnel. Nous disons
que la paire (a, 3) est rationnelle sl existe k € Z tel que ke = § mod (1). Soit N € N.
Quand la paire (a, 3) n’est pas rationnelle, nous disons que (a, 3) € T% et définissons les
plus petits diviseurs jusqu’a l'ordre N comme étant

['hos(N)= ma no —
0.(N) = 1. |§NH [
qui représente la qualité des approximations de (3 par des multiples de a.. Soient ¢ > 0,7 >
0. Nous définissons les conditions arithmétiques suivantes

CDi(c,7) = {(a,8)€T2|aeCDetYNEZ |Na-j3|> i}
CD, (T) = Uc>0 CDh, (Ca T)
CD, = UTzo CD (1)

CDxi(c,7) = {(a,8) €T |VN€EZ,j>0 INa =Bl = g}

CD>1(1) = U,oCDsi(c,7)
D21 = U2 CDxi(7)
B, — {(@,B) €T | aeBet ¥, 2lup® o o0}

Soit v € CD. Nous définissons la condition arithmétique CD{ (¢, 7) comme étant I’ensemble
de tous les 3 dans T tels que la paire («, 3) appartient & CDy(c, 7). De fagon analogue
nous définissons CDJ(7), CDY, etc., et BY lorsque a € B.

Lemme 1.2 Pour tout T > 0 l’ensemble CDY(7) est de mesure pleine.

Preuve. Soit € > 0. Nous allons montrer que le complémentaire T'! \ CD{(7) peut étre
couvert par des intervalles dont la somme des longueurs est au plus . Soit 3 ¢ CD{ (7). Il
existe alors une suite infinie {n;};>o de nombres entiers tels qu’on ait

Insa = 8| <

‘?7, ‘1+‘r
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ce qui implique que
1 1 )
0 e (nia — —|ni|1+T,n,-a + |ni|1+T> cT

ou dit autrement, si pour n € Z nous notons les intervalles

. 1 1
n = (TZOZ—W,TLO(+W>

, pour tout N > 0 Pensemble T \ CD{(7) est couvert par 'union Uj,sn1,. On choisit
N eNtel que Yy nl% < 5 et la preuve suit

Lemme 1.3 L’ensemble CD{ (¢, T) est un fermé d’intérieur vide.

Preuve. Immédiate car son complémentaire est I'union U,,¢z I, des intervalles I,, = (na —

C C
e s v+ W) [

Les ensembles CDf(7), CD{ s’écrivent comme réunions dénombrables d’ensembles du
type CDJ(c, 7), et donc ils sont petits au sens topologique, en particulier leur complémentaire
est dense dans le cercle. On peut dire des choses analogues pour les autres conditions dio-
phantiennes que nous venons de définir ci-dessus. Soient M > 0, N € N. Posons

Y log Ty g(n)
B[y = {BeT \{natuez | 322552 < 11
n=1

Ces ensembles sont fermés et leur intersection QNGNBﬂ n st donc un fermé d’intérieur

vide. On a que
B = U { N BV}

MeN NeN

et donc BY est un ensemble maigre au sens de Baire. L’ensemble B{ est de mesure pleine
d’aprés I'inclusion
CD{ C BY (1.4)

qui a un sens méme quand « n’appartient pas a CID mais seulement a B. On peut montrer
aussi que cette derniere inclusion est stricte.

Lemme 1.4 La paire (o, 3) appartient a By si et seulement si

Z log s 5(27)

on < 00

n>0

Preuve. Analogue a la preuve du Lemme 1.1 g
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1.2 Equations cohomologiques

Dans cette section nous allons rappeler des faits bien connus sur ’équation cohomo-
logique, nous renvoyons le lecteur aux textes [Her79], [KH95], [KRO1] pour un traitement
plus complet.

Soit o dans R\ Q. Soit ¢ : T' — C une fonction continue de moyenne [1, ¢(6)d6 nulle
pour la mesure de Lebesgue df du cercle. Nous cherchons une solution continue ¢ : T — C
a I’équation cohomologique classique

(0 +a) —¢(0) = o(0) (1.5)

Notons que la condition sur la moyenne de ¢ est nécessaire. Une éventuelle solution ne
sera pas unique, puisque en ajoutant une constante nous obtenons d’autres solutions. Ce-
pendant, deux solutions a cette équation différent seulement d’une constante. L’un des
principaux outils pour traiter cette équation est le

Théoréeme 1.5 (Gottschalk-Hedlund) Soit X' un espace métrique compact, f : X — X
une transformation continue et minimale. Soit g : X — C une fonction continue telle que
les sommes de Birkhoff vérifient

n

wop |30 ] < o

neN i—0
pour un certain xo € X. Il existe alors une solution continue h : X — C a [’équation
hof—-—h=gyg

Ainsi, I’équation (1.5) peut se résoudre pour les fonctions ¢ qui vérifient la condition sur
les sommes de Birkhoff sur un point. Il se présente notamment deux difficultés. D’abord,
la condition sur les sommes de Birkhoff n’est pas toujours facile a vérifier, et de plus,
le Théoreme ci-dessus ne nous fournit pas des informations sur la taille de la solution
par rapport a la taille de ¢, ce qui sera demandé souvent lors des processus itératifs de
la méthode de Newton. Cependant, si on ajoute quelques hypotheses de régularité sur le
membre du coté droite de I’équation (1.5) et sur le nombre a nous pouvons obtenir des
résultats adéquats.
Supposons que ¢ est de classe C*°, sa série de Fourier

F(p)(0) = Z é(n>62m‘na : qg(n) _ ¢(9)€72mn9d9
nez\{0} T1

coincide avec ¢ (on a convergence uniforme de toutes les dérivées). Soit ) une solution de
classe C* a I’équation (1.5). On a donc

FoRy—v) = F(9)
1[1(71) (ezmm" — 1) = q%(n)
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pour tout n € Z \ {0}. Ceci nous suggere (et oblige) a définir une solution par la formule

Y(o)= > erfT”)_eW@ (1.6)

1
nezZ\{0}

Notons que la valeur de la moyenne le 1 (0)dh n’est pas fixée a priori et nous choisissons
la normalisation &(O) = 0. Méme si ¢ est de classe C*, et donc ses coefficients de Fourier
décroissent convenablement, la présence du facteur (e%ma — 1)_1, qui peut devenir tres
grand si na s’approche d’un entier, peut faire que cette série ne corresponde pas a celle
d’une fonction de classe C*°. Plus précisément on a l'inégalité

Anal| < 2™ — 1] < 27|na| (1.7)
On voit ainsi que les conditions arithmétiques de « apparaissent dans la discussion.

Proposition 1.6 Si« € CD et ¢ est de classe C* alors la série (1.6) définit une solution
de classe C* a l'équation (1.5). Si o ¢ CD alors il existe ¢ de classe C* telle que la série
(1.6) n’est méme pas une distribution.

Proposition 1.7 Sia € B et ¢ est analytique sur une bande Bs alors la série (1.6) définit
une solution a l’équation (1.5) analytique sur la bande Bs. Ceci étant la condition o € B
n’est pas optimale au sens de la proposition précédente.

Remarque 2 Dans le cas analytique, la bande Bs peut se décomposer en l'union des cercles
T, ={6 € B;s | Im(9) = s}

pour s € (—6,0). La moyenne de ¢ calculée sur chaque cercle T} doit étre nulle. Par
homotopie cette intégrale est constante sur chaque cercle, alors il suffit de la calculer sur
nimporte le quel de ces cercles. D’autre part, supposons que la moyenne de ¢ ne s’annule
pas. Pour chaque s € (=6,0) il existe un nombre complexe mg tel que l’équation

(0 +a) —¢(0) = ¢ —m;

peut se résoudre. Par homotopie le nombre my est indépendant de s.

Equation cohomologique tordue Supposons « irrationnel. Soit 3 € R. Soit ¢ : T! —
C une fonction de classe C*°. Nous considérons ’équation cohomologique tordue elliptique-
ment

V(0 + a) — eP(0) = ¢(0) (1.8)

En appliquant la méthode des séries de Fourier nous obtenons la série

77/}(9) _ Z %GQWMG (19)

neL
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Nous voyons que cette fois les petits diviseurs qui apparaissent sont de la forme ||[na — |,
et ainsi les conditions arithmétiques sur la paire (a, 3) entrent dans la discussion. Notons
cependant que si la paire (o, ) n’est pas rationnelle, la série (1.9) définit tous les coefficients
de Fourier de la solution (ce qui ne se passait pas dans le cas de I’équation cohomologique
classique pour le coefficient d’ordre 0).

Proposition 1.8 Si («,3) € CD; et ¢ est de classe C™ alors la série (1.9) définit une
solution de classe C*° a l'équation (1.8). Si 6 ¢ CDY{ alors il existe ¢ de classe C™ telle
que la série (1.9) n’est méme pas une distribution. De plus, étant donnés e > 0,7 € N on
peut choisir ¢ de fagon que sa taille C™ soit plus petite que €.

Proposition 1.9 Si («,3) € By et ¢ est analytique sur une bande Bs alors la série (1.9)
définit une solution a l’équation (1.8) analytique sur la bande Bs. Ceci étant la condition
a € By n'est pas optimale au sens de la proposition précédente.

Remarque 3 Parfois dans ce travail nous rencontrerons des équations cohomologiques
semblables a celles que nous venons de voir, mais dont le membre de droite est un un
polynome trigonométrique. Ceci simplifie les choses car dans ce cas la série donnant la
solution devient elle méme un polynome trigonométrique.

1.3 Dynamiques holomorphes fibrées
Dans ce travail nous allons considérer des transformations continues de la forme

F:T'xU — T'xC
0,z) — (0+a,f9(z))

ou U C (C,0) est un voisinage de l'origine dans le plan complexe, fy : U — C est une
fonction holomorphe injective (univalente) pour chaque parametre 6 dans T! et « est un
nombre irrationnel. Nous appelons a une telle transformation F' une dynamique holomorphe
fibrée au dessus du cercle et la notons désormais par dhf. Une dépendance plus différentiable
en la variable # des fonctions fy sera souvent utilisée. Ces transformations sont un cas
particulier des dynamiques du type produits croisés (skew product) et nous allons adopter
la notation usuelle pour la deuxieme composante de la transformation et pour ces itérés

H2F<97Z) - f(@,Z) = f@(z)
HZ(Fn<‘9a Z)) = f"(9>2’) = f9n<z>

Nous décrivons quelles sont exactement les types de régularité qu’on traitera dans ce travail.

La classe CY. Formée par des dhf sans d’autres hypotheéses de régularité que celles
ci-dessus.



10 1. Préliminaires

La classe C'*°.  Nous disons qu’une dhf F est de classe C'™ si la fonction f associée est
de classe C*° a deux variables. On désignera les problemes et résultats de cette classe par
le cas C*°.

La classe analytique. Soit d un nombre réel positif. Nous disons qu'une dhf F est
analytique sur la bande

Bs={0€C/Z | |Im(9)| < 5}
si la fonction f : Bs x U — C associée est une fonction holomorphe a deux variables. On
désignera les problemes et résultats de cette classe par le cas analytique.

Remarque 4 On pourrait considérer des dynamiques holomorphes fibrées ou la trans-
formation sur la base est un homeomorphisme minimal du cercle préservant l'orientation
(un difféomorphisme C* (analytique) dans le cas C* (analytique)). Mais cette plus grande
géneralité n’est qu’apparente car une conjugaison sur la base (sous ’hypothése arithmétique
appropriée dans le cas C*° ou analytique) nous ramene au cas considéré. En effet soit r un
difféomorphisme du cercle préservant ’orientation, et soit h la linearisation donnée par les
Théorémes de Herman ou Yoccoz selon le cas (C*°, C¥, voir [Her79], [Yoc84], [Yoc02]).
Le changement de coordonnées donné par H(0,z) = (h(0), z) nous ramenne donc au cas
r(0) =60+ a.

1.3.1 Courbes invariantes

La notion de point fixe ou de point périodique pour une transformation fibrée au dessus
d’une rotation minimale n’a aucun sens (car « est un nombre irrationnel). L’extension
naturelle de ce concept dans notre cadre est celle d'une courbe u : T! — C invariante, c’est
a dire une courbe continue qui satisfait I’équation

F(0,u(0)) = (0 + o, u(0 + a)) (1.10)

Dans ce travail nous allons nous intéresser aux courbes invariantes de la méme classe de
différentiabilité que la transformation considérée. Nous verrons que jusque a un certain
point cette notion géneralise celle de point fixe pour le cas non fibré. Pour commencer,
nous allons définir 3 données associées a une courbe invariante u :

Le multiplicateur d’une courbe invariante. Nous considérons le nombre réel positif
suivant

K(u) = e:z:p( /T1 log |0. fo(u(8)) ‘dQ)

que nous allons appeler multiplicateur moyen de la courbe. Rappelons que nous supposons
F injective et que 0, fy ne s’annule donc pas.

Quand le multiplicateur x(u) est plus petit que 1 nous disons qu’il s’agit d’une courbe
invariante attractive. Quand x(u) est plus grand que 1 nous disons qu'il s’agit d’'une courbe
invariante répulsive. Dans les deux cas la dénomination sera bien justifiée par des résultats
dynamiques (voir sections 2.1.1, 2.1.2). Nous designons le cas k(u) = 1 comme une courbe
invariante indifférente.
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Le degré d’une courbe invariante. Soit g : T' — C* une fonction continue. Nous
disons que g est de degré deg(g) = n dans Z si I'image paramétrée g(T') fait n tours
autour de 'origine du plan complexe (comptés algébriquement). Par exemple, pour n dans
7Z, la fonction continue e, : T! — C* définie par

en(e) — e2m’n0

est de degré deg(e,) = n. La proposition élémentaire suivante (voir [Lim81]) sert a calculer
le degré d’une fonction continue

Proposition 1.10 Soient g, g : T* — C* des fonctions continues, alors
i) Sig et g sont homotopes via une homotopie qui ne passe pas par zéro alors deg(g) =

deg(g).
ii) Sig est de classe C*, le degré de g peut se calculer par la formule

1y
deg(g) = i ) G

iii) L’application deg est un homomorphisme, c’est a dire

deg(9g) = deg(g) + deg(g)

ainsi en particulier la fonction e_,g est de degré nul lorsque deg(g) = n.
iv)  Quand deg(g) = 0 nous pouvons définir de fagon continue la fonction logg : T' —

C.

Nous définissons le degré deg(u) d’une courbe invariante comme étant le degré de la fonction

Le nombre de rotation transversal. Soit n = deg(u) comme défini ci-dessus. Nous
définissons le nombre réel g;,.(u) dans T! & Paide de 1'égalité

/11‘1 log (e,n(ﬁ)azfg (u(@)))d@ = log k(u) + 2mioy (u) (1.11)

Les théoremes principaux de ce travail portent sur des courbes invariantes indifférentes
de degré nul. Dans ce cas nous pouvons donner une interprétation dynamique au nombre
o-(u) comme étant la vitesse moyenne de rotation autour de la courbe, puisqu’on a alors

T om

oulu) = 5= [ og0.fo(ul0) s

Nous appelons dans ce cas gy-(u) le nombre de rotation transversal de la courbe.

Par exemple la dhf donné par F(0,z) = (6 + a,e*#z) avec 3 un nombre réel dans
'interval [0, 1), est la plus simple mais pas la moins interéssante. La courbe u = {z = 0}per
est continue, invariante, de degré nul, indifférente et g,.(u) = .
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Invariance des données de la courbe par conjugaison fibrée

Soit H (6, z) = (6, (0, z)) une transformation continue ou (6, -) est une fonction holo-
morphe injective (univalente) de fagon a que H soit un changement de coordonnées dans
un voisinage de la courbe invariante. Soit @(#) = h™'(6,u(6)) la courbe invariante associée

dladhf F=H 'oFoH.On aque
0.1o(@(0) = 0.t (fo(ha(@(0))) )0 u(ho(a(0))) (0:hol@(6)) )
= (Ouhosa (0 + 0))) 0.1y (u(0)) (01 (i(9)) )
Soit m = deg(0.he((f))). Le degré de la courbe invariante @ est
deg(it) = —m +n+m=n

puisque deg est un homomorphisme. Donc le degré de la courbe invariante est invariant
par conjugaison fibrée. On peut calculer

/Tl log (e_n(e)(?zfe(ﬂ(ﬁ))>d¢9 = /Tl log (e_ 0)0. fo(u(6
)

(u
0:ho ((6))
+/1rllo ah9+a( (0 + ))dﬁ
= logk(u )+2mgtr(

) +
—m(0)0:ho (a(0))
" /T log e_m(9 )k a0+ )

+ /1 log e (8)e_m (0 + a)db
= logk(u) + 2mi( o4 (u) — ma)

)))do+

La ligne ci-dessus nous permet de dire que le multiplicateur (@) est égal a x(u) et donc
est invariant par conjugaison fibrée. On voit que via une conjugaison fibrée de la forme
H(0,z) = (6,€,(0)z) le nombre g, (u) change par —ma. Quand le degré deg(u) = 0 nous
allons permettre seulement des changements de coordonnées de degré nul. Dans ce cas on
voit que le nombre de rotation transversal g (u) est bien défini.

Remarque 5 Dans le cas analytique, supposons que la courbe invariante u : T' — C est
analytique. Elle posséde donc une extension holomorphe (encore notée par u) d valeurs dans
U sur une bande Bg:, pour un certain 0 < 0’ < 8. Par continuation analytique de I’'équation
de la courbe invariante (1.10) on a que pour chaque s dans (—d',0") la restriction de u au
cercle

= {0 € Bs | Im(0) = s}

est une courbe invariante. Le degre de cette courbe est indépendant de s (par homotopie),
de méme que le multiplicateur et le nombre gy.(u), par la formule de Cauchy, car les cercles
sur lesquels on integre la formule (1.11) sont homotopes.
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Fig. 1.1 -

1.3.2 Formes Normales

Nous disons qu’une dhf F' peut s’écrire sous forme normale s’il existe un changement
de coordonnées de la méme classe de différentiabilité que F, H(6,z) = (6, ho(z)) défini
dans un voisinage de la section nulle {z = 0}gc1 avec hy une fonction holomorphe pour
tout 6 dans T!, de facon que la conjugaison H~! o F'o H s’écrit sous la forme

(0,2) — (0 + a, Ae,(0)z + p(b, 2))

pour un certain n dans Z, un certain nombre complexe non nul A et une fonction p dans
la méme classe de différentiabilité que F. Nous demandons que p répresente les termes
d’ordre supérieur, donc p(6,-) doit étre une fonction holomorphe dans un disque autour
de D'origine et qui s’annule jusqu’a l'ordre 2 en z = 0 pour tout 6 dans T'. Dans ce cas F
possede une courve invariante ug = H({z = 0}gct1) dont le multiplicateur est x(ug) = |A|
et le degré est deg(ug) = n. Quand le module |A| = 1, A s’écrit sous la forme A = €™
avec un nombre réel 5 dans [0,1). Si n = 0 et deg(0,hg(0)) = 0 le nombre de rotation
transversal de la courbe est g, (ug) = 3.

Inversement, soit F' une dynamique holomorphe fibrée avec une courbe invariante
{up(0) }gperr dans la méme classe de différentiabilité que F et de degré deg(ug) = n. Si
nous pouvons réssoudre 1’équation cohomologique

u (0 + )
ui(6)
pour un certain nombre complexe non nul A, avec u; une fonction a valeurs dans C, qui ne

s’annule pas et dans la méme classe de différentiabilité que F', alors en faisant le changement
de coordonnées

= A""e_,(0)0. fo(uo(9)) (1.12)

H,z) = (Q,UO(Q) + ul(Q)z)

nous obtiendrons une forme normale Ngr pour F. Dans le cas particulier d'une courbe
invariante ug indifférente, de degré nul et nombre de rotation transversal g.(ug) = 3, si on
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peut réssoudre ’équation cohomologique

ur(0+a) 5np
T@B 7= 0. fo(uo(0)) (1.13)

avec up une fonction a valeurs dans C, qui ne s’annule pas, de degré nul et dans la méme
classe de différentiabilité que F', alors en faisant le méme changement de coordonnées H
ci-dessus nous obtiendrons pour F' la forme normale

(0,2) — (0 +a,e®™ 2+ p(0, 2))

Bien entendu, 'ouvert Uy,. ol est définie cette forme normale n’est pas le méme que 'ouvert
U ou est définie F'; dans le cas analytique la bande de définition peut aussi étre différente
pour la forme normale. On note que les équations (1.12),(1.13) peuvent étre résolues sous
hypothese de différentiabilité soit C'*° soit analytique, en supposant simplement les bonnes
hypotheses arithmétiques sur le nombre . Lors du cas seulement continue, dans certaines
situations ces équations seront résolues a ’aide du Théoreme de Gottschalk-Hedlund (voir
section 1.2).

La discussion précédente nous permet donc de dire que la dynamique holomorphe fibrée
autour d’une courbe invariante peut étre vue, a la résolution d’une équation cohomologique
pres, comme une dynamique fibrée par des germes holomorphes qui fixent 1’origine, avec
un multiplicateur bien précis, au dessus d’une rotation irrationnelle du cercle.



Chapitre 2

Stabilité autour d’une courbe
invariante

Pour fixer les idées nous allons supposer dans ce chapitre que nos dhf sont continues
et définies sur un voisinage du produit T* x D, ot D répresente le disque unité ouvert du
plan complexe.

Nous allons commencer par quelques résultats tres simples. Soit F' une dhf et soit L
I’ensemble de tous les points de T x D qui ne sortent pas de T' x D dans le futur, c’est a
dire, ’ensemble

L=()F"(T"xD)
n>0

qui est un ensemble compact. Pour tout 6 dans T! nous notons Ly la fibre de I'ensemble L
au-dessus de 0, c’est a dire

Ly =IL(({0} xD)N L)
D’apres la définition de I'ensemble L il suit que F'(L) C L, d’ou on conclut que pour tout
6 dans T! on a

fo(Lo) C Lota

Lemme 2.1 Si L # () alors Ly # () pour tout 6 dans T*.

Preuve. La projection II; L de L sur le cercle T! est compacte et invariante par la rotation
irrationnelle R, qui est minimale ce qui implique que II, L = T! g

Par la suite nous allons supposer que L n’est pas vide. On dit qu’un ensemble compact
K de C est plein si son complémentaire dans la sphere de Riemann est connexe.

Lemme 2.2 Pour tout 6 dans T' les composantes connexes de l'ensemble Ly sont des
compacts pleins.

Preuve. Sinon, il existe § dans T" et un point Z qui appartient & une composante connexe
bornée du complémentaire de Lj. Pour tout n > 0 il existe alors une courbe +,, entourant
z telle que les images de {5} X v, par FJ, j < n, soient contenues dans T' x D. Par le
principe du maximum, les images de (é, %) par FJ, j < n sont aussi contenues dans T* x D.
Comme ceci est vrai pour tout n, on a que z appartient a Lj, une contradiction m
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2.1 Courbes stables, tubes invariants

Dans le cas non fibré I'existence d’un ouvert invariant autour du point fixe assure la
linéarisation du germe considéré. Dans le cas des dhf, 'existence d’un certain type d’ouvert
autour de la courbe invariante sera ce qui nous fournira une information tres précieuse sur
le comportement de la dynamique de F' autour de cette courbe.

On dit que la dhf F possede un tube ouvert invariant s'il existe un ouvert U de T x D
qui vérifie

i) FU)cU

i1) La fibre Uy au-dessus du point € est un disque topologique (biholomorphe au disque

D d’apres le Théoreme d’uniformisation de Riemann) pour tout 6 dans T!.

Nous disons que une courbe invariante v : T — ID est une courbe stable s’il existe un
tube ouvert invariant U qui la contient, c’est-a-dire, que u(6) € Uy pour tout § dans T*.
On associe & un tel ouvert ¢ une famille de fonctions uniformisantes {hg}ger: vérifiant que
pour tout # dans T! la fonction hy : D — Uy est un biholomorphisme, avec hy(0) = u(6) et
hy(0) est un nombre réel positif. Ce choix est toujours possible (et unique d’ailleurs) car
les uniformisations sont définies a une transformation de Mobius pres. Avant de continuer,
nous voulons rappeler un concept qui nous sera utile

Le rayon conforme. Soit 2 une région simplement connexe bornée du plan complexe
(un disque topologique, ou dorénavant région) qui contient l'origine et soit h : D — Q le
biholomorphisme vérifiant h(0) = 0 et A'(0) > 0. Le nombre réel positif 2'(0) est appelé le
rayon conforme de € et sera noté par R(€2).

Lemme 2.3 Soient €, Q deux régions qui contiennent [’origine telles que €' C Q. Alors
R(Y) < R(Q) (2.1)
et on a l’égalité si et seulement si ' = Q.

Preuve. Soient hq, hg les uniformisations de Q et Q' vérifiant que ho(0) = hg (0) = 0
et hp(0) > 0,k (0) > 0. La composition H = hy' o hg : D — D vérifie H(0) = 0 et
H'(0) = hg(0)7'hey,(0). Le Lemme de Schwartz assure que H'(0) < 1 avec I'égalité si et
seulement si H est un automorphisme du disque ce qui implique directement le lemme g

Si 2 ne contient pas l'origine, nous pouvons marquer un point dans €2 et calculer son
rayon conforme par rapport a ce point. La proposition précédente reste vraie en considérant
des régions centrées dans ce point marqué.

En revenant a la discussion de la dynamique holomorphe fibrée avec un tube invariant
U et une courbe invariante u dans son intérieur, le fait que le graphe {(6,u(6))}gert soit
un ensemble compact et que U soit un ouvert borné, nous permettent de dire qu’il existe
un rayon positif et fini R;, tel que pour tout  dans T' on a D(u(G), Rm) C Uy C D. Ceci
implique

Lemme 2.4 [l existe une constante W > 1 tel que pour tout 0 dans T le rayon conforme
R(Up) de Uy calculé par rapport a u() vérifie W= < R(Us) < W.
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Nous définissons les sommes de Birkhoff de u au point 6, et les notons S!'(6), par
n—1
S (0) = 10g|0: foria (u(0 + ia))|
=0
Lemme 2.5 Il existe une constante B, > 0 telle que pour tout 6 dans T' et pour tout

n >0 la somme de Birkhoff Si(0) est majorée par B, .

Preuve. Soit § dans T' et n dans N. Nous définissons les fonctions fj : D — I par
f3(2) = hitoa (17 (ho(2)) )

Le Lemme de Schwartz appliqué a ces fonctions nous dit que ‘83 fg (0)| < 1. Ceci signifie
que

a0 (TT oo (6 5 i) 1500 < 1

d’ol on peut conclure directement en prenant le log des deux cotés et en appliquant le
Lemme 24 g

Corollaire 2.6 Le multiplicateur de u, k(u) est plus petit ou égal a 1.

Preuve. Soit § dans T!. Comme la rotation R, est uniquement ergodique sur le cercle car
o est irrationnel, les moyennes £ 57 (6) convergent uniformément vers [, log |9. fo (u(6))|d6
quand n tend vers l'infini. Le lemme précédent nous dit alors que

log (u) =/ log 0. fs(u(6))|df = lim lS;j(e) <limZt—0 a
T! n—o0 1

n—oo M

2.1.1 Stabilité autour d’une courbe attractive

Nous allons traiter ici le cas k(u) < 1, c’est a dire, le cas d’une courbe attractive. Nous
justifions d’abord cette dénomination.

Une courbe attractive est attractive

Soit F une dhf et u : T* — DD une courbe invariante attractive.

Proposition 2.7 [ existe un tube ouvert invariant U autour de la courbe u tel que tout
point dans cet ouvert tende vers la courbe dans le futur avec la dynamique de F'.

Preuve. Nous pouvons supposer que u = {z = 0}pc1 en conjugant par une translation
fibrée. Nous avons alors

/ log |0 f5(0)|d6 < 0
']I*l
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Comme la rotation R, est uniquement ergodique, il existe n* tel que |8Z fgl*(O)‘ < 1/2 pour
tout @ dans T!. Il existe alors un rayon r > 0 tel qu’on ait

* 2
n < -
5 ()] < 2
pour |z| < r, 6 dans T'. On prend

U= () F™(T'xD,)

0<n<n*

ou D, est le disque de rayon r et centré en z = 0. L’ouvert U a les proprietés voulues (les
fibres sont des disques topologiques par le principe du maximum) u

Le Théoreme d’uniformisation de Riemann assure parmi d’autres choses, qu’un disque
topologique D peut étre doté d’une (unique) métrique dp a courbure négative constante
égale a —1, en tirant en arriere la métrique de Poincaré du disque D via l'uniformi-
sation choisie. Le lemme suivant est une version générale du Lemme de Schwartz-Pick
(voir [Kra90])

Lemme 2.8 Soient W > 1 une constante et D un disque topologique dont le rayon
conforme vérifie

W' < R(D)<W (2:2)

alors il existe une constante C' = C(W) telle qu’on ait
C7 Yz < dp(z,0) < Cl7| (2.3)

pour dp(z,0) < 1. Soient D, D" deuz disques topologiques. Si g : D — D’ est une fonction
holomorphe alors
i) g est une contraction au sens large dans les métriques induites dp,dp, c’est-a-dire,
pour tous zy, 2o dans D on a

9" (dp) < dp (2.4)
distD/(g(zl),g(ZQ)) < distD(zl,zz) (2.5)

ou distp, distp sont les distances induites pour les métriques hyperboliques dp, dp
respectivement. L

i1) Si g envoie D de fagon compacte dans D', c’est a dire, si on a l'inclusion g(D) C D',
alors g est une contraction stricte dans les métriques induites, autrement dit, il existe
une constante c positive et plus petite que 1, telle que pour tous z1,zo dans D on a
que g est une c-contraction

9" (dp) < cdp (2.6)
distD/(g(zl),g(zg)) < cdistD(zl,zg) (2.7)

Proposition 2.9 Soit u une courbe invariante attractive et U un tube ouvert invariant qui
la contient. Alors U est contenu dans le bassin d’attraction de la courbe w.
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Preuve. On peut supposer que u = {z = 0}ger:. La Proposition 2.7 et le lemme précédent
nous disent qu’il existe s > 0 et n* tel qu’on ait, pour tout 6 dans T*

dy, (2,0) < s = dy,,,.. (f} (2),0) <

NNV

On a alors, pour tout 6 dans T,

o s
dy,(2,0) > s = du9+n*a (fe (2)70) < dy,(z,0) — D)
puisque pour tout 6 la fonction holomorphe fy : Uy — Uy, est une contraction au
sens large. Ceci permet de conclure car les distance hyperboliques sont comparables pour

différents @ dans T' m

Nous allons consacrer les prochains paragraphes a montrer une sorte de réciproque
pour les résultats que nous venons de voir. Plus précisément on traitera une situation
dans laquelle la seule existence d’un tube ouvert invariant avec une proprieté plutot faible
de contraction implique I'existence d’'une courbe invariante attractive dans son intérieur.
Ce résultat sera d'un grand intérét lors du chapitre consacré a la persistance de courbes
invariantes par des petites perturbations de la dynamique.

Un tube qui est contracté possede une courbe invariante

Soit F une dhf définie sur un voisinage du produit T x D et vérifiant

i) F(T' xD)cT' xD

i1) 1l existe un point 0 € T" tel que fa (ﬁ) C D.
Cette derniere hypothese implique que la fonction holomorphe f; : D — I est une contrac-
tion stricte dans la métrique de Poincaré du disque ID. On dit dans ce cas que F' vérifie
I’hypothése de contraction forte en un point.

Le but des arguments qui suivent est de montrer que sous ces hypotheses il existe
forcément une courbe invariante dans T! x D, et qu’en plus il s’agit d'une courbe attractive.

Lemme 2.10 Soit F' une dhf qui vérifie I’hypothese de contraction forte en un point,
alors pour tout 0 dans T le diamétre (mesuré dans la métrique de Poincaré) de l’ensemble
K} = fia(D) tend vers zero de fagon uniforme en 6 quand n tend vers Uinfini. Plus
précisement il existe des constantes C,c > 0 telles qu’on ait

diamp (Kj) < Cc" (2.8)
pour tout n > 0.

Preuve. 11 suffit de noter qu’il existe un intervalle ouvert I autour de  tel que fy est une
¢-contraction, pour un constante ¢ dans (0, 1) pour tout 6 dans cet intervalle, car F' est
continue par rapport a la variable 6. Pour les # qui ne sont pas dans cet intervalle la fonction
fo est un contraction au sens large et donc ne grandit pas le diametre des ensembles. Ceci
et I'unique ergodicité de la rotation R, impliquent le lemme g
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Fig. 2.1 -

La définition des ensembles compacts Kj implique que pour tout  dans T' on a K, 5“’1 C
K} (voir Figure 2.1.1), donc leur intersection N,,>o K} n’est pas vide et est formée d’un seul
point d’aprés (2.8). On obtient ainsi une fonction u : T' — D qui vérifie f(u(f)) € K.,
pour tout n > 0 ce qu'implique fy (u(@)) = u(f + «). La courbe ainsi obtenue est donc
invariante. Elle est continue car est la limite uniforme de la suite de courbes continues
définies pas les iterés de la section nulle {z = 0}y

un(0) = [ na(0)

D’apres la contraction exponentielle garantie par le Lemme 2.10, il existe n* > 0 et ¢ € (0, 1)
tel qu’on ait, pour tout 6 dans T*

|0/ (u(9))| < é (2.9)

Ceci nous permet majorer les sommes de Birkhoff S¥"(0) < 0 pour tout k > 0 et tout 6
dans T!. Ceci et I'unique ergodicité de la rotation R, nous permettent d’estimer le signe
de Vintegrale |1, log ‘@fg (u(9)) |d9 < 0. On a ainsi montré

Proposition 2.11 Si F' est une dhf qui vérifie ’hypothése de contraction forte en un
point alors il existe une courbe u : T' — I continue et invariante. En plus, cette courbe
invariante est attractive et attire tout l'ensemble T* x D dans le futur.

En utilisant 'argument de la convergence uniforme nous montrons la

Proposition 2.12 Si F' est une dhf de classe analytique sur la bande Bs qui vérifie [’hy-
pothése de contraction forte en un point du cercle T, alors il existe une courbe invariante
analytique u : By — D, (0 < §' < §). En plus, cette courbe invariante est attractive et
attire tout [’ensemble By x D dans le futur.

Nous pouvons appliquer 'argument qui permet élargir la contraction forte dans un rec-
tangle (I X (—5’,6’)) C Bs pour un nombre positif o' € (0, d] et profiter du fait que sous
I'hypothese d’analyticité les courbes {u, },>0 sont analytiques sur la bande Bs.
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Cas C*°. Quand la dhf F est de classe C* il est possible de montrer que la courbe
invariante donnée par la Proposition 2.11 est elle aussi de classe C*°.

Proposition 2.13 Si I’ est une dhf de classe C* qui vérifie [’hypothése de contraction
forte en un point alors la courbe invariante u : T' — D est de classe C*°.

Il est clair d’apres sa définition que le point u(f) reste inchangé si on consideére au lieu
de F' n’importe quel itéré positif FV dans la construction des compacts Kj'. Donc si nous
montrons que la courbe invariante associée a un itéré positif F¥ de F est de classe C™
nous aurons montrée que celle associée a F' (qui est la méme) est de classe C*. Ceci et la
contraction exponentielle (2.8) nous permettent de supposer qu'il existe ¢ € (0,1), r > 0
tels qu’on ait

0.fo(2))| < c (2.10)

pour tout z dans le disque D(u(@), 7"), pour tout @ dans T'. La preuve de la Proposition
2.13 passe par quelques lemmes techniques et par un résultat classique sur les équations
cohomologiques hyperboliquement tordues sur des rotations irrationnelles.

Une équation cohomologique hyperboliquement tordue.

Lemme 2.14 Soient ®, P : T' — C des fonctions de classe C", (r > 1), et une constante
€ (0,1), telles qu’on ait |P(0)| < ¢ pour tout § dans T'. Soit T = R., la rotation d’angle
v. Alors l’équation cohomologique tordue

U(T0) — P(O)¥(0) = (0) (2.11)
a une unique solution W : T — C, qui est de classe C".
Preuve. L’unicité sort du fait que la seule solution bornée a I’équation
U(TH) — P(0)¥(z) =0
est ¥ = 0, puisque cette fonction doit vérifier pour tout @ dans T' et pour tout n > 0
U(TH) = U(TF) f[ P(T776)

J=0

W(T9)] < sup [¥(6)]c"H
feT!

Si une solution ¥ pour I'équation (2.11) existe, elle doit vérifer

v(O) = (T7'0)+ ( ‘19) (T710)
= O(T7'0) + Y0){®(T20) + P(T*0)¥(T20)}

; icb T770 (ﬁP(Tie)>

=1
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Nous définissons donc la fonction ¥ comme étant cette série. Plus précisément, pour n > 1

on pose -
— Z@(Ti@)(ﬂp@i@)) (2.12)

Cette série converge absolument et uniformément car on a que

. su d(0
|<Zsup|¢) p9€T1’ ()’<OO
= PeTL 1—c¢
pour tout € dans T!. On a donc que ¥ = lim, . ¥, est bien de classe C° et vérifie

I'équation (2.11) car

U(T9) = Zcp (T7T6) (i_[P( ‘ZT9)>
= Z@ (T-0"Yg hP(T <i—1>9))

/\

— B(0) + P(0) Z O(T70) ( H P(T—ie))

= ®0)+ P(O)¥(0)

Soit s dans {1,...,7} et n > s. En rappelant que T est une isometrie on a que
n Jj—1
UL(0) = 0pU.(0)+ D ag{cb(Tﬂ‘e)( Hp(Tf@)) }
j=s+1 i=1
‘85\Ifn(6)| < sup ‘89 )| + K(s,®, P) ch
0€T? g

ou la constante K (s, ®, P) > 0 dépend de s, ®, P et toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre s,
ce qui montre que la fonction ¥ est de classe C" n

On reprend la preuve de la Proposition 2.13 avec le

Lemme 2.15 La famille de fonctions {u, }n,>0 est équicontinue.

Preuve. Soit §, : R™ — R™ un module continuité de la courbe u, c’est a dire, que pour
tout € > 0 et toute paire 6,0y dans T' avec |, — 05| < d,(¢) on ait |u(f;) — u(b2)| < .
Soient € > 0 et un nombre naturel N > 0 tel que diamp(K}') < /3 pour tout § dans T*.
Ceci est possible d’apres l'estimation exponentielle (2.8). Pour toute paire de points 61, 65
dans T! qui vérifient |0, — 03] < &,(¢/2) nous avons alors que

|un(01) — un(02)| < |un(61) — u(61)] + |w(th) — w(fo)| + |un(62) — u(bs)| < e
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pour tout n > N. Comme toute famille finie de fonctions absolument continues est
équicontinue, la famille {u, }o<p<n Lest. Soit d(¢) un module d’équicontinuté de telle fa-
mille, c’est & dire, que pour tous 6y,60, dans T! dont sa distance |6y — 0] < d(e) vérifie
}un(Ql) — un(92)‘ < g pour tout 0 < n < N. Nous définissons le module d’équicontinuité
de toute la famille {u,,},>o par

5(¢) = min (5(5), 5u(e/3)> = (2.13)

Nous définissons maintenant une nouvelle famille de fonctions continues {v, : T — C},>¢
par

U (0) = Opun(0) (2.14)
La définition de wu,, donne directement que pour tout € dans T' on a
Un(0) = fo—a(un1(6 — @)
ce qui implique que v, vérifie pour tout 6 dans T*
U (0) = O fo—a (un,l(e — a)) + 0. fo—a (un,l(H — &))vn,l(e —a) (2.15)
Lemme 2.16 La famille {v,},> est uniformément bornée.
Preuve. Soit 7 tel que pour tout n > i on ait |u,(0) — u(f)| < r. Soient

K= sup [dpfe(2)] , K =suplva(0)]
(6,2)€TI xD 0eT!

On peut itérer la relation (2.15) et obtenir une série pour v,, d’ott on a pour n > 7 et pour
tout 6 dans T*

n—n—1
) o~ K ~ .
w(0)] < K+ ""K < K=K<
|v()|_§ c+c 1_c+ o0 m

1=0

Lemme 2.17 La famille de fonctions {v,}n>0 est équicontinue.

Preuve. Soit € > 0. Comme f est de classe C* les deux familles de fonctions formées par
0. fo—a (un(ﬁ—a)), Do fo—a (un(Q—Oz)) respectivement, sont équicontinues. Soient 0, (¢), dg(e)
ses modules d’équicontinuité et soit d;(e) le module d’équicontinuité de la famille finie
{vn}1<n<n. Nous notons

d(e) = min {51(5), 9y (%5) ) 5Z<1 _ Cef(_1>} (2.16)

et nous redéfinissons si necessaire d1(¢) = d(¢). Nous allons montrer inductivement que v,
a le méme module de continuté que vy, pour tout n > n. Supposons donc que pour tout
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j dans {n,...,n — 1} la fonction v; admet d(e) comme module de continuité. Soient 6, 6,
dans T tels que |6; — 65| < d(g). On a

[0a(01) — v (02)] < [0 —a(tin1(01 — @)) = Dp fara(tn1(62 — @))]

+0- for—a (ttn—1 (61 — @) (U,H(el —a) —vp1(fy — a)) ‘
U1 (05 — @) (az Fora(tn1(61 — ) +
0. fpr—o(tn_1 (02 — a))>

1—-c

+

IN

- .
8+C€+K< 2%[(*)

< € nm
Lemme 2.18 La fonction u: T — D est de classe C*'.

Preuve. Le Théoreme d’Ascoli appliqué a la famille {v, },,>0 assure qu'il existe une fonction
continue ¢ : T — C et une sous-suite {v,,};>o de telle famille qui converge de fagon
uniforme vers ¢ . En nous rappelant que v,; = Jpu,, et que u,,; converge uniformément
vers u quand j tend vers 'infini, on peut conclure que u est différentiable et que

Opu = lim Oyu,,, = limv,. =0 m
jmoo L oo Y
On pourrait montrer aussi avec un peut de travail que v, converge uniformément vers v,
mais cela ne donne pas des nouvelles informations sur la classe de différentiabilité de w.

Nous allons finir la preuve de la Proposition 2.13 en appliquant le Lemme 2.14 . On
prend v = a, ®(6) = Jyfo(u(8)) et P(0) = 9. fp(u(f)). On sait déja que u est différentiable,
donc on peut dériver par rapport a 6 ’équation de la courbe invariante et obtenir que dyu
vérifie I’équation (2.11). Le Lemme 2.14 peut s’appliquer. Il nous dit que Jpu est la seule
solution de I’équation cohomologique et en plus qu’est de la méme classe de différentiabilité
que les fonctions @, P, qui corresponde a la classe de différentiabilité de u, donc cette classe
n’est autre que C'*°, ce qui conclut la preuve g

Remarque 6 Dans la Proposition 2.11 nous ne pouvons pas afaiblir I’hypothese de contrac-
tion stricte f(;(ﬁ) C D. En fait, si nous considérons la dynamique donnée par la trans-
formation parabolique fo(2) = z + 22, pour tout 0 dans T', on a que le disque ouvert
D = D(—1/8,1/8) est envoyé strictement, mais pas compactement, dans lui méme par
fo. Cependant, tout le tube ouvert T' x D est attiré vers la courbe invariante parabolique
u=1{2=0}pem qui ne se trouve pas a l'intérieur du tube T* x D.

2.1.2 Stabilité autour d’une courbe répulsive

Nous allons traiter ici le cas le cas d'une courbe répulsive. On suppose que F' est une
dhf et u une courbe invariante répulsive (k(u) > 1). Comme F' est injective et continue il
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existe un rayon positif  tel qu’on peut inverser chaque fonction fy sur un disque de rayon
r centré au point u(f) (d’aprés le Lemme d’inversion uniforme, voir I’Annexe B). Ceci
implique que F' est inversible dans un voisinage tubular de la courbe invariante, et que son
inverse F'~! est une dhf (car F' est injective), avec la rotation R_, comme transformation
sur la base. La courbe u~(6) := u(f) est invariante par F~! et son multiplicateur est
k(u™) = k(u)™! < 1. On a donc que u devient une courbe attractive vue comme courbe
invariante de I'inverse de F. En utilisant le résultat pour les courbes attractives qu’on vient
de voir on montre

Proposition 2.19 [ existe un tube ouvert U autour de la courbe u tel que tout point dans
cet ouvert tend vers la courbe dans le passé sous la dynamique de F'.

2.2 Linéarisation et stabilité

Sous certaines hypotheses sur les données associées a une courbe invariante nous allons
obtenir une forme normale la plus simple possible. Plus précisement soit [’ une dhf et soit
u une courbe invariante de la méme classe de différentiabilité que F. Nous disons que F
est linéarisable s’il existe un changement de coordonnées H a fibres holomorphes défini
autour de la courbe et une fonction A : T' — C, les deux étant de la méme classe de
différentiabilité que F', tels que H conjugue F' a la transformation

Ap:T'xC — TixC
(0,2) — (6+ o, A(0)2)

dans un voisinage de la courbe. Soient kK € Ry, n € Z et 3 € R définis par 1’égalité suivante
/ log (e_%meazf@ (u(é’)))dé’ = K+ 2mifs
’I[‘l

Nous allons distinguer quelques cas : Si A(f) = ke?>™"?e?™8 nous disons que F est fortement
linéarisable. Si |A(0)| = k pour tout § € T! (B; dans le cas analytique) nous disons que F
est linéarisable en module. Dans les autres cas nous disons que F' est faiblement linéarisable.

Dans les paragraphes qui suivent nous allons montrer quelques relations entre ’existence
d’un tube ouvert invariant et la possibilité de linéariser une dynamique holomorphe fibrée
dans un tel ouvert. L’existence d’une courbe invariante a l'intérieur du tube invariant sera
le point clé d’une telle relation, car cette courbe joue le role d’un centre autour du quel
la dynamique s’organise. Ces résultats sont inspirés par le fait que dans le contexte des
germes holomorphes qui fixent l'origine du plan complexe, le probleme de linéarisation est
équivalent a la stabilité dynamique de I'origine vu comme point fixe (voir [PM92]).

Soit F' une dhf avec une courve invariante u. Moyenant une conjugaison par translation,
nous allons considérer dorénavant des dhf qui s’écrivent sous la forme

F(,z) = (9 +a, p1(0)z + pa(0)2° + ps(0)2° + .. ) (2.17)
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avec les fonctions p; : T' — C continues pour tout ¢ > 1 et de facon que le rayon de
convergence de la série de fy ci-dessus soit minoré par un nombre positif pour tout # dans
T!. En général nous allons montrer que F' est conjuguée a la dynamique linéaire triviale
A, , et donc sera soit fortement ou en module linéarisable si au préalable nous pouvons
doter la fonction p; de la propriété adéquate en résolvant une équation cohomologique.

2.2.1 Linéarisation autour d’une courbe attractive

Supposons que la courbe u soit attractive (0 < x < 1). La Proposition 2.7 assure
Iexistence d’un tube ouvert invariant U qui est attiré dans le futur par la courbe wu.

D’abord nous introduisons une conjugaison qui rapproche le module de la dérivée p; de
sa valeur moyenne x. Plus précisément, soit [ : T! — R un polynéme trigonométrique qui
vérifie

i) Jp 1(0)dO = logk

it) |log|p1(0)] — 1(0)| < log 1+";/2 pour tout 6 € T*.
Soit 1 : T! — R une solution de moyenne nulle & 1’équation cohomologique

1(0) — 1(0 + o) = logk — 1(6) (2.18)

Cette solution existe et est un polynome trigonométrique car [ est un polynome trigo-
nométrique et a est irrationel. En fait, quand on applique la méthode des coefficients des
séries de Fourier il n’y pas de petits dénominateurs (voir la section 1.2 du chapitre 1 pour
un traitement plus complet). Soit ui(6) = ¢™®. En conjugant F par H(6, z) = (6, u1(0)2)
nous obtenons

1 _ uy(0)
0.(H o FoH),(0) = mml(en (2.19)
m'pellff))‘ < H+2“1/2 <1 (2.20)

pour tout 6 dans T!. Quitte & faire une conjugaison comme ci-dessus, nous pouvons donc
supposer que [p1(0)| < "*’;m et que les fonctions fy(-) sont définies et holomorphes dans
un disque Dpg, pour tout § dans T*.

La proposition qui suit sera montrée par une technique tout a fait classique dans le cadre
des germes holomorphes qui fixent lorigine (voir [CG93]), et qui s’adapte sans difficulté
a notre cas. Nous énongons aussi les versions en classe de différentiabilité supérieure car

leurs démonstrations se font au méme temps.

Proposition 2.20 Soit F' une dhf avec une courbe invariante w attractive. Il existe un
changement de cordonnées continu ® défini dans un voisinage de la courbe invariante qui
linéarise I faiblement.

Proposition 2.21 Si F' et la courbe invariante u sont de classe analytique sur la bande
Bs, alors il existe un changement de coordonnées ® de classe analytique sur une bande By,
défini sur un voisinage de la courbe invariante qui linéarise F faiblement. En plus si «
satisfait la condition de Brjuno, on peut choisir ® de facon a linéariser F fortement.
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Proposition 2.22 Si I est de classe C* alors il existe un changement de coordonnées ®
de classe C'°, défini dans un voisinage de la courbe invariante qui linéarise F faiblement.
En plus si « satisfait une condition diophantienne, on peut choisir ® de facon a linéariser
F' fortement.

Preuve. Nous allons considérer d’abord le cas C°. Nous définissons une fonction continue
¢ : T' x Dr — C a fibres holomorphes par 1’égalité

fo(z) = p1(9)2{1 + ¢(6, z)z}

Soit {g" : T' X Dr — C},>; la suite de fonctions continues a fibres holomorphes définies

par
n—1 _
9= ([Ia0+i0) 5
i=0
On a que

6 (2) = p1(9+m fo ({1 + (0 +na, f3(2) f3(2) }
97 (2) = g ({1 + (0 +na, f(2)) f(2) }

= IL0+o0+jo fiE) ()}

J=

On pose aussi

log (1+ ¢(0, 2)z) = (0, 2)
Ainsi la fonction ¢ : Tt x D — C est continue, & fibres holomorphes et bornée. Nous
voulons montrer qu'il existe un rayon r > 0 tel que la suite {¢"},,>1 converge uniformément
en classe C° sur T! x D, vers une fonction g : T* x D, — C. Pour cela il suffit de montrer
que la série

Z¢(9+J'a,f3(2))f3(2) (2.21)

converge de fagon absolue et uniforme. Or la courbe est attractive et il existe donc un rayon
r > 0 et une constante ¢ € (0,1) tels que

|f5(2)] < e

pour tout (6,2) € T* x D, et tout n suffisamment grand. La série (2.21) converge alors en
classe C° sur T' x D, et & son tour la suite {gn}n>1 converge uniformément donc vers une
fonction continue g : T' x D, — C & fibres holomorphes.

Dans le cas analytique cette convergence uniforme implique que g : Bs x D, — C est
analytique car est la limite uniforme des fonctions analytiques g,.

Dans le cas C™ nous voulons aussi montrer que la série (2.21) converge uniformément
en classe C'°. Soient a, b des nombres entiers positifs. Il nous faut montrer que la série

D> 0w (0 + o fj(2) ()} (2.22)
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converge de facon absolue et uniforme sur T! x D,. Comme 1) est de classe C*° il existe

des constantes K, telles que
1050 06, 2)| < Ku (2.23)

pour tous @’ < a, V' < bet (0,2) € T' x D,. Afin d’obtenir la convergence de (2.22) il suffit
de montrer qu'il existe une constante n € (0,1) et des constantes Cyp > 0 telles que

1050217 (2)| <1/ Cap (2.24)

pour tout (0, 2) € T' x D, et pour tout j suffisamment grand. Pour cela on écrit

Jj—1 j—1
fiz) == ( [Lo0+ ia)) ( 11 e¢<9+savf5<z>>f5<z))
=0 s=0

et on voit que (2.24) suit d’apres (2.23) et la majoration

Ii—|—fi1/2

pour tout § dans T*.

Ainsi, dans les trois cas C?, C' et analytique, la fonction limite g est de classe O,
C ou analytique respectivement. La fonctions g est a fibres holomorphes et en plus on
a go(0) = 0,0,99(0) = 1 pour tout 6 dans T' (B; dans le cas analytique). Le Lemme
d’inversion uniforme s’applique (voir I’Annexe B) et g est donc inversible dans un voisinage
tubulaire de la courbe invariante. L’inverse ¢! a la méme classe de différentiabilité que g.
Nous posons

®,(0,2) = (0,95(2))
®(0,2) = (9,99(2))

D’apres la définition on a que

d,0F = <9—|—a,<ﬁp1(9+a+ia)>_1f£+a(fg(z))>
= (o+ a,p1(9)<ﬁp1(9 via)) f57(2)
= A, 0P,y =

alors a la limite la fonction ® vérifie que
~1
F=®"0A,0®

On conclut donc que ® est bien une conjugaison dans un voisinage tubulaire de la courbe
entre F' et A, . Ainsi la conjugaison ® linéarise F' faiblement. Dans le cas C'*° ou analytique
et sous une hyphotese arithmétique adéquate (o € CID ou o € B), nous pouvons résoudre
au préalable une équation cohomologique pour obtenir une forme normale pour F' avec
p1(0) = ke*™Pe,(0) pour tout # dans T! () dans Bs) m
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2.2.2 Linéarisation autour d’une courbe répulsive

Supposons que la courbe u est répulsive (1 < k). On peut inverser F' dans un petit
voisinage tubulaire de la courbe invariante, et de cette fagon la courbe u devient invariante
et attractive pour la dynamique F~!, son multiplicateur vaut ~=!. Soit ® la conjugaison
donnée par la Proposition 2.20. Donc on a

(@oFtod )™ = AL
PoFod ! = A

P1
dans un petit voisinage tubulaire de la section nulle. On montre ainsi

Proposition 2.23 Soit F une dhf avec une courbe invariante u répulsive. Il existe un
changement de cordonnées continu ® défini dans un voisinage de la courbe invariante qui
linéarise F' faiblement.

Proposition 2.24 Si F' et la courbe invariante u sont de classe analytique sur la bande
Bs, alors il existe un changement de coordonnées ® de classe analytique sur la bande Bs,
défini sur un voisinage de la courbe invariante qui linéarise F faiblement. En plus si «
satisfait la condition de Brjuno, ® linéarise F' fortement.

Proposition 2.25 Si F' est de classe C™ alors il existe un changement de coordonnées ®
de classe C'*°, défini dans un voisinage de la courbe invariante qui linéarise F' faiblement.
En plus si a satisfait une condition diophantienne, ® linéarise F fortement.

2.2.3 Linéarisation et stabilité autour d’une courbe indifférente

Dans ce paragraphe nous allons montrer que la stabilité d’'une courbe invariante in-
différente (k(u) = 1) implique que la dynamique autour de cette courbe est bien comprise,
plus précisément, linéarisable en module dans un petit voisinage autour de la courbe. Nous
fixons, et notons U, un tube ouvert invariant associé a la stabilité de la courbe.

Remarque 7 Au contraire de ce qui se passe dans le cas d’un tube qui est contracté,
la seule hypothése de l'existence d’un tube ouvert invariant n’assure pas l’existence d’une
courbe invariante dans son intérieur comme le montre la dynamique holomorphe fibrée
donnée par lapplication constante fo(z) = A(z) ou A : D — D est un automorphisme
hyperbolique du disque.

Nous rappelons la définitions des sommes de Birkhoff associées a une courbe invariante
S™MO0) = S0 10g 0. foria(u(0 + ia))| et le fait que quand il existe un tube ouvert inva-
riant contenant la courbe ces sommes sont majorées uniformément. Quand la courbe est
indifférente nous pouvons montrer en plus le

Lemme 2.26 I] existe 0 dans T" et une constante B_ < 0 tel que les sommes de Birkhoff

SI(0) sont minorées par B pour tout n > 1.
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Preuve. On raisonne par I'absurde. Etant donné [ < 0 il existe pour tout § dans T un
plus petit nombre naturel n;(0) > 0 tel que 531(9)(9) <.

On affirme qu'il existe dans ce cas un nombre naturel N; > 0 tel que n;(f) < N; pour
tout 6 dans T'. Sinon, il devrait exister une suite {0;};>1 telle que n;(6;) > j pour tout
4 > 1. Soit dans ce cas # un point d’accumulation de cette suite. Comme les sommes de
Birkhoff sont continues par rapport a 6, il existe un intervalle ouvert I; autour de 6 tel que

Se (9)(0) < [ pour tout ¢ dans cet intervalle. Il existe aussi J > n(0) tel que 6; est dans Iy,

donc 53(9)(9;) < I ce qui contredit la définition de 6;.

On sait d’apres le Lemme 2.5 qu’il existe B, > 0 telle que S”"(f) < B,. Nous posons
[ =-2B,, N = N, n() = nyh). On affirme que pour tout 6 dans T' la somme de Birkhoff
SN (@) est < 1/2, car

SN(G) = 5™ (9) + SN0 (9 4 n(f)a) <1+ By =1/2 <0

ceci contredit le fait que SV est de moyenne nulle g

Nous avons en main tout ce qu’il faut pour appliquer le Théoreme de Gottschalk-
Hedlund (voir Théoreme 1.5), a I’équation cohomologique

(0 + a) — 101 (0) = log | p1(0)| (2.25)
Nous posons u; = exp(u;). En effectuant le changement de coordonnées
(0,2) — (0,u(0)z2)
nous obtenons la forme normale pour F
(0,2) — (0 + a, p1(0)z + pa(0)2° +...)

avec |p1(0)] = 1 pour tout 6 dans T'. Ceci nous permet supposer que F' s’écrit sous la
forme (2.17) avec |p1(6)] = 1 pour tout 6 dans T, et la courbe invariante correspond a la
section nulle {z = 0}ger1. Le tube ouvert invariant U est un voisinage de cette section.

Lemme 2.27 Soit Q une région (simplement connexe) du plan complexe qui contient ’ori-
gine et soit R(2) son rayon conforme. Il existe une suite de régions {§, }n>2 qui contiennent
lorigine telle que

i) Q, C Q pour tout n > 2.

i) Q, C Q1 pour tout n > 2.

i) Upss Q0 =Q

iv) Pour tout compact A C § il existe un nombre naturel na > 2 tel que A C Q,, .

v) La suite des rayons conformes {R(2,)}n>2 est strictemente croissante et converge

vers R(Q2) quand n tend vers l'infini.

Preuve. Soit h : D — (2 une uniformisation de la région €2, c’est a dire, un biholomorphisme
qui vérifie h(0) = 0,h'(0) = R(Q2) > 0. Pour n > 2 on pose 2, = h(D1-1/,) m

D’apres ce lemme on associe a chaque Uy une suite {€2,,(6) },,>2 de régions qui contiennent
Iorigine et qui approchent par 'intérieur 'ouvert Uy ainsi que son rayon conforme. Pour 6
dans T! nous notons par R(f) le rayon conforme de la région Uy (par rapport a lorigine).
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Fig. 2.2 -

Lemme 2.28 La fonction R : T — RT est semi-continue inférieurement.

Preuve. Soit £ > 0 et § dans T'. Soit n* > 2 de facon que R(Q,-(0)) > R(f) — e. Comme
U est un ouvert, il existe un intervalle I; autour de 6 tel que pour tout s dans cet intervalle,
l'ouvert U, contient le compact Q,,« (U;) (il suffit pour cela noter que ce compact est a une
distance non nulle du complémentaire de /). On a

R(s) > R(Q,+(U;)) > R(0) —¢ m
Lemme 2.29 Le rayon conforme R(6) est indépendant de 6 dans T'.

Preuve. Comme R : T* — R* est s.c.i., il existe § dans T* qui atteint le minimum de R.
D’apres 'inclusion

focaUs_o) CUs
on en déduit que

R(fr-0(thy_)) < RO)

La fonction fy préserve le rayon conforme des régions qui contiennent 'origine car |p;(0)| =
1 pour tout € dans T, donc on a

R(fr-a(thy_) ) = RO~ o)

ce qui implique 1’égalité

R(0 — o) = R(6)

d’pres la minimalité de R(#). En repetant cet argument nous obtenons que R(f — na) =
R(#) pour tout n > 0. Ceci conclut la demonstration car une fonction semicontinue
inférieurement qui atteint son minumum sur un ensemble dense est constante nm

Nous définissons RY comme étant le rayon conforme de n'importe quelle des régions
Up.
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Noyau de Caratheodory. Ce petit rappel est tiré presque a l'identique de [Pom75].
Soit {O,, }n>0 une suite de régions qui contiennent 'origine. Le noyau V({O,}) de la suite
est défini comme étant 'union de I'origine et de I’ensemble des points z dans C qui vérifient
la propriété suivante

(%) Il existe une région 2 qui contient 'origine et le point z, de fagon que 2 C O,
pour tout n suffisamment grand.

Le noyau V({O,,}) peut éventuellement étre réduit a l'origine. Dans tout autre cas il s’agit
d’une région qui contient ’origine.

Convergence au sens des noyaux. On dit qu'une suite de régions {O,},>0
converge au sens des noyauz vers une région O si toute sous-suite de {O,} a la région
O comme noyau.

Théoréme 2.30 (Caratheodory) Soit {f, : D — C},>0 une suite de fonctions univa-
lentes, avec f,(0) = 0, f/(0) > 0 pour tout n > 0 et soit O,, = f,(D). Soit O une région.
Alors la suite de régions {O,} converge au sens des noyaux vers O si et seulement si la
suite { fn} converge uniformément sur tout compact de D. De plus, dans ce cas, la limite f
est une représentation conforme de O. De plus, pour tout compact K C O, K est contenu

dans O,, pour tout n assez grand et fn’l‘K converge uniformément vers f’1|K.
Nous voulons appliquer ce théoreme aux régions Uy, et pour cela le lemme suivant nous

sera tres utile

Lemme 2.31 Soit {0, },>0 une suite de points du cercle qui converge vers un point 0. Le
noyau de la suite de régions {Up, } est égal a Uz. En particulier la suite {Uy, } converge au
sens des noyauz vers Us.

Preuve. Soit V le noyau de la suite {Up, }. Montrons que U; C V. Soit z dans U;. Soit
n* > 2 tel que z appartient a ,-(U;). Comme U est un ouvert, il existe un intervalle I;
autour de 6 tel que si s € I; alors Q,«(U;z) C Us, d’olt on tire que la région Q,-(U;) est
contenue dans Uy, pour tout n assez grand. Ceci garantit que z appartient au noyau V des
régions Uy, , c’est a dire, que

U; CV (2.26)
En particulier on voit que ce noyau V n’est pas réduit a l’origine. Il est borné car les ouverts
Uy sont uniformément bornés. Son rayon conforme vérifie

R(V) > R(6) = R4 (2.27)
Montrons que V = Uj. Soit € > 0 et soit 7 > 2 tel que (cf. Lemme 2.27)
R(V) > R(Q:(V)) > R(V) —¢

D’apres la définition du noyau, pour tout point z qui appartient au compact Q;(V) il existe
une région {2, qui contient ’origine, le point z lui méme et qui est contenue dans toutes les



2.2 Linéarisation et stabilité 33

régions Uy, pour n assez grand. En passant par un sous-recouvrement fini de Q5(V) par
des régions €2,, on voit que pour tout n assez grand le compact ;(V) est contenu dans
Uy, car les régions qui le recouvrent le sont. Ceci implique que pour n assez grand

RY = R(6,) > R(Q4(V)) > R(V) — ¢

d’ot1 on conclut que le rayon conforme RY. > R(V) car I'inégalité ci-dessus a lieu pour tout
e > 0. En utilisant (2.27), (2.26) nous avons donc les égalités

R =R(V) , U=V
Comme toute sous-suite de {6,} converge elle aussi vers , toute sous-suite des régions
{Up,} ale méme noyau V=0U; m
Nous pouvons énoncer et prouver maintenant la principale proposition de cette section

Proposition 2.32 1] existe un homéomorphisme ® : T xID — U, qui s’écrit sous la forme
®(0,z) = ((9, (bg(z)), ot chaque fonction ¢y : D — Uy est un biholomorphisme. La fonction
® linéarise F' en module.

Preuve. Soit {hg : D — Up}ger la famille des fonction uniformisantes associée a 'ouvert
U, avec hj(0) > 0, et soit @ : T' x D — U la fonction (bijective) définie par

(0,2) — (6, ho(2)) (2.28)

D’apres le Lemme 2.31 et le Théoréme 2.30, ® est un homéomorphisme de T! x D sur .
Soit § dans T!. La fonction ly : D — D définie par

lo(2) = I, (cb—l o Fod(0, z)> — hyl, (fg(hg(z))> (2.29)
est holomorphe, univalente et vérifie

1p(0) = 0
15(0) = (hpio(0)) " pr(0)Rh(0)
= (R%)flpl(Q)le?{’

= ()

Comme |p;(6)| = 1, le Lemme de Schwartz implique que ly(z) = p1(0)z, et cela pour tout
6 dans T'. Nous voyons alors finalement que pour tout point (6, z) dans T' x D on a

Do Fod(f,2)=(0+a,p(0)z) =N, (0,2) m

Tube ouvert invariant dans le cas analytique. Nous disons qu’une courbe invariante
u: By — C pour une dhf F': Bs x D — C de classe analytique a un tube ouvert invariant
U si 'ensemble U est un ouvert de Bs x D contenant la courbe et dont chaque fibre Uy,
0 € By, est biholomorphe au disque D.
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Linéarisation et stabilité dans le cas analytique

Supossons que la dhf F et la courbe invariante indifférente sont de classe analytique
sur la bande Bs. Nous nous proposons de montrer dans ce paragraphe que la linéarisation
de F' est aussi analytique. Plus précisément sous ces hypotheses nous montrerons la

Proposition 2.33 ] existe un tube ouvert U’ C U woisinage de la courbe invariante, un
rayon r > 0 et un changement de coordonnées biholomorphe ® : Bs x D, — U’ qui linéarise
F faiblement. De plus, si le nombre a vérifie la condition de Brjuno B alors ® linéarise F
fortement.

Preuve. Comme la courbe invariante u (qu’on supose étre la section nulle {z = 0}pep,) est
contenue dans l'ouvert U, il existe un rayon r’ > 0 tel que D, C Uy pour tout 6 dans Bs.
L’ouvert U est borné et invariant, donc il existe une constante R > 0 telle que ‘ fg(Z)‘ <R
pour tout n > 0 et pour tout point (6, z) dans Y. Considérons maintenant la famille de
fonctions holomorphes {g, : U — C},,>¢ définies par

n

om0, 2) Z (Upl 0+ 40)) fi(2) (2.30)

Ces fonctions sont uniformément bornées sur ’ensemble U car |g,(0,z)| < R pour tout
point (0, z) dans U. Soient o' € (0,d/2) et " € (0,r'/2). Les inégalités de Cauchy, soit
en perdant sur le rayon ou soit en perdant sur la largeur de la bande, selon le cas, nous
permettent de dire qu’il existe une constante positive C' = C(d’,7”) telle que pour tout
n > 0 on a que

Sup ‘8zgn(97z)’ S C
0€Bs,z€D

r—r!

|69gn C z)’ < C

0635 5> ZEDT

Donc les fonctions g, sont uniformément lipchitz pour tout n > 0, ce qui

|m
implique en particulier que la famille de fonctions {g, },>0 restreindres a Bs_g5 X Dy
est équicontinue. Le Théoreme d’Ascoli nous dit donc qu’il existe une sous-suite {gy, }i>o
qui converge uniformément sur Bs_gs X D,._.» vers une fonction g. Cette fonction g est
holomorphe sur Bs_s X D,/_,» car est la limite uniforme des fonctions holomorphes g,,.

Elle vérifie aussi pour tout # dans Bs_g que

§(0,0) = lim g,,(6,0) =0

et
2.9(0,0) = lim 9:91,(0,0)

ng

.51
= }E?on_Z<le 9+JO‘> 1H83f5'+ja(0)
% 7=0

s=1 j=0
=1
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Ceci et le fait que g soit continue nous permettent d’inverser la fonction g(é,-) dans un
disque D, de taille uniforme pour tout 6 dans Bjs_s. Nous définissons pour n > 0 les
fonctions ®,(0,2) = (6, g.(0,2)). On voit alors que la fonction limite ® : Bs_y x D, —
®(Bs_s x D,) donnée par

®(6,2) = (0,900, 2)) (2.31)

est biholomorphe. Soit (6, z) un point dans Bs_s x D, et i > 0. Nous avons que la compo-
sition vérifie

n;—1 s—1

O, 0F(0,2) = (0+a,iz(le(Q+a+ja))_lf§+a(f(6’,z))>

n; :
s=0 7=0
0)f(0
= (0+ 0 (B)g,,(0.2) - 2OTO2)
1 - . -1 ni+1
+E<HP1<9 +j0) fE)
]:

On aura a la limite alors que

PoF=A, 0d

Comme ceci est vrai pour tout ¢ € (0,d/2), par continuation analytique on a que ® est
définie et biholomorphe sur Bs x D,..

Si nous ajoutons 'hypothese arithmétique de Brjuno sur le nombre a;, on peut résoudre
I’équation cohomologique adéquate (voir section 1.3.2) et obtenir une forme normale pour
F avec p1(0) = ex(0)re*™ P pour tout § € Bs et donc la fonction ® linéarise F fortement m

Remarque 8 Au contraire du cas d’un tube ouvert invariant qui est contracté, dans le
cas d’une courbe indifférente le tube n’a pas la propriété de régularisation de la courbe,
c’est-a-dire, méme quand la dhf est différentiable (classe C* ou analytique), la courbe
peut étre seulement de classe C° si le nombre de rotation sur la base est bien approché par
des rationels. Plus précisément, considérons la dhf donnée par

(0,2) — (04 a,a(f) + 2)
ot a(f) est de classe analytique. L’équation de la courbe invariante s’écrit
a(f) +u(d) = u(d + a) (2.32)
Si nous choisissons le nombre o d’une facon convenable I’équation ci-dessus a une solution

u : Bs — C qui est continue mais n’est pas de classe C*. Le tube U = D + graph(u) est
mvariant et ouvert car u est continue.



36 2. Stabilité autour d’une courbe invariante

2.3 Le Théoréeme de Siegel pour les dynamiques ho-
lomorphes fibrées analytiques

Nous pouvons montrer un théoreme de linéarisation beaucoup plus fort dans le cas
d’une courbe invariante indifférente de degré nul de classe analytique pour une dhf de classe
analytique. En fait, nous pouvons montrer une version du Théoreme de linéarisation de
Siegel adaptée au cas fibré. Ce résultat s’appuie seulement sur des propriétés arithmétiques
des nombres de rotation associés a la courbe et pas sur les propriétés a priori sur la
dynamique, comme celles demandées dans 1’énoncé de la Propositions 2.32 (la stabilité de la
courbe). On sait d’aprés Yoccoz [Yoc95] que dans le cas non fibré la condition de Brjuno sur
le multiplicateur s’avére optimale. Le résultat que nous présentons ici ne prétend pas étre
optimal vis a vis de la condition arithmétique. Nous montrerons que sous une hypothese
arithmétique adéquate (cf. section 1.1 du chapitre 1) la dynamique locale autour d’une
telle courbe est gouvernée par ses nombres de rotation. Nous énoncons ainsi le résultat de
linéarisation

Théoreme 2.34 Soit F' une dhf de classe analytique sur la bande Bs et u : Bs — C une
courbe invariante indifférente, de degré nul et dont son nombre de rotation transversal est
or-(u) = B. Si la paire (a, B) vérifie la condition diophantienne CDs1(co, T) pour certains
co > 0, 7 >0, alors il existe un tube ouvert invariant U qui contient la courbe u ou la
dynamique de F' est linéarisable fortement. La conjugaison entre F' et la dynamique linéaire
associée est analytique sur la bande Bys/s

Autrement dit, il existe un rayon r > 0 et un biholomorphisme H : Bys/5 x D, — U qui
met la dynamique de F' sous la forme

H'oFoH(0,z)= (0+ae™z)

Ceci étant, la preuve de ce théoreme sera donnée a la fin du chapitre 5, car la technique
de démonstration qu’on utilise sera a ce moment tres bien maitrisée et la preuve sera donc
plus naturelle.

2.4 Existence d’orbites stables

Nous venons de voir que quand il existe un tube invariant autour d’une courbe invariante
indifférente alors nous avons en gros une connaisance de la dynamique autour de la courbe.
De fagon équivalente, quand la dynamique est tres bien comprise, disons linéarisable en
module, I'existence d’un tel tube est immédiate. Dans cette section nous considérons le cas
ou un tel tube n’existe pas. Nous nous demandons s’il existe encore des orbites proches
de la courbe invariante et autres que celles situées sur la courbe, bien entendu, qui restent
dans le futur (et dans le passé) confinées autour de la courbe invariante. On appelle ces
orbites des orbites stables. L’objectif de cette section est de géneraliser les résultats de
Pérez-Marco dans le cas non fibré. Nous devons avertir le lecteur que cette tache n’est
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accomplie que de facon partielle. Tous les outils que nous allons utiliser dans cette section
ont été soit dévelopés, soit inspirés par Pérez-Marco dans son article [PM97]. Certaines des
démonstrations seront donc déliberément omises. Rappelons le résultat principal de [PM97]

Théoréme 2.35 (des Hérissons de Pérez-Marco) Soit f(z) = Az + O(z?) un difféo-
morphisme holomorphe local avec un point fize indifférent a Uorigine, X = e*™”, 3 dans R.
Soit U un domaine de Jordan (I'intérieur d’une courbe de Jordan) autour de l'origine. On
suposse que f et f~1 sont définies et univalentes dans un voisinage de U. Il existe alors un
ensemble K C U compact, connexe et plein qui contient l'origine tel que

i) KNoU #.

it) L’ensemble K est complétement invariant, c¢’est a dire

Le point i) assure qu'un tel compact ne se reduit pas seulement & l'origine et en plus est
grand car il touche le bord du domaine. Le point i) nous dit que méme dans le cas non
linéarisable il existe des orbites (beaucoup d’ailleurs, s’acumulant a I’origine et sur le bord
du domaine) qui restent autant dans le futur que dans le passé confinées dans U.

Dans un premier temps, nous allons étendre, de fagon partielle, le Théoreme des Hérissons
de Pérez-Marco pour une composition f, o---o f;. Nous disons que le p—tuple de trans-
formations holomorphes (fi,..., f,) est une bonne chaine pour le p—tuple d’ensembles
ouverts (Uy,...,U,) si pour tout ¢ € {1,...,p} on a

i) U; est un ouvert de Jordan ('intérieur d’une courbe de Jordan) contenant I'origine.

ii) f; est un difféomorphisme holomorphe local fixant 'origine, 0. f;(0) = ™% 3; €

T?.
iii) f; est définie et univalente dans un voisinage de U; et f; ' est définie et univalente
dans un voisinage de m, ou U,y = Uy
Pour fixer les idées nous allons faire les demonstrations pour p = 2, méme si les arguments
sont valables sans aucun changement pour le cas géneral. Soit alors (fi, f2) une bonne
chaine pour la paire (Uy,Us). Nous posons f = fy o f; un diffomorphisme holomorphe
local avec un point fixe indifférent dont le multiplicateur est ™ (%1+52),

Remarque 9 Comme la fonction f = fo 0 f1 est holomorphe, il peut arriver que son do-
maine mazimal de définition dom(f) soit plus grand que l'ensemble dom(f>) N f1(dom(f1))
ot la composition est a priori définie, a cause de [’extension analytique. Dans les arguments
qui suivent nous allons considérer les compositions comme étant définies seulement la ot
chaque fonction qui la compose peut s appliquer et pas comme l'extension analytique de f.

Construction fondamentale. Soient K; C U, et Ky C U, des ensembles compacts,
connexes et pleins vérifiant

N(Ky) =Ky = 1K), fo(K) = Ky = fH(K)
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F1G. 2.3 — Esquise de la construction fondamentale

On associe a de tels compacts un difféfomorphisme analytique du cercle. Plus précisément
soit by : C\ D — C\ K; une uniformisation vérifiant h;(co) = oo et hy définie de fagon
analogue pour K,. La composition

hl_lonOthhQ_loflohl:hl_lofohl

est un difféomorphisme holomorphe g défini dans un ouvert annulaire contenu dans C\ D,
dont un des bords est T! = 9. Le Théoréme d’extension de Carathéodory assure qu’un
tel difféomorphisme s’étend continument & un difféomorphisme sur le bord T!. Le principe
de réflexion de Schwartz permet d’étendre g & un ouvert annulaire autour de T!, ce qui
produit un difféomorphisme holomorphe de cet anneau, qui préserve le cercle, donc un
difféomorphisme analytique du cercle.

Cas linéarisable. Soit # = 3; 4+ 5 un nombre qui vérifie une condition diophantienne.
D’apres le Théoreme de Siegel (voir [Sie42]) f est linéarisable dans un voisinage du point

fixe z = 0. Soit S(f) C Uy le domaine maximal de linéarisation de f dans Uy, soit K; = S(f)
le compact obtenu par remplissage de la fermeture de S(f) et soit Ky = f1(K7). Supposons
que OU; N K, = 0U; N Ky = 0, c’est a dire, que K; et K, sont relativements compacts
dans Uy, U respectivement. Nous appliquons la construction fondamentale & K; et K, pour
obtenir un difféomorphisme analytique du cercle g.

Lemme 2.36 Sous les hypothéses ci-dessus le difféomorphisme du cercle g a pour nombre
de rotation o(g) = .

Preuve. Nous suivons un argument de [PM97]. Soit {Q},>¢ une suite de régions dans
S(f) tel que
i) QL C QL. pour tout n > 0.

ii) QL est completement invariant pour f.
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Une telle suite peut s’obtenir comme I'image de disques de rayons croissant par ’application
linéarisante de f. Nous définissons aussi la suite {Q2},50 par Q2 = f1(Q}) qui vérifie
des propriétés analogues d’exhaustion sur I'ensemble fi(S(f)). Soit {g,}n>0 la suite de
difféomorphismes analytiques du cercle obtenue en appliquant la construction fondamentale
a QL et Q2. Comme g, est lindarisable pour tout n > 0 (car QL € S(f)) nous avons que
0(gn) = 3 pour tout n > 0. Soient A" les uniformisations de C \ Qi pour tout n > 0
et i dans {1,2}. Par définition de K la suite {C \ € },¢ converge au sens des noyaux
vers V({C\ Qi },50) = C\ Kj, pour i dans {1,2}. Ceci implique que les difféomorphismes
holomorphes g, sont définis dans un méme voisinage annulaire A de T' pour tout n assez
grand. Soit C' C A une courbe homotope et extérieure a T*. Soit C’ sa reflexion par rapport

a T!. Le Théoreme des noyaux de Carathéodory implique que

gn‘cz(h?’)_lofoh?‘cwg‘czhlofohl

de facon uniforme dans C'. Nous avons le méme résultat sur C’, donc en appliquant le prin-
cipe du maximum a ’anneau compact A’ dont les bords sont C' et C”, on a que gn| v g| "
uniformément, d’ott on tire que p(g) = 3 car o(g,) = § pour tout n >0 u

Le Théoreme de linéarisation global de difféomorphismes analytiques du cercle (voir
[Her79], [Yoc02]) implique alors que g est linéarisable dans un voisinage annulaire de T*.
En transportant cet anneau par hy et en le recollant avec K nous obtenons un domaine S’
de linéarisation dans U; plus grand que S(f), ce qui contredit sa définition. Nous montrons
de cette fagon que forcément dans I'un des ouverts U;, i dans {1, 2}, le compact K rencontre
le bord. Nous avons ainsi montré la

Proposition 2.37 Soit (f1, fa, ..., fp) une bonne chaine pour les ouverts (Uy,...,U,).
Supposons que la somme des nombres de rotation 3 =) . B; vérifie une condition diophan-
tienne et soit S(f) C Uy le domaine maximal de linéarisation de f = f,o0---o f1 dans

U;. Considérons les ensembles compacts, connexes et pleins donnés par K1 = S(f), Ky =
fi(Ky), ..o Ky = fpo1(Kp—1). 1l existe alors un indice i dans {1,2,...,p} tel que K;NOU; #
0.

Le but des paragraphes qui suivent est d’enlever I’hypothese de linéarisation sur f. Plus
précisément nous montrerons la

Proposition 2.38 Soit (f1, fa, ..., f,) une bonne chaine pour les ouverts (Uy,...,Up). Il

eziste des ensembles compacts, connexes et pleins K1 C Uy, Ko C U, . .. , K, C U, vérifiant
fi(Ki) =K1 fz‘_l(KiJrl) = K;
pour tout i dans {1,2,...,p}, et un indice i* de maniére que K; touche le bord de U;, c’est

a dire, tel que K; N OU; # ().

La preuve de la proposition ci-dessus s’obtient en montrant que la conclusion est une
propriété fermée et dense dans un espace approprié. Pour cela nous avons besoin de quelques
résultats sur les ensembles compacts.
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F1c. 2.4 — La Proposition 2.38

Distance de Hausdorff sur les compacts.  Soit (X, d) un espace métrique et compact.
Soient € > 0 et A C X. Nous notons V.(A) le e—voisinage de A dans X

V.(A)={z e X |d(z,A) <}

La distance de Hausdorff entre deux ensembles compacts non vides K, Ky qui appar-
tiennent a X est définie comme

dy(Ki, Kp) =inf{e >0 | Ky C Vo(Ks) et K, CV.(Kp)}

qui est bien une distance dans 'espace K(X) des ensembles compacts non vides de X. De
plus (K(X), dg) est un espace métrique compact. L’espace K.(X) des ensembles connexes,
compacts et non vides est un sous-espace compact de IC(X). Soit (Y, d’) un autre espace
métrique compact. Nous notons CY(X,Y) l'espace des fonctions continues de X vers Y et
le dotons le la topologie de la convergence uniforme.

Lemme 2.39 L’application
CUX,Y) x K(X) — K(Y)
(f.K) = f(K)
est continue.

Soit F l'ensemble de toutes les p—tuples (fi,..., f,) qui vérifient les hypotheses de la
Proposition 2.38 pour les ouverts (Ui, ..., U,). On plonge F dans le produit

C(U,,C) x C(Uy, C) x C(Uy, C) x C(Us,C) x --- x C(U,,C) x C(Uy,C)

par l'inclusion
(fla' : 'afp) — <f1>f1_17f27f2_17 cee 7fp7fp_1>

On munit F de la topologie induite par la convergence uniforme dans ce produit.
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Lemme 2.40 L’ensemble des p—tuples dans F qui vérifient les conclusions de la Propo-
sition 2.38 est fermé.

Preuve. Soit {(fT, ..., fy)}n>0 une suite de p—tuples dans F qui vérifient les conclusions
de la Proposition 2.38 et qui converge vers le p—tuple (fi,..., f,) dans F. Il existe donc
des suites de compacts {K7},>o dans K.(U;), i € {1,...,p}, vérifiant

f"(K"> = K
(ff) ( zn+1) = K

et de plus pour tout n > 0 on a que K N QU; # ) pour au moins un entier i € {1,...,p}.
Comme K (U,) est compact pour tout i, en passant par une sous-suite si nécessaire, nous
avons des compacts connexes K; dans K.(T; ) pour tout i € {1,...,p} vérifiant

K" =% K,
pour la distance de Hausdorff correspondante et pour tout 7. Il existe de plus un ¢* dans

{1,...,p} tel que KxNOU;- # ) pour une infinité de valeurs de n et donc KqNoU;- # 0. Par
passage a la limlte on aura f;(K;) = K,+1 et f L Z+1) K; pour tout i dans {1,...,p},

modulo p. Finalement les ensembles K; = K, remplissages de K;, vérifient la conclusion
de la Proposition 2.38 pour la p—tuple (f1,...,f,) =

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de la Proposition 2.38 en observant que si
(f1,---, f») appartient & F pour des multiplicateurs (™, ..., e>#) il existe pour tout
i dans {1,...,p} une suite de nombres réels {6’ },>¢ qui convergent vers zéro et tel que
>:(Bi + 6%) est un nombre qui vérifie une condition diophantienne pour tout n > 0. Les
p—tuples

(ezm‘e; f1, o ezm'eg fp)

appartiennent a F pour tout n assez grand et convergent vers (fi,..., f,). En plus elles
vérifient les conclusions de la Proposition 2.38 d’apres la Proposition 2.37. Le lemme
précédent nous permet de conclure g

On revient au probleme des dhf’s. Comme conséquence de la Proposition 2.38 nous
montrerons le

Théoreme 2.41 Soit F' une dhf avec une courbe invariante u indifférente. Soit U un tube
ouvert contenant u dont ses fibres sont des domaines de Jordan. On suppose que Uy dépend
continument de 0 et que F et F~" définissent des dhf injectives au voisinage de U. Il existe
alors un ensemble compact et connexe K C U tel que

i) graph(u) C K.

ii) F(K)=FYK)=K, cest a dire, K est un ensemble complétement invariant par

F.
iii) K Nou #10.
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Fig. 2.5 -

La preuve se présente d’une fagon tres analogue a celle de la Proposition 2.38 (et tres
analogue aussi a la preuve originale du Théoreme de Pérez-Marco). Nous allons permettre
des dhf avec un nombre de rotation différent de o (en fait rationel) sur la base T!, et ceci
sera le seul moment parmi tout ce travail ou cette exception sera permise. Nous pouvons
supposer comme d’habitude que la courbe invariante est la section nulle u = {z = 0}.

Soit ainsi Fy; l'ensemble de toutes les dhf F' (a nombre de rotation libre sur la base
T') pour lesquelles la section nulle est une courbe invariante indifférente, et telles que F et
F~! définissent des dhf injectives au voisinage de U. Ainsi si une dhf F appartient a Fy
elle s’écrit sous la forme

F(8,2) = (0 + ap, pi(0)z + p(b, 2)) (2.33)

ol ar est un nombre réel quelconque, p; est un fonction continue qui ne s’annule pas et
tel que la moyenne

/11‘1 log |p1(6)]d6 = 0.

Le terme p(#, -) répresente les termes d’ordre plus grand que 2. On munit cet ensemble de
la topologie de la convergence uniforme de F et F~! sur U.

Lemme 2.42 [’ensemble des dhf dans Fyy qui vérifient les conclusions du Théoreme 2.41
est fermé.

Preuve. Soit {F}};>¢ une suite dans F;; dont touts les éléments vérifient les conclusions
du théoreme et qui converge vers une dhf F. Soit {K;};>o une suite associée de compacts
connexes vérifiant les conclusions du théoreme. Pour tout ¢ > 0 le compact K; contient
la courbe invariante et posseéde un point (6;,z;) dans OU. Comme OU est un compact

et l'espace K.(U) des compacts connexes de U 'est aussi, en passant a une sous-suite si
nécessaire on a qu’il existe un compact connexe K C U qui contient la courbe invariante
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et un point (6, 2) tels que
K, ©% K
(6, 2) =5 (6,3) e Knou

Les propriétés de continuité dans les espaces considérés nous permettent de voir que K
vérifie les conclusions du théoreme g

La preuve du Théoreme 2.41 résulte alors du

Lemme 2.43 Soit F' une dhf qui vérife les hypotheses du Théoreme 2.41. Il existe une
suite dans Fy qui converge vers F', telle que tous ces éléments vérifient les conclusions du
Théoreme 2.41.

Preuve. Nous écrivons F' comme dans (2.33). Soit {l,},>0 une suite de polynémes tri-
gonométriques de moyenne nulle, qui convergent uniformément vers la fonction log |p|
(Théoreme de Féjer). Comme « est irrationel il existe une suite de nombres rationels p,, /¢,
écrits de facon irreductible, qui convergent vers « et tels que ¢, est plus grand que le degré
du polynéme [,, pour tout n > 0. Nous posons

Pl = P gin (2.34)

|1

Ces fonctions convergent uniformément vers p;. Nous définissons une suite de dhf {F),}n0
par

Fi(6,2) = (9 + 7;—:, P(0)z + p(o, z)) (2.35)

Pour n assez grand F,, appartient a J; et en plus F,, converge vers F'. Compte tenu de la
définition de g, nous pouvons résoudre I’équation cohomologique

0" (9 + %) — ™ (0) = 1,(0) (2.36)

puisque la condition ¢, > deg(l,,) nous assure de ne pas tomber sur une résonance dans les
coefficients de la solution. On pose u} = exp(u;"). Cette fonction vérifie

ut (0 + pn/qn) — (0

e (2.37)

et donc le changement de coordonnées ]5” =H; Yo F, 0 H,, ou
Hn('gv Z) = (Q,UI(Q)Z)
nous donne la forme normale pour F),

Fo(0,2) = (9 + 2—", 7(0)z + (6, z)>

n
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avec |p7(6)| = 1 pour tout 6 dans T*. On pose U™ = H,,*(U). Soit § dans T'. On considere
les transformations holomorphes

vi(z) = fn<§+ i&, z)

pour ¢ dans {0, ..., q, —1}. Ainsi le ¢,—tuple (7§, ... ,fygnfl) est une bonne chaine pour les

fibres Z/{;?ﬂ,Ln respectivement. On applique la Proposition 2.38 pour obtenir des compacts
qn

connexes pleins K] C L{gﬂm ,1€40,...,¢, — 1}, qui contiennent 'origine et vérifient
an

(fn)_l (é + 1%7 Kin+1> = Kzn

n

On obtient aussi un indice i = i, dans {0, ..., g, — 1} tel que K*NOU? # (). L’ensemble

fibn
+‘Zn

-1

. :Hn({z .y (QJL:JO {0452}~ K?))

vérifie donc les conclusions du Théoreme 2.41 pour F),, ce qui montre la conclusion du
théoreme pour F' n

Corollaire 2.44 Soit F' une dhf et u une courbe invariante indifférente. Il existe alors
des orbites, autres que celles situées sur la courbe tnvariante, qui sont stables.

Preuve. On suppose comme d’habitude que u = {z = 0} et F(0,2) = (6 + a, p1(0)z +
p(0,2)), avec pi(6) # 0 pour tout 6 dans T'. Il existe une constante C' > 1 telle que
C > |p1(0)] > C~! pour tout § dans T'. En appliquant le Lemme d’inversion uniforme
(voir I’Annexe B) on obtient un rayon r > 0 tel que fy et f, ' sont définies et univalentes
dans un voisinage du disque D,.. En prenant & = T' x D, le Théoréme 2.41 s’applique m
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Chapitre 3

Persistance des courbes invariantes

Dans le chapitre précédent nous venons de voir une suite de résultats qui mettent en
relation la dynamique d’une dhf autour d’une courbe invariante avec les données de cette
courbe (multiplicateur, degré, nombre de rotation transversal). Nous pouvons dire donc que
la courbe et les données associées déterminent la dynamique locale autour de la courbe, et
dire aussi, plus vaguement, que I'existence d’une courbe invariante (a données fixées) nous
fournit une connaissance de la dynamique dans une région non négligeable de 'espace.
Dans ce chapitre (et les prochains qui contiennent les principaux théoremes de ce travail),
nous nous intéresserons a la question de savoir si cette connaissance de la dynamique dans
une région de ’espace est une propriété stable de la dynamique vis a vis des perturbations
sur la transformation. Plus précisément, nous allons étudier des petites perturbations de
la transformation autour de la courbe invariante. Dit autrement, I’existence d’une courbe
invariante implique qu’on peut écrire la dhf sous forme normale

0,z) — (9 + a, p1(0)z + p(6, z))

dans un voisinage tubulaire de la courbe. Il existe donc un rayon positif r petit tel que la
fonction holomorphe p(, -) est convergente sur D,.. Ainsi, une petite perturbation de la dhf
autour de la courbe sera une transformation de la forme
(0,2) — (0 + a, po(0) + (51(0) + p1(0)) = + 5(0, 2))

avec pg, p1 : T — C des fonctions continues de taille petite (dans une topologie adéquate
a la régularité des transformations qu’on traite), et avec p(#, -) holomorphe dans un disque
D,y v € (0,7] dont la taille est comparable a la taille de p (dans un sens a préciser),
pour tout # dans T' (pour tout § dans une bande adéquate dans le cas analytique). Ces
hypotheses de proximité entre la perturbation et la transformation originale seront bien
précisées au fur et a mesure qu’on énoncera les résultats pour chaque type de régularité. No-
tons que nous considérons des perturbations qui changent seulement la partie holomorphe
des dynamiques. Le nombre de rotation sur la base a est donc fixé.

Nous rappelons ici la définition de la norme du sup pour une fonction bornée f : V C
CF — R, ot V est un ouvert de C*, k > 1.

£l < Sztelglf(Z)l
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3.1 Persistance d’une courbe attractive

Soit F' une dhf et u une courbe invariante attractive, x = x(u) € (0,1). Quitte a
effectuer un changement de coordonnées nous pouvons supposer que F' s’écrit sous la forme

F(0,2) = (0 + o, p1(0)z + p(6, 2))
, qu’elle est définie et bornée sur T! x D,, r > 0, et en plus que

1/2
ol < S <1

2
Dans ce cas il existe alors un rayon " > 0 (qui dépend de la taille de p et k) tel qu’on a
|fo(2)| < |2| pour z dans D,. et tout 6§ dans T'. Ceci implique que le tube T x D, est
contracté par la dynamique de F', et la courbe invariante u coincide avec la courbe donnée
par la Proposition 2.11.

Cette observation nous suggere une méthode pour montrer la persistance d’une courbe
invariante attractive. Nous énoncons la persistance de la courbe attractive d’une fagon plus
générale en utilisant la notation fy(z) = po(€) + p1(0)z + p(6, z) pour la partie holomorphe
des dhf traitées.

Proposition 3.1 Soient M >0, R > 0 etn € (0,1) des nombres réels. 1l existe un nombre
réel ¢ > 0 tel que pour toute dhf F définie dans T' x Dy qui vérifie

lpollm: <e , ;| <n+e<l , |pllrixp, <M

il existe une courbe invariante u : T' — Dpg qui est attractive. Si ' est de classe O alors
u est de classe C*. Si F' est analytique sur la bande Bs alors u est analytique sur une
bande Bg:, avec &' € (0,9).

Preuve. En fait, il existe € > 0, r € (0, R) tels que |fy(z)| < |z| pour tout z dans D,
0 dans T!. Ceci dit que le tube T! x D, est contracté par la dynamique de F et donc la
Proposition 2.11 (2.13, 2.12) assure 'existence d'une courbe continue (de classe C'*°, de
classe analytique respectivement) qui est invariante et attractive m

3.2 Persistance d’une courbe répulsive

Quand il s’agit d’une courbe invariante répulsive, 'argument de l'inverse (voir section
2.1.2 du chapitre 2) nous permet de voir que la courbe invariante u devient une courbe
attractive pour la transformation inverse F'~!, et qui est stable par des petites perturbations
de la dynamique d’apres la Proposition 3.1. L’application F' +— F~! est continue en les
topologies adéquates, selon le type de régularité traitée : la topologie de la convergence
uniforme dans le cas continu, voir les chapitres 4, 5 pour les cas différentiable et analytique.
Nous avons donc la
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Proposition 3.2 Soit I une dhf définie sur un produit T* x Dp, qui possede une courbe
invariante u répulsive. Il existe € > 0, r € (0, R) tels que si une dhf F vérifie

IF = Fllrixn, <

alors F posséde une courbe invariante @ : T* — D, répulsive. La courbe @ est de classe C™
dans le cas C* et analytique sur une petite bande dans le cas analytique.

3.3 Persistance d’une courbe indifférente

Dans le cas d’une courbe invariante indifférente nous allons nous restreindre seulement
a des courbes de degré nul et aux cas de la régularité supérieur (cas C* et analytique).
Nous allons aussi supposer que le nombre de rotation dans la base « vérifie une hypothese
arithmétique pour résoudre ’équation cohomologique (1.13), ce qui nous permet d’écrire
la forme normale

(0,2) — (0 +a, e2mien () 4 p(f, z))

pour la transformation considérée, autour de la courbe invariante. Ainsi, le nombre « vérifie
soit la condition diophantienne CD dans le C'*°, soit la condition de Brjuno B lorsqu’on
traite le cas analytique.

Nous verrons que le probleme de la persistance d’une courbe invariante avec nombre
de rotation transversal 3 donné, est en fait un probleme de petits diviseurs, c’est a dire,
qu’il existe des restrictions liées aux propriétés arithmétiques de la paire de nombres de
rotation («, [3), qui déterminent les réponses a la question qui nous occupe. Dans les deux
prochains paragraphes nous allons essayer d’illustrer qu’elle est la nature de ces conditions
arithmétiques.

3.3.1 Une résonance

On considere la dynamique triviale Fy(6, z) = (6? + «, ¥ z) Nous voulons construire
une perturbation de la forme

F,(0,2) = (0 + a,a(f) + *™°z) (3.1)

ol a : T' — C est une fonction continue de taille petite, de facon & détruire la courbe
invariante {z = 0}gem. Une condition largement suffisante est que tous les points (0, 2)
s’échappent vers I'infini avec la dynamique de F;,. Comme les dynamiques de la forme (3.1)
sont des isométries pour la métrique euclidienne, il suffira que 'origine z = 0 s’échappe.
On choisit la fonction a de facon a optimiser cet effet d’échappement a chaque itération,
comme esquissé dans la Figure 3.3.1. On accomplit ceci en imposant que la direction de
a(f + a) coincide avec celle de a(#)e*#. On pose donc

a(0)e*™P = a(f + «) (3.2)
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Fic. 3.1 — La dynamique de F, projetée sur C

En utilisant les séries de Fourier pour résoudre cette équation, on voit qu’on a une solution
non nulle si et seulement si il existe k dans Z tel que kae = f mod (1), car dans ce cas
nous avons

a(0) = a(k)e* ko

On dit dans ce cas que la paire (a, 3) est rationnelle. Au paragraphe prochain on verra
que lorsque la paire («,3) n’est pas rationnelle, les différences Hma -0 ||, m dans Z,
sont celles qui présentent (au niveau formel) les obstructions pour la persistance de la
courbe invariante, car elles apparaissent comme des (petits) diviseurs dans la solution
d’une équation cohomologique associée au probleme.

3.3.2 Présentation formelle du probleme comme une question de
petits diviseurs

En termes de formes normales, le probleme se réduit a trouver un changement de
coordonnées H (0, z) = ((9, uo(0) + u1(9)z), avec ug, u; : T — C des fonctions de la méme
classe de différentiabilité que les transformations considérées, u;(f) # 0 pour tout 6 dans
T! et de degré nul, tel que la conjugaison de

F(8,2) = (9 +a, po(0) + (€278 + py(0)) 2 + (6, z))
par H s’écrit sous la forme normale

Np(0,z) = (04 o, ™2+ p(0, 2)),
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ce qui se traduit par trouver des fonctions ug, u; de facon que

(H'oFoH),(2) = m&%(@) + 2Py (0) — up(0 + a) +

+ w(0) (€™ + pi(0)) 2+ p(0, ho(2)) }
= 2Py 4 ﬁ(@, Z)

En négligeant les termes d’ordre supérieur nous obtenons les équations (approchées) sui-
vantes pour ug et up :

U1l (9)
ur (0 + «)
™ Pug(0) —up(0 + ) = —po(6) (3.4)

(™ + p1(0)) = & (3.3)

L’équation (3.3) donne lieu a une équation cohomologique classique dans laquelle les petits
diviseurs Hma , m dans Z, déterminent les obstructions. Pour sa part, I’équation (3.4) est
une équation cohomologique tordue par un facteur constant e>™**. Ce sont donc les petits
diviseurs Hma — (||, m dans Z, qui déterminent les obstructions. Au debut du chapitre
1 nous traitons plus en détail ces équations, ainsi que les conditions arithmétiques qui
permettent leur résolution.

3.3.3 Familles a un parametre complexe

Dans ce paragraphe nous allons faire quelques considérations intuitives, et plutot peu
rigoureuses, qui vont cependant nous permettre de comprendre le cadre dans lequel on
énoncera les Théoremes de persistance des courbes invariantes indifférentes.

Soit F “l’espace” des dhf définies dans le produit T! x Dy, R > 0. Soit p : T* x D — C
une fonction continue, a fibres holomorphes et qui s’annulent jusque’a 'ordre 2 en z = 0.
Soit I’ensemble

C,={N,|teC}

ou NV, est la dhf, ou forme normale, donnée par
Ni(0,2) = (0 + o, tz + p(6, 2))

Soit A = €. On voit donc que pour ¢t ~ X, t # X la forme normale N, est une petite
perturbation de N, et que 3 n’est plus le nombre de rotation transversal de la courbe
invariante {z = 0}gem1. En fait, nous pouvons en gros dire que le nombre de rotation
transversal varie le long de la courbe complexe C, C F, et que cette courbe rencontre
I’ensemble

Fs = {F proche de N, ‘ fo a une forme normale e*™?z 4 (6, z)}

de fagon transverse au point V). Nous nous proposons de montrer que I’ensemble F3 est de
codimension 1 complexe pour certaines valeurs de 3. Ceci nous amene a poser le probleme
en termes de familles a un parametre complexe de dhf.
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{F}

Fi1G. 3.2 — Interprétation géométrique du probleme

De fagon générale les théoremes dynamiques de type KAM (Kolmogorov, Arnold, Moser.
Petits diviseurs pour des petites perturbations) sont énoncés en ces termes. Ceci est di
notamment au fait qu'on associe a ces dynamiques une valeur numérique (nombre de
rotation, vecteur de rotation, fréquence, etc.) et que les perturbations changent cette valeur
associée. Il faut ainsi ajouter un parametre de la méme nature numérique que la valeur
associée qui sert a corriger ce changement. On sait aussi que cette correction peut se faire
seulement pour des valeurs numériques qui vérifient certaines conditions arithmétiques
(voir [Bos86], [Mar]).

Soit donc { F; }texcc une famille & un parametre complexe de dhf (une courbe complexe
dans F), dont chaque élément est proche d’'une dhf qui posseéde une courbe invariante
indifférente (disons proche de N, ). Nous allons montrer que si la famille {F, };,cxec vérifie
une propriété de transversalité appropriée, il existe alors un parametre t* dans X tel que
Fy« appartient a Fg.

Nous voulons dans ce moment préciser ce que signifie qu'une courbe complexe dans F est
transverse. Nous demandons notamment que 1’on puisse faire varier le nombre de rotation
transversal (méme s’il ne sera pas nécessairement bien défini pour tous les parametres car
pour cela on a besoin d’une courbe invariante). Pour une courbe u; : T* — C qui est proche
de la section nulle, les quantités suivantes sont proches

/T1 log {0. fo(u(6)) }db ~ /11‘1 log (A + p1,4(6))d6

ou la définition de p;, est immédiate suivant la notation usuelle. Nous disons donc qu’une
famille & un parametre complexe {F; }iexcc de dhf est transverse si la quantité le log (>\+
plﬁt(é))dé’ bouge avec le parametre. Comme la taille de p;, est trés petite ceci revient a
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dire que la dérivée
8t / Pl,t(9>d9
Tl

est grande, ou le sens de cette grandeur sera bien défini dans les énoncés des théoremes, dans
les deux cas de régularité que nous allons traiter, et dont les démonstrations respectives
occupent ’essentiel du reste de ce travail.



54

3. Persistance des courbes invariantes




Chapitre 4

Cas infiniment différentiable

Dans ce chapitre nous allons traiter le probleme de la persistance d’'une courbe inva-
riante indifférente de degré nul en classe C°. Nous considérons une famille {F;}sexncc a
un parametre s € ¥ C C complexe de dhf ou chaque F est une dhf de classe C*°. Nous
disons qu’une telle famille est lisse si, écrite sous la notation habituelle

FS<9,Z) = (9+a7fs<‘972)>
— (9 + a,po,s(e) + ,0173(9)2 + Az + ps(ea Z))’

les fonctions

T!xY — C
(876) — PO,s(0)7 pl,s(9>

sont des fonctions de classe C™ et en plus la fonction p. : T x D x ¥ — C est de classe
C. Les fibres p,(0, -) sont holomorphes, continues jusqu’au bord D et s’annulent jusqu’au
I'ordre 2 en z = 0 pour pour tout § dans T' et tout s dans 3. Nous fixons la notation
A = ¥ Dans ce chapitre nous allons désigner une famille de dhf soit par {F,}, soit par
{fs} ou f, représente la partie holomorphe de la dynamique F. Nous disons que F; est
la dhf associée a f,. Nous donnons aussi 'adjectif de lisse (C*°) a une famille de parties
holomorphes { fs}sescc. Avant d’énoncer le résultat principal de ce chapitre nous allons
introduire quelques notations.

Des notations et normes considérées. Pour éviter toute confusion nous adoptons
la notation f(#,-) pour les fonctions holomorphes IIo F' en gardant la place du sous-indice
pour le parametre complexe. Nous allons aussi écrire f/(6, z) au lieu de 0. f (6, z) et £%(6, 2)
pour les dérivées d’ordre supérieur 9° f(6, z).

Pour une fonction g : T* — (B, |-|5) de classe C*°, ot B est un espace de Banach avec
norme | - |, nous considérons la norme C° comme étant

lgllo = sup [g(0)|s
9ecT!
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et pour r dans N les normes C” comme

lall =" |
=0

L’espace de Banach que nous aurons toujours en téte sera l'espace (D) des fonctions
holomorphes du disque unité complexe qui sont continues jusqu’au bord. Pour une matrice
A : R? — R? nous allons noter ||Al|¢ sa norme usuelle

g
o0’

0

[Alle = sup [Av]

lv]=1
et le plus petit valeur propre [Alg

[AL: = ‘il‘l_fl | Av|

ol | - | est une norme dans R2.

Lemme 4.1 Soit A : R? — R? une matrice avec [A}S # 0. Alors la matrice A est inver-
sible et la norme de la matrice inverse A~! vérifie

-1

1A e < [A],

Preuve. La condition [A] o 7 0 implique que le noyau Ker(A) = {0}. Comme l'ensemble
{v € R? | |v| = 1} est compact, le sup et le inf dans les définitions de |A~!| ¢ et [A] , sont
atteints, d’ou l'inégalité suit m

Le but de ce chapitre est de montrer qu'une condition diophantienne sur la paire
(cv, B) implique la persistance de la courbe invariante en codimension 1 complexe. Plus
précisément nous montrerons le

Théoréme 4.2 Pour toute paire (o, 3) qui vérifie [’hypothése CDy et pour toutes constantes
L>1,M>1,T>1ilexiste € >0 qui dépend de L, M, T, («, 3), un nombre entier naturel
r > 2 qui dépend de la paire (o, ) et une constante positive universelle C tels que, si
une famille & un parameétre complexe { f,}sex de fonctions de T' vers Q(D) vérifie pour un
certain € dans (0, €]

e ||posll- < e pour tout s dans D(0,2CLe) C X

o ||p1sllr < e pour tout s dans D(0,2CLe) C X

° {83 fq]‘l pl,t(Q)dH _0 > L_l

e |pslly < M pour toutss dans D(0,2CLe) C X

o [|02p1.4ll0 + |0spsllo < T pour tout s dans D(0,2C Le)
alors il existe un paramétre s* dans le disque D(0,2CLe) et une courbe u : TV — D de
classe C*, de degré nul, qui est invariante par la dynamique holomorphe fibrée Fy (0, z) =
0+ «, fs+(0,2)), et son nombre de rotation transversal est oy-(u) = 3.
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Le théoreme ci dessus découlera d’une version plus faible qui cependant est plus adaptée a
la méthode de démonstration utilisée

Théoréme 4.3 Pour toute paire (a, 3) qui vérifie Uhypothése diophantienne CDy il existe
£ > 0 et un nombre naturel r > 2 tels que si une fonction f : T' — Q(D) satisfait
|f — Az|l, < & alors il existe t dans C et une courbe u : T' — D de classe C* de degré
nul, qui est invariante par la dynamique holomorphe fibrée F*(0,z) = (0 + a, €' f), et son
nombre de rotation transversal est o, (u) = 3.

Le Théoreme 4.3 est donc la version du Théoreme 4.2 pour le cas particulier de la fa-
mille {f;}iec = {€'f}iec et f proche de Az. Nous pouvons noter que la condition dio-
phantienne demandée dans les hypotheses du théoreme est exactement celle qui apparait
comme nécessaire et suffisante pour pouvoir toujours résoudre 1’équation linéarisée associée
au probleme (voir section 1.2). Cette simple observation nous permet de montrer que la
condition diophantienne est optimale pour le probleme de la persistance de la courbe in-
variante dans le cas C'* comme le montre la

Proposition 4.4 Soit a € CD et soit (3 tel que la paire (c, 3) ne satisfait pas la condition
diophantienne CD;. Pour tous € > 0,7 dans N il existe une fonction a : T* — C de classe
C* et de norme C" plus petite que € telle que la famille a un paramétre complexe

Fy(0,2) = (0 + a,ta(f) + tAz)

vérifie que pour tout t dans C la dynamique holomorphe fibrée F; ne posséde aucune courbe
wmvariante de classe C* avec 3 comme nombre de rotation transversal.

Preuve. Notons d’abord que pour une telle famille la dérivée par rapport a z de la partie
holomorphe est toujours égal a t\ = te?>™”, donc le seul parametre qui permet I’existence
d’une courbe invariante avec nombre de rotation transversal égal a 3 est t = 1. L’hypothese
de transversalité est immédiate. Supposons que pour une fonction a : T' — C de classe
O nous avons une courbe invariante v : T' — D pour la dynamique holomorphe fibrée
F(8,2) = (0 4+ «,a(f) + A\z). Nous pouvons alors déterminer de fagon unique cette courbe
a ’aide de I’équation de la courbe invariante

a(0) 4 ™ Pu(0) = u(f + a)

qui est bien une équation cohomologique comme celles étudiées dans la section 1.2. La Pro-
position 1.8 nous permet construire une fonction a de fagcon que 'unique courbe invariante
solution a I’équation ci-dessus ne soit méme pas une distribution g

4.1 Le Théoreme des Fonctions Implicites de Hamil-
ton

Depuis les es travaux de Sergeraert [Ser72] et plus particulierement ceux de Herman
[Her85b], [Bos86], 'utilisation des théoremes de fonctions implicites dans les espaces de
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Fréchet pour résoudre des problemes dynamiques faisant intervenir des petits diviseurs est
devenue tres fructueuse. Cette technique repose sur le fait que la résolution du probleme
linéaire associé est fortement relié aux propriétés arithmétiques des fréquences impliquées,
comme nous pouvons voir dans la discussion des équations cohomologiques (voir section
1.2). Un théoreme de fonctions implicites assure en général 'existence de solutions au
le probleme non linéaire qui nous occupe pourvu que le probleme linéaire admette des
solutions. Le Théoreme des Fonctions Implicites de Hamilton nous permet d’appliquer
cette technique dans le cadre des fonctions de classe C'°, qui d’habitude nous menent a
travailler avec des espaces qui ne sont pas des espaces de Banach, mais des espaces de
Fréchet. La différence essentielle avec les théoremes des fonctions implicites classiques dans
les espaces de Banach repose sur le fait que celui de Hamilton nous exige de résoudre
le probleme linéaire associé non pas seulement au point ou la solution est connue, mais
dans tout un voisinage de ce point. Les prochains paragraphes vont préciser tous les objets
mathématiques qui interviennent dans 1’énoncé du Théoreme de Hamilton ainsi que les
espaces qui vont nous permettre de nous servir de ce théoreme pour montrer la version
faible du Théoreme de la persistance de la courbe invariante dans le cas C*° (Théoreme 4.3).
Nous renvoyons le lecteur aux articles [Ham82], [Bos86] pour un traitement plus détaillé
du Théoreme de Hamilton.

4.1.1 Bons Espaces de Fréchet

Nous disons que 'espace vectoriel topologique E est un bon espace de Fréchet au sens
de Hamilton sl existe une famille croissante de seminormes {|| - ||; }ien qui définissent sa
topologie, une famille d’opérateurs d’approximation et lissage {St} 1o €t des constantes
positives C,, ;, pour chaque paire (n, k) dans N? qui vérifient

1. S; : F — FE est une application linéaire continue.

1S¢(@)lln < Co g™l

Il7d = S (@)llk < Crnt™ " [l

Les dernieres inégalités impliquent des inégalités de convexité sur les seminormes || ||;,

(Hadamard) : pour chaque paire (n, k) dans N? il existe des constantes positives C,, ; tels
que

2. Sik<nVzeFE Vtell,+x] {

Izl < Crnlllli (17 (4.1)

pour tout x qui appartient a E, pour tous les entiers £ < [ < n, ou « est défini par
l=(1—-ak+an.

La somme directe (le produit) E@ F de deux bons espaces de Fréchet est un bon espace
de Fréchet avec les seminormes ||(u,v)iper = llt|lin + [|v]lir €t les opérateurs de lissage
et approximation S;(u,v) = (Sfu, SFv). Nous disons que 'application f : U C E — F
d’un ouvert U d’un bon espace de Fréchet E vers un autre bon espace de Fréchet F, est
une bonne application au sens de Hamilton si pour tout xg qui appartient a U il existe un
voisinage V' de xg dans U, un entier positif r et pour tout ¢ € N des constantes positives
C; tels que

1 (@)l < Ci(1 + [|zllivr) (4.2)
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pour tout x dans V et pour tout ¢ dans N.

Différentiabilité au sens de Gateaux. Soient F et I’ deux espaces vectoriels topo-
logiques, U un ouvert de F et f une application de U vers F. On dit que f est de classe
C' (au sens de Gateaux) lorsque
1. f est continue.
2. 1l existe une application Df : U x E — G continue, linéaire en la deuxiéme coor-
donnée et telle que pour tout x dans U, y dans F on a

fim £ { f(e + ) = f()} = Df(@)y

Les applications de classe C* (au sens de Gateaux) sont définies par récurrence sur k : soit
k dans N\ {0, 1}, f est dite de classe C* lorsqu’elle est de classe C*! et que D f est de classe
C*1 sur I'ouvert U x E de E x E. Nous disons que f est une bonne application de classe
C* (k dans NU{oo}) si f est de classe C* au sens de Gateaux, et quef ainsi que ses dérivés
jusque & lordre k sont des bonnes applications (une telle dérivé D*f est une application a
valeurs dans F' définie sur I'ouvert U x E* de E*t).

Proposition 4.5 Donnons nous trois bons espaces de Fréchet E, F,G, U un ouvert de K
et V un ouwvert de F'. Si f : U~V et g:V +— G sont des bonnes applications de classe
C* (k dans NU {00} ), alors la composition go f est une bonne application de classe C*.
La projection E x F — E est une bonne application de classe C* pour tout k.

4.1.2 Théoreme des Fonctions Implicites

Théoréme 4.6 (Fonction Implicite) Donnons nous trois bons espaces de Fréchet E,
F, G, U un ouwvert de E x F, f:U — G une bonne application de classe C" (2 <1 < 00)
et (xo,Y0) qui appartient a U. Supposons qu’il existe une voisinage Vo de (xo,o) et une
bonne application continue et linéaire dans la deuziéme coordonnée L : Vo x G — F telle
que si (z,y) appartient a Vo alors Dsf (x,y) est inversible avec L(x,y) comme son inverse.
On en déduit alors que xo a un voisinage W dans lequel est définie une bonne application
de classe C", g : W — F telle que :

1. g(zo) = yo
2. Pour tout x dans W la paire (z,g(x)) appartient a U et se vérifie que f(x,g(x)) =
f(zo0,%0)

En plus, si x appartient a W, y est dans un petit voisinage au tour de yy et on a que
f(z,y) = f(xo,90) alors y = g(x).

4.2 Les bons espaces de Fréchet I'°(T!, B)

Nous définissons I'(T!, B) comme P'espace des fonctions f : T — B de classe C* (au
sens de Gateaux) a valeurs dans un espace de Banach (B, |- |g) et nous le munissons de
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la famille de seminormes C" définies comme au début de ce chapitre. Avec ces seminormes
'espace I'™°(T?, B) devient un espace de Fréchet. Nous définirons des opérateurs d’approxi-
mation et lissage qui le font devenir un bon espace de Fréchet sur lequel nous pourrons
appliquer le théoreme 4.6.

4.2.1 Opérateurs de lissage et approximation sur I'°(T!, B)

Les opérateurs que nous allons définir dans cette section sont classiques et nous ren-
voyons le lecteur aux articles [H76], [Her83a] pour les démonstrations. La seule chose &
souligner dans notre cas est que l'espace d’arrivée des fonctions est un espace de Banach,
ol on peut définir, de la méme fagon que dans le cas réel ou complexe, 'intégrale de Rie-
mann d’une fonction (voir [Kat04]). L’opération % de convolution est ainsi bien définie.
Par la suite nous identifierons les fonctions qui appartiennent a I'*(T!, B) aux fonctions
dans C2°(R, B), les fonctions de classe C*° qui sont Z-périodiques a valeurs dans B. Soit
7] dans C>(R, B) Vériﬁant supp(n) C [-1,1], n(—=z) = n(x) et n(z) = 1 si |z| < 3. Soit

= [pe 2 n(€)dE ; on pose, pour t > 1, ¢(x) = té(tx). Pour f dans C°(R, B) on
deﬁnlt I’ operateur de lissage et approximation

Sf=fro= [ fa-paldy € CFERB (4.3)
R
Par la formule d’inversion de Fourier, on a pour tout v dans B et pour tout n dans Z
St<ve27rin9) — UW( o %)627rin9 (44)

donc Sy f est un polynome trigonométrique de degré au plus [t|. Les opérateurs S; ont les
propriétés suivantes de lissage et approximation

Proposition 4.7 Pour chaque paire (k,n) dans N? il existe des constantes positives C
telles que si f appartient o T>(T", B) et n > k alors pour tout t > 1

2. 1Sef = fllx < Cost* [ flln

4.3 Preuve du Théoréme 4.3

A partir des bons espaces de Fréchet I'>°(T!, B) définis dans la section 4.2 on définit ici
les bons espaces de Fréchet que nous allons utiliser lors de la preuve du Théoreme 4.3 :

1. L’espace C°°(T', C) des fonctions de classe C*° de T! vers I'espace de Banach C est
le bon espace de Fréchet T>°(T*, C).

2. Le bon espace de Fréchet T'>°(T", Q(DD)) est I'espace des fonctions de classe O de T*
vers ’espace de Banach Q( ). Ceci est l'espace des parties holomorphes des dyna-
miques holomorphes fibrées de classe C*°. Rappelons que 'espace de Banach Q(]D))
est I'espace des fonction holomorphes sur D qui sont continues sur jusqu’au bord,
avec la norme |f|o ) = supp, <1 |f(2)]-
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Lemme 4.8 Soit l'ensemble ouvert A = {u € C*=(T*,C) | |lullo < 1/2} de C>=(T",C).
Les applications

1.
O
(6 —
f—  f i
2.
C®(T",C) x C=(T',C) — C>=(T",C)
(u,v) +— wv
(u,v) — u+w
3.
o= (Tlv C)O - COO(Tla (C)O
vo— vl
v — e’
o C=(T!, C)g est l'espace ouvert de C°°(T*, C) des fonctions qui ne s’annulent pas,
4.
C>®(T,C)y, — C=(T,C)
h +—— logh
ou C°°(T',C)y, est l’espace ouvert de C>*(T',C) des fonctions de degré nul,
5.

c>(T,C) — C
v v(0)do

6. [Uapplication n,

(T, Q(D(0,r))) x A -~ C=(T",C)

pour tout v dans (1/2,1],
sont de bonnes applications au sens de Hamilton.

Preuve. Le point 1. est une conséquence des estimations de Cauchy. Les points 2., 3.,4., 5.,
sont classiques et en fait ce sont des bonnes applications de classe C'°. Nous montrerons
par la suite le point 6. Rappelons que le fait d’étre une bonne application est un fait local,
donc étant donnée (f,u) dans I'°(T!, Q(D)) x A nous fixons un voisinage borné C° de
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f dans T>(T", Q(D(0,7))) et un voisinage C° de @ dans A ¢ C*(T*,C). Notons que les
estimations de Cauchy assurent 1’existence pour chaque paire (i, j) dans N?, de constantes
positives C; ; telles que

, = Cig

|2 5900,u(0) o (45

0 67 llo
car nous pouvons permettre des pertes de rayon uniformes. Calculons quelques dérivées de
7, par rapport a 6 :

o, (f, u) of ) u
50 %('7“(')) +f (',u('))%
*n,(f, ) O*f af ou Of du
o2 %( ())JF%( ())%er(wu('))@

(Y 4 P2

Plus généralement nous voyons que grace aux estimations de Cauchy (4.5) il nous suffit
d’estimer les termes de la forme

) o f <8u>i1<82u>i2 (8%)%
067 \ 06 002/ T \oon
avec j + i1 + 2iy + ... + ni, = n, par rapport aux seminormes || f||, et ||u||,. En utilisant
les inégalités de convexité de Hadamard (4.1) nous avons les estimations

0

o f < O —J <A i
|2 < GEmne I < Ausiis
8Su ~ ~oo n—s S is Sig
\895 o= (G ulle™ llulle)™ < Ballullat

pour des constantes positives A,, B, qui dépendent seulement du voisinage de f & part de
n. En considérant un produit adéquat des inégalités ci-dessus nous avons

|2 0o (20)" (Y (T

pour des constantes positives D,,. L’inégalité de Young implique finalement que
o f

555000 (5)" (55) " (52)

On peut en déduire donc que I'application 7, est une bonne application de classe C° g

1 n—j
AT

< Du([Iflln + [lull)

0

Corollaire 4.9 L’application n, (cf. 6. du Lemme 4.8) est une bonne application de classe
C> pour tout v dans (1/2,1].
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Preuve. Nous devons montrer que toutes les dérivées D'n, sont des bonnes applications
de classe C°. Voyons qu’est ce qui se passe avec D,

o1
Dip(f,u)(Af Au) = Tin = [(F +EAS)(u+ sBu() = (- ()]
= [ u()Au+ Af( ul())
Ceci est une fonction a 4 variables dans un bon espace de Fréchet (le produit de bons es-
paces) qui peut s’écrire comme la composition de bonnes applications qui apparaissent dans

le lemme précédent, donc c’est une bonne application. Pour les dérivées d’ordre supérieur
il se passe de facon analogue g

Les bons opérateurs M,, M, g

Soit v dans C°°(T*, C). Nous considérons les équations cohomologiques

¢(0) — ¢(0 + ) = v(0) (4.6)

Ap(0) — d(0 4 a) = v(0) (4.7)

Si le v(0)dh = 0 nous avons déja vu que sous I’hypothese diophantienne pour « 1’équation

(4.6) a pour solution
6(”) 2mind
¢<9) - Z eQﬂ’ina _ 16
neL

avec la normalisation gg(O) = 0. Ainsi ¢ est de classe C'"°. De méme, sous I'hypothese
diophantienne pour la paire («, 3) la solution de I’équation (4.7) est

A~

é(e) _ Z U(”) e27rin0

627rina _ e27riﬂ
neZ

qui est aussi de classe C"™°. Nous définissons les opérateurs C—linéaires

M, : C>(T!,C), — C>(T',C)
Vo=

M, : C*(T},C) — C=(T!,C)
v o

ot ¢ et ¢ sont définies ci-dessus et C>=(T!, C), est l'espace des fonctions dans C*(T*, C)
de moyenne nulle. Ainsi définis ces opérateurs sont inversibles (compte tenue de la norma-
lisation [, ¢ = 0).

Lemme 4.10 Les opérateurs M,, M, g sont des bonnes applications au sens de Hamilton.
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Preuve. La théorie classique des séries de Fourier d'une fonction f dans C*°(T!, C) assure
que les coefficients de sa série de Fourier vérifient les inégalités

71 < Bosup (14 )21 F(R)]) (48)
sup (1 + [ 1FR)]) < Gillfl (4.9)

kEZ

pour des constantes positives B;, C; qui dépendent seulement de ¢ dans N. Soit v dans
C°°(T',C). Les inégalités ci-dessus et la condition diophantienne sur « impliquent que
pour tout ¢ > 0 il existe des constantes positives Cj, B;_, tels que

)
e2mina _ |
< Clsup (L ) o(h)])

< Biollvllise

IMa(0)lls < Cosup ((1+ [k])**2

kEZ

La preuve pour M, s étant analogue nous 'omettons m

4.3.1 Correction du nombre de rotation transversal

Pour toute f dans ['°(T', Q(D)) telle que la taille C° de f — Az est suffisamment
petite et pour toute courbe continue u : T! — D aussi de taille C° petite nous pouvons
définir uniformément la fonction log f'(0,u(f)) qui vérifie log A = 2mif3, car le degré de
la fonction f'(0,u(f)) dépend continiment de la paire (f,u). Dans ce cas nous pouvons
calculer I'intégrale suivante

I(f,u) = 2%” / log f(0, u(6))do (4.10)

Notons que quand la courbe u est invariante par la dynamique associée a f, et de degré
nul, ce nombre coincide avec le nombre de rotation transversal g, (u). Avec cette définition
nous pouvons donner du sens a l'affirmation suivante “pour n’importe quelle paire (f,u)
il existe toujours un nombre complexe ¢ qui corrige le nombre de rotation transversal a la
valeur (37.

Proposition 4.11 Pour tout nombre réel 3 dans [0, 1), pour toute application f dans un
voisinage U de fo = Az dans I°(T', Q(D)) et pour toute courbe u dans une voisinage V.
de ug = 0 dans C*(T*,C), la fonctiont : U x V — C définie par [’égalité T(e'f,u) = (3 est
une bonne application de classe C*>. En plus, il existe une constante positive universelle C
telle que

[t < Ol = Alleo (4.11)
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Preuve. En fait, la formule (4.10) nous permet calculer explicitement la valeur de t. Plus
précisément, soient U, V' les voisinages qui nous permettent de calculer 'intégrale Z comme
au paragraphe précédent, alors

Z(e'fu) = % loge' f'(0,u(0))do (4.12)
5 = %(tvL/logf’(@,u(Q))dG) (4.13)

alors t est une bonne application de classe C'*° d’aprés la Proposition 4.5 et les lemme 4.8,
4.9. L’estimation (4.11) s’obtient facilement a l'aide de (4.13) m

Dorénavant chaque fois que nous écrivons e’ f (0, u(f)), et qu’il n’y a pas lieu & confusion,
il faudra penser toujours que ¢t = t(f, u).

La bonne application u;

L’égalité Z(e' f,u) = [ et 'hypothese a dans CD nous permettent de résoudre I’équation

0. u _ eznwul<9+a)
F0.u0)) = = )

(4.14)
avec u; € C°(T!,C)g, et ou en plus (f,u) — u; est une bonne application au sens de
Hamilton. En effet, dans les bons voisinages, ou la fonction ¢ est bien définie, ’équation
(4.14) se réduit a I’équation cohomologique

t +log f'(0,u(R)) = 2mwifS + (0 + ) — 1y (6) (4.15)
On voit que la condition Z(e f,u) = 3 est la condition intégrale nécessaire pour résoudre
cette équation. Pour assouplir la notation nous introduisons la fonction I( f, w)(0) = log f'(0, u(9)).

Il est clair que Papplication (f,u) — I(f,u) est une bonne application dans les voisinages
que nous considérons ici. Nous avons alors

i1 (0) = Ma(I(u, £))(0)

L’application (f,u) +— u; est une bonne application au sens de Hamilton d’apres les
résultats de la section 4.3, et il en est de méme de ’application

(f,u) — uy = e™.

Si en autre, si les voisinages V, U sont suffisamment petits la distance |u;(6) — 1| est tres
petite et uniformément bornée, et en particulier u;(f) ne s’annule pas. Il est immédiat de
vérifier que u; satisfait ’équation (4.14).
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4.3.2 Le Théoreme 4.3 sous la forme d’un probleme de fonction
implicite
Considérons I'application © : <U C (T, Q(ﬁ))) X <V C C>=(T!, C)) — C(T',C)

définie par

O(f,u) = f(0,u()) —u(d + a) (4.16)

ou l'application ¢(f,u) et les ensembles U,V sont définis dans la Proposition 4.11. Cette
application est une bonne application de classe C'°. On peut sans peine voir que le fait
que u soit invariante pour la dynamique holomorphe fibrée associée a e'f est équivalente
au fait que O(f, u) soit identiquement nulle. Notons que dans le cas ou fo = Az et ug =0
nous avons

©(fo,u0) =0

La preuve du Théoreme 4.3 sera une application directe du Théoreme des Fonctions Im-
plicite de Hamilton, c’est-a-dire, la courbe invariante u sera définie d’une facon implicite a
partir de I’équation O(f,u) = 0 autour de la solution déja connue ( fo, up).

Inversion de la différentielle

La partie la plus importante pour appliquer le Théoreme de Hamilton est I'inversion
de la différentielle par rapport a la deuxieme variable, ce qui dans notre cas se traduit
par trouver une bonne application continue L(f,u, Ag) , linéaire en Ag, définie pour toute
paire (f,u) dans un voisinage de (fo, ug) et pour tout Ag dans C°°(T!, C) de fagon que si
nous posons Au = L(f,u, Ag) nous avons

DyO(f,u)Au = Ag. (4.17)

Dans ce qui se suit nous allons résoudre cette équation (en Au dans C*°(T!,C)) d’une
facon formelle. La différentielle partielle de © par rapport a u en la direction Au est

DoO(f,u)Au = e f(-, u())(@ut . Au) +e'f'(-u(-)Au — Au(- + ) (4.18)

ol J,t- Au est la différentielle de ¢ par rapport a u dans la direction Awu, qui est un nombre
complexe. Nous prenons u (f,u) = uy comme dans (4.14). L’équation (4.17) devient donc

“+ )

e f(-,u)(Out - Au) + LGQMﬁAu —Au(-+a) =Ag (4.19)
Uy
Avec la notation Ay = ﬁ—f, Ag = ul(A.Jgra), f= Zj{(;;)) nous avons
¥ Au(0) — Au(f + o) = Ag(0) — (dut - Au) F(0) (4.20)

En appliquant operateur C—linéaire (inversible) M, 5 aux deux cotés on obtient de fagcon
équivalente

At =M 5(Ag) — (9ut - Au)Ma 5(f) (4.21)
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On peut calculer explicitement la valeur de 0,t - Au, car en dérivant 1'égalité Z(e' f,u) = 3
dans la direction Au nous obtenons

S Au [0, u(0))Au(®) )\ _
27Ti((autA)+/El CRIG) de) 0 (4.22)

ce qui ajouté a 1’égalité (4.21) nous donne

_ [ PO.8)du()
at-ou = - [ L 2
- 0O ) (Mol B9)6) ~ Q8D
- 7(0, u(6)) |
_ [ F0u0)u®) Ao
R e 129
1— [ WMa,B(f)(Q)d‘g

Nous posons finalement
Au = w1 (Ma,5(Bg) — (EMas(/)) (4.26)

ou E = 9,t - Au comme dans (4.25). On voit que si f”(6,u(f)) est suffisamment petit par
rapport a la taille C° de u; et M, g( f ), le nombre complexe 9, tAu est bien défini et en
plus 'application (f,u, Ag) — 0,tAu est une bonne application au sens de Hamilton. Il
est direct aussi que la définition ci-dessus pour Au vérifie I'équation (4.17), et 'application
(u, f, Ag) — Au est une bonne application au sens de Hamilton dans un voisinage adéquat
de la paire (fy,ug). Or, les conditions sur f”,u;, M, 5(f) s’obtiennent en rétrecissant suffi-
samment le voisinage autour de (fy, ug) qui sert a calculer ¢. Nous avons en main tous les
ingrédients pour appliquer le Théoreme de Hamilton a 'application © : Il existe une bonne

application de classe C'*

définie dans un voisinage U de f, (une C" boule, pour un certain r € N) telle que la courbe
u est invariante pour la dynamique holomorphe fibrée associée a e'f, de degré nul et de
nombre transversal de rotation égal a (3, ce qui donne une version plus précise du Théoreme
4.3. Soient € > 0 et r € N. Nous posons

By ={f eT=(T",0M)) | |f — =], < &}

Théoreme 4.12 Pour toute paire (o, 3) qui vérifie 'hypothese CDy il existe € > 0, un
nombre naturel r > 2 et une bonne application de classe C™° au sens de Hamilton, = :
BL C T(T!, Q(D)) — C x C=(T*,C) tels que

e =(\z) =(0,0).
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e Si on écrit Z(f) = (t,u) alors la courbe u est invariante par la dynamique holo-
morphe fibrée F*(0,z) = (0+a, e' f(0,2)), est de degré nul et son nombre de rotation
transversal est oy (€' f,u) = 5.

e La projection sur la premiére coordonnée mZ(f) coincide avec t(f, m=(f)) ot meZ=(f)
est la projection sur la deuxieme coordonnée et t est la fonction définie dans la Pro-
position 4.11. La paire (t,u) est uniquement déterminée par ces propriétés, pour u
dans un voisinage de ug = 0.

4.4 Preuve du Théoreme 4.2, un argument de trans-
versalité

Soit { f,}sexcc une famille lisse & un parametre complexe de fonctions dans T'*°(T!, Q(D)).
Définissons 'application d’évaluation, qui est de classe C'°° mais pas nécessairement bonne

e:Y — I™(T, QD))

s — fs

Si la famille {fs} vérifie aussi que ||fs — Az||, < &€ pour tout s dans un certain disque
D(0,R) C ¥ C C,ou¢g,rsont ceux du Théoréme 4.12, nous pouvons définir une application
t: D(0, R) — C de classe C*, et une application u : D(0, R) — C°°(T*,C) de classe C™
par

ou l'application = est celle fournie par le Théoreme 4.12. Dans ce cas la courbe u(s) est
invariante par la dynamique holomorphe fibrée F, (6, 2) = (6 + a, e"®) £,(0, 2)), est de degré
nul et son nombre de rotation transversal est gy (u(s)) = (. Le but de cette section est
de montrer que sous I’hypothese de transversalité de la famille { fs}ses on peut choisir un
rayon R > 0 et trouver un parametre s* dans D(0, R) tel que t(s*) = 0, c’est a dire, qu’'on
n’a pas besoin de faire une correction e’ sur la dynamique Fi« (0, 2) = (6 + «, fs(6, 2)) afin
d’obtenir la courbe invariante avec le bon nombre transversal de rotation.

L’Indice de Kronecker

Nous allons faire dans cette section un petit rappel sur I'indice de Kronecker d’une
fonction du plan R? vers R? par rapport & un disque. Soit une fonction G : D C R? — R?
de classe C?, qui s'écrit G(z) = (g1(z), ga(x)) définie sur un disque D du plan. Nous
définissons I'indice de Kronecker de G sur le bord 0D par I'intégrale

1 g1dgs — g2dg:
n<G7 D) = 5= / D) B)
21 Jop 91 + 95
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quand il n’y a pas de zéros de GG sur le bord 9D. Ce nombre mesure le nombre de tours
que la courbe G(9D) fait au tour de zéro. En fait, il n’est pas difficile de voir que

n(G:D) = ~ [ G (50) = i/GaDae

21 Jop 2m

ou 00 est la 1-forme d’élément d’angle autour de l'origine complexe. Parmi les diverses
propriétés de I'indice de Kronecker nous allons utiliser seulement celles qui sont contenues
dans la proposition suivante, dont la preuve se trouve dans [Lim81] :

Proposition 4.13 Soit G : D C R? — R? et J : D C R? — R? deux fonctions de classe
C?. On a

1. Si 0 n’appartient pas au segment [G(z), J(z)] pour tout z dans 0D alors n(G; D) =

n(J; D).

2. Si G n'a pas de zéros dans le disque D alors n(G; D) = 0.

3. Si|G(2)| < |J(2)| et J(z) # 0 pour tout z dans OD alors n(J + G; D) = n(J; D).

4. 8t G a un zéro unique et non dégénéré dans D alors n(G; D) = +1.
On dit qu’'un point z dans D est un zéro non dégénéré de G si le déterminant de la matrice
Jacobienne J(G) de G est non nul. Il est clair que 2., 3. sont une conséquence de 1. Nous
allons utiliser cette proposition pour montrer 'existence d'un zéro pour une fonction qui
n’est pas tres bien comprise, en la comparant a une autre qui possede un zéro unique et non
dégénéré, dont I'indice de Kronecker n’est pas nul. Au chapitre 5 nous ne faisons pas appel

a l'indice de Kronecker pour trouver des zéros de fonctions car dans ce cas les fonctions
sont holomorphes et c¢’est le Théoreme de Rouché qui s’applique.

La fonction t(s)

Nous allons étudier par la suite le comportement de la fonction ¢(s). Nous savons d’apres
(4.13) qu’on a explicitement

H(s) = 2rif — / log £/ (0, u(s)(0))d6
T1
d’ou on peut calculer la différentielle de ¢ au point s dans la direction As par

I (6,u(s)(0))As + (0, u(s)(8)) Du(s)As()
pros == . eI

Le Théoreme des Fonctions Implicites de Hamilton nous fournit aussi 1’expression de la
différentielle de la fonction implicite engendrée, ce qui nous permet de calculer

do

Du(s)As = DmZ=(e(s))[De(s)As]
= Dm=(f.)[0:fsAs]

= (DO(fmE(1)) [0 (femE(£) 0.2
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Ceci nous permet d’affirmer que s’il existe une constante 7' > 1 telle que ||0s fs|lo < T pour
tout s dans D(0, R) alors il existe une constante positive 7", qui dépend seulement de la
paire («, ) et de T, telle que

| Du(s)Asllo < T'|As|

Nous pouvons écrire donc Dt(s) = w(s) + A(s) avec w(s) une matrice € My(R) et la
matrice A(s) € My(R) de taille controlée par la taille de f7. Plus précisément

we) = = [ (£0.u0) 00,51 0))

A(s)As = /T 1 (f;(e,u@)(e)))_ £7(0,u(s)(60)) Du(s) As(0)do

S

Si on suppose qu'il existe des nombres réels positifs £¢, £1, €2 tels que || fs|l» < eo, [ fL=A|» <
e, ||y < ea et eg 4 €1+ €2 < € alors on a que

|A(s)|le < 2T"ey (4.27)

Nous pouvons controler aussi la distance ||w(s) —w(0)|| ¢ sur le bord d'un disque D(0, R).
Pour cela nous considérons les inégalités suivantes :

10130, 2) = 0: £y (0 )| o < 103 £lols| < TR (4.28)
si on suppose que |02 f!||o < T. De fagon similaire nous avons

10 2] 4—o(0,u(0)(0)) = Os ] _(0,0)[| ¢ < 10 fV] o llolluls)llo < TT'R (4.29)

si [|0sf”|lo < T. 1l existe donc une constante positive 7", qui dépend seulement de T' et
(ar, B), telle que
|lw(s) —w(0)|][e <T"R (4.30)

Transversalité et fin de la preuve
Considérons la fonction affine W(s) = ¢(0) + w(0)s. L’hypothese de transversalité

> L1

[as 71(6,0)d8
T1 Iy

s=0

pour une constante L > 1, impliquera que W croit suffisamment vite, ce qui va nous
permettre de la comparer a la différence t(s) — W (s) sur le bord d’un disque D(0, R), de
rayon R assez grand de fagon que le zéro (unique et non dégénéré)

§ = —w(0)"'t(0)

de W, soit contenu dans le disque (nous allons utiliser le point 3. de la Proposition 4.13).
D’apres le Lemme 4.1 et Pestimation (4.11) la taille de § est bornée par LCe;. D’apres
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(4.27) et (4.30) la différence entre les fonctions W et ¢ sur le bord du disque D(0, R) est
bornée par

(W(s) —t(s)] < R[DW —t)]e
< R([lw(s) = w(0)]le + [|A(s)] )
< R(T'R+2T'sy)

D’autre part la taille de W est minorée sur le bord du disque par
W (s)| > RL™ — Ce,

Pour pouvoir utiliser le point 3. de la Proposition 4.13 il suffira alors que I'inégalité suivante
soit vérifiée
RL™ —Ce; >T'R* +2T'e5R

et c’est justement le cas si nous prenons R = 2LC'e; et € suffisamment petit. Ce choix nous
permet aussi d’assurer la présence de § dans D(0, R) et de cette maniere la présence d’'un
zéro s* de t dans D(0, R), car il n’y a que deux possibilités, soit ¢ s’annule sur le bord du
disque, ou bien l'indice n(t, D(0, R)) = +£1 et le point 2. de la Proposition 4.13 nous donne
I'existence de s*. Nous venons de montrer ainsi la

Proposition 4.14 Pour toute paire (o, 3) qui vérifie [’hypothése CDy et pour toutes constantes
L>1,T > 11l existe € > 0, un nombre naturel r > 2, qui dépend seulement de la paire
(o, B), et une constante positive universelle C' tels que st une famille lisse a un parameétre
complexe {fs}sesce de fonctions de T' vers T°(T!, Q(D)) vérifie pour des nombres réels
positifs €o, €1, €2, €9 + €1+ €2 € (0, €],

° [85 S f2(0,0)d6 > L1

o | fsllr <ceo,|lfi—Allr <en, || f2r < g2 pour tout s dans D(0,2C Ley)

o |0%f o + |0sf”|lo < T pour tout s dans D(0,2C Ley)
alors il existe un paramétre s* dans le disque D(0,2CLey) et une courbe u : T — D

de classe C™ qui est invariante par la dynamique holomorphe fibrée Fu(0,2) = (0 +
a, fs(0,2)), est de degré nul et son nombre de rotation transversal est o (fe,u) = .

Nous pouvons finir a présent la preuve du Théoreme 4.2. Pour cela, supposons qu’il existe
€ > 0 et une constante M > 1 tels que

o0l
le,s r
10|

(VANVANVAN
i My

Nous faisons un changement d’échelle sur z de taille m > 1, c’est a dire, nous définissons
une nouvelle famille lisse { fs}sexcc par

fS(Q, 2) = mfs(0,m 'z)
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ce qui avec la notation usuelle nous donne

1posllr < mé
Hﬁl,snr < ¢
psll;, < m™M
Si nous posons m = 3Me~! (quitte a diminuer £ on a que m > 1) et &€ < g—M nous avons
- g
ool < 2
- . £
[prsllr < €< 3
5 €
o < &

La Proposition 4.14 nous donne donc un parametre s* dans le disque D(0,2CLé) et une
courbe u de classe C* qui est invariante par la dynamique holomorphe fibrée Fi«, ce qui
signifie

Fe(8,u®) = (04 a,u(d+ o))
(0 + a,mfe(0,m  u(0))) = (9+a u(f + a))
for (6’ m- u(Q)) = Yu(d + a)

On voit ainsi que la courbe m~'u est invariante par la dynamique holomorphe fibrée Fi.

En plus f/(6,2) = f/(8,m 'z), donc le nombre de rotation transversal de la courbe m 1u

est aussi égal a 3 ce qui termine la preuve du Théoreme 4.2 g



Chapitre 5

Cas analytique

Nous allons traiter dans ce chapitre le probleme de la persistance de la courbe invariante
par des petites perturbations des dynamiques holomorphes fibrées pour le cas des dhf
de classe analytique. Avant d’énoncer les résultats précis nous allons consacrer quelques
paragraphes a des résultats simples d’analyse qui seront nécessaires lors des démonstrations.
Un traitement des noms des diverses constantes qui apparaissent sera aussi utile.

5.1 Quelques résultats d’analyse

Constantes

Dans ce chapitre vont apparaitre plusieurs constantes (toutes positives) d’origines di-
veres. Quelques unes ont une valeur numérique fixée et leur raison d’étre n’est autre que
d’éviter la prolifération de symboles comme 7, 55, e etc. A ce type de constantes nous
adjoindrons le qualificatif de universelles et seront toujours notées par la lettre C; avec
un indice qui indique leur ordre d’apparition dans le cours du texte. Inversement a chaque
fois qu’on note une constante par C; il faut assumer qu’elle est universelle. I1 y aura aussi
des constantes dont la valeur fait partie des hypotheses des théoremes, ces constantes sont
L,M,T,d,(a,3). Dans un troisitme groupe il y a les constantes dont la valeur dépend
seulement de celle des constantes L, M, T, 0, («, 3) et elles seront toujours designées par
la lettre K; avec un indice qui indique leur ordre d’apparition ou bien la nature de la
quantité dont elle est une borne. Inversement a chaque fois qu’on note une constante par
K il faut supposer qu’elle dépend au plus des constantes L, M, T, (a, 3). Nous gardons
le nom spécial N pour une constante particuliere qui appartient a ce dernier groupe et qui
détermine, dans un certain sens, la procédure.

Les normes

Toutes les fonctions qui vont apparaitre dans ce chapitre sont des fonctions holomorphes
et bornées. Soit f : U C C* — C une fonction holomorphe et bornée de I'ouvert U de CF,
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k € {1,2,3}, vers C. Nous considérons la norme || f|| comme étant

[fllv = sup | f(2)|
zeU

Il faut avoir en téte que U est de facon générale de la forme B; x D? x D! ou B; est
la bande de largeur 6, et DZ, D! sont des disques dans C. Dans ce cas nous définissons
I'oscillation de la fonction f par rapport a la variable z par

OSC(f)36 DZ Dt - Sup |f(0’ 217t) _f(97 227t)|
7 (0,t)eBsx Dt
Zl,ZQEDZ

Notons que si z = 0 appartient & DZ et f s’annule en ce point alors l'oscillation est une
borne pour la norme

||f||B§7DZ,Dt < Osc(f)B(g,DZ,Dt < 2||f||Ba,Dz,Dt (51)

Quand les domaines de définition des fonctions sont bien établis et qu’il n’y a pas lieu a
confusion, nous omettront le domaine dans la notation de la norme et de 'oscillation.

Notations et estimations pour les fonctions analytiques tronquées

Soit f une fonction analytique sur la bande Bs et IV un entier naturel. Nous définissons
la troncature au niveau N et le reste au niveau N de f par

fIn@) = > fl)erm

In|<N

flg@) = > fn)erm”

|n|>N

ot f (n) est le n-itme coefficient de la série de Fourier de f. Ces deux fonctions sont
analytiques sur la bande Bjs. Si nous considérons une largeur de bande ¢’ € (0,d) avec
0 — ¢ pas trop grand, il existe une constante universelle C; telle que

f@)] < I fllse (5.2)

67271‘]\[(575/)
Ifl5llBy < Cillfllss

B (53)

la derniere inégalité nous dit que si nous perdons un peu de largeur de bande nous gagnons
une estimation sur le reste de f (estimation & la Cauchy). Nous consignons ici le simple
fait suivant

Affirmation 5.1.1 Soit f une fonction analytique dont la dérivée Oyf est bornée sur la
bande Bs. On a donc

£l < | [ 76)08] + 1ol (5.4
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Estimations pour les solutions des équations cohomologiques avec troncature

Considérons les équations cohomologiques en g; et go

91(0) =10+ ) = pi(0) (5.5)
e*™0g5(0) — g2(0 +a) = pa(0) (5.6)
ou «, (3 sont des nombres réels, p, po sont des polynomes trigonométriques d’ordre au plus

N et [11 p1(0)d0 = 0. Par la méthode des coefficients des séries de Fourier nous obtenons
I’expression des solutions

ﬁl(n)ezmne
g(0) = Z 1 _ g2mina ) 91(0)do =0
0<|n|<N T
B ﬁ2(n)e2m'n0
92(0) - e27riﬁ_672m'noz
[n|<N

Rappelons que le g1 = 0 est un choix, que nous allons toujours faire. Soient fi, fo des
fonctions analytiques sur la bande Bs; avec [, fi = 0. Nous posons p; = f]-‘ v bour
J € {1,2}, et utilisons la notation I'y, ', 5 de la section 1.1 pour les pires petits diviseurs.
Nous posons ¢1(N) =Ly (N), p2(N) =Ty (N), il existe alors une constante Cy telle que

lgillBs < CoN|[f;llB;05(N)
10095115, < CaN?| fillBy5(N)

pour j € {1,2}. Il faut remarquer que le facteur Cy N est loin d’étre optimal, mais il suffira
pour les applications a venir.

5.2 Le probleme

Soit { F} }excc une famille & un parametre complexe de dynamiques holomorphes fibrées,
qui s’écrivent de la fagon habituelle

Fi(6,2) = <9 +a, poa(0) + (A + p1a(0))z + pu(0, z))

comme des perturbations d'une dhf qui possede une courbe invariante de degré nul et dont
le nombre de rotation transversal est 3, A = 2. Nous disons qu’il s’agit d'une famille
analytique si Papplication (t,0, z) — F;(0, z) est holomorphe dans le produit X x Bs x D,
ou d est un nombre positif, 3 est un ouvert de C et D est un disque centré a l'origine
de C. Pour fixer les idées nous énoncons et montrons les résultats pour le disque D = D,
mais le cas général reste vrai avec des modifications évidentes. Le fait qu’une famille soit
analytique se traduit par le fait que les fonctions

(t.0) — pos(0)
(t.0) — pis(0)
(t,0,2) — p(0,2)
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sont holomorphes sur les domaines adéquats, et c’est sur cette forme que nous allons
I'utiliser. Le but de ce chapitre est de montrer que la persistance d’une courbe invariante de
degré nul, avec un nombre transversal de rotation donné, pour une dynamique holomorphe
fibrée est un phénomene de codimension 1 complexe dans la classe analytique, sous une
condition arithmétique appropriée. Plus précisément nous allons montrer le

Théoréme 5.1 Pour toute paire (o, ) qui vérifie la condition de Brjuno By, pour toutes
constantes positives L > 1, M, T et § il existe (L, M, T, 6, («,3)) > 0 et une constante
positive Kr(L, M, T, ¥, («, 3)) tels que si pour un certain € dans (0,e*] la famille analytique
{F, }ies vérifie qu’il existe un disque D(ty, Kre) C X tel que

3t / p17t(9>d0|t=t0
T

L> > L1

et pour tout t dans D(ty, Kge)

[P0l <€

P14l <€

102pill B, < M

10:0pillBs.p + 107 prellBs < T

alors il existe un paramétre t dans D(to, Kgre) tel que Fy posséde une courbe invariante
u, analytique sur la bande B%, de degré nul et dont le nombre de rotation transversal est

ou-(u) = . De plus, la taille de u tend vers 0 lorsque € tend vers 0.

5.3 Deux lemmes techniques

Dans cette section nous allons montrer deux lemmes d’une allure tres technique qui
vont définir deux suites de nombres réels positifs {l,}, {w,} qui tendent vers 0 d’une fagon
bien particuliere et qui seront utilisées comme mesure de la vitesse de convergence vers
0 de quelques fonctions lors de la preuve du Théoreme 5.1. Ces deux lemmes vont nous
fournir aussi deux suites sommables de nombres réels positifs {d°}, {d.} que nous utilise-
rons comme pertes de largeur de bande pour obtenir des estimations pour des fonctions
analytiques tronquées. Ceci étant, la partie qui suit est la partie la plus importante dans
ce travail du point de vue de la relation entre 'arithmétique et la dynamique étudiée.

Soit X > 2 un parametre réel et {A,}n>0, {Bn}n>0 les suites non décroissantes de
nombres réels positifs définies par A,, = 'y, 3(2"), B,, = [',(2"), ol nous utilisons la notation
de la section 1.1 pour les pires petits diviseurs. Sous la condition de Brjuno B; ces suites

satisfont log A oo B
og Ay, 0g D
ORI D LI

n n

Lemme 5.2 Définissons

—n2

e

bn = 16R A, B, 2"

On a alors
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lim,, oo {,, = 0

n 1
> N2"Byl, < g
N2"Apl, < 1

La relation

e v =

Nlne—27r2"d,1l
ln+1 = d—l (58)

n

définit une suite {d}},>o de nombres réels positifs telle que
> dy < Ki(1+1ogR) (5.9)

ot la constante K1 ne dépend que des suites A, B,.

Preuve. Les points 1., 2., 3. sont immédiats. Posons ensuite

o, = —log(N2"l,)
= log A, + log B,, +1og 16 4+ n*

et définissons d’abord une suite {d’},>o par la relation

anrl — NlnefQﬂ'Q”d;ll
ce qui donne 3
2m2"d} = 6,41 — 6, + log 2R

&
o est conver-

gente, la série » cZ}l est aussi convergente, et sa somme est majorée par Ki(1+ logR), ou
K, ne dépend que des suites A, B,,.

Pour finir nous allons trouver une suite réel {z}},>o de fagon que si nous posons d}, =
d} + z!, l'affirmation du lemme au point 4. est vérifiée. Pour cela il suffit de résoudre
I’équation

comme la suite &,, est croissante, la suite d}, est positive. Comme la série >

672#2”1,11
dl + )

Un analyse graphique élémentaire nous permet de voir que (5.10) a une solution unique
z}. De plus, on a que z,, < s,, ol s, vérifie

—272"s
e =38,

La série ) s, converge, ce qui termine la démonstration du lemme g

Lemme 5.3 Définissons
Ly
- N4n4,

ou la suite {1, },>0 est celle définie au lemme 5.2. On a alors

Wn,

(5.11)
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1. Rw,(2"4,)% < &
2. 3, Nw,2"A,, < 15

3. La relation .
_ n
W1 wnNe 2m2™d;,

= 12
- dg (5.12)

définit une suite {d°},>o de nombres réels positifs telle que
D d) < Ky(1+1ogR) (5.13)

ot la constante Ky ne dépend que des suites A, B,,.

Preuve. Les points 1.,2. sont immédiats. Comme lors de la preuve du Lemme 5.2 nous
allons définir {d2},>o par la relation

wn_l,_]_ _ n 0
wnNe 2m2™d;,

c’est a dire
0= 5 2 ——{2n+1+log(A2, | B,.1) — log(A2B,) + log 32X}

qui définit bien une suite positif et sommable. Nous pouvons, comme au Lemme 5.2, trouver
une suite {29 },,50 de réels telle que la modification d2 = d° + 29 satisfait le lemme u

5.4 Un processus itératif

5.4.1 Choix du parametre XN et les largeurs de bande

Comme nous venons de le voir dans les lemmes de la section précédente, les suites qui
y sont définies dépendent de la valeur de la constante N. Pour nous servir de ces suites
nous allons choisir la valeur de N comme étant plus grande que plusieurs quantités qui
dépendent au plus des constantes de type K qui apparaissent dans la procédure qui suit.
Ce choix est possible car ces constantes dépendent au plus des constantes qui apparaissent
dans les hypotheéses du Théoreme 5.1 (L, M, T, 6, («, 3)). Ceci étant, nous allons écrire des
minorations explicites a mesure que la procédure s’effectue. Une fois ce choix effectué, nous
disposons de deux suites de nombres réels positifs {d },>0, {d} }»>0, qui nous allons utiliser
comme des pertes de largeur de bande dans notre procédure. Ces suites satisfont

> “max (d),d)) < (K + Kz)(1+logR) < oo

n>0
ce qui nous permet de fixer un nombre naturel n* de fagon que

Z max (dy), dy,) <

n>n*

»-l>|<>n
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ou ¢ est la largeur de la bande initiale de définition de la variable 6 des fonctions invo-
lucrées dans le Théoreme 5.1. La démonstration se fera via I'utilisation d’un algorithme de
récurrence divisé en étapes. Le nombre n* va indiquer a quelle étape on démarre 1’appli-
cation de I’algorithme. Dans chaque étape les fonctions involucrées auront une bande de
définition pour la variable 6 dont la largeur sera

o= 34—5 (5.14)
S = 6" — max(d>, dl) (5.15)

D’apres le choix de n* on a que pour tout n > n* la largeur de bande 6" > g.

5.4.2 Description de ’algorithme

La démonstration du Théoreme 5.1 s’éffectue en exhibant une conjugaison analytique
affine sur chaque fibre, c¢’est a dire, de la forme

h(9, z) = (6, uo(8) + ui(0)z),

qui met une des dynamiques holomorphes fibrées F; sous forme normale, avec u; une
fonction de degré nul, ce qui implique, d’apres la discussion du chapitre 1, 'existence de la
courbe invariante avec le bon nombre transversal de rotation. L’équation de conjugaison
est

hloFoh = (0+a,m{p0t( ) + Aug(0) — uo(6
#mg{/)u( Juo(0) + (0, uo(0))}

+ Zu1 0+a) {)‘+p1t( )+azpt(‘9 uO(Q))}
+ uq ( 9+a {pt(e U’0<9) + u1(9> ) (‘9,1,60(9))

- zulw)azpt(e,uo(@))})

Un tel changement de coordonnées h sera le résultat limite de compositions successives de
deux types particuliers de conjugaisons affines.

Plus précisément la procédure que nous allons effectuer pour rendre nuls les termes
po, p1 (cela implique la forme normale) se divise en plusieurs étapes. Le but dans chaque
étape est de faire diminuer la taille de pg et p;, de fagcon que a la limite ses tailles tendent
vers 0. Cependant, la vitesse de cette convergence est tres particuliere et dépend fortement
des propriétés arithmétiques de la paire (a, 3). A chacune des étapes nous allons appliquer
4 types d’opérations. Les deux premiers sont des opérations a la KAM (ou algorithme de
Newton), c’est-a-dire, que nous résoudrons les équations du probléeme mais simplifiées (on
garde seulement les termes que les rendent des équations cohomologiques). C’est sont ces
opérations (plutot les solutions aux équations) qui nous fournissent les fonctions wug, ug
qui donnent le changement de coordonnées de I’étape. Bien entendu, ce changement ne
met pas la dynamique sous forme normale car les équations qui ont été résolues étaient des
équations simplifiées. Il faut donc prendre en charge un reste dont la taille sera controlée par
les deux autres opérations. L’une consiste simplement a introduire une perte sur la largeur

+a)}
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de la bande de définition de la variable 6 des fonctions, ce qui nous permet de controler
la taille de certains des restes. La quatrieme opération consiste a restreindre l’espace de
parametres t. Nous allons maintenant décrire les deux premieres opérations, dites de type
KAM, pour pouvoir ensuite étre plus précis sur l'effet des deux dernieres. Les opération
de type KAM consistent & trouver un changement de coordonnées affin par fibres avec
une forme particuliere, ce qui nous ammenera a résoudre des équations cohomologiques
tronquées comme a la section 5.1; si nous sommes a 1’étape n nous allons résoudre les
équations avec une troncature au niveau 2".

Les 4 opérations

Cas u; = 1 (dite résolution de l’équation de uy) Dans ce cas nous obtenons comme
résultat de la conjugaison

h"loFoh — (e +a, pos(8) + Mo () — uo(0 + ) + pre(O)uo(0) + pi(6, uo(6))
+ 2{A+ Pl,t(‘g) + 02p:(0,u0(0))}
+ {pul,u0(0) + 2) = pul0,u0(8)) — 2010, uo(6))} )

Nous choisissons ug de sorte que

p07t(9) on + )\Uo(e) — U0(9 + OZ) =0 (516)
ce qui donne
poi’ = privo + pi(v,u0) + pos -
Pre = pre+ 0.p:(-; uo)

pi(2) = pluo+2) — o, u0) = 202005 o)
Nous allons obtenir une estimation du type

[Juol| < C52"Ta,5(2") [ po| (5.17)
Compte tenu de la taille de pg, p1,; nous allons voir que la taille de pg$* — ,00,t|2—n diminue
(effet “quadratique”). Les tailles des autres fonctions concernées ne changent pas de fagon
significative.

Cas ug = 0 (dite résolution de l’équation de u;) On a cette fois comme résultat de
la conjugaison

_ _ +(0) u1(0)
hloFoh = (9+a, uplo(nga) + 2 ara) A+ p1:(0)}

pe(0,u1(6)=)
+ u1 (0+a) )
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Nous choisissons u; de sorte que

(51 (9)

N CE) A+ p1(0)} = A (5.18)

pour une constante A appropriée (donnée par la condition intégrale de I’équation cohomo-
logique). En fait , nous ne résoudrons pas exactement cette équation, mais la troncature
au niveau 2" de I’équation cohomologique qui en résulte. A I'issue de cette opération nous
avons

pnew _ 100715(')
0t u (- + )
Py = X — XA+ Reste(6, 1)
new __ pt('7u1(')z)
P = T N
ur (- + @)

ou l'expression du reste Reste(0,t) sera explicitée dans les sections a venir. Pour la solution
uy nous allons obtenir une estimation du type

lur = 1| < R2"Ta (2")]|Opp (5.19)

Les tailles de pg%", pi“” ne changent donc pas d’ordre de grandeur. L’effet de résoudre

une équation comme (5.18) mais tronquée peut étre vu comme une tentative de rendre p;
indépendant de . C’est précisément sur la taille de 9pp1, qu’on peut gagner a l'issue de
cette opération. Il faudra cependant, controler la taille de Reste(d, z).

Perte de largeur de bande La troisieme opération consiste en perdre un morceau de
bande pour pouvoir controler les restes issus des opérations précédentes. Lors de 1’étape n
nous allons perdre une largeur égale au max(d2, d}), et la nouvelle largeur de bande sera
donc comme dans (5.15). Avec cette opération nous obtenons un contrdle sur la taille de

new

Po,t

new

et a@pl,t .

Coupure dans ’espace des parametres Nous allons utiliser I'affirmation 5.1.1 pour

controler la taille de pi'7”, c’est a dire, qu’il suffit d’avoir un controle sur la dérivée Jgp77”

plus un contréle sur le nombre complexe [, p7"(0)do. Ce dernier nombre complexe peut
étre varié avec le parametre t grace a I'hypotheése de transversalité sur la famille {F} }ieyx.
Cette opération consiste alors a localiser un disque dans l'espace des parametres ou ce
nombre complexe est suffisamment petit. La facon pour réussir a cette localisation sera
simplement de trouver un parametre ¢t qui annule le p5it(0)do et choisir ensuite un rayon

de taille appropriée.

Description d’une étape

Bien entendu, cette section n’est qu'une description dont nous laissons les estimations
rigoureuses pour une section future. Au début de la n—ieme étape nous avons les fonctions
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P64 PLes Pr et les estimations

ool < wy (5.20)
Tl < Kl (5.21)

pour une constante K3 et les suites [,,, w, sont celles définies lors de la section 5.3. Nous
avons aussi un espace de parametres qui est un disque D(¢,,p,). Le but a la fin de I'étape
est de retrouver ces estimations pour l'indice n + 1. Chaque étape de notre algorithme se
décompose a son tour en 4 parties.

lére partie Cette partie consiste a appliquer plusieurs fois 'opération de résolution
de T'équation de ug (cette partie comporte alors des pas). Nous introduisons un indice
supplémentaire pour indiquer les pas. Ainsi nous aurons comme résultat de chaque pas les

. Lo PO R . .
fonctions pZ}’Z* PO ptth A chaque pas les tailles des fonctions p1¢, pr ne changent pas

beaucoup. La fonction p’g;;' est la somme d’une partie quadratique dont la taille diminue
de moitié a chaque pas, plus une série de restes d’ordre plus grand que 2" (en termes de
sa série de Fourier). Cette partie finira au moment ou la taille de la partie quadratique
soit plus petite que “2. On peut interpréter géométriquement cette partie comme une
tentative d’aller chercher la courbe invariante, c’est a dire, de centrer la dynamique le plus
proche possible, compte tenu des petits diviseurs, de la courbe invariante.

2éme partie Cette partie consiste a appliquer une seule fois 'opération de résolution de
I’équation de ;. Ceci nous permet de ramener le controle de la taille de 9pp; 4 & un controle
sur un reste d’ordre plus grand que 2". On peut interpréter cette partie comme un essai
d’ajuster le nombre transversal de rotation de la dynamique a la valeur f3.

3eme partie Cette partie consiste a perdre un morceau sur la bande de définition de la
variable 6 des fonctions. A la fin de la deuxiéme partie nous avons deux restes a estimer,
qui viennent essencielement des troncatures des fonctions dont leur tailles sont plus petites
que wy, l, respectivement. L’'inégalité (5.3), les relations (5.12), (5.8) qui définissent les
suites d°,d. et I'introduction d’une perte de largeur de bande de taille max(d®,d") nous

donnent les estimations [|pf7" || < wni1, [|06p T || < Lot

4eme partie Cette partie consiste tout simplement a appliquer 'opération de coupure
de I'espace des parametres pour réussir une borne sur le nombre complexe le Pt de taille
d’ordre [,,;1 et de cette maniere pouvoir commencer 1’étape suivante.

La démonstration du Théoreme 5.1 passe alors par montrer que les hypotheses faites
sur la famille {F} };cx; nous permettent d’une part obtenir les estimations nécessaires pour
commencer une étape (I'étape n*) et d’autre part, accomplir d'un bout a l'autre le plan
qui nous venons de décrire pour une étape quelconque. Nous verrons lors de la section
5.4.7 que les propriétés listées dans les lemmes 5.2, 5.3 des suites [, w,, nous permettent
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de montrer, pour un seul parametre t* dans X, la convergence de la méthode, c’est a dire,
que la composition successive des changements de coordonnées fournis par chaque étape
converge vers un changement de coordonnées analytique qui rend la dynamique holomorphe
fibrée Fi+ sous une forme normale.

5.4.3 Initialisation de P’algorithme

Les domaines de toutes les fonctions qui apparaissent au début de notre procédure sont
le disque unité du plan complexe D = D(0, 1) pour la variable z, la bande Bs de largeur
d pour la variable 0 et le disque du plan complexe D(0, K'e) pour le parametre ¢, ou la
constante K’ sera bientot explicitée. Avant de commencer le processus itératif nous avons
besoin d’estimations pour les dérivées par rapport a 6 de certaines fonctions. Pour cela
nous admettons une perte de largeur de bande §/4 et obtenons ainsi les estimations de
Cauchy suivantes

24¢
[0pp14]] < ra

24 M
1060.p¢|| < T:N

ou nous utilisons la ligne ci-dessus pour définir une fois pour toutes la constante positive
N. Nous pouvons déja exhiber la valeur maximale des tailles de départ

Ol
24

£= (5.22)

qui dépend seulement de §,n*, qui a son tour dépendent seulement de L, M, T, 0, («, 3).
Nous allons supposer dans cette section que || po|| < w,+. Cette hypothese est beaucoup plus
forte que celle annoncée dans le Théoreme 5.1. Cependant, nous verrons que nous pouvons
nous ramener a ce cas, a une procédure préalable prés, dont gardons la description pour la
section 5.5. Posons ensuite

po =pos 5 P =pe o oot P=p (5.23)

Les domaines de ces fonctions (ou cela ait du sens) sont la bande de largeur 6" = 346/4
et le disque D(0, R""?) de rayon R = 1 pour la variable z. L’espace des parametres t
est le disque D(t,~, p,+) de centre t,~ = 0 que nous allons supposer étre un zéro simple de
Jp p?;’o (cette hypothese sera enlevée lors de la section 5.5.1), et de rayon

2400

n* — 100ln* =
b 5

(5.24)
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Ceci nous dit que K’ = 245&. Comme X est grande nous aurons toujours p,- < 1. Nous
avons alors les estimations pour démarrer 1’étape n*

1000 °l < e (5.25)
o6l < war (5.26)
201"l < M (5.27)
osc(agazp?*’o) < 2N (5.28)
osc((‘?tazpf*p) < 2T (5.29)

-1
| [ owtitan -] < i (5.30)

L’inégalité (5.30) et l'existence du nombre complxe Aq est encore une hypothese supplé-
mentaire de I’algorithme, que nous enleverons par la suite. Le nombre complexe A vérifie
aussi que L > |Ag| > L1

Remarque 10 (Sur le niveau de départ et la taille de €) Nous verrons dans la sec-
tion 5.4.8 qu’une subtile modification lors de la premiere étape établira la derniere affirma-
tion du Théoreme 5.1, concernant la taille de u et la taille de €.

5.4.4 Mise en ceuvre du pas itératif

Afin de controler les diverses fonctions qui apparaissent lors du déroulement des étapes
nous allons introduire quelques suites de nombres réels, et nous allons faire des affirmations
sur ces suites, dont la vérification se fera au fur et a mesure que nous aurons en main les
éléments que le permettront. Au tout début de I’étape n nous avons la famille {F};} écrite
sous la forme

FP0(0,2) = (6 + a, iy (6) + 2017 (6) + Az + p) (6, 2))

avec p” s’annulant & 'ordre 2 en z = 0. Les domaines des fonctions sont : pour la variable
z le disque D(0, R™), ott la suite {R™"},,5n+ jenufoo} Vérifie

3 * * * * * *
§<...<R"+1’1<R”+1’0<R” < < R < RV < RO =1, (5.31)

pour la variable 6 le domaine est la bande Bgn, dont la largeur 0" est définie dans la section
5.4.1. L’espace des parametres ¢ de la famille est le disque D(t,,p,) de centre t,, un zéro
simple de [, p}’(6)d, et de rayon

Pn = 1001, (5.32)

Dans cette section nous allons prendre en charge seulement les estimations qui ne font pas
intervenir le parametre ¢, en gardant pour la section 5.4.5 les estimations dans le parametre
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t. Au début de I’étape nous avons alors les estimations

ool < wn (5.33)
1020l < M (5.34)
osc(agﬁzpt ) < Npo (5.35)
86PN < L (5.36)

ol les suites de nombres réels {M,},>n+ et {Npi}tn>n=icnufeo} SOnt majorées par des
constantes K, et Ky respectivement.

En utilisant laffirmation 5.1.1 avec I'inégalité (5.36) et une estimation sur la norme
H Jp Ay ' AOH que nous n’écrivons pas ici (voir inégalité (5.87) de la section 5.4.5) nous
obtenons 'estimation

Hp L, (5.37)

La constante K3 apparait immédiatement lors de ’application de 'affirmation 5.1.1 avec
ces inégalités.
Premiere partie, ’équation de u

Avant d’effectuer le i-eme pas de la premiere partie de I’étape n nous avons les fonctions
pg; ,PLys py" ot cette derniere est définie sur le disque D(0, R™") dans la variable z. Le i-eme

pas consiste en trouver un changement de coordonnées de la forme A, ;(0, z) = (0, ugz (0)+2)
en résolvant 1’équation tronquée

Mg (8) — ugy (0 + @) = —pgylan (5.38)

D’apres la section 5.1 la solution a cette équation satisfait

lugz ]l < Co2"Tas(2)llPhe (5-39)
Haeue’ I < CoA™Tas(2")llph: (5.40)
Notons qu’apres avoir résolue (5.38) le nouveau pq est
Pt = poila + plyug + (- ugy) (5.41)
et vérifie
poi e = {piiuny + o0 (- ugt) . (5.42)
grace a la définition de p’g;; |gw. Nous avons aussi un nouveau p;
pritt = it + 0:p (g (5.43)

et un nouveau p

P 2) = o (ugy + 2) = o (ugy) — 2000 (- uly) (5.44)
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défini en la variable z sur le disque D(0, """ ()) avec
) = B i 0) (5.45)
La suite { R™'} vérifie . .
R <) (5.46)

pour tout @ dans Bs». Nous considérons désormais le rayon R™*! comme le domaine de

la variable z. Il faut se rappeler que a chaque fois que nous résoudrons (5.38) nous le

faisons sans perte de largeur de bande. C’est seulement au moment ot nous aurons besoin

d’estimer les restes py;|s= que nous introduirons, et seulement une fois par étape, lors de
0,t12 ) )

la 3eme partie, une perte de largeur dj.

Estimations dans la premiere partie de ’étape. Définissons
n,0
Ufz,o = Por (5.47)
Mhir1 = Pietey +pi(0,ugy) (5.48)

Chaque fois que nous résoudrons 1'équation (5.38) nous gagnons vraiment sur 1’estimation
de n;,;,, car (5.42) implique

/)g,’fﬂb" = sz,i+1‘2" (5.49)

et nous améliorons (5.39),(5.40) par
lugill < Co2"Tas(2") |10 (5.50)
10pug ]l < Ca4"Tap(2") Il (5.51)

Nous allons montrer inductivement pour tout ¢ > 0, I'indice des pas, que

l02pr" | < My, (5.52)

080(8982,0?’2) < Ny (5.53)

Il < 5 (5.54)

1Bopill < 2 (5.55)

lpvill < Kl (5.56)

ol la constante K, est plus grande que Kj. A partir des inégalités (5.50),(5.51) et (5.54)

ils découlent les estimations

n,i CZZTL

luoell < oy (5.57)
n,i C2ln

ol < S (5.58)

Pour accomplir l'induction nous voyons d’abord que les hypotheses (5.33)...(5.37) nous
permettent de démarrer. Supposons donc que les relations précédentes sont vérifiées pour
tout 0 <7 <i+ 1.
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Nous sommes déja en mesure de exhiber une partie de la définition de la suite { R™"} :
supposons définie R™* nous définissons

. . 1
Rt = R”ﬂ—CZz"Fa,ﬁ(T)wn(E) (5.59)
R™™ = R™ —20y2"T, 5(2")w, (5.60)

Si N est plus grande que C5 alors laffirmation (5.46) se vérifie d’apres (5.45) et (5.57).
L’inégalité (5.56) s’obtient de (5.43),(5.37),(5.52) et (5.57) car

A

P+ 0.8 (6, ug)

Jj=0

I < \

< Kb+ M,y |lugd|
=0
L,
< Ksl, + KMCQQ_n

< Kyl
ou la constante K dépend seulement de Cy, K3 et K. La relation (5.44) nous donne
1828 = 119208 (- 2 + ug™) || < M,
ce qui donne (5.52). En différenciant la relation (5.44) nous avons
Q0 = Bu0.p b )+ O

— 000, () — OB g

et en estimant les termes correspondants nous pouvons estimer 1’oscillation
w

osc(ﬁgﬁzp?’iﬂ) < N+ 2Ky K4"T,, g(2") 2?

En fait, cette derniere inégalité nous permet déja montrer une partie de la définition de la
suite {V,,;} : posons N+ o = 2N et supposons N,,; définie. Nous posons donc

Npit1 = N + 2KM024"FQ75(2”)% (5.61)

Nous définissons N,, o, comme une borne supérieure des N, ;, c’est a dire
Npoo = Nppo + 4K Co4"T 5(2" ) w,, (5.62)
On vérifie maintenant sans peine I'inégalité

05¢(9p0.0)""") < Ny
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La relation (5.43) nous permet calculer Ggp’f’iﬂ et estimer

10017 <

il + 3 ou(0.p0.51)|
7=0

IN

n’j(eaug,’t) 7 "’j((? g, )39“0

§l+ZN

K5
<l + 2y
< bt g

pour une constante K5 qui dépend seulement de Csy, K); et K. Si nous choisissons R plus
grande que K5 nous obtenons
1003 || < 21

Finalement nous estimons 7}, ;,; & 'aide du point 3. du Lemme 5.2 et du point 1. du Lemme
5.3

2
Wn n ny Wn
Whonll < K C2Taal@) 5 + M C2'Tas)

1 w, 1 w,
- 16 2¢ 2116 2¢
< Un
- 2i+1

ot nous utilisons que X > K,;Cy et X > K;,C%.

Finalisation de la premieéere partie. Nous allons appliquer I'opération de résolution
de I'équation de ug jusqu’au moment ot la taille de ||} ;|| devient plus petite que =2 ou
plus précisément quand % soit plus petite que == Soit 1, un tel moment, c’est a dlre,

que nous résolvons i,, fois 'équation (5.38). A ce moment nous nous arrétons et passons &
la deuxieme partie de 1’étape.
Deuxieéme partie, I’équation de u;

Cette partie consiste en résoudre une seule fois I’équation de u;. Plus précisément, nous
cherchons un changement de coordonnées de la forme Al (0, 2) = (0, u,(0)z) et tel que

ult

nzn _ o\t
uu 9+a ————— {1 (0) + A} =\, (5.63)

Si nous posons €% () = w7, () I'équation (5.63) se réduit & résoudre

v (0) —v"(0 + ) = log A — log(p?t“’ 0)+ N (5.64)
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Nous allons résoudre alors 1’équation (dite de u;) tronquée suivante
v (0) — v(0 + ) =log A — { log (p?f" 0) + )\) } ’2n (5.65)
avec A étant le seul nombre complexe qui permette cette résolution, c¢’est-a-dire, le seul

qui rende nulle la moyenne du coté droit

log \f, = / {log (p’fZ” 0) + )\)}|2nd9 = log A +/ log (pl)\t + 1>d9 (5.66)
T! T1

On a l'estimation

[ s ( (& o )ao] < |
’]Tl

pour une constante universelle Cs. Pour estimer la solution de (5.65) il nous faut une
estimation de la taille du coté droit, pour cela nous écrivons la différence et ’estimons par

log X!, — log (o4 (0) + ) = / log (’“At 1>d9 ~log (m; + 1)
’ﬂ‘l
log X;, —log (1" (0) + M) < Callprzl
pour une constante Cy. Nous avons

lopll < CaCa2"Ta(2Y)llp7" | (5.67)
1Bpo (] < CoCud"To(2)|Ip13" | (5.68)

car nous choisissons la moyenne v7"(0) = 0. Apreés la conjugaison par le changement de
coordonnées h! qui en résulte nous avons les nouvelles fonctions

n+1,0 Pgtln( )
= 0 5.69
pO,t ul,t( + a) ( )
1
n+1,0 7,1 n
= — " (- 5.70
Pt Urft( T a) Pt ( ) 1,t2) ( )

Cette derniere fonction est définie en la variable z sur un disque D(0,7;"°(6)) avec

Rn,in
n+1,0
T 0) = 5.71
CO =g 57
La suite { R} vérifie

R0 < t10(g) (5.72)

pour tout # dans la bande Bs.. Nous considérons désormais le rayon R"™1° comme le
domaine de la variable z. Le reste qui n’a pas été considéré dans I’équation (5.65) donne
lieu a une nouvelle fonction p;

p;utrl 0(9) < {log(p" T (0) +/\)H2n) Y (5.73)
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Estimations dans la deuxiéme partie de ’étape. De (5.67) et (5.56) nous avons

luy, — 1] < C3C042"To(2") Kul,, (5.74)
Il existe donc une constante Ky telle que
g ]| < e Teen (5.75)
I(uf )M < e Tt (5.76)
et en utilisant que Jpu} = Jpv™ul et (5.68) nous avons
|Ogul,|| < eFe' Tl fanT (271, (5.77)
< BKATL(2Y), (5.78)

si N est plus grande que Kg. Nous pouvons aussi noter que 'estimation (5.74) nous dit que
le degré de la fonction u; est nul. Nous sommes déja en mesure de conclure la définition
de la suite { R™} et de montrer qu’elle est minorée par 3/8.

La suite {R™'}. Supposons R™* déja défini, alors nous posons

preo - BT (5.79)

eR27 T (27)ln

Avec cette définition en main 'inégalité (5.72) se vérifie d’apres (5.71) et (5.76). La suite
R™ satisfait aussi les relations de décroissance annoncées dans (5.31). Voyons finalement
que la sous suite des R™° est minorée par %. Pour faire cela notons que

RrHL0 — q _ {zn:Rj,o _ Rj+1,0}
=0

et que les différences peuvent étre estimées par

2052, g(2™)wy,
eR27 T (27)1,

< N2'T,(2")1, 4 2C92"T, 5(2" )wy,

Rj,O _ Rj—i—l,O — Rj,O(l . e—N2"Fa(2")ln)

donc d’apres le point 2. du lemme 5.2 et le point 2. du lemme 5.3 la série des différences

est bornée par

D OR2TL(27)l, +2) | Co2' T 5(2"wy, < g n

La relation (5.70) donne

annJrl,O(e Z) _ u?yt(ey a2pn,in (9 u® (9)2)
z Mt ) U1,t(‘9+06) z Mt s Y1t
et nous obtenons alors I'estimation souhaitée pour la fonction §%p

2 n+1,0 3Ke2" o (2™)ln
18200 < MR TG
S Mn+1

car la suite { M, } est construite comme suit
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La suite {M,}. Nous posons M, = M et inductivement, si M, est déja définie,
Mgy = My e e (5.80)
d’otut suit sans peine la majoration par K, et la validité de (5.80) m

L 1,0 .
Pour calculer 'oscillation de 9y0, p?“ " nous faisons

89“?71:(9)71711715(9 +a) — (%u’f,t(e + a)uit(ﬁ)
u’l"t(ﬁ + «a)?

u?,t(e) n,in n
u?’tw T a) {898Zpt (97U1,t(‘9)2)

2P (6, (0)2) 2007, (6) |

aGazp?JrLO(ea Z) =

A CRTCEY

ce qui implique

0sc(0p0.p1 ) < 4)|0put,

g ol )™ 1 Koar + N, Il

+2[|(uf )l 1B | O

(i)l

Nous pouvons alors conclure la définition de la suite {V,,;} et montrer qu’elle est majorée
par une constante K.
La suite {N,;}. Supposons que N, o est déja défini, nous posons alors
N1 = K2 M@ N, 4 144K K4 T o (271, (5.81)
ce qui ajouté a l'inégalité (5.81) et les estimations dans cette section nous donnent
osc(agﬁzp;”l’o) < Npt10 (5.82)

Si nous introduisons la valeur de N, o (voir (5.62)) dans la définition de N4 nous
obtenons

262 Ta@Mln N 4 8K 1, Cod™ T (2w, + 144K 3y K™, (27)1
n,0 JVASD) a8 n M6 a n
e2K62nF“(2n)l"Nn’0 + K74nra<2n)ln

26 22" a2l <2N + K7 4”Fa(2”)ln)

Nn—l—l,O

VANRVAN

IN

pour une constante K7. On voit bien que (5.83) et les propriétés de la suite {/,} impliquent
une majoration pour la sous suite IV, ¢ par une constante Ky, ce qui ajouté aux relations
suivantes de croissance

2N = Npr g < Np= 1 < - oo < Nproo < Npprg10 <01

implique la majoration annoncée pour la suite {V,,;} toute enticre u
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Nous allons finir cette deuxieme partie de I’étape en écrivant les fonctions pour lesquelles
on a besoin d’une perte de largeur de bande pour obtenir une estimation, car dans son
expression interviennent des fonctions tronquées. La relation (5.73) implique que

27>

mais l'opérateur de troncature commute avec la dérivation par rapport a 6, donc

Dpp! n+10 )\; (e{log plfn+>\)}}2n) {;}\(aepn 2n)}

N,in
Py +

Do T = ( {1°g<f>?if”+k>}|w) 89<{ log(p17" + A)}

(5.83)

27L

L’expression de la fonction p, est alors

n,in in—1
n+1,0 Pot 1 Z
pO,n Uu( + a) u?,t(' + Oé <7]n in nn] |2 ) ( )
Troisieme partie, perte de largeur de bande

Pour estimer la taille des fonctions tronquées qui apparaissent dans (5.83),(5.84) nous
introduisons une perte de largeur de bande de taille max(d°, d}). Le domaine de la variable

n? n
1
0 est désormais d"*!. Nous pouvons estimer alors p”Jr 0 par
in—1 —27m2nd0
n+1,0 n41 Wne
< 2 Ci,—————
I < 2 I
—2m2"d2
Wn+1 w n
< a0
2 dd
S Wp+1

si N est plus grande que 2C}, ot nous avons utilisé la borne || (uf,) || < 2 qui n’est d’ailleurs

pas treés précise, mais suffisante. On reprend (5.83) ; comme ||pr§" || est uniformément petite
il existe une constante Cj telle que

o [

Jouris ™ < ;
205ln€_27r2nd7ll
< —a
< oy (5.85)

ou la derniere inégalité est rendue possible grace a la définition de la suite {l,},>0 (voir
Lemme 5.2) et le fait que X soit plus grande que 2C5. De cette fagon nous obtenons toutes
les inégalités (5.33)...(5.36) pour I'indice n + 1. Ceci conclut la troisieme partie.
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5.4.5 Estimations par rapport au parametre

Avant de passer a la quatrieme et derniere partie de ’étape nous reprenons les trois
premieres pour établir les estimations qui font intervenir le parametre ¢, et qui sont in-
contournables dans la quatrieme partie ou nous allons restreindre de fagon considérable
I’espace des parametres. Cependant, dans cette section nous restreignons un peu aussi ’es-
pace des parametres pour appliquer des estimations de Cauchy. Au debut de I’étape n nous
avons les estimations suivantes

osc(&gazp:"o) < Tho (5.86)

H / Do 0d0 — Aol < s, (5.87)
’]I‘l

ou la suite de nombres réels {Tn7i}n2n*76NU{oo} vérifie pour une constante Kp la majoration
Tn+1,0 S KTnZ"Fa(Q") (588)
et la suite de nombres réels {s, },>,+ vérifie

L !
= n* < n* < n* < < -
1000 om0 S SmAl S St 100

(5.89)

Estimations dans la premiere partie de I’étape. Nous allons montrer inductivement
pour tout ¢« > 0 que nous avons

osc (8t02,0?’i) < Thi (5.90)

Supposons donc que ceci se vérifie pour tout 0 < 7 < i+ 1. Estimons d’abord 8tug7’f. Nous
utilisons une estimation de Cauchy, c¢’est a dire, nous perdons un peu de rayon sur le disque
D(t,,pn) (espace des parametres) pour obtenir une estimation sur la dérivé 8tug:f . Plus
précisément nous construisons une suite de rayons {pni— }ienuso définie par

2\
b = P = h(3)

Ceci dit qu’a chaque pas nous perdons un tout petit morceau de rayon de taille [,, (%) (c’est

cette perte que nous utilisons dans I'estimation (5.91) qui suit), et a la limite, I’accumulation
des pertes est au plus de taille 3[,,. De (5.57) 'estimation de Cauchy nous donne alors

i 6C, /3\!
Qg || < N_272‘<Z) (5.91)
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Nous pouvons a ce moment estimer 1'oscillation de 0,0, p par

00:.p0" = 0,0:p1 (0, uyy + 2) + 020 (0, ug + 2)0ug
_8tazp17€m(07 ug,’tz) - 8310?71(‘97 Ug:tl)(()tug’z
osc(atazp?’Hl) < T+ 2M, || Opug |

ce qui nous permet de montrer déja une partie de la définition de la suite {7},;} : posons
T+ o = 2T et supposons T, ; défini, nous posons

12K3,Cy 73\
Thiv1 =T —<—> 5.92
Nous définissons 7}, oo comme un borne pour les 7, ;, donc
48 Ky, C:
Thoo = Tno+ # (5.93)

On vérifie maintenant sans peine I'inégalité

05¢(0,0.p" ) < Ty

Estimations dans la deuxieme partie de I’étape. Nous estimons d’abord la taille
de O} = u}ow,, en dérivant par rapport a t ’équation (5.65), ce qui donne
oty

Ol (0) — O (0 + a) = —{m
1t

(5.94)

1

ot la notation [?" veut dire que nous faisons la troncature de tous les termes de la série
de Fourier des fonctions sauf ceux d’ordre compri entre 1 et 2". La meilleure estimation
que nous pouvons obtenir pour la fonction du coté droit (sous sa forme originale sans
troncature) est de l'ordre d’une constante. Plus précisément en introduisant une perte
dans le rayon du disque D(t,, pn;o) de taille [,, 'estimation de Cauchy donne

Le nouvel espace de parametres est D(t,,, p,-) avec

N,in
atPLtﬂ

P+ A

H < 12K, (5.95)

Pn— = Dp- — ln = Pn — 4ln

[e’s}

Nous avons donc
||8tu’f’t]| < C924 K42, (27) (5.96)
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. . . . 1.0
Nous pouvons estimer maintenant ’oscillation de atazp?+ ~ par

owut (O ut, (0 + ) — Oput (0 + a)ult ,(0) ,
n+1,0 o t%1e 1,t 1,t 1,t N,in n
0:0.p; 770, 2) = W0+ 0)? D.p7"" (0, ut(0)z)
u’f,t(9)
u?,t(g + a)
2P (0,0, (0)2) 2001, (0) }
0sc(0,0:.p,"7) < llova g 1 (it )M P Mo [l 1t ) T
+2l[ut 1 (u )~ | Mal|Orut | (5.97)

{010:1"(0,41,(0)2)

Nous pouvons conclure la définition de la suite {7},;} et montrer la majoration (5.88)
annonceée.

La suite {7},;}. Supposons 7}, o, déja défini, nous posons
Tri10 = K72"T0(2") 4 2700 (5.98)

avec la constante Ky = 32K,,C524K,. En regardant l'inégalité (5.97) nous obtenons
d’apres les définitions que
05¢(9,0.p; ) < T

Si nous introduisons la valeur de T;, o, (voir (5.93)) dans la définition de T),11 nous obte-
nons

~ K
Tpiro < Kp2'To(27) + 2T, 0 + 2—:

ce qui donne (largement d’ailleurs) 'estimation annoncée. n

Estimations dans la troisieme partie de I’étape. Nous sommes préts a estimer la
distance entre le Oip1e et Ag et voir qu’elle est toujours tres petite, ce que nous permettra
de montrer dans la section 5.4.6 que fT Oip14(0)dO croit presque comme une application
linéaire. En envisageant de simplifier la notation, nous allons introduire des constantes
Kg, K9 de maniere qu’on ait

0D 0:p17(0,ugt (0))) = D 00.p7(0,ug)) + 21 (0, uf) Oy
0 0

|

% iy i ”
at ( Z azpt ! (07 uo,f (9))) H S Tn,OOQCQQnFaﬁ(Qn)wn + N_Qi
0

Ky

< 5.99
< o (5.99)
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Nous aurons besoin aussi d’estimer la taille de 9;()\%). Pour cela il sera utile d’avoir une
expression plus détaillée; de (5.66) nous avons

(A = ALo(log\b)
At 8 nln
by T | 4 e P tn
B A_%(/ 81&,011: +at( Zn lazp?’j(e’ug”tj))d9>
AN 14+ ==

2,1n,

P1t

Voyons alors ce que donne la dérivée par rapport a ¢ de p’fjl’o. En différenciant (5.73) nous
avons

QPO = 0,(\L)e {08} "+ )} g 4 At e{log@?:z‘“w}w{_ftf?ft" }
Py A
et la différence entre son intégrale et Ay s’écrit donc comme la somme de trois termes
Iy + I + I3, un pour chaque ligne ci-dessous

A ellog(p ™ +2) Ham &tp
8 n+10 0do — A — / n do / P ap) — A
tpP ( ) 0 < - Y )( T > 0

1 1 e Wl plt
v / )\%e{log(p?in‘*‘)‘mwde)( / &f(Zé"’l 0-p” (0. u5)) i)
T )\ T 1 _'_ p?tzn
) 7,0n,
+ / AL e{log(ﬂi’zn—i-)\)ﬂw{fi:i} _db
T? pryt + A2

Le terme I; est égal a la somme des trois termes ci-dessous

t o{log(p} "™ +A)} g 0,0™0 — 1
</ An€ ' d@)(/ tpl?#d@)
T1 )\ T1 Pl,’tn
A

1+

n,in

,\t {10E‘§( +1)}| n Pre
([ et 2d9)(/ e ol
T! A T Pri”
A

11_1_

+1)+{10g(

+ i o os(“ D _ 19) Ao

Il existe donc une constante K telle que

L) < efetrs, + K, (5.100)

.00

Les termes A/, p);" sont majorés universellement donc il existe une constante Cy telle que
a l'aide de (5 99) nous avons

Cs Ky
N2n

[12]] < (5.101)
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Le terme I3 est l'intégrale d’un terme universellement borné multiplié par la troncature
d’une fonction, dont la taille est aussi bornée (par une constante de type K, tout cela avant
I'introduction de la perte de largeur de bande, voir (5.95)). Quand nous considérons la
perte de largeur de bande nous obtenons ainsi une constante Kig et la borne

—2m2nd}
e 0 Kyplpga Ky
d} N, Ne2ntl

n

23] < Kio (5.102)

En considérant ces trois bornes pour les termes I, I et I3 nous avons que dans la troisieme
partie de I’étape il se vérifie I'estimation

C’6}(9 KIO

n+1,0 Ksln
O — No| < s, + Kol + 2+ (5.103)

H T

Nous pouvons & ce moment rendre explicite la définition de la suite {s,} et montrer ses
propriétés annonceées.

La suite {s,}. Nous définissons cette suite par la récurrence

L—l
n* — .1 4
’ 1000 (5.104)
Cs K. K
_ Kln 6159 10
Spil = Spe + K,l, + Ron + o1 (5.105)
d’ou (5.103) implique (tautologiment) que
H 0 AOH < Smii (5.106)
’H‘l

En itérant la définition nous obtenons 'estimation

(lojeKsl]> +H K.l (ZKZ 06[:9 Ng;%)
.y 206Ky @)

< (M) R (K, D+
; ! N eN

et si W est suffisamment grande nous avons la majoration (5.89) annoncée n

5.4.6 Quatrieme partie, coupure dans I’ensemble des parametres

Nous arrivons a une partie bien différente dans la procédure, car ici les estimations
ne s’obtiennent pas par un phénomene des restes d'une équation linéarisée (restes qua-
dratiques), ou par des estimations de Cauchy associées a des pertes de largeur de bande,
comme dans les parties précédentes, mais par la propriété de transversalité de la famille
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{F;}. Voyons la nécessité d’'une telle hypothese. A ce moment on a, d’apres la relation
(5.73), que pour une constante Cy

lois Il < Crllpii™ | < Crkala, (5.107)

c’est a dire qu’on n’a pas gagné sur 1’ordre de grandeur de la taille de p;. Ceci était prévisible
car nous n’avons effectué que des opérations pour controler la dérivé dyp;. Nous allons
utiliser 'affirmation 5.1.1 pour controler p;, donc nous avons besoin de controler la taille de
le p1.t(0)dO qui est une donnée de dimension 1 complexe. La propriété de transversalité de
la famille { F; } va nous permettre de faire cela. Nous allons trouver un parametre t,,,1 tel que

1,0 . .
le it = 0, et alors nous profiterons du fait que si nous nous approchons suffisamment

17tn+1
N . ]_() . ;. s .
ce parametre, la taille de le pﬁr est petite. Plus précisément nous allons restreindre

I'espace des parametres D(t,, p,-) en trouvant un disque D(t,41,Pnt1) C D(tn, pr-) avec

tn41 un zéro simple de [, /Jﬁl %(0)df et de rayon p, ., suffisamment petit (comme dans

(5.32)).

Une application du Lemme de Rouché

Nous utiliserons le Lemme de Rouché pour trouver t,,;, c’est a dire, un argument
d’homotopie qui compare une fonction holomorphe a une autre qui a un zéro simple a
Iintérieur d’'un domaine. Il nous faut montrer alors que sur le bord d’un disque autour de
t, il se vérifie 'hypothese du Lemme de Rouché. Nous écrivons

n+1,0 ‘
/ plvt—@dg _ / </\n {log(p}",™ (O)+ M) Ygmw _ 1>d6
T! A T1 A
= / (efqu log (w-&—l)d%-{log(pf’f”(9)+>\)}|2—n B 1) 20
T1

et définisons g, (t) comme étant cette derniere expression, que nous allons comparer sur le

n,0
bord d’un disque D(t,,r) avec la fonction g(t) = [, pl,t)\(e) a0

ool = [ ] [ 1o (B0 1)an gt

+ ZQGZ}dQ

+{ log(py"(8) + N) } o

o Z = | [ log (p1 i ® +1)df + { log quZ”(Q) + A) }gw|- 11 existe alors une constante K1
telle que Z < Kiil, << 1 si N est suffisamment grande. A Taide d’un développement de
Taylor pour log (pl i) + 1) ou le module de la fonction w(f, t) liée au développement est
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compris entre 0 et 1, nous avons
p’fi“ w(®,t) (P11 (0)? plt
l9+(%) ‘/Tl -2 A ) - )d(’)‘
+/ {log (p?,f”(@) + )\)} _+ Zzez‘dﬁ
T1 2n
in—1 n,t
< 0,t 2 (0)N 2
2 A
7,00 2 7
+/1rl {log(plt(Q)—f—/\)}Tn—FZe ‘dé’
On peut vérifier sans peine les estimations suivantes
in—1
< ; ; 205Kyl
[ X oo < 2 (5.108)
T 55
w0, 1) (P11 (0)? Kl
< = .
[0 < 5 s
CyKylpe ™" C3Kyl,
/w {1og (p’f;“(e) + A)} Jao < == del < == (5.110)
Si N est suffisamment grand nous avons
l9+(t) = g(t)] < 3L, L7 (5.111)

sur tout le disque D(t,,r) avec r < p,-. La condition de transversalité sur la dérivée
Oy [ p14(0)df implique que g(t) croit presque comme une application linéaire, plus préci-

sément .
Ay Aot —ty,)
t = ta] > =0 hg))| = |

ce qui implique

—9(t) +g(tn)

99 99
LYt —t,| = ——L"'r

9(0) 2 (L7 = su) e - o

—tl =150 100
sur le bord d'un disque D(t,,r). Il suffit donc que le rayon r soit au moins 1003ln pour
satisfaire 'hypothese du Lemme de Rouché et obtenir ainsi un zéro simple ¢, de g (t)
a U'intérieur du disque D(t,, ). Il faut montrer d’une partie que si nous prenons r comme
étant cette valeur minimale alors le nouveau zéro ¢, 1 est bien dans ’espace des parametres
D(t,, pn-). Pour cela il suffit de voir que

100

Pn= = 3ln=ge > 9200 >0 (5.112)
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Il faut également montrer que nous pouvons démarrer 1’étape n + 1 avec le rayon p, 1.
Pour cela nous voyons que

Pny1 = 1OOZn—&-l

z( 100, 5(2")Ta (27) )
n Fa75(2n+1>ra(2n+1)262n+1

< 251, (5.113)

D’apres (5.112) et (5.113) le disque D(t,,11, pnt1) est contenu dans le disque D(t,,, p,-), et
devient notre nouvel espace de parametres.

Nous obtenons ainsi toutes les estimations nécessaires pour recommencer la procédure
a l'étape n + 1.

5.4.7 Convergence de la méthode

Tout ce que nous venons de voir nous dit que nous pouvons itérer la procédure une
infinité de fois pour la dhf correspondant au parametre ¢ = N>+ D(t,, pn). Nous allons
omettre le parametre dans la notation puisque nous considérons désormais seulement la
dynamique holomorphe fibrée donnée par ce parametre, Fr. Bien entendu, ¢ est le parametre
qui vérifie la conclusion du Théoreme 5.1. Les taux de décroissance des fonctions ainsi que
toutes les estimations qui apparaissent au cours de la procédure nous permettront de
montrer que la composition successive des conjugaisons fabriquées lors de la procédure
donnent lieu a un changement de coordonnées analytique. Posons d’abord

l\DIO'z

Zmax (d2,dL) > (5.114)

Regroupons les conjugaisons par étape en notant
Ho(0,2) = hug © i 0+ 0 iy 0 ha(0, 2) = (0,15(6) + w3(6)z)

N ’ 1 .. . . N ,
ot nous avons posé uf(0) = S ul(A). Les compositions successives jusque & 'étape n
donnent

HpeoHpepro-0Hy(0,2) = (0,uf +uf (uf ' +ul (L (uf +ulz)..)))
n—1 n

= (O,uy +ufug T+ +<Hu{>u’g+<nu{>z
Jj=n* Jj=n*

Il suffit de montrer que le terme constant et le coefficient de z dans la ligne ci-dessus
convergent uniformément sur 6 quand n tend vers I'infini. Pour montrer cette convergence
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uniforme il suffit de montrer la convergence uniforme du produit [ u}(6) et uniforme et
absolue de la série > % uf(0). Le produit satisfait

log (H u{(H)) =2V

ou la derniere série est uniformément et absolument convergente grace a I’estimation (5.67)
et le point 2. du Lemme 5.2. La série des ug est

n n ij—l
doup(@) = > u'(0)
j=n* j=n* i=0
DOHC nous estimons
~ AN “_102@ gy Ly 1 5.115
|2 ], < 2 X erteegi <5 3 g (5115

Il existe donc la limite
H(9,z) = lim Hy o Hyryq0---0Hy(0,2)
et s’écrit sous la forme
H(97 Z) = (97 Uo(e) +u (9)’2)
avec les fonctions ug, u; analytiques sur la bande Bs~. La fonction u; est de degré nul car
le degré est un homomorphisme et chaque fonction u] est de degré nul. La conjugaison de
F par H prend la forme

H 'oFoH(,2) = (0+a,) z+p>(0,2))

car les suites [,,, w, qui controlent les tailles de pg’o, p?’o tendent vers 0 lorsque n tend vers
l'infini. La fonction p> s’annule a 'ordre 2 en z = 0 et est définie sur le disque D(0, R*)
avec 3 < R™. La courbe invariante est ug(f) et d’apres (5.115) satisfait

4iei®

I 1
luollzsee < 3 Z (5.116)
j=n*

5.4.8 Modification de la premiere étape et la taille de ¢

Soient un nombre naturel 7 > n* et un réel positif € tels que

4] )
20 <2 11
Soit {F}}iex une famille analytique qui vérifie (parmi les autres hypotheses) que
24¢e
ol <e 5 lpo (5.118)

< -
I's Sor0m

Démarrons 'algorithme a 1’étape n et notons que pour arriver dans un bon pied au début
de I'étape n + 1 il nous suffit de montrer les faits suivants :
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Dans la premiére partie Les inégalités (5.54), (5.55) doivent étre

[ 5N4ﬁr2j;(2ﬁ)21 (5.119)
10ap3l < 2(%) (5.120)
ce qui est immédiat en répétant les calculs de cette partie-la.
Dans la deuxiéme partie L’inégalité (5.74) doit étre
Jut, — 1] < 0302042"’&(2’7)}(42%5 (5.121)

ce qui est aussi direct.
De cette facon dans la troisieme partie nous réussissons a avoir les majorations corres-
pondantes par l;11 et wiy1 lors de la perte de largeur de bande.

Dans les estimations par rapport au parametre Afin d’obtenir (5.91) il suffit de

K3
perdre un morceau de taille 2%‘5 (%) sur le disque de parametres a chaque pas, ainsi comme

pour obtenir (5.95) il suffit de perdre un morceau de taille %. Lors de la quatrieme partie
on voit que (5.108), (5.109), (5.110) sont majorées par

205K y24¢ KZ(%‘E)Q CSK4(2+§E)€_2W2M% < CsKylnp
RJ ’ 2 ’ dy, - N

(5.122)

respectivement, alors si N est suffisamment grande (5.111) reste majorée par 3L~* (%),

ce qui permet de finir I’étape avec les pertes de rayon du disque de 'espace de parametres
appropriées.

Tout cela nous permet de dire qu’il suffi de démarrer I’'étape n avec un disque de rayon

24¢e

dans 'espace des parametres, donc le parametre ¢ qui vérifie I'existence de la courbe in-
variante est bien a distance constante fois € de 'origine du plan complexe. Si € tend vers
0, alors le niveau n de la premiere étape augmente et I'inégalité (5.116) nous permet de
conclure que la taille de la courbe invariante tend vers 0.

Nous avons donc montré que le Théoreme 5.1 vaut sous une hypothese plus forte
lpoll < wp= (ou plus précisément sous 'hypothese (5.118)). Dans la prochaine section
nous verrons qu'il suffit d’imposer 'hypothese ||po|| < € et comme méme nous ramener
aux hypotheses déja utilisées. Nous allons décrire une procédure préalable a 1’algorithme
qui va nous permettre ramener les hypotheses du Théoreme 5.1 aux hypotheses que nous
utilisons effectivement lors de ’application de 1’algorithme.
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5.5 Une procédure préalable et fin de la demonstra-
tion

Diminution initiale de la taille de pg

Nous savons que la résolution de I’équation de uy donne lieu a une diminution de la taille
de po. Nous allons résoudre plusieurs fois cette équation pour obtenir, a partir de I’hypothese
du Théoreme 5.1, une taille de py adéquate pour démarrer I’algorithme. Cependant, chaque
résolution de I'équation de uy va provoquer une petite augmentation de la taille de pq,
mais 'augmentation totale sera bien contrdlée (nous allons omettre délibérément plusieurs
détails lors de la manipulation des estimations dans cette section, dont les justifications
ont été bien développées dans les sections précédentes). Nous fixons d’abord une constante
N & partir des donnés (L, M, 2T+ (2000L)71, 6, (a, ﬁ)) comme décrit au début de la section
5.4.1. Ce choix nous fournit les suites déja introduites {I,,}, {w,}, {d°}, {d.} et un nombre
naturel n* qui représente le plus bas niveau de départ pour les étapes de l'algorithme.
Supposons qu’il existe n > n* et € > 0 tels que

Olny

51*
§ -1 < n
5 5(wn )

=24

(5.124)

et (parmi les autres hypotheses du Théoreme 5.1) que pour tout parametre ¢ dans le disque
D(0, Kre) on ait
ool <& ol <, (5.125)

ou la constante K n’a pas été encore définie. La valeur du rayon du disque de 'espace des
parametres sera tout simplement ce qu’il faut pour faire tourner cette procédure préalable
plus la rayon nécessaire pour pouvoir démarrer I'algorithme a I’étape n. Cette procédure
préalable comportera aussi des étapes (indexées par les nombres naturels entre n* jusque
an—1). Chaque étape aura deux parties. La premiere partie de I’étape n est divisée a son
tour en pas, dont chacun consiste a résoudre une fois I’équation de uq avec troncature au
niveau 2". La deuxieme partie de ’étape n consiste en introduire une perte sur le largeur
de bande de taille d2. La suite réelle suivante sera utile pour simplifier les notations

W, = CoM2"T, 5(2") (5.126)

Nous allons effectuer séparément la premiere étape n*, car d’'une part les estimations sont
un peu différentes et d’autre, elle va nous permettre comprendre les manipulations et
estimations dans une étape quelconque. Comme d’habitude (dans ce travail) nous notons
les fonctions de départ par pgj;, p?;, pi". Nous introduisons un indice pour signaler les pas
et définissons la suite de fonctions n},. ; par

Moo = o (5.127)

Mhesnr = Priugy o) " (oug,”) (5.128)
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L’hypothese du Théoreme 5.1 dit que |[n}. o|| < €. Nous allons montrer inductivement que

copo< el e 5.129
||"7’r7, 52 | — 21 — 21 ( )
1L < 116800 4 20k o[ Wie < e(1+2Wp) < e(wps) ™! (5.130)

Supposons alors que ces inégalités soient vérifiées pour 0 < 7 < i+ 1. Nous pouvons estimer
le nouveau 7 par

| Wae
M

)

| <eetn>n* nous avons

”7772*,1‘-1-1” <e(l+2Wp)

+ M(IIHZZ

‘77;1

comme e(1 + 2W+) < e(wn) ™", |7

8 —
M — M 4

W OWhps
<ly

1+ 2W,.
el 2Wne )= 24N

]‘ t
< — .
4 ? Hnn ,Z||

ce quimplique que |14 ;41 || < [[7+,4][27". La taille de ||p?tz+1|| est majorée par

||,0711,t’iJrl || < ||P§L,t’0

<lp1”

| + 2W,

e oll < e(1+2W,-)

|+ W Z Hﬁi*,j
0

EWp* 41
Qan* )

(cette subtile différence sera tres importante dans la

Nous continuons avec les pas jusqu’au moment ou la taille de 7 soit plus petite que
EWy, *

2an+*1
section 5.6). Soit 4,+ un tel moment. Dans la deuxiéme partie de 1’étape nous introduisons

une perte de largeur de bande de taille d°.. La taille finale de py est majorée donc par

ou plus précisément quand 5 <

. 272" d0,
I < ke e+ 2l ol
n*
< EWnp*41 28Wpr 41
T 2Rwy,« AR Ww,, «
< EWnx 41
- an*

Une étape n* < n < n — 1 quelconque
Au début de I’étape nous avons

EWy,

o5 < o (5131)

1+ 2W,,-
o(1+2W + R Run-
< e(wpe)! (5.133)

IA

2Wpr 1 Wi 1 NI 2wn—1Wn—1>

[l (5.132)
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Avec la suite habituelle {7}, ;} nous allons montrer inductivement que

1770l
L < o 5.134
il < (5.134)
. 2w, W, _
I3l < (1 2 o ) < ) (5.135)
) wn*

Supposons donc que ces inégalités sont vérifiées pour 0 < j < ¢ 4+ 1. La taille de 7 est
majorée par

W Wi\2
() il + M (It 57

mais on a aussi que

e(w )‘1% < 1 W <1
"M "oAM T 4
Mew,W? M 1
M|n W2 < non l 2 =
[, W < Rw.. <o W, W2 < .

ce qui implique que |77, ;]| < [|77,]|27". La taille de pi’f“ se traite par

i
i+l 0
P < AT+ W Y Ly
0
2W,ew
< n,0 + n n
i+ S
2W,w
< 5<1+2Wn* +... 4 = ") < e(wyr)—1
Nw,,«
On continue les pas jusqu’au moment ol la taille de 7 soit plus petite que FZ+t, plus
précisément quand =2 < ;;”Z)“ Soit 7,, un tel moment. Nous introduisons dans la

deuxiéme partie de 'étape une perte de largeur de bande de taille d°. La taille finale de py
est majorée donc par

. . . 6727r2”d91
o6 1< Wi, I+ 2l 0l ——
EWn+1 EWp EWn41
< 2
= 20w, * Nw,, 4Nw,,
EWn+1
< _
Nw,,«
Au bout de la (n — 1)-ieme étape on obtient
. EWp de(wp )™t
0 < < = - 5.136
||p0,t — an* N4n1—‘a”@(2n) < )
1T < e(wne)™ (5.137)
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et ces fonctions sont définies sur la bande 0 — 22:1 d?. La fonction p}'(6, -) est définie pour

la variable z sur un disque de rayon
n—1

in '
1= D I

n=n* 1=0

| (5.138)

Si on commence ’algorithme a 1’étape n avec ce disque nous arriverons a la fin a un rayon
plus grande que 3/8. La taille de ||p:|| ne change pas dans 'opération de résolution de
I’équation de uqg.

Estimations par rapport au parametre

Nous aurons besoin d’estimer la taille des deux sommes

n—1 in ‘ n—1 in ‘
SO gl o DD oyl
n=n* =0 n=n* =0

La premiere est majorée par

n—1 1
i - W,«e W,ew
n,1 < 9 n 2 n n
; Z:; lugall < 27—+ ; T
< 2W,ne (1 1 L, ) - 4Wn*€
- M 2N = - M

En introduisant une perte sur le rayon du disque de l'espace des parametres de taille
96000L W« nous obtenons l'estimation de Cauchy

n—1 1
i '

n=n* =0

Nous pouvons maintenant estimer 'oscillation finale de 9,0, p; par
el in

osc(atazp?) <2T +2M Z Z ugrll < 2T +

n=n* =0

14
2000L (5.140)

On aura besoin de la majoration suivante

’ 8t(j:i; ;Znoﬁzp?vi(.,ugjf)) H < <2T + i) ZZ o || + MZZ 1Byuo

< <2T—|— 1 >4Wn* N 1
oL) M T 1000L
1

<

— 2000L
ou la derniere inégalité se vérifie compte tenu de la grandeur de N. Nous définissons le
nombre complexe Ay qui sera celui qu’on utilise dans I'algorithme, par

Ap = a(/T o)

(5.141)

t=to
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5.5.1 Un zéro simple pour le P1t

Le seul ingrédient qui nous manque pour pouvoir appliquer I'algorithme a notre famille
est I'existence d’un zéro simple pour le pit au centre de l'espace des parametres. Nous
allons trouver ce zéro & l'aide du Lemme de Rouché en comparant [, pi, avec la partie
linéaire au point ¢ de [p, p?; sur le bord d'un disque de rayon R et de centre %,

[ ol [ )| e—w] < | [ ai-a( [ o)
T1 T1 t=to T1 T1
+‘/ pﬁ‘,t—/ PLy
T T
T

< e+ §R2 + 4W, e

(t—to)‘

t=to

D’autre part nous avons

(t — to)‘ >L 'R

8t</1rl :0?1)

sur ce méme bord. Nous fixons donc le rayon

t=to

L7V — /L2 —2Te(1 + 4W,x)
T

R. = (5.142)

comme la plus petite racine de ’équation entre les deux bornes précédentes. De cette facon
nous assurons bien Uexistence d'un zéro t* de [, pf, dans D(t, R.). Nous vérifions sans
peine que R. est un nombre réel positif. De plus, nous vérifions aussi que

L1 2Te(1 + 4W,,-)

Be< =

= 2Le(1 + 4W,,.) (5.143)

car pour tout x petit on aque x > 1 —+/1 — x.

Pour démarrer 'application de la partie itérative de l’algorithme nous avons besoin
d’un disque de rayon 100% et de centre t* dans l'espace des parametres. Tout ce
qui nous venons de voir nous permet de définir la valeur de la constante Kx comme étant
ce qu’il faut pour d’une partie trouver t*, et d’autre, perdre un morceau de rayon pour
obtenir les estimations par rapport au parametre dans la procédure préalable et finalement
pour démarrer l'algorithme a 1’étape n, alors

2400 (wy,+ )~

Kp =2L(1+ 4W,») + 96000LW,,« + ;

(5.144)

voir Figure (5.5.1). Pour finir avec cette procédure préalable et commencer ’algorithme a
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96000LW,,-&

F1G. 5.1 — L’espace des parametres D(t*,2400(w,,«)"e/d) est coloré
I’étape n il nous suffit seulement de noter que le controle suivant
o-a( [ )] = [ao-a( )|
T! T!
n—1 i, . _
ASIPITASTN]
n=n* 1=0

2400(11)"*)_1) Lt
5 2000

|

< 7%(2LU:+4W@Q—%
L—l

<

= 1000

se vérifie dans le disque de I'espace des parametres de centre ¢y et rayon (2L(1 + AW, ) +

2400(wyx )~

5 1) qui contient au disque de centre t* et rayon EM

La courbe invariante est égal a
n—1 in n n
o n,i : n J
u = E E uyy + lim E Uo,{( | | ulﬁt—) (5.145)
n—oo
n=n* =0 n=n j=n

et est de degré nul car les changements de coordonnées que nous avons fait dans cette
procédure préalable sont aussi de degré nul g
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5.6 Une version paramétrée du Théoreme de la per-
sistance des courbes invariantes pour les dyna-
miques holomorphes fibrées

Considérons une application de A C C vers 'ensemble des familles analytiques a 1
parametre complexe de dynamiques holomorphes fibrées,

s +— {F hes

Nous disons qu’il s’agit d'une application analytique entre ces deux ensembles si I’applica-
tion
(s,t,0,2) — F7(0,2)

est analytique. Soit § dans l'intérieur de A. Supposons que la famille {F}cx vérifie les
hypotheses du Théoreme 5.1. Ainsi, pour tout ¢ dans le disque D(tog, Kre) C ¥ on a

o L > ‘@(fqu pjt)\t:to > !
. HPf%,tU <e , | <e .
o pill <M 0008l + 107 Pl <T

pour un certain € € (0,e*] o ce dernier est donné par le Théoreme 5.1. Alors il existe
un voisinage V(5) de § dans A tel que pour toute famille {F}}cx, avec s dans V (S), on
vérifie ces mémes hypotheéses. Le Théoreme 5.1 fournit alors une application de V() vers
D(to, KRg)

5 — 14
et une application de V(5) vers I'ensemble des courbes analytiques du cercle T' vers C
s—u®: Bs — C

tels que la courbe u® est invariante par la dynamique holomorphe fibrée F¥ , est de degré
nul avec nombre de rotation transversal égal a 3. Le but de cette section est de montrer le

Théoréme 5.4 Les applications s — t,, s — u® définies ci-dessus sont holomorphes.

La preuve de ce théoréeme sera fournie par une étude en profondeur de la méthode (procédure
préalable et algorithme itératif), et plus précisément par la possibilité d’effectuer cette
méthode de fagon uniforme pour toutes les familles {F}icx pour s appartenant a V(s).
Soit i I'unique nombre naturel qui vérifie

0lit1
24

ol
<elwy) ' < N

Nous pouvons appliquer la procédure préalable a toutes les familles dont s appartient
a V(s). Ceci nous fournit les fonctions {(ug:ti)s}(n*gn<ﬁ;0§i§in) définies pour tout t qui
appartient au disque D(to, Kre) (ou les indices sont uniformes pour tous les parametres s
dans V(5)); ceci fournit aussi les fonctions (pog,)®, (o7,)°, (p})* qui ont une taille adéquate
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pour démarrer l'algorithme itératif a I’étape n. Ces fonctions sont définies pour tout ¢ qui
appartient au disque D(t%, ps), o t est le seul zéro (simple) de [, (P} ,)°do fourni par
la derniere opération de la procédure préalable. Chaque étape n de 'algorithme (n > n)
fournit a son tour les fonctions {(ugtZ )®Yo<i<in, (uf;)® (les indices sont uniformes), définies
pour tout ¢ qui appartient au disque D(t;, py), ot t;, est le seul zéro (simple) de [ (p;)*df,
et les fonctions (pf1')*, (p17")*, (pi*")* avec une taille adéquate pour démarrer I'étape n+1,
définies pour tout ¢ qui appartient au disque D(t;, ;,pn11). Notons qu’a partir de I'étape
n la seule chose qui n’est pas uniforme est I'espace des parametres (plutot son centre).
Nous vérifierons que toutes ces fonctions sont holomorphes par rapport a I’ensemble des
variables (0, z, s, ).

5.6.1 L’application ¢,

Notons d’abord que pour une seule famille {F}}, le parametre ¢ pour lequel nous re-
trouvons la courbe invariante est I'unique élément de l'intersection U,>7 D(ty,, pn). Comme
pn — 0 quand n — oo on peut en déduire que ¢ est la limite des centres ¢, des disques.
Ceci nous indique alors la strategie & suivre pour montrer que ¢, est holomorphe. II suffit
de montrer que chaque application s — t$ est holomorphe, dont sa limite ¢4 le sera aussi
(limite uniforme car les rayons p, le sont aussi). Pour montrer cela nous allons utiliser le
fait bien connu que pour une famille de fonctions holomorphes {gs : D — C};ca qui dépend
de fagon analytique du parametre s et qui vérifie que chaque fonction g, a un unique zéro,
qui est simple, dans D, alors ce zéro est une fonction holomorphe du parametre s (une
simple utilisation du théoreme de la fonction implicite). Nous allons montrer par la suite
que la fonction [, (p},)°d# dépend de fagon holomorphe de s et ¢.

5.6.2 Les fonctions (uy})® pour n* <n <n

La notation (ugg )® a un sens uniforme par rapport aux indices pour tout s dans V() si
n* < n < n, et représente la solution de ’équation de ug pour la troncature de la fonction
(1),4)° jusqu’au niveau 2" comme coté droit, donc (ugtZ )® est un polynéme trigonométrique
de degré 2" dont ses coefficients dépendent linéairement des coefficients de la série de
Fourier de (7}, ;)°*. Comme (7). ,)° est holomorphe par rapport a s et ¢ alors (ug;’o)s est
aussi holomorphe par rapport & s et ¢. Si on suppose pour toute paire (m, j)<(n,i) que
(1/,.;)° dépend de fagon holomorphe de s et ¢ alors (ugg )* dépend de fagon holomorphe de
s et t (out < est I'ordre donné par les opérations de la méthode). Tout ceci implique que
toutes les fonctions {(ug)®}n<n<no<i<i,) ainsi que (pg,)% (p7,)% (pf)° sont holomorphes
par rapport a s et t. En particulier, la fonction le (p’f,t)sdﬁ, d’ou l'application t7 = t; est
holomorphe par rapport a s et t.

5.6.3 Une étape n > n quelconque

Supposons que toutes les fonctions (pf,)°, (p7,)°, (oF)°, {(ugjgj )*} sont holomorphes par
rapport a s et ¢ pour toute paire (m,j)<(n,0) et que tous les centres des espaces des
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parametres ¢7 . pour m < n, sont des fonctions holomorphes en s. Quand on résout la
premiere équation de wuy dans I'étape (le pas i = 0), pour chaque s dans V(s), le po-

lynome trigonométrique solution (ug;f )* dépend aussi de fagon holomorphe de s et t, et par

. : : 1 1 1 o
conséquence aussi les fonctions (py, ), (p17)%, (pr ). En itérant Pargument nous pouvons

A 3 n,J\s n \s 4
affirmer la méme chose pour toutes les fonctions (ug )j<;<;., (uy;)® et par conséquent pour

les fonctions (pgi")%, (pi")%, (pi™")*. En particulier les fonctions holomorphes en ¢ dans

D(t}, pn)
| ity (5.146)

dépendent de facon holomorphe de s, et il existe une application holomorphe s — t;_,
telle que

/ (thiJrl)SdQ =0 (5147)
T1

Ainsi nous montrons inductivement que pour tout n les applications des centres s +— ¢
sont holomorphes, et alors son application limite s — ¢, est aussi holomorphe par rapport
a s. La courbe invariante u, s’écrit, d’apres (5.145), par

n

w = (us,)” + Jim. Z(ugfs)%n(u{,t_s)S) (5.148)

j=n

ou le premier terme correspond a la procédure préalable et c’est une somme finie de fonc-
tions qui dépendent de fagon holomorphe en s. Les fonctions qui correspondent a la partie
itérative de la méthode dépendent aussi de fagcon holomorphe de s, d’ott on peut conclure
que l'application s — u*® est holomorphe et donc la preuve du Théoreme 5.4 g

5.7 Preuve du Théoreme de Siegel pour les dyna-
miques holomorphes fibrées analytiques

Nous terminons ce chapitre en montrant le Théoreme de linéarisation de Siegel pour
les dhf énoncé dans la section 2.3 du chapitre 2. Il nous suffira en fait d’imiter une
démonstration classique du Théoreme de Siegel (voir [KH95], [Mar], [CG93]), qu’on utilise
souvent comme un premier exemple de la méthode KAM, technique que nous avons déja
exploitée pour montrer le théoreme central de ce chapitre. Pour ces raisons nous allons
omettre quelques arguments, que nous laissons a la charge du lecteur.

Tout au long de cette preuve vont apparaitre plusieurs constantes positives qui dépen-
dent au plus des parametres (co,7) de la condition arithmétique sur la paire («, 3). Ces
constantes seront notés par c¢; ou l'indice j représente son ordre d’apparition au cours de
la preuve.

Nous supposons que la courbe invariante coincide avec la section nulle {z = 0} 5, et
que la derivée 0, fp(0) = e*™ pour tout § € B;. Ceci peut s’obtenir en conjugant F par
une application affine fibrée résultat de la composition d’une translation (donnée par la
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courbe) et d'un changement d’échelles donné par la résolution d’'une équation cohomolo-
gique adéquate. On écrit alors

F(0,z2) = (0 +a, e+ p(0, z))

Nous cherchons une conjugaison de la forme H*(6,2) = (0,2 + h*(6,2)), ou h*(6,-)
représente les termes d’ordre supérieur en z, et qui conjugue F' a la dynamique triviale
linéaire associée. Nous allons y parvenir au moyen des conjugaisons successives par des
fonctions de la forme H(6, z) = (0, z+h(f, z)) qui transforment la dhf sous une forme plus
proche de la forme triviale linéaire associée. Pour établir la méthode nous allons procéder
d’abord de fagon formelle.

Nous cherchons H de manitre que la dhf F résultant de la conjugaison de F par H,

FoH=HoF,
ait un terme non linéaire p plus petit que le terme p de F'. L’équation de conjugaison s’écrit
MR8, 2) + p(0,2+ h(0,2)) = p(0,z) + h(0+ a, \z + p(b, 2))

Comme d’habitude on choisit h comme une solution d’une équation linéaire (cohomo-
logique) associée a ’équation de conjugaison. Dans ce cas nous choisissons h vérifiant
I’équation
h(0+ a,\z) — Ah(0, z) = p(0, z) (5.149)
On veut en fait que h soit de l'ordre de 22, donc il suffira de résoudre 1’équation pour
= 0,h qui en résulte

W0+ a, z) —1(0,2) = "0, 2) (5.150)

avec la notation p'(0, z) = 0,p(0, z). En écrivant les séries

o

z) = Zhj(ﬁ)zj . AT, 2) Zp] (5.151)

I'équation (5.150) donne lieu formellement (en identifiant les coeflicients des séries sur z
des deux cotés) aux équations sur des fonctions en 6

hi(0 + )N — h;(0) = p;(0) (5.152)

pour tout j > 1. On résout ces équations, cohomologiques et tordues par M, par la méthode
des coefficients des séries de Fourier, en obtenant formellement

o ﬁj (n) 2minb
h](9> = Z We (5153)

ne”

Sous I'hypothese diophantienne CDs(cy, 7) sur la paire (o, ) nous allons montrer que
cette construction donne lieu a une fonction analytique h. Comme d’habitude nous notons
par [(n) le n—ieme coefficient de la série de Fourier d’une fonction [ : T' — C.
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Lemme 5.5 Soit ® : Bs x Dr — C une fonction holomorphe qui s’écrit sous la forme
O(0,2) =) D;(0)2 (5.154)
j=1

alors
i) Les coefficients ®; : Bs — C sont des fonctions analytiques.
it) Pour tout j > 1 la série

ci)j (TL) 27ind
\IIJ(Q) = Z eQWi(er—jﬁ)—le (5155)

neL

représente une fonction analytique sur la bande Bs et la série
V(o 2) = U;(0)7 (5.156)
j=1

représente une fonction holomorphe sur Bs X Dg.

iii) Soit E > 0 tel que ||®||g,p, < E, et soient aussi d,A des constantes réelles
positives d < §, A < 1. On suppose aussi que la paire («, [3) vérifie la condition
diophantienne CDs1(co, 7). Alors il existe une constante ¢y > 0 telle qu’on a lesti-
mation

1 1
1118500, o, < clE(dBHA + AW) (5.157)

Preuve. Le point 7) est immédiat d’apres le fait que les fonctions ®; sont, a des constantes
pres, les dérivées successives de ¢ par rapport a z au point z = 0. On a succesivement

|’(DH357DR < F ‘

|®;]lB, < ER pour tout j >1

1®,(n)] < ER e " pour tout n € Z
H\I]j”Bafd < ER?jCO Z 672”‘"‘d(|n| -+ j)2+T

nez

La série ci-dessus peut se controler en considérant les estimations

Zef2w|n\dj2+7 < 2j3+7— (5158)
In|<j
—27n T C2
D el < = (5.159)
[n|>j

ou cette derniere estimation vient du fait que pour tout s > 0 il existe une constante
c(s) > 0 telle que pour tout x € (0,1) on a

0 s o(s)
> @ SU—

n>0
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Ceci peut se montrer en notant que

Zaz”ns < Z(n—l—s)(n—l—s—l)...(n—i—l)x"

n>0 n>0

8$S<an+s> - 6;<1a;>

D’apres (5.158) et (5.159) on a donc

1¥5llBsy < CgER’j( +j3+7> pour tout j > 1

d3+T

||\P||Bé—d7DR(1_A) < C3EZ (1- <d3+T +j3+T>

< F L L
= A <d3+7A+A4+T) .

L’estimation (5.157) sera utilisée en prenant d = A et on aura donc une constante ¢; > 0

telle que
C5E
||\Ij||B§—d,DR(1_d) — d4+7-

(5.160)

Nous pouvons maintenant décrire une étape de la procédure itérative. Supposons que nous
ayons au debut de la n—ieme étape une dhf F,(6,z) = (0 +a,A\z+ (p")'(6, z)) définie sur
Bs, x Dg, , et le controle suivant sur la taille

1(0") || Bs,,,Dr,, < €n (5.161)

pour certains d,,, R,, &, positifs. Nous construisons une fonction h"(0, z) a 'aide des séries
formelles (5.151), (5.153) pour sa dérivée 0,h™. Le lemme précédent nous dit que pour des
constantes d,, = A,, petites, nous avons

C5En

||azhn||Bén—dnvDRn(17dn) = W (5'162)
Avec la notation gj(z) = z + h"(0, z) on montre le
Lemme 5.6 Si .

Encs < A>T 0<d, < 5 (5.163)

alors pour tout 6 dans Bs, 4, on a que
i) 95 (Dr,(1-1d,)) C Dr,(1-34,) €t Dr,(1-2d,) C 9§ (Dr,(1-d,))- En particulier on peut
inverser gy dans DR,,(1 — 2d,,).

i) N full Bs, - Dy sy < Bu(1—2dy).
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Preuve. i) Soit |z| < R,(1 —4d,) et 0 dans Bs,_q,. On a donc que

95(2)| < |2| + |B™(0, 2)| < R, (1 — 4d,, + csend, 7)) < R, (1 — 4d,, + d,)

n

Notons que pour |z| = R,(1 — d,) nous avons que |z| — R,(1 — 2d,)) = R,d,, > h"(0,z2),
alors

|96 (2)| = |2+ 1"(0,2)] = |2] = [n"(6, 2)| > R(1 = 2d,,)

et comme gy (0) = 0 pour tout 6, on conclut.

ii) Soit |z] < R,(1—3d,) et 0 dans Bs,_q,. On a alors que
|fu(0,2)] < Ro(1—3d, +€,) < R,(1-2d,) m

Il suit d’apres ce lemme que la dhf F,.y = H,' o F,, o H, est bien définie sur Bs, 4, X

Dr,(1-4d,)-
Si en plus on a que

C5€ 1
di; <5 . onadn" <
n

et I'estimation suivante pour la partie non linéaire de F},

(5.164)

DO | —

p"N0,2) = p"(0,2+h"(0,2)) —p"(0,z)
+h" (9 + a, )\z) — h”(@ +a, Az + p" (0, z))
1" 155, -0 Drprsany < 10" A"+ 071"

26nCs Rpend; 4

547)

IA

||10n+1 H Bsp—dn DRy (1—4dp)

||azpn+1 || Bsp—dn DRy (1=5dn) < Cﬁgid;(

ol ¢g > 0 et la derniere inégalité s’obtienent via Cauchy en perdant R,d,, dans le rayon du
disque de définition de la variable z.

Soit Ry un rayon positif que nous allons définir bientét. Nous définissons inductivement
la suite de rayons

R,y = R, (1 —5d,) (5.165)
ou les pertes d,, sont définies par
d, = 5 ot 6 = min{1,d} (5.166)
101+ 2m) B ’ '

On a ainsi qu'il existe une constante [ dans (0,1/2) telle que pour tout n > 0 on a que
R, > [Ry. On définit aussi inductivement la suite des largeurs de bande par d; = 0 et
dn+1 = 0, — d,. On voit que pour tout n > 0 on a d,, > 40/5. On définit aussi (avec un
choix de ¢q a faire ultérieurement)

Eng1 = Coe2d; 0T = 251054 (1 4 27)FT (5.167)
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Il existe une constante c; > 0 telle que

Eng1 < citle? (5.168)

n
On pose €/, = c?e,. On vérifie ainsi que

En =G ep < (GHen)? = (e),)? (5.169)

d’ot on voit que si €y est assez petit la suite €/, (et donc aussi la suite €,,) tend vers zéro de
fagon plus qu’exponentielle. Notons que si g est assez petit les inégalités (5.163), (5.164)
sont vérifies pour n = 0 . On fixe donc Ry comme étant un rayon ou on ait

10291 B5,0r, < €0 (5.170)

ol gy est comme ci-dessus. Ce choix pour Ry est toujours possible car p s’annule a l'ordre
2 en z = 0 et F' est une fonction holomorphe dans les deux variables. On note F = F.
Nous pouvons alors démarrer la procédure que nous venons de décrire et trouver pour tout
n > 0 une conjugaison H,, de facon que la suite de dhf définie inductivement par

Fn+1:HyjlanoHn

est bien définie sur By, ., X Dg,,, et sa partie non linéaire p"*! vérifie estimation

n+1

Hazanrl|’Ba D

<
nt+1PRpt1 — Entl

La démonstration du Théoreme 2.34 sera terminée quand nous montrerons que les com-
positions successives des conjugaisons H, donnent lieu a une conjugaison biholomorphe
définie dans Bys/s X Dig,. Autrement dit, il faut montrer que les fonctions

K, = HyoHyo---oH,

sont bien définies et biholomorphes sur Bs, x Dpg , et que la suite converge uniformément
sur Bys/s X Dig,. La premiere affirmation suit du Lemme 5.6. Pour la deuxieme on voit
qu’il existe une constante cg > 0 telle que

H82H2Kn||346/57DlR0 < H (1 + HazhnH) < g
§=0
d’ol on a que

HHQKn'H - HQK”HB45/57DZRO S CS||hn+1|| S CglROC?—HEn

ce qui permet de conclure n



Annexe A

Fonctions de classe C°° a fibres
holomorphes

Soit f : T' x U — C une fonction de classe C*, out U est un voisinage d’un disque
fermé D,.. Nous supposons que la fibre f(6,-) = fs : U — C est une fonction holomorphe
en D, pour tout § dans T!. Dans cet Annexe nous étudions ce type de fonctions en termes
des séries entieres a 'origine du plan complexe des fibres fy. Nous écrivons

fo(2) = 3 Fa(0)" (A1)

n>0

ce qui définit de facon unique les fonctions f, : T' — C, pour tout n > 0. Comme f est
de classe C™ on a que 97 fy(0) : T — C est de classe C™ pour tout n > 0, et tous les
coefficients f,, sont donc de classe C**°. De plus, il existe des constantes positives M, telles
que

195 fol2)] < M, (A2)

pour tout z dans D,., # dans T! et n > 0.

Lemme A.1 Soit s > 1. La dérivée O, fy est une fonction holomorphe en D, et sa série
entiere a l'origine s’écrit par

0 fo(2) = 05 fa(6)2" (A.3)

n>0

Preuve. Il suffit de montrer le lemme pour s = 1 et appliquer ensuite un argument de
récurrence. Soit ¢ un réel positif plus petit que 1. Les fonctions fi = %( fore — f,g) sont
holomorphes en D,. De plus, pour tout z dans ce disque il existe QZ?Z, sz dans l'intervale
10,0 +t] tels que

~ Jore(2) = fo(2)

Fi() = HEEEEE — 00 (RS) g () + 00 (TF) g (2) (A.4)

ou Rf,Zf représentent la partie réelle et imaginaire respectivement. Nous savons que
quand ¢ tend vers 0 les fonctions f} convergent ponctuellement vers dyfy. On estime les
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différences suivantes, pour z dans D,., a 'aide de (A.4)

| f5(2) — Bafo(2)] < 2Tsup |9 fo|t < 2Mst (A.5)

1xD,

On voit donc que la convergence f} =0 Oy fo est uniforme dans D,., d’ou on tire que Jy fy
est holomorphe sur ce disque. On peut appliquer la formule de Cauchy pour calculer les
dérivées a 'origine

n _ fo2) . _
a0 = [ s =nih® (A6
0" (9o fo)(0) = Op(n!fn(6)) = nldsfn(0) (A.7)

ce qui nous permet de conclure g

Inversement, nous voulons savoir quand est ce que une famille {f, : T' — C},>¢ de
fonctions de classe C*° correspond aux coefficients de la série entiere a l'origine d'une
fonction de classe C*° a fibres holomorphes. L’exemple suivant nous montre la nécessité
d’imposer certaines hypotheses a une telle famille.

Exemple. La série
folz) = e®02r (A.8)
n>0

n’est pas une fonction de classe C* dans le disque Dg, pour tout R > 0. En fait, si f
I’était, on pourrait dériver terme par terme par rapport a 6 en obtenant

D fo(z) = Zz’?”emez"

n>0

Opfo(z) = Z(iZ”)Seﬂnaz"

n>0

Mais, on voit que 9§ fy converge pour |z| < (2%)~! et diverge pour |z| > (2%)7!, et cela pour
tout s > 0.

La condition pour que les coefficients { f,, },>0 donnent lieu & une fonction f de classe
C® a fibres holomorphes sur un certain ouvert U autour de l'origine du plan complexe
vient donnée par la possibilité d’écrire toutes les dérivées J; f comme la série des dérivées
terme par terme et convergente sur un disque Dg pour R > 0. Ainsi, il faut et il suffit qu’il
exista R > 0 telle que pour tout s > 0 on ait

lim sup Hagan;/l” <R
n>0



Annexe B

Lemme d’inversion uniforme

Soit f : R? — R? une fonction de classe C' qui fixe 'origine, f(0) = 0. Si la matrice
Df(0) est inversible, le Théoreme de Inversion locale dit qu'il existe deux voisinages de
lorigine Uy, V; tels que la restriction f : Uy — V; est un difféomorphisme de classe C.
Nous sommes intéressés par une estimation de la taille de 'ouvert Uy. Soit ry = dist(0, 0Uy)
le plus grand rayon d'un disque centré en 0 et contenu dans Uy. Lorsque la fonction f est
holomorphe nous obtenons une majoration de r¢ en termes de la taille de f et de sa dérivée
a l'origine du plan complexe 9, f(0).

Lemme B.1 (D’inversion uniforme) Soient A € (0,1),B > 0 des constantes. 1l existe
une constante r(A, B) € (0,1) telle que si f : D — C est une fonction holomorphe vérifiant
i) f(0)=0
it) |fllp < B
iii) A< |0.f(0)] < A~
alors ry > r(A, B).

Preuve. Il existe une constante B’ > 4 qui dépend seulement de B telle que ||02f||p, 2 <
B'. Soient A = 9.f(0), r = 4 <1 R =4 et t dans Dg. On pose

(2)=fz)—t |, MN(2)=Az—t

Nous allons appliquer le Lemme de Rouché sur le bord 0D, a ces fonctions. Nous avons
!

£(2) = A(2)] = | £(2) = A2] < %

pour |z| = r. De plus nous avons

A
|A(2)] > |Az] = [t| > Ar — R = 77”

sur ce méme bord. Nous pouvons donc comparer sur ce bord

! Ar
1£i(2) — A(2)| < %ﬁ = 2 <)
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et conclure donc que f; et A; ont le méme nombre de zéros dans D,. Comme z; = % vérifie

Ai(z) = 0 et |z] < r/2, il existe donc un unique z; dans D, tel que fi(z) = 0. Dit
autrement, si nous posons Uy = f~! (DR) N D,, nous avons que la restriction f : Uy — Dg
est un biholomorphisme. De plus, la dérivée de l'inverse vérifie |0, f~1(0)| = [\ 7' > A > 0.

Le lemme 1/4 de Koebe assure que l'image f~'(Dg) = U; contient le disque centré a

RA _ A3
4 —sp 1N

I'origine et de rayon

Corollaire B.2 Soit F : T! x D — T! x C une dhf, a € R son nombre de rotation dans
la base. Soit u : T — D une courbe invariante pour F ayant un mutiplicateur k = k(u). II
existe alors un rayon positif R € (0,1) tel que la transformation inverse F~' : U, — T' x C
est une dhf bien définie dans le tube U, de rayon r et centré dans la courbe invariante. Le
nombre de rotation de F~' sur la base est —«. La courbe u est invariante pour F~1 et son
multiplicateur en tant que telle est k™ *.

Preuve. On suposse que u = {z = 0}p1. Comme F' est continue il existe des constantes
A €(0,1), B > 0 tels que pour tout 6 € T! la fonction univalente f, vérifie les hypotheses
du lemme precedent. Soit donc R = R(A, B) = 2‘4—; le rayon fournit par la preuve de ce
lemme. La transformation inverse F~! est définie par

(6, w) — (0 -0 fi2s(w))

pour tout (#,w) € T' x Dg. Les dérivées 9,,f, ' sont bornés sur T* x Dy et inverse F~!
est donc bornée g
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Résumé

Ce travail de these étudie les transformations holomorphes fibrées comme des systemes dynamiques. Une
transformation holomorphe fibrée (DHF') est une fonction fibrée continue de la forme (6, z) — (0+«, fo(2)),
définie dans un produit T' x U, o U C C est un ouvert du plan, o est un nombre irrationnel et fy est une
fonction univalente pour tout § € T!. Nous nous concentrons dans 1’étude des courbes invariantes. Ces
objets jouent le role d’un centre pour la dynamique locale de telles transformations.

Ce travail est divisé en deux parties. La premiere contient une étude de la dynamique locale d'une DHF
autour d’une courbe invariante. Nous montrons que cette dynamique est controlée par certaines données
associées la courbe (multiplicateur, nombre de rotation transversal). Plus précisement , dans le chapitre 2
nous montrons que les courbes attractives sont linéarisables ; I’équivalence entre la stabilité de Lyapounov
et la linéarisation dans le cas indifférent ; un théoréeme de linéarisation de Siegel fibré ; et une version fibrée
du théoréeme des hérissons de Pérez—Marco.

La deuxieme partie contient les résultats majeurs de ce travail. Dans cette partie nous nous concentrons
sur la persistance d’une courbe invariante sous des petites perturbations. Au chapitre 3 nous montrons la
persistance d’une courbe non-indifférente. Aux chapitres 4 et 5 nous traitons la persistance d’une courbe
indifférente de degré nul avec un nombre de rotation transversal donné. Ce probléme est un probleme de
petits diviseurs et nous montrons des théoréemes apropriés de type KAM.

Au chapitre 4 nous montrons que dans la classe C'°°, la persistance a lieu pourvu que la paire de
nombres de rotation associée vérifie une condition arith-mé-ti-que de type diophantienne. Nous montrons
aussi que cette condition est optimale.

Au chapitre 5 nous montrons que dans la classe analytique, la persistance a lieu pourvu que la paire
de nombres de rotation associée vrifie une condition arithmétique & la Brjuno. Nous montrons aussi une
version paramétrée de ce résultat.

Mots-clés : théorie KAM, petits diviseurs, dynamique holomorphe, produits croisés, condition de
Brjuno, courbes invariantes.

Abstract

This doctoral thesis studies the fibered holomorphic transformations as dynamical systems. A fibered
holomorphic transformation (FHD) is a fibered continuous function (6,z) — (0 + «, fo(2)), defined in a
product T! x U, where U C C is an open set, « is an irrational number and fy is a univalent function for
every 6 € T'. We focus on the study of invariant curves. These objects play the role of a center for local
dynamics.

This work has two main parts. The first part contains a study of the local dynamics around an invariant
curve. We show that this dynamics is controlled by some infinitesimal data associated to the curve (multi-
plier and fibered rotation number). Indeed, in chapter 2 we prove that non-indifferent invariant curves are
linearizable ; the equivalence between Lyapunov stability and linearization in the indifferent case; a Siegel
linearization theorem for the fibered case; and a fibered version of the Pérez-Marco hedgehogs theorem.

The second part contains the main results of this work. In this part we focus on persistence of an
invariant curve under small perturbations. In chapter 3 we prove the persistence of non-indifferent curves.
In chapter 4 and 5 we treat persistence of indifferent, zero degree invariant curves, with a given fibered
rotation number. This problem is a small divisors problem and we show adequate theorems of KAM type.

In chapter 4 we prove that in the C'°° class persistence of the curve occurs provided that the pair of
rotation numbers verifies a diophantine-like arithmetical condition. We also show that this condition is
optimal.

In chapter 5 we prove that in the analytical class persistence of the curve occurs provided that the pair
of rotation numbers verifies a Brjuno-like arithmetical condition. We also show a parametrized version of
the main theorem.

Keywords : KAM theory, small divisors, holomorphic dynamics, skew-products, Brjuno condition,
invariant curves.



