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Recordar que los objetos de Cp son las (O-algebras locales, completas,
noetherianas y con cuerpo residual k.
Sean Ry T dos elementos en Co» con T libre y finitamente generada como
O-élgebra.
Si ¢: R — T es un morfismo sobreyectivo de O-3lgebras. Pretendemos dar
dos criterios para concluir que ¢ es un isomorfismo.
@ El primero es un criterio numérico: desigualdad de ciertos cardinales.
@ El segundo se da en caso que Ry T admitan una estructura extra:
J-estructura.

Tener en mente Ry, — Tx.
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Intersecciéon completa

Definicion: Sea A € Cp finitamente generada y libre como
O-médulo. Decimos que A es una interseccion completa si y solo si
existe r € Z>o y fi1,..., fr € O[[X1,...,X;]] tales que

A2 O[X1, .. X/ Fra- s ).

Para R € Cp, denotamos R = R/AR = R®0 k.

Lema: Supongamos que R — T es un morfismo en Co y que T es
finitamente generada y libre como O-algebra. Entonces R — T es un
isomorfismo entre dos intersecciones completas si y solo si R — T lo
es (en Cy).

Demostracion: Si ¢: R — T isomorfismo, entonces ¢(AR) = ATy
luego ¢: R — T isomorfismo.
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Intersecciéon completa

@ Lema: Supongamos que R — T es un morfismo en Co y que T es
finitamente generada y libre como (O-dlgebra. Entonces R — T es un
isomorfismo entre dos intersecciones completas si y solo si R — T lo
es (en Cy).

e Demostracién (continuacién): Suponemos que ¢: R — T es
isomorfismo. Entonces ¢(R) + AT =T y se sigue por el Lema de
Nakayama que ¢(R) = T'. Consideremos la sucesién

0—>kerp - R—T — 0,

como T es libre, en particular es plano y por lo tanto

0—>ker¢®ok—>R£>T—>O

es exacta. Luego ker ¢ ®p k = 0, es decir ker ¢ = Aker ¢p. Pero R es
noetheriano, luego ker ¢ es f.g. y se sigue del Lema de Nakayama que
ker ¢ = 0.
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Intersecciéon completa

e Proposicién: Sea K’'/K una extensién finita de cuerpos locales y
A € Co finitamente generado y libre como O-mdédulo. Entonces A es
interseccién completa si y solo si A ®p O lo es (en Cor).

@ Demostracion: Suponemos que A es interseccién completa. Como
O’ es libre como O-médulo, entonces

0—)(fl,...,fr)—)Ol[[Xl,...,Xr]]—>A®@O/—>O

es exacta. Luego A ®o O’ es interseccién completa.

@ Gracias al lema anterior, para la condicién suficiente podemos asumir
que A € O}, y demostrar que si A’ := A ®;, k' es interseccién
completa en C}/, entonces A lo es en Cjy,.

e Escribimos A" = £'[[Y1,...,Y,]]/J con J un ideal que se puede

generar por r elementos y de manera que
my = <}/1+J7a}/7‘+<]>k’
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Intersecciéon completa

e Sea ¢: k[[X1,...,X,]] = A morfismo tal que
(p(X1)s.- ., 0(X;)) =ma ysea ¢ K[[Xy,..., X;]] = A’ la
extensidén de escalares a k'.

eSeal=ker¢py I =ker¢ =1®;kK.

o Como my = my Qp k', existe un isomorfismo
VKX @ DX, = K'Y, D @ K'Y, tal que el siguiente
diagrama conmuta:

KX @ akX, 5 Evio---okY,
{ {
mas = mys
@ Si extendemos esto a un isomorfismo
U K[[X1,...,X]] = K[[Y1,...,Y;]], tenemos que I' = U~1(J), de
donde I’ se puede generar por r elementos.
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Intersecciéon completa

@ Se sigue que
dimk(I/mAI) = dimk((I/mAI) Rk k/) < dimk(l//mA/I/) <.

@ Por el lema de Nakayama I puede ser generador por r elementos y
entonces A = k[[X1,...,X,]]/I es interseccién completa.
Hemos demostrado:

e Proposicién: Sea K’'/K una extensién finita de cuerpos locales y
A € Co finitamente generado y libre como O-mdédulo. Entonces A es
interseccién completa si y solo si A ®0 O’ lo es (en Cor).
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El primer criterio

@ Recordar la situacién: R,T € Co, ¢p: R— T y T f.g. y libre como
O-médulo.

e Teorema: Supongamos que 7: T — O. Sea p =ker(mo¢) C Ry
sea 1 = m(Annyp(ker 7)) € O. Ademds supongamos que 7 # (0).
Entonces son equivalentes

@ Se satisface la desigualdad #(p/p?) < #(O/n).
@ Se satisface la igualdad #(p/p?) = #(0/n).
© El mapa ¢: R — T es un isomorfismos de intersecciones completas.

@ Los elementos A en Cp que ademads estan dotados de un morfismo
sobreyectivo m4: A — O forman una categoria C¢,. Sus elementos se
denominan anillos aumentados y el morfismo 74 se llama morfismo
de aumentacion.
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Sobre (1) = (2)

@ Introduciendo el “Fitting ideal” de un O-médulo M, denotado por
Fittp (M) se demuestra puede mostrar que (1) = (2).

@ Este ideal satisface
Q Fittp(M) C Annp (M)
Q #M = #(O/Fitto(M)) cuando M es finito.
© SiAeCl y N esun A-mddulo, entonces
WA(FittA(N)) = Fitto(N XA O)

@ Tenemos que kermq ®4 O = kermy/ kerw%. Luego

Fitto(ker w4/ ker 74) = Fitto(ker m4 @4 O) = ma(Fitt 4(ker 74))
C ma(Anny(kerma)) =: na.

Asi, #(ker s/ ker m%4) = #(O/Fitto(ker ma/ker 74)) > #(O/na).
e Dado (A, 74) € C¢), lo anterior motiva el estudio de
Py :=kerma/kermy y na = ma(Anny(kermy)).
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Un ejemplo

o Lema: Sea (A,m4) € C¢. Entonces existe p: O[[X1,...,X,]] » A
con (ma o) (f) = f(0). Si kerp = (f1,..., fr) entonces

(I)A = (OXI DD OXT)/(?I? cee 7?’,’)‘

e Ejemplo: Sea A = {(a,b) € Z3 | a=b mod 3}(= Ty).

@ Sea ¢: Z3[[X]] — A dada por ¢(X) =(0,3) y (1) = (1,
Entonces o(X (X —3)) = (X2 - 3X) = (0,3%) — 3(0,3)
Luego X (X — 3) C ker .

@ Sea f=ag+am X +ay X%+ - €ker . Reescribamos

)

f = ap+ar X +3a2 X +3a3 X%+ - +(X2=3X)(as+az X +as X*+...)

Entonces o(f) = (ag, ap + a13 + a23? + a333 +...) = (0,0). Luego
ker p = 3ker p + (X (X — 3)) y por el Lema de Nakayama
concluimos que ker ¢ = (X (X — 3)).

o Luego @4 =7Z,/3Zyy na = 3Zy,.
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e Definicion: Sea J C O[[Sy, ..., S]] un ideal contenido en
(S1,...,5y). Entonces una J-estructura es un diagrama conmutativo
O[[S1,...,S]]
+
O[X1,....X;]] — R —- T
4
R — T,
tal que

Q 7T/(5,....8)T" =Ty R/(5,...,S ) R.
@ Para todo ideal I D J, I =ker(O[[Sy,...,S,])] = T'/IT").

@ Teorema: Supongamos que existe una cadena descendente
Jn C O[[S1,..., S]] de ideales tales que Jy = (S1,...,5),
M, Jn = (0) y para cada n existe una Jy-estructura. Entonces el
mapa R — T es un isomorfismo de intersecciones completas.
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